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Die quadratische Form
eines Knotens
und ein Satz iiber Knotenmannigfaltigkeiten

Von Dieter Erle in Bonn

Einleitung

Fir die Signatur eines zahmen Knotens in der 3-Sphire sind verschiedene Defini-
tionen gebrauchlich. H. F. Trotter ordnete einem Knoten mit homologisch algebraischen
Methoden eine quadratische Form zu ([22]). Der zugrundegelegte Ring ist dabei irgend-
ein Oberring von Z, in dem 4(0), das konstante Glied des Alexanderpolynoms des
Knotens, invertierbar ist, also zum Beispiel der Ring O der rationalen Zahlen. Die Signatur
dieser quadratischen Form ist dann natiirlich auch eine Knoteninvariante. J. W. Milnor
behauptete 1966 in einem Brief an F. Hirzebruch eine Poincaré-Dualitat fir die unend-
lich-zyklische Uberlagerung eines KnotenauBenraumes bei Verwendung eines Korpers
als Koeffizientenbereich und benutzte dies, um einem Knoten eine reelle quadratische
Form und damit eine Signatur zuzuordnen. K. Murasugi definiert in [14a] die Signatur
einer Verkettung. Nach Mitteilung von Trotter und Murasugi stimmt diese Signatur
fir Knoten mit der von Trotter iiberein.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich in ihrem ersten Teil (§§ 1—6) damit, Milnors
quadratische Form sinnvoll fiir allgemeinere Ringe zu definieren. Da Milnor seine qua-
dratische Form auf der 1. Kohomologie der unendlich-zyklischen Uberlagerung erklirt,
wird man nach einer Bedingung fiir den Koeffizientenbereich suchen, unter der die
Kohomologie dieses Raumes frei und endlich erzeugt ist. Diesem Ziel dienen die ersten
vier Paragraphen. Dabei zeigt die ausgiebige Benutzung der in einer Seifertmatrix ent-
haltenen Informationen, daB sich Homologiemodul und Kohomologiealgebra der unend-
lich-zyklischen Uberlagerung wie die einer kompakten orientierbaren Fliche mit genau
einer Randkomponente verhalten, wenn der Koeffizientenring ein Integritdtsbereich ist,
in dem A4(0) eine Einheit ist (§ 4). Uber einem solchen Ring wird in § 5 nach Milnors
Methode eine quadratische Form definiert und mit Hilfe einer Seifertmatrix des Knotens
bewiesen, daBl diese Verallgemeinerung mit Trotters Definition iibereinstimmt. Damit
hat man einerseits eine topologische Interpretation von Trotters Invariante, andererseits
kann man unsere quadratische Form berechnen.
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Das Ergebnis lautet folgendermaBien (Satzb.2): Ist V eine Seifertmatrix eines
Knotens und P eine ganzzahlige unimodulare Matrix mit

- 0 -
— 0 0
0 0
. — 0
PVP= . 0 . ,
Coq . .
q:
o ”
= 0 0 -

wobei det W = 0 ist, so ist fiir den Knoten eine quadratische Form iiber jedem Integri-
titsbereich der Charakteristik ungleich zwei definiert, in dem det W(= 44(0)) eine
Einheit ist. W 4 W' ist dann eine Matrix dieser quadratischen Form. Unter ihren
Eigenschaften (§ 6) seien nur erwédhnt: Bei einem amphicheiralen Knoten ist die qua-
tratische Form zu ihrer negativen dquivalent; die Signatur der quadratischen Form iiber
O verhilt sich additiv und ist gleich der Signatur von V + V' fiir eine beliebige Seifert-
matrix V.

Der zweite Teil der Arbeit (§§ 7—17) bringt einen — bis auf die differenzierbare
Struktur des Orbitraumes vollstdndigen — Beweis des Satzes von Hirzebruch iiber
Knotenmannigfaltigkeiten. ([8], Seite 16), den dieser wihrend eines Gastaufenthaltes in
Oxford im April 1966 gefunden hatte, ohne aber seine Beweisidee schriftlich niederzu-
legen. Knotenmannigfaltigkeiten sind gewisse differenzierbare O(r)-Mannigfaltigkeiten,
deren Orbitraum eine 4-dimensionale Vollkugel ist und bei denen die Fixpunktmenge
im Orbitraum ein im Rand der Vollkugel gelegener Knoten ist (genaue Definition in § 7).
Nach Jénich [11] stehen fiir jede ganze Zahl n Knoten und Knotenmannigfaltigkeiten
in eineindeutiger Beziehung. Hirzebruchs Satz (§ 7. 3) macht Aussagen iiber Homotopie
und Homologie der einem Knoten zugeordneten Knotenmannigfaltigkeit, gestattet zu
entscheiden, ob es sich bei dieser um eine Sphére handelt, und erlaubt es gegebenenfalls,
die differenzierbare Struktur dieser Sphire zu bestimmen. Hierbei erweist sich die Be-
deutung der Signatur des Knotens. Im Juni 1967 teilte Hirzebruch in drei Vortrédgen in
Bonn seine Beweisidee mit, wobei eine Reihe von fiir den Beweis wesentlichen Teil-
problemen offenblieb. Im Anschlul an diese Vortrige wurde der zweite Teil der vor-
liegenden Arbeit angefertigt.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Hirzebruch, danke ich sehr herzlich
fiir die Anregung und Foérderung dieser Arbeit. Mein Dank gilt auch Herrn Dr. K. Jénich
und Herrn Dr. K. H. Mayer fiir viele niitzliche Unterhaltungen iiber den zweiten Teil
der Arbeit.

Aufbau der Arbeit

. Seifertmatrizen eines Knotens
. Homologie der unendlich-zyklischen Uberlagerung

. Vereinfachung der Relationenmatrix fiir die 1. Homologie
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. Kohomologiering der unendlich-zyklischen Uberlagerung
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§ 6. Definition und Berechnung von quadratischer Form und Signatur eines Knotens
§ 6. Eigenschaften und Anwendungen der quadratischen Form

§ 7. Formulierung und Beweisidee des Satzes von Hirzebruch iiber Knotenmannigfaltigkeiten
§ 8. Die O(n)-Mannigfaltigkeiten S27+1 und S* x Dn+1

§ 9. mn-dimensionale dquivariante Mannigfaltigkeiten in S27+1

§10. Verschlingungszahlen dquivarianter n-Mannigfaltigkeiten in S27+1

§11. Aquivariante n-Sphiren in $27+! und Tubenabbildungen

§12. Aquivariantes Henkelansetzen und dquivariante sphirische Modifikation

§13. Konstruktion der Knotenmannigfaltigkeiten

§14. Eigenschaften des Orbitraumes von M, (k)

§15. Homotopie- und Homologie-Eigenschaften von M, (k) und N, (k)

§16. Die Parallelisierbarkeit von N, (k)

§17. Klassifikation der Sphiren unter den Knotenmannigfaltigkeiten

Literaturverzeichnis

§ 1. Seifertmatrizen eines Knotens

1. 1. Wir beginnen mit der Festlegung verschiedener Begriffe und der Aufzdhlung
einiger meist bekannter Tatsachen im Zusammenhang mit Seifertmatrizen.

k sei ein orientierter zahmer Knoten in S°. Wir spannen in k£ eine zahme orientier-
bare Fliche S ein (also S'< 8% und a8 = k) und wihlen eine Umgebung U von k in §°

mit U ~ k x D? zahm, so dafl § = S A (8* — U) hombomorph zu S ist. Nun spalten
wir §® — U lidngs S und nennen den so erhaltenen Raum X. X ist homotopiedquivalent

zu §* — §, und aufgrund der Alexander-Dualitdt kennen wir die ganzzahlige Homologie
von X. Insbesondere gilt H,(X) ~ H,(S), und die durch die Verschlingungszahl gegebene

Paarung {: H,(S) ® H,(X)—~ Z ist nicht-singular. S ist durch seinen Rand k orientiert,
und damit auch S. X ist durch S® orientiert. In X haben wir zwei Exemplare von S.
Dasjenige Exemplar von § in X heifit das ,,obere®, fiir das die von S kommende Orien-
- tierung mit der Orientierung als Teilmenge von 9X iibereinstimmt; das andere sei das

,,untere‘. szw. f: 8- X sei die obere bzw. die untere Inklusion.

1. 2. Definition. Sei (b,) eine Basis von H,(S) und (b;) die beziiglich I duale Basis
von H,(X). Wir nennen die Matrix.V von f,: H,(S) > H,(X) beziiglich dieser Basen

,,die Seifertmatrix von S beziiglich (b,)". (Also f,(b,) = 2v;,b;.)

Bemerkung. Die Seifertmatrix beziiglich einer andern Basis (l;,) mit b_i =2p,b;
ist P’V P, wie man leicht nachrechnet.

1. 3. Es ist klar, daB eine Deformation von S die Seifertmatrix nicht éndert. Denkt
man sich S als R*® U {oo} und ist pr: R®*- R*? die Projektion mit pr(z,y, z) = (z, y),
80 kann man § immer so deformieren, daf gilt:

1) S<R?
2) Es gibt paarweise disjunkte Quadrate Q, in R? mit

(p,g€SApr(p)=pr(g)=pr(p) €U Q)
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3) pr-*(Q,) ~ S besteht aus zwei zu [0, 1] X [0, 1] homGomorphen Béndern, die
jedes fiir sich durch pr injektiv abgebildet werden und die sich so iiberkreuzen:

&

DaB S immer auf diese Weise in R?® eingebettet werden kann, ist klar, wenn man S als
Seifertfliche betrachtet. (Als Seifertfliche bezeichnen wir § im folgenden, wenn § als
2-Scheibe mit angehefteten Bandern gegeben ist, wobei die Seele jedes Bandes orientiert
sein und die dadurch gegebene Basis der 1. Homologie die Schnittmatrix
0 —1 ]
L o)

auf § haben soll.)

S habe nun Eigenschaften 1), 2) und 3) und sei, von oben gesehen, im Uhrzeiger-
sinn orientiert. b, seien Wege auf S, die eine Basis fiir H,(S) bilden. In den Béndern
von 3) mogen sie parallel zum Rand verlaufen. Dann errichte man einen Zylinder
iiber b, nach oben und schlieBe ihn durch den Punkt oo zu einem Kegel ab. Dieser liefert
in X (das man sich zweckmiBig in §° eingebettet vorstellt) einen Kegel mit Lochern,
und die Betrachtung von dessen Rand zeigt:

Wenn b; den Weg b, A,;mal von links und o,-mal von rechts iiberkreuzt, gilt
l(bj1 I+ (bi)) = Ay — Q4
Durch Errichten eines Zylinders iiber b, nach unten ergibt sich:

l(bp ]i* (bi)) = Aj— Q-

Denn wenn b, den Weg b, 4,-mal von links und ¢,-mal von rechts iiberkreuzt, so unter-
kreuzt b, den Weg b; A,-mal von rechts und g,-mal von links.

Folgerung. Fiir die Seifertmatriz V von S beziiglich (b,) gilt:
Vyy = Ay — Qs
Bemerkung. Hat f, beziiglich (b)) und (b;) die Matrix V, so hat ?* die Matrix V’

beziiglich dieser Basen.

Journal fiir Mathematik. Band 236 23
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1. 4. Lemma. Ist V Seifertmatriz von S beziiglich der Basis (b,), so ist V' — V die
Schnittmatriz von (b,).

Beweis [13]. Wir denken uns wieder X in §°® eingebettet und spannen zwischen
f(b) und f(b) ein orientiertes Band B, mit Rand f,(b,) — f«(b;) ein. Dann gilt

vy — 050 = L(by, fx (b)) — f« (b)) = Schnittzahl von b, mit B,. Dies ist aber die Schnitt-
zahl b;0 b, in S. )

b w

§ 2. Homologie der unendlich-zyklischen Uberlagerung

2.1. Mit Hilfe einer in den Knoten % eingespannten Fliche bilden wir wie in 1.1
den Raum X. Wir haben die Inklusionen f, f: S X und setzen S:=Bild f und

§:=Bildf. X = S v S v B, wo B der lings der eingespannten Flidche aufgeschnittene

Rand der Umgebung U von k ist. Zu jeder ganzen Zahl ¢ nehmen wir nun ein Exemplar
X, von X und haben die entsprechenden Objekte f,: S - X,, f;, §;, ;. In der disjunkten

Vereinigung .Uz X, identifizieren wir fiir jedes i ‘S—'; und S, , mit Hilfe des Homéomor-
lG_ ~ -
phismus f, ;o fi*. Der so entstandene Raum X ist eine Mannigfaltigkeit mit zu S* x R

homdomorphem Rand. Unmittelbar klar ist, daB X regulire Uberlagerung von S°®— U
mit unendlich-zyklischer Deckbewegungsgruppe ist. ¢ sei die erzeugende Deckbewegung,
die jedes X, in X, , wirft.

Xi—l Xi X’t+l

]
!
Xirs ’

g
|
»
e
-
&

S4+1 S’l+2



Erle, Die quadratische Form eines Knotens 179

2. 2. Zur Kommutatorgruppe G’ der Fundamentalgruppe G von S®— U gehort
bekanntlich eine unendlich-zyklische Uberlagerung ([5]). Der Homomorphismus %: G - Z

mit Kern & = nl(f) 148t sich faktorisieren:
G——2Z
7
|
G/G’

Alle Pfeile sind siirjektiv, daher G/G’ - - > Z bijektiv, woraus Kern A = G’ folgt. X ist
also die unendlich-zyklische Uberlagerung. (Es gibt ja im wesentlichen nur eine.)

2. 3. (Vergleiche [13].) Als Koeffizientenbereich fiir die Homologie verwenden wir
einen Integritdtsbereich A mit Eins. JZ sei der Gruppenring der unendlich-zyklischen

Gruppe Z, AZ:= JZ ®, A. Y, und Y, seien die Teilrdume von X:
) Yo::‘.'éJqu Yl:::igz Xair
(X; Y,, Y, ist eigentliche Triade mit Y, v Y, = X, Yon Y, = (l:Jz:ST,
Hy(Yo) @ Hy(Y)) = WWH(X); H(Yon Yy) e LLH(S).

Der Homomorphismus Hy(Y, ~ Y,) > Hy(Y,) & H,(Y,) der Mayer-Vietoris-Sequenz ([6])
von (X; Y,, Y,) ist leicht als injektiv nachzuweisen. Daher ist die erste Zeile des folgen-
den Diagramms als Teil dieser Mayer-Vietoris-Sequenz exakt:

Hy(X)—> WH,(S) > W Hy(X) — H (%) — 0

_z_lui o lqp glw = lm

Hy(X) —> H,(S) ® AZ-L+ H (X) ® AZ-Z> H,(X) —> 0.

Die Isomorphismen ¢ und y des Diagramms definieren wir so:
p(z) = g (z) ® (—1)'t
P(y) = hix(y) ® 2
(g::8,~ S, h;: X, X kanonisch, z € H,(S)), y € H,(X))).

g und 7 sind durch die Kommutativitit des Diagramms definiert. Sind f,: S < X, und

f, : S, < X, .1 die Inklusionen, z€H .(S8)), gilt nach Definition & () = (—1)* (fi4 (z) — fix (2))-
Fiir 8 gilt dann die Formel

Bz ® 1Y) = fy(z) ® t'—fa (@) @ £,

B ist daher AZ-Homomorphismus. (Bei der ,natiirlicheren* Identifikation der oberen
mit der unteren Sequenz ohne das Vorzeichen bei der Definition von ¢ wire § kein
AZ-Homomorphismus geworden!) Ist V Seifertmatrix beziiglich der Basis (b,), hat g
beziiglich dieser Basis die Matrix ¥’ —tV (1. 3). Da det (V' — tV) = 0 nach Lemma 1. 4,
ist B injektiv, folglich H 2()?) = 0. Durch das Operieren von t € AZ als Deckbewegung
wird HI(X') zum AZ-Modul. Man priift leicht nach, daB = AZ-Homomorphismus ist.
Als Ergebnis halten wir fest:
23*
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Satz. Sei A Integrititsbereich; dann gibt es eine exakte Sequenz iiber AZ:
0— H,(S;Z2)® AZ-Ls H(X;Z) ® AZ-=> HI(X; A) —> 0. B ist beziiglich einem
Paar dualer Basen in H,(S) und H,(X) durch die Matrix V' —tV gegeben, wenn V
Setfertmatriz beziiglich der Basis von H((S) ist.

2. 4. Korollar (Crowell [3]). Fiir eine Knotengruppe G hat die abelsche Gruppe
G'|G" keine Torsion.

Beweis. G'|G"" ~ HI(X; Z) als Gruppen. 0 cC-£-D-=sH 0 sei die exakte
Sequenz von Satz 2. 3 fir A = Z. Sei p Primzahl und 2 € H mit ph =0,k 0. Seid € D
mit n(d) = k. pd € Kern =, also existiert ¢ € C mit f(c) = pd. Gébe es ¢’ € C mit p¢’ = ¢,
wire pf(c¢’) = pd, also f(c’) = d, weil D ohne p-Torsion, daher 0 = znf(c’) = h =+ 0,
Widerspruch. Tensorieren wir die Sequenz mit Z,, ist § ® idzm injektiv; aberc ® 1 =0
in C ® Z,, andererseits f(c) ® 1 = pd ® 1 = 0in D ® Z,. Widerspruch zur Injektivitit
von B ® idzp.

Bemerkung. Mit der gleichen Methode beweist man, dall 1()? ; A) keine A-Torsion
hat, wenn A Integritétsbereich mit eindeutiger Primfaktorzerlegung ist.

2.5. Es gilt auch G'/G" g_Hl(X'; Z) als JZ-Moduln. (G’'/G" ist der von Crowell
untersuchte Knotenmodul.) Als weitere Folgerung aus Satz 2. 3 erhalten wir also, dall
V' —tV Relationenmatrix des Knotenmoduls ist. Die Determinante einer quadratischen
Relationenmatrix fiir G’/G" (also auch det (V' — ¢V)) ist nach Crowell bis auf Einheiten
in JZ das Alexanderpolynom des Knotens.

2. 6. Die natiirlichen Inklusionen induzieren das folgende kommutative Diagramm
mit exakten Zeilen (Koeffizienten in A):

0 —> Hy(S,, 3S) => H,(3S,) > H,(S)=>H,(S,;, 35)—> 0

0 |

|
3 M M
0 — H,(X, 0X) =»> H,(8X) - H,(X) = H,(X, 3X) — 0

=~ bedeutet bijektiv, o die Nullabbildung.

Die Markierung der Pfeile mit =~ bzw. o in der oberen Zeile ist klar. 83"1 < X ist
Homotopiedquivalenz. Damit folgt o in der unteren Zeile, und daraus die iibrigen
Markierungen. Aus dem linken Viereck des Diagramms schlieBen wir:

2. 7. Satz. 1) Fiir etnen Integritdtsbereich A ist Hz(:i(, 85'(; A) tsomorph zu A. Das
Einspannen einer beliebigen orientierbaren Fldche S in den orientierten Knoten liefert einen
Isomorphismus vermoge des Diagramms

- Hy(S,8S; A) —> H,(35;4) =~ 4

|

Hy(X, 0X; 4) 2> H,(3X; A)

Der Isomorphismus hdingt nur von der Orientierung des Knotens ab. 2) Die Gruppe der
Deckbewegungen von X operiert trivial auf H 2(5(', 3X; A).

Definition. Das Bild der Fundamentalklasse des Knotens in H,(X, 9X; A) unter
dem Isomorphismus des Satzes nennen wir Fundamentalklasse von X.
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2. 8. Wir fassen zusammen, was wir bis jetzt iiber die Homologie von X wissen:

Hy(X; A) =~ Hy(X, 0X; A) ~ A
Hy(X,8X; 4) = Hy(X; 4) = 0
H (X Ay~ H (X 3X A) hat als AZ-Modul Relationenmatrix V’'—¢V.

§ 3. Vereinfachung der Relationenmatrix fiir die 1. Homologie

3. 1. Um eine hinreichende Bedingung dafiir zu finden, da H 1()2' ; A) als A-Modul

endlich erzeugt ist (als AZ-Modul ist H (X; A) wegen 2. 3 endlich erzeugt), beschiftigen
wir uns etwas ausfithrlicher mit Relationenmatrizen (sieche zum Beispiel [23]).

Jede Matrix iiber einem kommutativen unitdren Ring K ist Relationenmatrix eines
K-Moduls M: M ist der Kokern eines Homomorphismus g: C -~ D von freien endlich
erzeugten K-Moduln C und D, dessen Matrix beziiglich Basen die gegebene ist.
Ct-D-2s M 0 ist dann exakt. Links- und Rechtsmultiplikation der Matrix mit
invertierbaren Matrizen dndern den Kokern nicht; denn sie bedeuten den Ubergang zu
andern Basen in D bzw. C.

3. 2. Ist e € K eine Einheit, IV eine (r, r)-Matrix iiber K, n ein r-Tupel iiber K, so
definieren wir folgende Diagramme:

RrHi-——s g M, 0
0 E]l l[o E) lwz

K’ [y K’ M, 0

6‘ 0

ki — s g M, 0
[o E]l l[—e"n E] lui

Y

K’ L K" M, 0

E ist die (r, r)-Einheitsmatrix. Die obere Zeile jeweils ist per definitionem exakt. M, hat

. . e n : . le 0
also Relationenmatrix 0 N] , M, Relationenmatrix . N} .
K" M, definieren wir so: Das j-te Basiselement von K" bilden wir auf das Bild des
(j + 1)-ten unter dem Homomorphismus K™*'— M, der oberen Zeile ab. Damit werden

die Diagramme kommutativ.

Die Homomorphismen

Die untere Zeile jedes der Diagramme ist ebenfalls exakt, wie leicht nachzupriifen ist.

Den Ubergang von der oberen zur unteren Zeile kann man daher interpretieren
als Weglassen eines iiberfliissigen Erzeugenden und einer iiberfliissigen Relation. Als
Ergebnis stellen wir fest:

Lemma. N,

0 N] und { ]8} definieren isomorphe K- Moduln.
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3. 3. Sei A wieder ein Integritdtsbereich mit Eins. Wir benétigen einen algebraischen

Hilfssatz. (AZ)" 2> (AZ)"—=> H—> 0 sei eine exakte Sequenz iiber AZ. B sei
beziiglich der kanonischen Basis e,,...,e, von (AZ)" gegeben durch

ﬂ(en) = "él' (tin - tatu) €4y

wobet T = (t,,) etne (r, r)-Matriz iiber A ist, deren Determinante eine Einheit ist. Dann ist
H als A-Modul frei vom Rang r und (n(e,));—,,.., 1St eine A-Basis.

Beweis. Wir zeigen zuerst: n(e,), . . ., 7(e,) erzeugen H iiber A. Seien h € H, x € (AZ)"
mit n(x) = h. x = 2',‘ l,e;, wo die !, Laurentpolynome in ¢ mit Koeffizienten in 4 sind.
i=1
Ist 77! = (6,,), gilt

te, = —p(e,) + é’; LinCis

t7le, = p ( 2:‘ B,nt‘le,) + zr,‘ 0.6
i=1 i=1

Durch vollstindige Induktion beweist man leicht, daf fiir jede ganze Zahl j Elemente
Yy€(AZ)" und a,, € A existieren mit

tjen = f(y) + é’; Ain;-

Deshalb gibt es auch z€(4Z)" und a,€ A4, so dal z = f(2) + zr,‘ a;e;. Dann gilt
i=1

h=an(z) = éi a,n(e,).

n(e,y), . . ., m(e,) sind aber auch linear unabhéngig iiber A. Sei ndmlich zr,' a,m(e) =0
i=1

fir gewisse a,€ A. Dann existiert ein z= X L, €(4Z)", l,= 3 A,;t'€ AZ, mit
i

=1
B(x) = 2" a,e;. Angenommen z ist ungleich null. Sei p die kleinste ganze Zahl, so dal
i=1

Ay =0 fir alle (j,7) mit j = p und 1 =i < r, und ¢ die groBte ganze Zahl, so daf
Aj; =0 fir alle (j,7) mit j < g und 1 <i<r. p und g existieren wegen z =0, und

PZq+2 @)= 2 3 3 (tu— Ay du)le,= 3 aye,. Wire p=1, folgte
n=1

n=1 7§ 4i=1

0= 2’;’ (Apitni — Ap_1,0n) = —A,_y , fiir alle n, und p wire nicht die kleinste Zahl.
i=1

Wire ¢ < —2, folgte 0 = 2:‘ (Agg1atni— Agi0pg) = zr,‘ Agyr ity fiir alle n und wegen
i=1 i=1

der Maximaleigenschaft von ¢ lineare Abhéngigkeit der Spalten von 7, im Widerspruch
zudet 7 0. p < Ound ¢ = —1 widerspricht p = ¢ + 2. Alsoz = O und a,,...,a, = 0.
: q.e.d,

Korollar. t € AZ operiert als Automorphismus auf H, der beziiglich der A-Basis
(w(e,)) die Matriz T hat.

3. 4. Wir wenden uns wieder unserem Knoten & zu.
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Definition. Die ganzzahlige quadratische nicht-singuldre Matrix W heilt reduzierte
Seifertmatrix des Knotens &, wenn es eine Seifertmatrix V von %k und eine ganzzahlige
unimodulare Matrix P gibt, so daB P’V P die folgende Gestalt hat:

0
—1 0 0
0 0
. —1 0
PVP = . 0
‘N q:
"
Lo | o L

(W hat also gerade Reihenzahl; V selbst ist reduzierte Seifertmatrix genau dann, wenn
det V == 0 ist. Ebenso wie fiir ¥ miissen wir auch fiir W unter Umstédnden eine Matrix
mit null Zeilen und Spalten zulassen. Diese soll per definiticnem nicht-singulér sein.)

Da V'’ — V nicht-singulér ist, existiert zu jeder Seifertmatrix eine reduzierte ([22]).

3. 5. Satz. Fiir jede reduzierte Seifertmatrizc W von k ist W' — tW Relationenmatrix
fir H,(X; A).

Beweis. Anwendung von 3. 1 und 3. 2.

3. 6. Korollar. det (W' — tW) ist bis auf Vorzeichen gleich dem Alexanderpolynom
A von k. Insbesondere gilt | det W | = 4(0).

Bewets. det (W' — tW) ist bis auf Einheiten in JZ gleich 4, wie 2. 5 und eine triviale
Rechnung zeigen. Das Korollar folgt dann aus det W’ <+ 0.

3. 7. Satz. A4 set das Alexanderpolynom des Knotens k und A ein Integrititsbereich,
in. dem A(0) eine Einheit ist. Dann ist H 1(52 ; A) freier endlich erzeugter A-Modul. Ist W
eine reduzierte Seifertmatriz von k, so existiert in H ,(5(' ; A) eine A-Bastis, beziiglich der
der Automorphismus t, die Matriz W'W~" hat.

Beweis. Nach 2.3, 3.1 und 3.2 gibt es ein kommutatives Diagramm iiber AZ
mit exakten Zeilen:

0—> H(S;2) ® AZ-L> H(X;Z) ® AZ 2> H\(X; 4)—> 0

l l I

0 c b D 2 > H/(X;A4) —0.

Die AZ-Homomorphismen B und b haben bei passender Basiswahl die Matrizen V' —tV
bzw. W' — tW. Da W iiber A invertierbar ist, hat b nach einem Basiswechsel in C die
Matrix WW-*—tE (3. 1). Die Behauptungen des Satzes folgen dann aus Hilfssatz und

Korollar in 3. 3. q.e. d.



184 Erle, Die quadratische Form eines Knotens

§ 4. Kohomologiering der unendlich-zyklischen Uberlagerung

4.1. Im folgenden sei A immer ein Integritdtsbereich mit Eins, in dem fiir das
Alexanderpolynom A unseres Knotens & 4(0) eine Einheit ist. Dann wissen wir aufgrund
unserer bisherigen Untersuchungen und der Kiinnethsequenz:

Hy(X; A) >~ Hy(X, 8X; A) =~ 4

H(X;A)~H I(X, oX ; A) endlich erzeugte freie A-Moduln von geradem Rang.
In allen andern Fallen verschwindet die Homologie.

HY ~ Hom, (H,, A) ~ H, fir X und (X, 3X) und alle g.

Wir bestimmen nun den Kohomologiering fiir A als Koeffizientenbereich. Wegen der

soeben angefithrten homologischen Eigenschaften von X und (i, 8)'2) kennen wir diesen,
sobald wir die schiefsymmetrische Paarung

HY(X, 0X; A) @ HY(X, 0X; A) > A
zT®Y |~ <z vy, 2>

kennen. Hierbei ist z die in 2. 7 eingefithrte Fundamentalklasse.

4. 2. Lemma. Ist V Seifertmatriz und W reduzierte Seifertmatriz von k, so gibt es

eine iiber A unimodulare Matriz P, so dafl
, U o
P'VP = [ 0 W]
gilt fir eine Matriz U iiber A der Gestalt

0
—1 0 0
0
U= 0
D1 —1 0
: o o0
o 0o Br —1 0]

- 0 -
—1 0 0
0
0
Vi= 10
91 0
Y Wl
o o 7L
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(siehe 3. 4). Da W iiber A invertierbar, kann man die Spalte ¢, ., aus den Spalten von
W linear kombinieren. Rechtsmultiplikation mit passendem iiber A unimodularem P,
bewirkt daher, daB ¢,,., durch null ersetzt wird.

[~ 0
—1 0 0 T
0 .
’ 0
PiVaPy = 7 1 O
0o -
. o Wl
| o C e - 000 ’__j

Da die (2m + 1)-te Spalte in der (2m + 2)-ten Zeile —1 und sonst iiberall Nullen hat,
wird nach Rechtsmultiplikation mit geeignetem P, q,,,, durch null ersetzt. Dann hat
pP,P{V,P, P, die Form

0 1
-1 0 0
0 .
. 0
) 0
4, =10
In O
| 0 - e . 0 0 ]

Jetzt ist klar, wie man das Lemma durch Induktion beweist.
4. 3. Wir berechnen nun beziiglich Basen die Matrizen von
fut Hy(S; 4) > Hy(X; 4)
und
e Hy(X; 4) > Hy(X; A),
wobei f: S X die zusammengesetzte Inklusion st.x =2, X,—> X und ¢ die er-
zeugende Deckbewegung ist.
~Lemma. Ist W reduzierte Seifertmatriz von k, so gibt es Basen in H,(S; A) und
H,(X; A), fir die f, die Matriz [0 W] und t, die Matrix T = W' W~! hat.
Beweis. Man betrachte das kommutative Diagramm
H,(X; 4) 7 H,(S; A)

id@ll ll.

0—> H,(S; A) ® AZ-L> H,(X; A) ® AZ “> H,(X; A)—> 0
! | e

0 ¢ P> D —2  H(X;4)—0

Journal fiir Mathematik, Band 236 24
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(Der untere Teil wurde in 3. 7 definiert.) Nach Lemma 4. 2 und Bemerkung 1. 2 kann man

in H,(S; A) uwnd H,(X; A) A-Basen finden, fir die f, eine Matrix lgw(}] wie in

Lemma 4. 2 hat. § hat beziiglich der entsprechenden AZ-Basen die Matrix
U —tU 0
0 W —tW |

(Siehe zum Beispiel 2. 3.) Nach einem Basiswechsel in H,(S; A) ® AZ, durch den die
(21)-te mit der (2¢— 1)-ten Spalte in U'—tU (= 1,...,m + 1) vertauscht wird,
konnen wir 3. 2 anwenden und erhalten fiir g die Matrix

- 0 7 ) T
| l
i It
[0 E,] [0 E,,.] [0 E,,,] 0 Eppg| [0 Epygnl 0 Eppomes | = [0E,),

wo w die Reihenzahl von W, E, die i-reihige Einheitsmatrix und 0 die (w, 2m + 2)-
Nullmatrix ist, und fiir & die Matrix W’ —tW. Durch eine Basistransformation in C
erreichen wir, daB b die Matrix W'W~'—¢E, hat und schlieBen aus Hilfssatz und
Korollar 3. 3, daB die Bilder der AZ-Basis von D unter p eine A-Basis fiir Hl(:;(; A)
sind, beziiglich der z, die Matrix W’'W~! hat. f, hat dann fiir diese Basen die Matrix

8 B[ | =16 W1 g.e.d

4. 4. Ist 2’ Fundamentalklasse von §, so ist z = f, (z') Fundamentalklasse von X.
Wir schreiben H'(X, X; A) = Hom (Hl(f, 0X; A), A) = Hom (H,(X; A), A) und
ebenso fiir §. Zu den Basen von Lemma 4. 3 haben wir dann die entsprechenden Dual-

basen 2! € H'(X, 8X; A)und y* € H'(S, 35; A), und f* hat fiir diese als Matrix N = {V?"

Satz. Die Paarung
H\(X, 0X; A) @ H(X, 0X; 4)~> A
Ty [><zvy, 2
hat beziiglich der Basis (x*) die Matriz —W (W' — W)™ *W".

Beweis. {(x' v x!, fx2D = {f*at o fral 2y = %’ %’ nyun.<y' v y', 2’>. Die gesuchte

Matrix ist also N'ZN, wobei wir ((y' U y, 2> = X gesetzt haben. Sei (') die Basis von
HY(S, 88; Aymit ' o', 25 = by y' = Tyt Yoy, ) = 2 Sy to v e
Da (y*) Dualbasis zur Basis (y* ~ z’) ist, deren Schnittmatrix in S durch [U,B— v W 8_ W

gegeben ist (Lemma 1. 4), folgt

_plU—U 0
z=r|" T



Erle, Die quadratische Form eines Knotens 187
<yt g yr’ z' ) = ‘;'yir<yl hd yiv 2y = %"yiréli = Y

uU—u 0 (U — )™ 0

0o wW—w 0 (W —w)™?
= NZN = —WW' —W)'W’ q. e. d.
4. 5. Folgerung. Die in Satz 4. & genannte Paarung ist nicht-entartet.

=2 =X ]2-)2:———[

Beweis. Nach einem Basiswechsel hat die Paarung die Matrix —(W’'— W)™
4. 6. Wir konnen unsere Ergebnisse auch so formulieren:

Ist im Koeffizientenbereich 4(0) eine Einheit, so verhdlt sich die unendlich-
zyklische Uberlagerung beziiglich Homologiemodul und Kohomologiealgebra wie eine
kompakte orientierbare Fliche mit genau einer Randkomponente. Insbesondere gilt:

Satz. Das cup-Produkt mit der Fundamentalklasse liefert Isomorphismen
H*(X; )25 H, (X, 9X; A)
H*(X, 0X; 4) 25 Hy(X; A),

was man als ,,Poincaré-Dualitdt* fiir X ansehen kann.

4.7. Bemerkung. Die Fundamentalklasse existiert nach 2. 7 auch fiir Z als Koeffi-
zientenbereich. Daher kann man die beiden Homomorphismen ~ z des Satzes 4. 6 auch
fir A = Z definieren. Im allgemeinen sind diese jedoch nicht bijektiv:

Beispiel. Fir den Knoten 5, der Alexander-
Briggs-Tabelle ([15]) ist H(X; Z) = 0, aber
H(X; Z) +0.
Beweis. Nach [4] ist fir diesen Knoten
H,(X;2Z) +0
und jedes Element dieser Gruppe durch 2 teilbar.
Daraus folgt H'(X; Z) = Hom (Hl(jf; Z),Z)=0.
Mit den Methoden dieser Arbeit kann man den
Beweis so fithren: 5, gestattet eine Seifertmatrix
—2 0 .
V= 1

—1 —1}° 5,

Die Sequenz von Satz 2. 3 fiir A = Z, ist die obere Zeile des Diagramms

0—> Hy(S; Z) ® Z,Z-t> H,(X; Z) ® Z,Z —> H,(X; Z,) —> 0

l l l

c —'— D ——H(&XZ)—0

0

0 1

t t4+1
mit Matrix [¢] fiir b. b ist daher bijektiv, also Hl(i; Z) = Hl(f; Z) ® Z, = 0. Deshalb
ist jedes Element von H 1(5( ; Z) durch 2 teilbar. Fir A = Z ist B nicht bijektiv, da
det (V' —tV) = + A4 keine Einheit in JZ ist, also Hl()~(; Z) £ 0.

f hat Matrix , und durch Anwendung von 3.2 erhalten wir die untere Zeile

24*
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Bemerkung. Mir ist nicht bekannt, ob aus der Bijektivitit von ~ z folgt, daB
Hl()~( ; A) endlich erzeugter freier A-Modul ist. Frei, aber nicht endlich erzeugt sein
kann H,(X; A) jedenfalls nicht, wenn ~ z bijektiv ist.

4.8. Bemerkung. Fiir einen Neuwirth-Knoten (das ist ein Knoten, dessen Gruppe

endlich erzeugte Kommutatorgruppe hat) ist bekanntlich X ~ S x R; unsere bisherigen
Ergebnisse sind in diesem Fall also trivial. Man kann diese daher als eine Antwort auf

die Frage interpretieren, fiir welche Koeffizientenbereiche sich X wenigstens homologisch
wie ein Produkt verhalt.

§ 5. Definition und Berechnung von quadratischer Form und Signatur eines Knotens

b. 1. Generalvoraussetzung: In §§5 und 6 sei die Charakteristik des Integritéts-
bereiches A von 2 verschieden.

Definition. % sei ein orientierter Knoten, z € H 2(5(, oX ; A) die durch die Orientie-
rung von k eindeutig bestimmte Fundamentalklasse der unendlich-zyklischen Uber-

lagerung X, A ein Integritdtsbereich, in dem das absolute Glied 4(0) des Alexander-
polynoms von k eine Einheit ist. ¢ sei die zur Orientierung von % gehorige erzeugende

Deckbewegung von X. Dann sei die quadratische Form iiber A von & durch folgende
symmetrische Bilinearform b definiert:

b: HY(X, 0X; 4) ® HY(X, 0X; A) > A
(%) bz ®@y) =<zvt*y +yvi*z, 2

6.2. Da H *(5(, oX ; A) wegen der Voraussetzung iiber A frei und endlich erzeugt
ist, hat es einen Sinn, die quadratische Form durch eine Matrix zu beschreiben.

Satz. Ist W reduzierte Seifertmatriz von k (Definition 3. 4), so ist die Matrix der
quadratischen Form von k beziiglich einer passenden Basis W + W'.

Es sei darauf hingewiesen, da W 4+ W’ ganzzahlig ist!

Beweis. Die Hauptarbeit haben wir bereits in § 4 geleistet, als das cup-Produkt in
H*(X, 0X; A) ausgerechnet wurde. Wir benutzen die Bezeichnungen von 4.2 bis 4. 4.

b(z! @ zf) = (fFat o frixa! 4+ Pral O Pl 2
= ‘lz" f:'" ?nlinrmt:im«l/l et y" Z'> + %" %' %: nljnrmtim<yl b yr, Z’>'

In Matrizenform B = N'ZNT' + TN'2'N = —W W' — W)W + W' (W' —W)"'W".
Da det (W' — W) =1 ist, gibt es eine ganzzahlige unimodulare Matrix M mit

M' (W — W) ' M = I. Hier soll I die Kistchenmatrix mit lauter Kistchen [(1) _é]
langs der Hauptdiagonalen sein. Setzt man noch P = M~'W’'M'~?, gelten

bP—pPp=1
pPrp + PIP=P + P
pP'r'p 4 PIP= M"'BM'~.
Dann folgt B= M(P'+ P)M'=W 4+ W', q.e. d.
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5. 3. Bemerkung. In [22] wurde gezeigt, daB die Kongruenzklasse von W + W’
iiber A eine Knoteninvariante ist (allerdings fiir etwas speziellere A). Wir haben also
mit Satz 5. 2 eine schone topologische Interpretation von Trotters Invariante und konnen
andererseits die topologisch definierte quadratische Form aus einer beliebigen Seifert-
matrix des Knotens rein algebraisch ausrechnen.

5.4. DaBl man die Bedingung fiir den Ring A im allgemeinen nicht abschwichen
kann, sieht man an Beispiel 4. 7: Fiir den Knoten 5, ist H'(X, 0X; Z) = 0; aber wenn
A(0) = 2 Einheit in 4 ist, gilt H (X, 0X; 4) ~ A & A.

5. 5. Jeder Knoten hat eine quadratische Form iiber A = Q, den rationalen Zahlen.

Definition. Die Signatur o (k) eines Knotens % definieren wir als Signatur seiner
quadratischen Form iiber Q.

5. 6. Die Signatur eines Knotens ist dann natiirlich die Signatur der Matrix
W 4 W' fiir eine reduzierte Seifertmatrix 7. Man kann sie aber berechnen, ohne eine
reduzierte Seifertmatrix zu suchen:

Satz. Ist V Seifertmatriz von k, ist o(k) gleich der Signatur der Matriz V + V'.

Beweis. V + V' ist iiber Z kongruent zu einer Matrix

0 —1 0 . . . .. 0]
—1 O —mM ¢
0 o— 0 - .- - - 0
: —1 0 — %
.
71 )
T4
: : W+ W
RN :

(Vergleiche 3. 4.) Diese Matrix ist aber — wie leicht zu sehen — kongruent zu

[0 —1
—1 0
0 —1
—1 0
W+ w
0 —1].. . .
Da 1 0 Signatur null hat, ist der Satz bewiesen.

§ 6. Eigenschaften und Anwendungen der quadratischen Form
6. 1. Zur Definitionsgleichung (%) von 5.1 &quivalent ist die Gleichung
(% %) bz ®@y) = {z v (t*—t* )y, 2).
Denn ¢,z = z nach 2. 7 2).
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6. 2. Satz. Andert man die Orientierung von k, geht die quadratische Form in sich
iiber. Die quadratische Form ist also in Wirklichkeit eine Invariante des unorientierten
Knotens.

Bewers. Bei Umkehrung der Orientierung von % hat man z durch —z und ¢ durch
t~! zu ersetzen. Die Behauptung folgt dann aus (¥ %) in 6. 1.

6. 3. Satz. Andert man die Orientierung von S° das heiPt geht man zum Spiegelbild
des Knotens iiber, so dndert die quadratische Form ihr Vorzeichen.

Bewets. Man hat ¢t durch ¢~! zu ersetzen. Dann wende man wieder 6.1 (% %) an.

Folgerung. Fiir einen amphicheiralen Knoten (das ist ein Knoten, der zu seinem
Spiegelbild dquivalent ist) ist die quadratische Form iiber A zu ihrer negativen dquivalent.
Ist umgekehrt die quadratische Form eines Knotens nicht zu ihrer negativen dquivalent, ist
der Knoten nicht amphicheiral. 4

Entsprechend gilt: Ein amphicheiraler Knoten hat Signatur null.

6. 4. Beispiele. Ublicherweise benutzt man die in [15] definierten Minkowski-
Einheiten, um einen Knoten als nicht amphicheiral zu erkennen. Bei dem Knoten 8,,
der Tabelle in [15] gestatten diese keine Entscheidung iiber Amphicheiralitdt. Bei
Knoten mit zwei Briicken kann man Amphicheiralitit erkennen ([18]); mir ist jedoch
nicht bekannt, ob 8,, eine Darstellung mit zwei Briicken zuld3t. 4(0) hat den Wert 1,
wir erhalten also eine quadratische Form iiber Z, und zwar

0 1 0 3

1 oels 3
Die Signatur ist null und hilft deshalb nicht weiter. Die quadratische Form iiber Z, ist
aber von ihrer negativen verschieden, 8,, also nicht amphicheiral.

—

820

Die quadratische Form liefert natiirlich keine hinreichende Bedingung fiir Amphicheirali-
tat. 8,, 85, 8,; sind nicht-amphicheirale Knoten, deren quadratische Form zu ihrer
negativen dquivalent ist.

6. 5. Satz. k sei ein Knoten und A ein Integritdtsbereich, so daP A,(0) Einheit in
A ist. Hat A die Charakteristik null, ist die quadratische Form iiber A von k nicht-entartet.



Erle, Die quadratische Form eines Knotens 191

Beweis. Ist W reduzierte Seifertmatrix von k, hat
W4+ W =W —W) 4+ 2W

ungerade und deshalb von null verschiedene Determinante.

6. 6. Satz. k, und k, seien orientierte Knoten und A ein Integritdtsbereich, so daf
fiir die Alexanderpolynome von k, und k, gilt: A, (0) und 4, (0) sind Einheiten in A. Dann
ist die quadratische Form iiber A von k, 3t k, die direkte Summe der quadratischen Formen
von k, und k,.

Bewets. Wegen A 4,y = 4, - 4, hat k4 k, eine quadratische Form iiber 4. Ist
V, Seifertmatrix und W, reduzierte Seifertmatrix von k, (i = 1, 2), hat &, 3 %, Seifert-

V, 0 W, 0]
0 Vv, 0 wW,|°
Korollar. o(k, 3 k,) = o(k,) + o(k,).

6.7. Jede ganzzahlige Matrix V mit det (V' — V) = 1 kommt als Seifertmatrix
vor. Die Frage nach der Menge der quadratischen Formen aller Knoten kann man des-
halb natiirlich so beantworten: Eine quadratische Form iiber 4 ist quadratische Form
eines Knotens genau dann, wenn sie eine Matrixdarstellung W + W' erlaubt mit einer
ganzzahligen Matrix W, fir die det (W' — W) =1 und det W in A invertierbar ist.
(Eine befriedigende Antwort ist das freilich nicht.) Fir Charakteristik A4 gleich null
kommen jedenfalls nur gerade Formen mit geradem Rang, die nicht-entartet sind, vor,

matrix [

und reduzierte Seifertmatrix [

aber nicht alle diese. Die Matrix (1) (1)] gehirt zum Beispiel fir kein A zur quadra-

tischen Form eines Knotens (vergleiche jedoch 6. 4).

6. 8. Es ist klar, dal man die quadratische Form zur Unterscheidung von Knoten
heranziehen kann. Zum Beispiel haben 6, und 9,, gleiches Alexanderpolynom. 4(0) ist 2.
Uber einem Ring, in dem 2 Einheit ist, haben die entsprechenden quadratischen Formen

die Matrizen
—18 0 bzw 6 0
0 2 10 —6

Fir A = Z,und 4 = Z(1/2), den kleinsten Unterring von Q, der 1/2 enthilt, sind diese
Matrizen nicht kongruent. 7, und 9, sind Knoten mit dem gleichen Alexanderpolynom,
aber verschiedenen quadratischen Formen iiber Z;.

Bedeutung hat die quadratische Form (oder genauer die Signatur) auch fiir die

differentialtopologische Klassifikation gewisser Knotenmannigfaltigkeiten. Hierzu siehe
- den zweiten Teil dieser Arbeit.

§ 7. Formulierung und Beweisidee des Satzes von Hirzebruch iiber Knotenmannigfaltigkeiten

10

7.1. Mit der Einbettung O(n — 1) < O(r) sei immer die Zuordnung A [~ [ 0 A

gemeint.

Definition. M sei eine kompakte differenzierbare unberandete O(r)-Mannigfaltig-
keit der Dimension 2n + 1 (r = 2). M heit Knotenmannigfaltigkeit, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind (vergleiche [11], [8]):

(1) In jedem Punkt von M ist die Isotropiegruppe konjugiert zu
(i) O(m), (ii)) O(n — 1) oder (iii)) O(n — 2).
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(2) Die Darstellung der Isotropiegruppe auf dem Normalraum an den Orbit ist im
Falle

(i) 1-dim. triviale Darst. & Standarddarst. & Standarddarst.
(ii) 3-dim. triviale Darst. & Standarddarst.

(iii) 4-dim. triviale Darst.

(3) Der Orbitraum von M — wegen (1) und (2) eine berandete 4-Mannigfaltigkeit —
ist, versehen mit der in [11] definierten differenzierbaren Struktur, diffeomorph
zur Standard-4-Scheibe.

(4) Die Fixpunktmenge von M ist — in den Orbitraum projiziert — ein Knoten
in der den Orbitraum berandenden 3-Sphire.

7. 2. Nach [11] gibt es zu jedem n = 2 und jedem differenzierbaren Knotentyp %
bis auf &dquivariante Diffeomorphie genau eine Knotenmannigfaltigkeit M, (k) der
Dimension 2n + 1, so daBl die Fixpunktmenge im Rand des Orbitraumes von M, (k)
ein Knoten vom gleichen Typ wie k ist.

Fiir n = 1 definieren wir M, (k) als zweifache verzweigte Uberlagerung des AuBen-
raumes von % in der 3-Sphére. O(1) = Z, operiert als Deckbewegungsgruppe auf M, (k).
Auch M, (k) wollen wir als Knotenmannigfaltigkeit bezeichnen.

7.3. Der Satz von Hirzebruch iitber Knotenmannigfaltigkeiten macht nihere An-
gaben iiber M, (k):

Satz ([8]). k set ein differenzierbarer Knoten. Fiir jedes n > 1 ist dann M, (k) der
Rand einer parallelisierbaren Mannigfaltigkeit. Fiir gerades n ist M, (k) homéomorph zu
S**1 und reprdsentiert daher ein Element von bP,,,,. Dies ist die Standardsphdre, wenn
c(k) = 0, die Kervaire-Sphdre, wenn c(k) = 1 ist. Fiirn = 2m — 1 ist M,,,_,(k) 2m — 2)-
fach zusammenhingend und H,,_,(M,,_,(k); Z) ist isomorph zu H,(M,(k); Z). M,,_,(k)
ist fiir m = 2 homéomorph zu S*"~* genau dann, wenn det (k) = +1. Das Element von

bP,,, das M,, ,(k) mit etner Orientierung dann reprdsentiert, ist ii(gk—)— -

Hier ist c(k) € Z, die von Robertello [16] eingefithrte Knoteninvariante. Aus [16]
geht hervor, dal ¢(k) = 0 < det (k) = 4+-1 mod 8 und c¢(k) = 1 < det (k) = 4+-3 mod 8
gilt. o (k) ist die Signatur des Knotens (siehe § 5) und g, das von Kervaire und Milnor
eingefiihrte Erzeugende von bP,,, ([12]).

7.4. Zum Beweis des Satzes wird im folgenden ein Konstruktionsverfahren fiir
jede der Mannigfaltigkeiten M, (k) angegeben. Dies erlaubt es, die in obigem Satz be-
haupteten Eigenschaften von M, (k) zu zeigen. Die Tatsache, daB der Orbitraum der
von uns konstruierten Mannigfaltigkeiten diffeomorph zur Standard-4-Scheibe ist,
werden wir nicht beweisen. Hier wird nur seine Homéomorphie zu D* gezeigt. Abgesehen
davon ist der Beweis vollstindig. Beziiglich der differenzierbaren Struktur des Orbit-
raumes wird auf [9] verwiesen. ‘

7. 5. Wir skizzieren im folgenden die Konstruktion der Knotenmannigfaltigkeiten
M, (k) zu vorgegebenem Knoten £.

Wir denken uns k als Rand einer Seifertfliche (siehe 1.3). Sind z,, z,, ¥,, ¥:
Koordinaten in R* und ist S°® durch 2%+ 23 + y2 + y} =1 gegeben, so sei
{(%g, 15 Yo, Y1) €S* | £, = 0 A y; = 0} die Scheibe der Seifertfliche. Von den Béndern



Erle, Die quadratische Form eines Knotens 193

wollen wir annehmen, daB sie im Bereich z, = 0 liegen und den Aquator z, = 0 nur in
Punkten mit y, = 0 schneiden. Wir betten S* in §***! wie folgt ein:

i: (330, xl; yo, yl) I_> (xm xn O’ RS 07 yo; y17 07 RS ] 0)7

und lassen A € O(n) so auf S**+* operieren:

A(xm MRS | .’L‘n; y01 c yn) = (xo» A(xn RIS} CIJ”); Z/o, A(yh MRS ] yn))
(Auf der rechten Seite ist das iibliche Operieren von A auf einem n-Tupel reeller Zahlen

gemeint.)

Ist | die Seele eines Bandes unserer Seifertfliche, so ist O(n) ((l)) eine n-Sphire,
die wir uns als differenzierbare Untermannigfaltigkeit von S***! vorstellen diirfen und
die sogar diffeomorph zu S” ist. Mit Hilfe des zu I gehorigen Bandes definieren wir eine
Trivialisierung des Normalenbiindels von O(n) (i(!)) und damit eine Tubenabbildung
O(n) (i(l)) x D**'— §**1 Letztere benutzen wir fiir eine sphirische Modifikation auf
S§#+1 M, (k) ergibt sich, wenn man fiir jedes Band der Seifertfliche die entsprechende
sphérische Modifikation durchfiihrt. Eine Aktion von O(n) auf M, (k) konnen wir erkléiren,
weil unsere Tubenabbildungen dquivariant sind.

8. Die O(n)-Mannigfaltigkeiten S2"*t! und S* x D"t!
g g

8. 1. Die Bausteine, aus denen wir unsere Knotenmannigfaltigkeiten zusammen-
setzen werden, sind gewisse dquivariante Untermannigfaltigkeiten von $***! und Exem-
plare von S x D"*!. Wir definieren zundchst das Operieren von O(r) auf S**! und
8" x D™ und zeigen dann (1) und (2) der Definition 7. 1 fiir diese O(n)-Mannigfaltig-
keiten.

Wir fassen S**+! und S" x D" (n > 1) als Teilrdume von R***? auf:
S = {0, %3 Y0, Y) | %0, Yo € RAZ, y €R* azg + |2 |I* + 35 + 1y 1P =1}
S X D™ = {(z9,2; g, @) | 20, G €ERAZ, a€ER*AZZ + ||z2|°P=1r0ad+ ||a|? < 1}
A € 0(n) operiere auf R**2 wie folgt:
A(2o, %3 Yo, Y) = (€0, A2; Yo, 4Y).

Auf der rechten Seite ist dabei die Standard-Operation ven O(n) auf R" gemeint. Die
Aktion von O(r) auf S**! und S” x D"*! sei durch die Einschrinkung der Aktion auf
R**? gegeben. Damit sind S**! und S" x D"*! differenzierbare O (n)-Mannigfaltig-
keiten.

8. 2. Satz. Die O (n)- Mannigfaltigkeiten S*** und S™ x D™*! haben die Eigenschaften:
(1) In jedem Punkt ist die Isotropiegruppe konjugiert zu
(1) O(m), (i1) O(n — 1) oder (iii) O(r — 2).
(2) Die Darstellung der Isotropiegruppe auf dem Normalraum an den Orbit ist im Falle
(i) 1-dim. triviale Darst. ® Standarddarst. ® Standarddarst.
(ii) 3-dim. triviale Darst. @ Standarddarst.
(iii) 4-dim. triviale Darst.

Journal filr Mathematik. Band 236 25



194 Erle, Die quadratische Form eines Knolens

Beweis. Da spiter (§ 11) dquivariante differenzierbare Einbettungen von S® x D"+?
in $***! angegeben werden, braucht die Behauptung nur fiir $*"** bewiesen zu werden.

Sei p = (%,, *; Yo, y) € S™*L Die Isotropiegruppe in p besteht aus den orthogonalen
Transformationen von R" die z und y festlassen. Je nach der Dimension des von z und
y in R" aufgespannten Raumes ergeben sich folgende Félle:

(i) =y = 0. Dann ist p Fixpunkt und ganz O(n) die Isotropriegruppe in p.
Wir untersuchen die Darstellung von O(n) im Normalraum an den Orbit von p, das ist
in diesem Fall die Darstellung von O(n) im Tangentialraum von S***! in p.

Wegen 22 + y2 = 1 diirfen wir | y, | & 1 annehmen. Beziiglich der letzten 2n + 1
Koordinaten von R**% als Karte fiir S**! liefert die Zuordnung

(u]1 S un? 1"0’ R ] vn) 1_> (u17 MRS un? y() + 1)07 /Ul‘l A ] ?J”)

einen Diffeomorphismus einer Umgebung von 0 € R***! auf eine Umgebung von p € §***1.

Damit ist klar, daB die Darstellung von O(n) im Tangentialraum an p folgende direkte
Summe ist:

Standarddarst. @ 1-dim. triviale Darst. @ Standarddarst.

(ii) z und y sind linear abhingig, aber nicht beide null. Die Isotropriegruppe in p
laBt einen 1-dimensionalen Unterraum von R" fest, ist also konjugiert zu O(n — 1).
Die Aquivalenzklasse der Darstellung der Isotropiegruppe auf dem Normalraum an den
Orbit hingt nur vom Orbit ab, braucht also nur in einem beliebigen Punkt des Orbits
untersucht zu werden. Man darf daher annehmen:

z=(2,,0,...,0) und y = (a2, 0,...,0)

mit z; >0 und a € R. Die Isotropiegruppe ist dann O(n —1) selbst. Beziiglich der
letzten 2n + 1 Koordinaten von R**+? als Karte fiir $**! erhilt man einen Diffeo-
morphismus einer Umgebung von 0 € R**'! auf eine Umgebung von p € S***! durch
die Zuordnung

(Bgy o v vy Upqy Vgy v v oy Vpyq,y Wy, Wy, Wy)

|- ("(u) + Wiy Uyy ey By gy Yo T+ Wy, @ T(B) + Wy, QU A Vg, 00, ”n‘-1)~

Dabei sei r(u) = +/a? —u? — - —ud_, .
Fiir v = w = 0 ist dies eine Karte fiir den Orbit von p. Setzt man u = 0, ergibt

sich fiir das Operieren von O(r — 1) auf dem Normalraum an den Orbit:
3-dim. triviale Darstellung & Standarddarstellung.

(iii) # und y sind linear unabhingig. Dann 146t die Isotropiegruppe in p einen
2-dimensionalen Unterraum von R” fest, ist also konjugiert zu O (n — 2). Wiederum ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit:

z=(2,0,...0) und y = (y5,%,,0,...,0)

mit 2, > 0, y, > 0, und die Isotropiegruppe in p ist O(n — 2). Wir wollen den Orbit in
einer Umgebung von p bestimmen. Als Koordinaten in S*"*! benutzen wir wieder die
letzten 2n + 1 Koordinaten von R*™2 (ug, ..., U, 1, Yoy Yoy - - -» Vn_,) gehort genau
dann zum Orbit von p, wenn

lull* = a1

e ll* =91+ 92

(u,v) = Z1Y1-
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Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es in einer Umgebung des Nullpunktes
von R*-? definierte differenzierbare Funktionen ¢, 7, s von uy, ..., %y 1, Vay -« «, Vp_1,
50 daB (Wy, ..oy Uy_1yVay e vy V1) > (g Byy e o oy U1y Yoy Ty Sy Vgy - - «y U,_;) den Orbit in
einer Umgebung von p beschreibt. (Hier wird z,y, = 0 benutzt.) Die Zuordnung

(u11 sy Uy 1y Vay oo oy Uygy Wyy e vy w4)
> (g + Wy Uyy o ooy Uy, Yo+ Way T+ Wyy § + Wyy Vg v vy Vypy)
ergibt einen Diffeomorphismus einer Umgebung von 0 € R**! auf eine Umgebung von

p €S™ L Fir u = v = 0 ergibt sich die Aktion von O(n—2) auf dem Normalraum
des Orbits in p, ndmlich die

4-dim. triviale Darstellung. q.e. d.

8. 3. Bemerkung. 1) Im Fall (i) sind die Orbits Punkte, bei (ii) (»n — 1)-Sphéren
und bei (iii) diffeomorph zu O(r)/O(n — 2) (Stiefel-Mannigfaltigkeit). Letztere nennen
wir Stiefel-Orbits. Wihrend fiir n = 2 alle drei Typen von Orbits vorkommen, hat S
nur Fixpunkte und Sphéren-Orbits.

2) Wir benutzea im folgenden, daB die Vereinigung aller Sphéren-Orbits in S**+1
der Totalraum eines (r — 1)-Sphérenbiindels ist ([2]).

§ 9. n-dimensionale #quivariante Mannigfaltigkeiten in §2"+*

9.1. Wir interessieren uns fiir dquivariante topologische Untermannigfaltigkeiten
der Dimension n in S**' die auf eine im folgenden beschriebene Art gegeben sind.

F sei die Fixpunktmenge der O(1)-Mannigfaltigkeit S°, @ die offene Hemisphére
{0, Z1; Yo, y1) €5° | 2, > O}

Lemma. Sei K ein Teilraum von S® mit den Eigenschaften:

(1) K ist kompakte topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 1.

(2) K<OOUF

3) K=K~ F
S? bette man vermaige

(@0, %15 Yo» Y1) | (%o, 15 0, -+ -, 05 %0, 41, 0, .. ., 0)

in §*™*1 ein. Dann ist T"K := O(n) (K) eine n-dimensionale dquivariante topologische
Untermannigfaltigkeit von S***1,

Beweis. Verschiedene Punkte von K liegen auf verschiedenen Orbits von S**+1,
Da die Vereinigung aller Sphéren-Orbits in S***! ein Faserbiindel mit Faser S"! bilden,
ist (7" K) — 9K lokal euklidisch von der Dimension n. In einem Fixpunkt ist 7" K lokal
homéomorph zur Einpunktkompaktifizierung von S~ ! x (0, 1], das heiBt zu D*. q.e. d.

9.2. Ist K orientiert, so versehen wir auch 7" K mit einer Orientierung: Sei
p€ K— 03K, f:(0,1) > R* mit den Komponentenfunktionen f,, . .., f; ein orientierungs-
treuer Homoomorphismus auf eine Umgebung von p in K und B! die offene Einheits-
vollkugel in R"'. B"! x (0,1) > T"K, gegeben durch

@, 8) |> (o), 1,0) QYT — 11w |1, u); fo0), fo(8) QYT — [ |7, w),

liefert eine Karte fiir 7"K, die wir als orientierungstreu definieren.
25%
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In spiteren Anwendungen wird K entweder ein simplizialer Komplex in S° oder
aber eine differenzierbar eingebettete Mannigfaltigkeit (mit noch zu erwahnenden weiteren
Eigenschaften) sein. Im wichtigsten Spezialfall ist K die Seele eines Bandes einer Seifert-
flache, also homéomorph zu einem kompakten Intervall. 7K ist dann — wie leicht zu
sehen — homéomorph zu S™.

§ 10. Verschlingungszahlen fiquivarianter »-Mannigfaltigkeiten in $*"+1

10. 1. K und L seien Teilrdume von S°, fiir die (1), (2) und (3) von Lemma 9.1
erfilllt sind. Wir machen weitere Voraussetzungen iiber K und L:

(4) K und L sind orientiert.

(5) K und L liegen im Bereich z, > 0.

(6) Beziiglich der Koordinaten z,, y,, ¥, von S° sind K und L endliche Streckenziige.

(7) K~ L=09.
pr: S*— R* sei die Projektion auf die z,-y,-Ebene.

(8) Uber jedem Punkt von R*?liegen beziiglich pr hochstens zwei Punkte von K w L.

(9) Sind p und ¢ € K v L mit pr(p) = pr(g), so gibt es zusammenhéngende gerad-
linige disjunkte Umgebungen I bzw. J von p bzw. ¢ in K v L, so da} sich
pr(l) und pr(J) transversal schneiden.

Yo

pr(J)

e
SN

10. 2. Eigenschaften (8) und (9) sorgen fiir Vernunftlges Uberkreuzungsverhalten von
K und L, so dal wir definieren konnen:

Definition. Sind (1) bis (9) fiir K und L erfiillt, so bezeichne v(K, L) die Anzahl
der Stellen, an denen L die Mannigfaltigkeit K von links nach rechts iiberkreuzt, minus
die Anzahl der Stellen, an denen L die Mannigfaltigkeit K von rechts nach links iiberkreuzt
(bezuglich pr).

10. 3. Bemerkung. Wegen (7) sind T"K und T"L disjunkt. Da wir die Verschlin-
gungszahl von T"K mit T"L in S***! berechnen wollen, sind die Forderungen (8) und
(9) nicht allzu einschridnkend. Sei ndmlich H: K X [0, 1] S® eine Homotopie, so daB
Bild H < (0@ v F) — L, H, topologische Einbettung mit H,(dK) < F fiir alle t, H, = id.
Dann ist 7"(Bild H,) zu T"K homotop in §***!— T"L (vergleiche Bemerkung 8. 3 2)).
Man kann mit dieser Methode leicht K so zu einem Komplex K’ abindern, daB (1) bis
(9) fir K’ und L gelten und 7"K und T"K’in S**! — T"L homotop sind. Dann haben
T"K und T"K’ mit T"L die gleiche Verschlingungszahl.
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10. 4. Wegen (4) und der Vereinbarung in 9. 2 sind 7"K und 7"L orientiert. $*+!
seli so orientiert: Im Punkt z, =1 sollen z,,..., z,,¥,,..., ¥, in dieser Reihenfolge
ein positiv orientiertes Koordinatensystem bilden. Nun ist die Verschlingungszahl
I(T"K, T"L) von T"K und T"L in S***! wohldefiniert. (Wir legen die Definition von
[19] zugrunde.)

Satz. Fiir die Verschlingungszahl [(T"K, T"L) gilt:
I(T"K, T"L) = »(L, K) + (—1)"*'v(K, L).

Der Rest des Paragraphen befaft sich mit dem Beweis dieses Satzes. Wir wenden folgende
Methode an: Jede der orientierten Untermannigfaltigkeiten 7"K und T"L wird schritt-
weise durch eine im Komplement der andern homologe orientierte Untermannigfaltigkeit
ersetzt. Dabei &ndert sich die Verschlingungszahl ja nicht, und die Berechnung wird
auf einen einfachen Spezialfall zuriickgefiihrt.

10. 5. Zunichst beseitigen wir die Doppelpunkte von K unter der Projektion pr.
Seien p, ¢ € K mit pr(p) = pr(q). Die orientierten Umgebungen / und J von (9) mit
den Anfangspunkten a bzw. ¢ und den Endpunkten b bzw. d wihlen wir so klein, dal
sie eine Umgebung der Fixpunktmenge F in S® nicht schneiden und da8 iiber der kom-
pakten Viereckfliche mit den Ecken pr(a), pr(d), pr(b), pr{c) keine Punkte von
(KoLy—IolJ liegen. Aus K nehmen wir / v J heraus und setzen die von a nach d
fiihrende und die von ¢ nach b fithrende Strecke ein. Dabei geht K in eine orientierte
1-Untermannigfaltigkeit K’ iiber, so da8 ‘

a) fir K’ und L (1) bis (9) gelten,
b) »(K’, L) = »(K, L) und v(L, K') = v(L, K),
¢) (T"K’', T"L) = I(T"K, T"L).

a) und b) sind klar; c) folgt daraus, daB 7"K — T"K’ in S**! — T"L homolog zum
Rand eines S$"~'-Biindels iber einer vom Streckenzug abcda berandeten simplizialen
2-Zelle ist.

e
-

/~

Nach diesem Verfahren kann man alle Doppelpunkte von K und alle Doppel-
punkte von L beseitigen. Wir konnen also ohne Beschriankung der Allgemeinheit an-
nehmen, da pr| K und pr | L injektiv sind. Das bedeutet, daB jede Zusammenhangs-
komponente von pr(K) und pr(L) — eventuell zusammen mit einem Stiick von pr(F) —
Rand einer in R? eingebetteten 2-Scheibe ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
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diirfen wir deshalb weiter voraussetzen, daf jede Komponente von K mit jeder Kom-
ponente von L hochstens zwei Uberkreuzungspunkte beziiglich der Projektion pr hat:

> K

K L K’ L
Wenn das noch nicht der Fall ist, kann man wieder K durch ein K’ ersetzen, so dal

a), b) und ¢) erfiillt sind.

Da die Verschlingungszahl bilinear ist, haben wir den Satz auf folgendes Lemma
zuriickgefiihrt:

10. 6. Lemma. Wenn weder K noch L Doppelpunkte beziiglich pr hat und wenn K
mit L hichstens zwet Uberkreuzungspunkte hat, gilt

I(T"K, T"L) = v(L, K) + (—1)""'(K, L).

Bewets. Wenn man Bemerkung 10. 3 beriicksichtigt, erhélt man bis auf Wechsel
der Orientierungen und auf Vertauschen von Uber- und Unterkreuzungen folgende
nicht-triviale Fille:

(a) Yo (b) Yo (c) Yo
N ﬂ
1 B F
|| =l
(9) Y

(e) Yo

ENE
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Es wird zunédchst Fall (a) behandelt:

Wir legen L in die z,-y,-Ebene und K in die y,y,-Ebene. Dafl dann fiir K nicht
mehr Eigenschaft (2) gilt, spielt hier keine Rolle; wir konnen trotzdem definieren
T"K := O(n) (K).

Yo 4

7

)
%
b 2B
AU

T"K liegt in dem von den Achsen y,, ¥y, ..., ¥, aufgespannten und 7”L in dem
von den Achsen z,, ..., z,,y, aufgespannten Unterraum. Klar ist: T'K berandet eine
2-Zelle Z in der y,y,-Ebene, die von T'L transversal geschnitten wird. Betten wir
wieder S® in S**! ein, so gilt: O(n) (Z) ist eine (n + 1)-Zelle in dem von den Achsen
Yo, - - -» Yn aufgespannten Unterraum. Thr Rand ist gerade T"K. T"L schneidet O(n) (Z)
transversal in p. Die Verschlingungszahl von 7"K mit T"L ist definiert als die Schnitt-
zahl von O(n) (Z) mit 7"L. Da O(n) (Z) die Orientierung vom Rand 7"K erbt, ist
O(n) (Z) im Schnittpunkt so orientiert, daB die Achsen y,,...,¥,, ¥, in dieser Reihen-
folge ein positiv orientiertes System bilden. Um die Orientierung von 7™L im Schnitt-
punkt zu bestimmen, spannen wir in T'L die 2-Zelle Z’ ein, die in der z,-y,-Ebene
liegt. O(n) (Z') erbt von T™L im Schnittpunkt von O(r) (Z’) und T"K die Orientierung
Zyy e ooy Tyy Yo, also die (—1)*fache Orientierung y,, z,, ..., z,. Die Orientierung von
T"L in p ist also die Orientierung —x,, . . ., —z,. Fiir $**! ist das System y,, . . ., ¥,,
Yoy —%1, ..., —&, pOSitiv orientiert. Also:

I(T"K, T"L) = 1.

Wegen v(K, L) = 0 und v(L, K) = 1 gilt fiir diesen Fall das Lemma. Andert man eine
Orientierung, so wechseln sowohl ! als auch v das Vorzeichen. Vertauscht man Uber-
und Unterkreuzungen, so ist die Orientierung der in 7"K eingespannten Zelle O(n) (Z)
durch das System —y,, .. .,—¥,, ¥, gegeben, also

I(T"K, T"L) = (—1)".

Andererseits v(K, L) = —1 und v(L, K) = 0, und die im Lemma angegebene Formel
gilt.
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Die Fille (b) bis (e) sind leicht auf (a) zuriickzufithren. Man geht nach folgendem
Schema zu homologen Untermannigfaltigkeiten iiber:

® 1 r '~
| 7 | 7 | — ]
L, X ,
|
1 F=%- -9 >
It 1 '
I Y ettt d <
| _
] ——4———-| A —(——I
| | I d.1. Fall (2)
© 1 1
-
|
€
1 ]
|| I L d.i. Fall (@)
@ 1 '
. L
Ul | __}1
| d.1i. Fall (b)
(e) X\ I
» 7 ‘—J
|
H U B d. 1. Fall (d)
N ]

Damit sind alle Fille des Lemmas erfaBt und daher auch der Satz bewiesen.
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§ 11. Aquivariante »-Sphiiren in S2*+! und Tubenabbildungen

11. 1. Sei wieder K < §? so daB die Voraussetzungen (1), (2) und (3) von Lemma 9. 1
erfiillt sind. Dariiber hinaus verlangen wir:

K ist gegeben als Bild einer differenzierbaren Einbettung f:[0, 1] S® mit den
Eigenschaften (f,, ..., f; seien die Komponentenfunktionen von f):

(a) Bild f, >0
(b) Es gibt ein ¢ > 0, so daB fiir alle ¢t € [0, &)
f(t) = (fo(t)’ A f2(0)1 O)
und fiir alle t € (1 — ¢, 1]

1&) = (fo(1), 1 —1, £,(1), 0)
gilt.

Satz. T"K ist dquivariante differenzierbare Untermannigfaltigkeit von S*™*' und
diffeomorph zur Standard-n-Sphdre. Der Totalraum des dquivarianten Normalenbiindels ist
dquivariant diffeomorph zu S™ x D"*! (vergleiche § 8).

11. 2. Zum Beweis braucht nur eine &dquivariante differenzierbare Einbettung
g: S* % Dn+1_>52n+1
mit g(S" x {0}) = T"K angegeben zu werden.

Unser g wird von einem differenzierbaren Vektorfeld »:[0, 1]~ R® (mit Kom-
ponenten v,, v,, v,) abhéngen, von dem wir fordern:

(c) Fir alle ¢ seien (v,(t), v,(t), v5(¢)) und (f;(2), f3(t), f3(?)) linear unabhingig.
(d) Es gibt ein ¢ > 0, so daB fiir alle € [0, &)
v(t) = (0, —1, 0)
und fiir alle t € (1 —¢, 1]
v(t) = (0, 1, 0)
gilt.
v ist also ein Schnitt im Normalenbiindel von K und liefert durch
t, a) |- (fl(t) + avy(2), o) + av,y(2), f5(2) + a'va(t))

ein Band, dessen Seele K ist. Spater werden sich solche Paare K, v in natiirlicher Weise
aus den Béndern einer Seifertfliche ergeben.

Wir fithren noch zwei Hilfsfunktionen ein.

w: [0, 1] R® (mit Komponenten w,, w,, w;) sei das normierte Vektorprodukt

o VX i o, )
Mo (s far F T

s:[—1, 1] [0, 1] sei eine stetige Funktion mit:

s ist in (—1, 1) differenzierbar.

s"ist in (—1, 1) positiv.

In einer Umgebung von —1 ist s(t) = +l/m

In einer Umgebung von 1 ist s(f) =1 — +V1———-—t?
Die Existenz einer solchen Funktion s ist leicht zu zeigen.

Journal fiir Mathematik. Band 236 26
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Wir bezeichnen mit p den Nordpol (1, 0, . . ., 0) und mit ¢ den Siidpol (—1,0,...,0)
von S" < R"1,

T"K liegt wegen (a) in der Hemisphire von S**! auf der die erste Koordinate
positiv ist. Wir verwenden daher die letzten 2n + 1 Koordinaten von R***? als Karte
fiir S+,

Beziiglich dieser Karte definieren wir nun fiir einen geniigend kleinen ¢-Ball D**!
um 0 € R™*!:

g: (8" —{p, g}) x DI+t~ g+t

é(zo, MR ] Z”; am»- A ] an)

- ({f’(s(%)) + ag1(s(z0)) + 20, + - + 2,0, wl(s(zo))} S Enew

1 (315 -« o 2a) |l IHCA AR

fz(s (Zo)) -+ aovz(s (zo)) + ZI!TI(Z—: ’-Z’S”IT" Wy (3 (Zo))’

Z1ay + -+ 2,0

11215+ 2a) I

(20 + apra(stan) + 2 () — 1) - 5

My e 2 I
+ (dlv e a’n))

g ist differenzierbar und #dquivariant. (O (r) operiert auf den letzten » Komponenten von
D21 in der iiblichen Weise.) g’ hat Hochstrang in jedem Punkt (z,, 24, 0,...,0;0,...,0)
mit |z, | = 1. Dies folgt leicht durch Ausrechnen der Funktionalmatrix, wenn man
z; + 0 und die Eigenschaften von f, v, w, s benutzt. Sie lautet ndmlich — nach Division
der ersten Zeile durch s’(z,) — beziiglich z,, z,,..., z,, 4, . . ., ¢, als Koordinaten:

f1(s(z0)) 0 f2(s(20)) f3(s(20)) 0

0 zi‘lfl(s (zo)) -E 0 0 Z1_1f3<8 (Zo)> B
vl('g (zo)) 0 Vg (3 (Zo)) Vg (3 (Zo)) 0
Wy (3 (zo)) 0 'wz(s (Zo)) Wy (3 (Zo)) 0

0 0 0 0 E

Hier ist E die (n — 1, n — 1)-Einheitsmatrix.

Da jedes A € O(n) einen Diffeomorphismus von (S” — {p, ¢}) x D**! auf sich liefert
und jeder Punkt von (S§" —{p, ¢}) x {0} durch ein 4 € O(n) in einen Punkt der Form
(295 21,0 ...,0;0,...,0) mit | zy| == 1 transportiert wird, hat g’ auf (S" —{p, ¢}) x {0}
Hochstrang.

Man rechnet nach, daB in der Nédhe des Nordpols
g(zov ey By Aoy e e ey an) = (Zl, ceny By, fz(i) + gy Qyy e oy a’n)
und in der Ndhe des Siidpols
?g-(zo" ceey By Bgy e ey By) = (Zlv e ooy 2y fz(o) gy Ay - ¢ o an)
gilt. g kann deshalb differenzierbar und dquivariant fortgesetzt werden zu
z.: 8" % _D”1'”1—>S2”+1,
E’ hat in einer ganzen Umgebung von S™ x {0} Maximalrang, g ist dort also lokal injektiv.
g ist aber auf S" x {0} injektiv. Da S™ kompakt ist, folgt Injektivitit von g sogar auf

einer ganzen Umgebung S” x D}*! von §* x {0}. g definiert man nun als Komposition
g =go(id X my), wo m,: D"*'—> D" die Multiplikation mit g ist. q.e. d.
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§ 12. Aquivariantes Henkelansetzen und #iquivariante sphiirische Modifikation

12.1. Seig: 8™ x D™ S*™*!irgendeine dquivariante differenzierbare Einbettung.
S#+1 petrachten wir als Rand der O(rn)-Mannigfaltigkeit D***? (vergleiche §8). Wir
erklidren, was es heiBt, mittels g dquivariant einen Henkel an D***? anzusetzen.

Der Henkel, den wir ansetzen wollen, ist D*** x D", Schreibt man

n+l n+1 om+-2
D™+l x D™ < R*H2

wird der Henkel zur O(r)-Mannigfaltigkeit. Sei
N = (Dn+l X Dn+1) UD2"+2,
h

wo & die auf der Teilmenge S” x D"*' von D"™*' x D"*! definierte Abbildung
h: 8" x D" S*™1 h(x,y) =g (x,—;—y) ist. Da A dquivariant ist, ist IV eine O(n)-
Mannigfaltigkeit. Wir erkldren eine differenzierbare Struktur fir N:

n+1

1) Die natiirlichen Inklusionen (D"*!—8") x D"*'< N und D***2—g(8" x Djj5') <N
sollen Diffeomorphismen sein.

2) Die Abbildung &: 8" x (D™'— 8" X (—e¢, &) > N(e < 1/2), die definiert ist
durch

((1 — )z, y) € D™ x D™ fiir £ =0
b t) = '
(z,9,1) (1 + t)g<x’%y>6 D22 fiip ¢ <0,

sei ein Diffeomorphismus.

3) U:=1[0,¢) x[0,6) <R? V:=(—¢,¢) X (—e 0]<R?

U o V trage die differenzierbare Struktur einer berandeten Mannigfaltigkeit, so
daB (U v V) — {0} differenzierbare Untermannigfaltigkeit ist. Dann sei die Ab-
bildung ¢: 8" x §" x (U v V)—> N, definiert durch

(1 —u)z, (1 —t)y) e D" x D! fir (t,u) €U
t, u) =
¢@y b u) 1+ u)g(x,%(i —t)y) € D**2 fiir (t,u) €V,

ebenfalls ein Diffeomorphismus.
26*
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Diese ,,Karten‘ sind untereinander vertréiglich, und V ist damit eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit. Lift man O(n) auf (—e¢,¢) und U v V trivial operieren, sind
unsere Karten sogar dquivariant. IV ist also differenzierbare O(n)-Mannigfaltigkeit.

Wir sagen: N entsteht durch dquivariantes Henkelansetzen an D**? mittels g.
ON entsteht durch dquivariante sphirische Modifikation von $***! mittels g.

Was édquivariantes Henkelansetzen an D***? bzw. dquivariante sphérische Modi-
fikation von S?"*! mittels mehrerer dquivarianter Einbettungen g,, .. ., g, bedeutet, ist
klar, wenn g,, ..., g, paarweise disjunkte Bilder haben.

Wenn man die O(n)-Aktion auBer acht 148t, handelt es sich natiirlich um Henkel-
ansetzen bzw. sphirische Modifikation im iiblichen Sinne. '

§ 13. Konstruktion der Knotenmannigfaltigkeiten

13. 1. Wenn nichts anderes gesagt wird, sei & im folgenden ein zahmer Knoten, der
als Rand einer Seifertfliche gegeben ist (siehe 1. 3). Die 2-Scheibe der Fliche sei die
Menge {(z,, Z; Yo, ¥1) € S* |2, = 0 Ay, = 0}. Von jedem Band B der Fliche wollen wir
folgendes annehmen:

1) Zu B gehort eine differenzierbare Einbettung 7:[0, 1]+ S?, so daB Bild f die
Voraussetzungen (1), (2), (3) von Lemma 9.1 erfiillt und f Eigenschaften (a)
und (b) von 14. 1 hat.

2) Zu B gehort ein differenzierbares Vektorfeld v: [0, 1] R? das mit f zusammen
(c) und (d) von 11. 2 geniigt.

3) B=Bildj, wo j:[0,1] X [—¢,e]—>S® eine Einbettung in die Halbsphire
Zo =0 ist, die beziiglich der Koordinaten z,, y,, vy, von S° durch
i, @) = (F2(), fo(0), F5(0) + @ (93(0), 05(0), v5(1)) gegeben ist, und j | [0, 1] x {0}
ist orientierungstreue Abbildung auf die Seele des Bandes B.

13. 2. Diese Annahmen bedeuten keine Beschrinkung der Allgemeinheit. Ein
zahmer Knoten hat ndmlich einen differenzierbaren Reprasentanten, in den man eine
differenzierbare Seifertfliche einspannen kann. Da nach einem Satz von Alexander die
Hiille des Komplementes einer zahmen 3-Zelle in S® ebenfalls eine zahme 3-Zelle ist, darf
man die angegebene Lage der 2-Scheibe der Fliche und weiter, dal jedes Band in & u F
(siehe 9. 1) liegt, voraussetzen. Die Giiltigkeit von 1), 2) und 3) kann man durch An-
wendung von Milnors Sdtzen iiber Tubenumgebungen ([14]) erreichen.

13.3. Nun wihlen wir zu jedem Band B unter Benutzung der zu B gehorigen
Funktionen f und v eine équivariante Einbettung

gB: Sn e D”+1—>S2"+l,

wie sie in § 11 konstruiert wurde, und zwar so, daB fiir je zwei Bénder B und B’
Bild g ~ Bild g leer ist. Fiir jedes Band B setzen wir an D***? mittels g, dquivariant
einen Henkel an und nennen die so entstandene O(n)-Mannigfaltigkeit N,(k). M,(k) sei
der Rand von N, (k). Wir zeigen im folgenden, daB M,(k) ein Exemplar der zu k ge-
horigen Knotenmannigfaltigkeit ist, insbesondere auch, da8 M, (k) die zweifache ldngs %
verzweigte Uberlagerung von S? ist.

13. 4. Bemerkung. Ausgegangen sind wir von einem zahmen Knoten, und nicht
unbedingt von einem differenzierbaren. Aus folgendem Grunde ist das jedoch belanglos:
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Ein differenzierbarer Knoten ist zahm, und ein zahmer Knoten hat auch einen differen-
zierbaren Reprisentanten; sind weiter £ und %’ zwei differenzierbare Knoten, die topo-
logisch dquivalent sind, d. h. es gibt einen Homéomorphismus %: S*— S* mit h(k) = &/,
so existiert sogar ein Diffeomorphismus d: §* - S° mit d(k) = &' ([7]).

§ 14. Eigenschaften des Orbitraumes von M, (k)
14. 1. Satz. Fiir n =2 ist der Orbitraum der O(n)-Mannigfaltigkeit S**' homdo-
morph zu D*.
Beweis. Betrachte die (stetige) Abbildung

7 R2n+2__>R4

mit 7 (2y, &5 Yo, ¥) = (o, Yo | ¥ I, <z, 7).

7 | S+ 1bildet jeden Orbit auf einen Punkt ab und verschiedene Orbits auf verschie-
dene Punkte. Da S?+*kompakt ist, ist der Orbitraum von S***! homdomorph zu 7 (S?*+7).
m(S¥™ Y ={(uy,...,u) €R*|uj +uj +u3 < 1au; =0Auy- +l/1——uf——u§——u§ = |u,l}
Die Projektion auf die ersten drei Koordinaten liefert eine 3-Zelle. u, - +l/1 —ul—ul—ul

ist eine nicht-negative stetige Funktion, die genau auf dem Rand dieser 3-Zelle ver-
schwindet. Daher ist 7 (S***?) eine 4-Zelle. q.e.d.

14. 2. Satz. Fiir n = 2 ist der Orbitraum von S™ x D"*! der Kegel iiber dem Orbit-
raum von S™ X S”.

Beweis. Wir benutzen wieder die Abbildung = vom vorigen Beweis. zr | S* x D"*!
liefert, wie man leicht nachpriift, eine Orbitabbildung.

w(8® X DY) = {(ug,. . u) R WE S Aaul +ul S Aau,=0nu, - V1—ul>u,l}

7(S" x S™) ist gerade die Teilmenge hiervon, fiir die uj + u2 = 1 gilt. Die Projektion
von (8" x D"') auf die ersten drei Koordinaten liefert einen geraden Halbzylinder,
also eine 3-Zelle (vergleiche Figur). Der kompakte schraffierte Teil des Randes dieser
3-Zelle

Usg
A

A\

ist gerade die Menge, auf der u, - +1/1 — u? verschwindet. Der kompakte nicht schraffierte
Teil des Randes ist das Bild von = (S" X §") unter der zuletzt genannten Projektion. Es ist
nicht schwer, diese 3-Zelle homéomorph auf die 3-Zelle {u € R®* | u? + u3 + uj < 1A uy = 0}
so abzubilden, daB der schraffierte Teil des Randes auf {u € R® | u? + ul + uZ =14 u, = 0}
und der unschraffierte Teil auf {u € R*| u} + u2 < 1 A u; = 0} geworfen wird. Nun ist es
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leicht, 7(S™ x D"') hombéomorph auf
{(u17-")u4)€R4[u%+ug“{“ug‘}‘uiéi/\uazo}

abzubilden, so daB =(S" x S") auf die Punkte mit u% + u5 + u2 <1 und u, = 0 ge-
worfen wird. Daraus folgt die Behauptung. q.e.d.

14. 3. Bemerkung. Bewiesen wurde natiirlich mehr: nédmlich daB der Orbitraum
von S™ x D" eine 4-Zelle ist, in deren Rand der Orbitraum von S" X S" als zahme
3-Zelle liegt. Das wird im folgenden aber nicht benutzt.

14. 4. Satz. M, (k) hat fiir n = 2 einen zu D* homdomorphen Orbitraum.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB sich der Orbitraum nicht dndert, wenn S¥+!
mittels nur einer Einbettung g:S" x D"*1— §*+1 zu einer O(n)-Mannigfaltigkeit M
sphirisch modifiziert wird. Sowohl S***! als auch M erhdlt man durch dquivariantes
Verkleben von X:= §**!'—g(8" x Djf') und S" x D"*! lings der Rénder (es wird
nur eben auf verschiedene Weise verklebt). Daher und wegen des vorigen Satzes erhilt
man sowohl $***1/0(n) als auch M|O(n), indem man an X/0 (n) einen Kegel iiber (9X)/0 (r)
anklebt. Da sich jeder Autohoméomorphismus von (92)/O(r) offenbar zu einem solchen
des Kegels iiber (0X)/0(n) fortsetzen 14Bt, sind S**+'/O(n) und M/O(n) homdomorph.
Nun brauchen wir nur noch Satz 14. 1 anzuwenden. q. e. d.

14. 5. Satz. Der Orbitraum von M, (k) ist eine 3-Sphdre. Die Fixpunktmenge wird
unter der Orbitabbildung auf einen Knoten k' abgebildet, der vom gleichen Typ wie k ist.
M, (k) ist die zweifache lings k' verzweigte Uberlagerung.

Dem Beweis schicken wir ein Lemma voraus.

14. 6. Lemma. Die O(1)- Mannigfaltigkeit S* hat einen zu S® homéomorphen Orbit-
raum. k set ein (nicht notwendig zahmer) Knoten in S° Sei k<® o F (stehe 9. 1). Dann
ist das Bild von k unter der Orbitabbildung ein Knoten vom gleichen Typ wie k.

Bewers. Mit der stereographischen Projektion

D: 8 — {(1) 07 07 0)}_) Ra, P(xo, Z15 Y05 yl) = (xh Yo, yl)/(1 - xo)

gehen wir zum entspre- th

chenden Problem fiir R® T
itber. Wenn k = F ist,
darf man (1,0,0,0) ¢ k&
annehmen. Den Orbit- RN
raum 7 von R?® erhilt
man, indem man in )

{(uy, uy, ug) €R*| u, = 0} /
(07 Uy, ua) mit (0) Uy, —‘ua)
identifiziert. Seiz : R®*> T — Graph (c)
die mnatiirliche Orbitab-
bildung. Da die Projek- L~ T -
tion von

auf die u;-u,-Ebene
kompakt ist, gibt es eine
stetige Funktion

U

¢:[0,00)—> R mit ¢(0) =0
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und ¢((0, o0)) > 0, so daB {u € R* | u; > 0 A 0 < u, < c(u;)} keine Punkte von
p(k—{(1,0,0,0)})enthélt. Nun kann man aber leicht einen Homdomorphismusz : T R®
mit n oo p(k—{(1, 0,0, 0)}) = p(k—{(1, 0, 0, 0)}) konstruieren.

14. 7. Beweis des Satzes 14.5. Wir iberlegen uns, was bei einer sphérischen
Modifikation mittels einer #quivarianten Einbettung g:S' x D*— §® geschieht. Der
Orbitraum von S* x D? ist eine 3-Zelle, deren Rand gerade der Orbitraum des Randes
S' x S'von S x D*ist. Fiir den Orbitraum von S*® bedeutet eine sphéirische Modifikation
mittels g also das Herausnehmen des offenen Kerns der zahmen 3-Zelle (Bild g)/O(1)
und anschlieBend das Einsetzen einer andern 3-Zelle Z = D* x S'/O(1) lings des ent-
standenen Randes. Damit ist gezeigt, daB M,(k)/O(1) homdomorph zu S* ist. Die Fix-
punktmenge von M,(k) geht unter der Orbitabbildung natiirlich in einen Knoten £’ im
Orbitraum S® iber. Ist Z wieder wie oben, sind C,:= D? x {(1,0)}/O(1) und
C,:= D* x{(—1,0)}/O(1) zwei in Z zahm eingebettete disjunkte 2-Scheiben. k' ~ Z
besteht aus zwei 1-Zellen Z, < C, und Z, < C,. Z, kann nun iiber C, hinweg in oC, — Z,
deformiert werden. Beachtung der in § 12 vorgenommenen Identifikationen zeigt:
0C,— Z, = g(S* x {(£1/2,0)})/O(1). Wegen § 13, der Definition von g und aufgrund
des vorigen Lemmas ist damit bewiesen, daB £’ zu k dquivalent ist. Die letzte Behauptung
des Satzes ist klar. q. e. d.

14. 8. Satz. Fiir n = 2 geht die Fixpunktmenge von M, (k) unter der Orbitabbildung
M (k) - D* in einen Knoten in dD* = §® vom selben Typ wie k iiber.

Begweis. Die Inklusion R*— R**2 (z, 2,5 Yo, ¥3) 1= (%o, 1,0, -+, 05 Y0, Y1, 0, ..., 0)
induziert eine Inklusion ¢: M, (k) > M,(k). Das Bild eines Orbits in M,(k) unter ¢ ist
ganz in einem Orbit der O(r)-Mannigfaltigkeit M, (k) enthalten. Aulerdem kommt jeder
Fixpunkt von M, (k) und auf jedem Sphéiren-Orbit von M, (k) wenigstens ein Punkt als
Bild von ¢ vor. Wir erhalten also das kommutative Diagramm (vertikal die Orbit-
abbildungen):

My (k) = M, (k)

' |

s* =, D¢

DaB in der unteren Zeile S® auf 0D* abgebildet wird, kann man der angegebenen Orbit-
abbildung von M, (k) ansehen oder aus dem Scheibensatz folgern. Die Behauptung folgt
nun aus Satz 14. 5.

14.9. Bemerkung. Modulo der differenzierbaren Struktur des Orbitraumes haben
wir damit gezeigt, daBl M, (k) die zu k gehorige Knotenmannigfaltigkeit ist. Vergleiche 7. 4.

§ 15. Homotopie- und Homologie-Eigenschaften von M, (%) und N, (%)

15.1. In diesem Paragraphen sei n = 2, wenn nichts anderes gesagt wird. Um
den Satz von Hurewicz anwenden zu konnen, zeigen wir zuerst:
Satz. N,(k), N,(k) und M, (k) sind einfach zusammenhdngend.

Beweis. Fiir die beiden ersten Rédume folgt der einfache Zusammenhang un-
mittelbar aus dem Satz von van Kampen-Seifert. g,,...,g;: 8" x D" §2"+1 sejen
die Einbettungen, mit deren Hilfe M,(k) definiert wurde. Da D"*! x S" einfach zu-
sammenhéngend und S” X S zusammenhéngend ist, konnen wir &,(M,(k)) = {1} nach

van Kampen-Seifert schlieBen, wenn wir zeigen, daB X:= S¥+! — l1Jg,(S" x {0})
i=1
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einfach zusammenhéngend ist. Sei w: S*— X ein geschlossener Weg. Dann existiert eine
Erweiterung w : D*— S**1 w darf als differenzierbar angenommen werden. Approximiert
man w nach Thom durch eine zu U g,(S" x {0}) transversal-regulire Abbildung, so
liegt wegen n > 2 das Bild der neuen Funktlon in 2. w ist also nullhomotop. q.e. d.
15. 2. Wir berechnen nun dle ganzzahlige Homologie von N (Ic) und M, (k).
a(N (k)) ~ H (N (k), D2n+2)N Ll H (Dn+1 DL Sn % DRl A ,-];ll H, (D"™+1, S™)

(fiir jeden Henkel ein direkter Summand). Dies ist null fir g +=n + 1, f_[ Zfirg=n+1.
i=1

Zu einem Henkel gehort ein Erzeugendes von H,, ,(N,(k)), das man so erhilt: Sei
f:[0, 1] S® die Parametrisierung der Seele des entsprechenden Bandes der Seifertfliche
(vergleiche 13. 1). T"(Bild f) (definiert in 9. 1) ist der Rand der Seele des Henkels. Ver-
bindet man 7"(Bild f) radial mit dem Zentrum von D**? und nimmt die Seele des
Henkels hinzu, so erhdlt man eine topologisch eingebettete (nm 4 1)-Sphére in N, (k).
Fiir den i-ten Henkel (i = 1, . . ., j) sei sie mit S, bezeichnet. Die S, erzeugen H,, (N, (k)).
Beriicksichtigt man noch Kiinneth-Sequenz und Poincaré-Dualitédt, erhdlt man den

Satz. H (N, (k) =0 Cfir ¢ £0, n 1
H (N, (K), M (k)) =0 fiir g +n+1, 2n+ 2
HO(Nn(k)) £ H2n+2(Nn(k)7 Mn(k)) = Z

Hos(No(00) 2 Ho (N, (), M, (0) = 11 Z

Fir H,,,(N,(k)) hat man ein durch die Konstruktion von N (%) gegebenes freLes Erzeugen-
densystem S;, i =1,...,j. In allen Fdllen ist H? ~

15. 8. Mit e: N, (k) > (N, (k), M,(k)) bezeichnen wir die Inklusion.

Satz. ey : H, (N, (k) H, (N,(k), M, (k) ist beziiglich passender Basen gegeben
durch die transponierte Schnittmatrixz von N, (k) beziiglich einer passenden Basis. Das gilt
auch fir N,(k).

Beweis. Die Poincaré-Dualitét liefert das kommutative Diagramm:

H" (N (k), M, () —=—_H" (N, (k)

a/
=Ny - - =|ny
7
e
b

Hn+1(Nn(k)) __—.T—_> Hn+1(Nn(k)1 Mﬂ(k))

Hier ist v die Fundamentalklasse einer (fest zu wéhlenden) Orientierung von N, (k); «
ist durch die restlichen Pfeile und die Kommutativitit des Diagramms gegeben. (z,) sei
eine Basis von H,,,(N,(k)), (z% die Dualbasis in H"**(N ,(k)) = Hom (H,,,(N,(k)), Z).
Definiere a,, durch

ey (z,) = 2 a,, (2" ~ ).
»
Dann ist «(z,) = & a,,2", {«(z,), z,) = a,,. Bleibt
V4

{x(2),y) =z oy
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fir alle z,y € H,, ,(V,(k)) zu zeigen. Die Schnittzahl z oy kann so definiert werden
(siche z. B.[17]): 2oy = v v, p) mit u nv = x, v ~n v =y, u, v € H**(N,(k), M, (k).
Toy = uv v, v) = <u e (v )y =<e*u, y) = {a(2), y). _ q. e. d.

15. 4. Entscheidend fiir die Berechnung der Homologie von M, (k) ist nun der
folgende Satz.

Satz. Gehort zu der bei der Konstruktion von N, (k) benutzten Seifertfliche die Seifert-
matriz V, so hat N,(k) die Schnittmatriz V' 4 (—1)""'V(n = 1).

Beweis. Deformiert man die Seifertfliche, so dndert sich die Seifertmatrix nicht;
denn letztere ist die Matrix einer gewissen linearen Abbildung beziiglich wohldefinierter
Basen (siehe 1. 2). Eine schwache Diffeotopie der Seifertfliche, die in einer Umgebung
der Scheibe der Fliache nichts éndert, bedeutet eine starke Diffeotopie der Einbettungen
S" x D™*1 §+1 (die fiir das Henkelansetzen benutzt werden, also keine Anderung fiir
N, (k) ([14]). Fiir das weitere bendtigen wir ein Lemina.

15. 5. Lemma. Sei pr: S*— R? die Projektion auf die x,-y,-Ebene. Es gibt eine
starke Diffeotopie der Seifertfliche, die in einer Umgebung der Hemisphdre z, < 0 die
Identitdt ist, so daf die Bdinder {B;} der neuen Seifertfliche folgende Eigenschaften haben
(vergleiche § 10):

(1) Ist f* eine Parametrisierung der Seele von B, wie in 13. 1, so liegen iiber jedem

Punkt von R* beziiglich pr hochstens zwei Punkte von U Bild f*.
1
(2) Sind p und q €U Bild f* mit pr(p) = pr(q), so gibt es zusammenhingende gerad-
linige disjunkte Umgebungen I bzw. J von p bzw. q in U Bild f*, so dap sich pr(I)
und pr(J) transversal schneiden. :
(3) Das zu B, gehirige Vektorteld v* (siehe 13.1) hat eine iiberall verschwindende
dritte Komponente.
Yo

W

Ty

Y1

15. 6. Den Beweis des Lemmas stellen wir einstweilen zuriick und fahren mit dem
Beweis des Satzes fort. Wir wollen S, 0§, berechnen, wobei wir fiir die Seifertfliche
Eigenschaften (1), (2), (3) des Lemmas annehmen. Sei zunichst ¢ & r. S, und S, haben

Journal fiir Mathematik. Band 236 27
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nur den Mittelpunkt von D**** gemeinsam. 7"(Bild /) = S, ~ §***! ist orientiert, daher
auch S, ~ D*™*? woher S, seine natiirliche Orientierung hat. Nach [17] ist deshalb
S,0S, gleich der Verschlingungszahl von 7"(Bild fY) mit 7"(Bild f). Ohne das Uber-
kreuzungsverhalten zu éndern, kann man aber Bild f* o Bild /" so deformieren, daB man
Satz 10. 4 anwenden kann. Damit erhidlt man S,. S, = v, + (—1)"*'v,,. Fiir i = r ist
nur der Fall n ungerade nicht-trivial. S; ergebe sich, indem man Bild f* ein wenig auf
B, parallel verschiebt. S; ist homolog zu §,. Wie oben ergibt sich S;oS; = v,; + v,
nach Definition der Seifertmatrix. q. e. d.

16. 7. Beweis des Lemmas. Zundchst darf man annehmen, dal eine Vollkugel X im
Z:Yo-y,-Raum mit x, > 0 existiert, so daB U B;,— X in der z,-y,-Ebene liegt. Wie
; .

in ([5], Appendix I) 148t sich zeigen: U Bild f* <llJK ;» wo die K, endlich viele gerade

Doppelkegel sind, von denen je zwei hochstens einen Punkt gemeinsam haben und so,
daB in jedem K, in jeder ,,Hohe‘ genau ein Punkt von U Bild f* liegt (vergleiche die
Figur). !

A, < K, sei die Kegelachse. Eine beliebig kleine Rotation be-
wirkt, daB lzJ A, in regulédrer Lage beziiglich der Projektion pr ist

([5], Chap. I, (3. 1)) und daB die Tangente an l;J Bild f* in keiner

Kegelspitze parallel zur y,-Richtung ist. Nun kann man durch
eine schwache Diffeotopie innerhalb X ~ llJ K, die Mannigfaltig-

keit U Bild f* so deformieren, daB sie in der Néihe der Kegelspitzen

festbleibt und in der Néhe eines jeden Doppelpunktes beziiglich pr
auf der entsprechenden Kegelachse liegt. Diese letzte Deformation
konnen wir auch vor der obigen Rotation vornehmen, die Rotation
dann nur auf X ausfithren und sie auflerhalb von X zur Identitit
abklingen lassen. Dann haben wir (1) und (2) gewahrleistet. Da
man eine Verdrillung eines Bandes

deformieren kann in

kann man auch fiir das Erfiilltsein von (3) sorgen. Nun braucht man nur noch von
schwachen zu starken Diffeotopien iiberzugehen. q.e. d.

15. 8. Korollar zu den Sédtzen 15. 3 und 15. 4. e, ist injektiv.
Klar, da det (V 4+ V’) % 0 fiir jede Seifertmatrix V eines Knotens.
15. 9. Satz. H,(M,(k)=0 fir ¢ +0,n,2n+1

H, (M, (k) >~ Zfir ¢g=0,2n + 1
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H,(M,(k)) ist null fiir gerades n und hat V + V' als Relationenmatriz fiir ungerades n.
Dabei ist V die Seifertmatrix zu einer Seiferifliche von k.

Beweis. Aus der exakten Homologiesequenz fiir (N, (k), M, (k)) und Satz 15. 2 folgt
H (M, (k) =0 fir ¢ =0,n,n+1,2n + 1.

Die Behauptung fiir ¢ = 0 und ¢ = 2n 4 1 gilt wegen des Zusammenhangs und der
Orientierbarkeit von M, (k).

00— Hn+1(Mn(k))——) Hn+1(Nn(k))l->' Hn+1(Nn(k)’ Mn(k)) - Hn(Mn(k))"—'—) 0

ist ein Stiick der exakten Homologiesequenz. H,, ,(M,(k)) verschwindet wegen des
Korollars. Aufgrund der Sitze 15.3 und 15. 4 ist ¥V + (—1)"** V’'Relationenmatrix fiir
H,(M,(k)), und fiir gerades n ist diese unimodular iiber Z. q.e. d.

15. 10. Folgerung. Nach 15. 1, 15. 9 und Satz von Hurewicz ist M,, (k) (2m — 2)-
fach zusammenhéingend. Genau dann, wenn det (k) = det (V + V') = +£1 ist, ist fir
m =2 M,, (k) homdomorph zu §*"~! (Smale [20]). Fiir gerades n ist M,(k) in jedem
Fall homdomorph zu S+ ([20)).

§ 16. Die Parallelisierbarkeit von N, (%)
16. 1. Satz. N, (k) ist fiir jedes n = 1 parallelisierbar.

Beweis. IV, (k) 148t eine Zellenzerlegung zu, bei der die Vereinigung L von D**+?
und den Seelen der angesetzten Henkel Unterkomplex ist. Die Inklusion L < N,(k)
erzeugt Isomorphismen fiir die Kohomologie. Nach [21: 34. 2] ist IV, (k) parallelisierbar,
wenn die Beschrinkung des Tangentialbiindels = von N, (k) auf L trivial ist. Auf D**?
und auf jedem Henkel haben wir eine kanonische Trivialisierung fiir 7. = | L entsteht
daher durch Verkleben (,,clutching*‘) trivialer Biindel, und zwar lings des Randes der
Seele eines jeden Henkels. Wir werden im folgenden ausgiebig von der Tatsache Gebrauch
machen, dafl homotope Klebefunktionen isomorphe Vektorbiindel definieren (siehe zum
Beispiel [10]). Wenn wir zeigen, daB alle Klebefunktionen, die hier vorkommen, homotop
zur Identitdt sind, haben wir die Trivialitdt von 7 | L und damit von v bewiesen.

16. 2. Sei g: 8" x D"'— S?*! gine Einbettung, die zum Ansetzen eines Henkels
von N,(k) benutzt wurde, und A: S" x D**!—> §2**+1 die Funktion A(z,a) = g (z,%a)

von § 13, die die Identifizierung von S™ x D**! < D™*! x D"**! (letzteres ist der Henkel)
mit g(S* x DIE) < S < D™? liefert. Sei h: (Dif!— Di*l) x D™ !> R™* durch

Mo o) = Nzl (1 E e 3ol

gegeben. h ist differenzierbar und dquivariant, h | §* x D*1! = h. Daher ist die Klebe-
funktion von 7 |L auf dem Rand der Seele des betreffenden Henkels die Funktion

d:8"-»GL(2n + 2; R) mit d(z) = (3, 0).
27*
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Wir faktorisieren % folgendermafBen:

1
7 (5 0) 1> (5,7 o)
7w (uo, MRS ] u2n+1) l"’ (ula ce u2n+1)

@: (3, a) |> (H z2|l,mog (—“—zT , a)) falls definiert

T 2n+1 ..
P (Ugy . o oy Ugyyy) | ug? ( 1/1 — 3 ud, Uy, u2”+1) falls definiert
+ i=1

h=vpopoy.

Da %’ und x' homotop zur Identitit sind, kénnen wir d(z) = ¢’(z, 0) annehmen.
Wir bemerken noch, da auch ¢ dquivariant ist. Wir benutzen nun, daB 7 ein O(n)-
Vektorbiindel ist und daB wir das Operieren auf den trivialen Biindeln 7z | D***? und
7 | (Seele eines Henkels) kennen. (z, a) € S* x R**? in der Faser iiber z aus dem Rand
der Seele des Henkels wird mit (g(z, 0), d(z) - a) in der Faser iiber g(z, 0) identifiziert.
(- ist die Anwendung einer linearen Abbildung auf einen Vektor.) Soll dies mit allen
A € O(n) vertriglich sein, gilt

(Ag(z,0), A(d(z) - @) = (g(Az,0), d(4z) - Aa),
also A(d(z)-a)=d(Az)- Aa fir alle z€ 5" a € R™* A €0(n), also

(%) d(Az) = Aod(z) o A~
(Hier ist mit A das Element aus GL(2n -+ 2; R) mit der Matrix
1
A

A
gemeint.) Wir stellen fest:
Lemma. Kennt man d auf einem Punkt eines Orbits, kann man d auf dem ganzen
Orbit nach (%) berechnen.
16. 3. Sei W = {(zy,2,,0,...,0)€8" |z, =0}, p = (1,0,...,0), ¢=(—1,0,...,0).
O(n—1) ist Isotropiegruppe in z€ W —{p, ¢}, O(r) in p und ¢. Aus (%) folgt: Fiir
z € W ist d(z) mit A fiir jedes A aus der Isotropiegruppe von z vertauschbar. Umgekehrt

gilt: Wenn d(z) fiir jedes z € W mit jedem A (A aus der Isotropiegruppe von z) ver-
tauschbar ist, so liefert (%) eine eindeutig bestimmte Klebefunktion, die mit dem
Operieren von O(n) vertriglich ist. Andert man d | W homotop ab, so daB wihrend der
Anderung immer d(z) mit allen A (A € Isotropiegruppe von z) vertauschbar ist, erhilt
man durch (%) eine Homotopie fiir d auf ganz S™.

16. 4. Mit Hilfe der Gleichung fiir g in § 11 errechnet man fiir d(z) im Punkte
7 == (g, 21, 0, . . ., 0) mit z;, > 0 bis auf konstanten Faktor die Matrix:

C, 0 c, 0
0 zl_lfl(s(zo)) -E 0 Zflfs(s (Zo)) - E
C, 0 C, 0

0 0 0 E
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Hier ist E die (n — 1, n — 1)-Einheitsmatrix und die C, sind (2, 2)-Matrizen. Wegen
d(z) € GL(2n + 2; R) ist

c, C,

o2 el

In einer Umgebung von p in S” ergibt sich fiir d die Einheitsmatrix, in einer Um-
gebung von ¢ in $” die Matrix

nicht-singulér.

—1

— -
d kann daher als Klebefunktion homotop so abgedndert werden, daB d(W) in GL(4; R),
ja sogar in SO (4) liegt. (Hier haben wir GL(4; R) durch

¢, C,

Cl C2 [_}
C; C, Cy C,
E

in GL(2n + 2; R) eingebettet.) Eine weitere, leicht zu beschreibende, Homotopie be-
wirkt, daB auch d(q) die Einheitsmatrix wird. Nun ist d | W ein geschlossener Weg in
S0 (4).

16. 5. Wir schreiben SO(2) < SO(4) mittels

¢, €, > 1
€3 €4 C3 €4

S0 (2) ist dann mit allen Afir A€ O(r), SO (4) mit allen Afird€ O(n — 1) vertauschbar.
Lemma. Die natiirliche Abbildung n,(S0(2))—> n,(SO(4)) ist siirjektiv.
Beweis. Man benutze die exakte Homotopiesequenz der Faserung von SO(r + 1)
itber S” (Faser SO(r)) fiir r = 2, 3 und #,(S?% = #,(5%) = 0.

Sei d': W - SO(2) ein geschlossener Weg, der in §O(4) homotop zu d | W ist.
(%) definiert dann eine zu d homotope Klebefunktion d'’: $" - GL(2n + 2; R), die auf
W mit d' iibereinstimmt. Wegen (%) und d’ (W) < SO(2) ist d’’ auf allen Orbits konstant.
Dann ist es aber leicht, d”” als Abbildung auf D"*! zu erweitern. d’’ ist also nullhomotop.

Damit ist der Satz bewiesen.

1

§ 17. Klassifikation der Sphiiren unter den Knotenmannigfaltigkeiten

17. 1. Falls die Knotenmannigfaltigkeit M, (k) eine Sphére ist, ist sie — wenn
orientiert — nach dem vorigen Paragraphen in bP,,, ,. Da die Signatur von N,,_,(k)
nach Satz 15. 4 gleich der Signatur von V' + V ist (V Seifertmatrix zu einer Seifert-
flache von k) und da diese nach Satz 5. 6 gleich der Signatur o (k) des Knotens ist, folgt
aus der Arbeit [12]:
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Satz. Wenn det (k) = +1 und m = 2 ist, dann gilt
1
(**) Mzm—l(k) = i’s‘a(k)gm'

&m ist das Erzeugende fiir bP,,, von [12]. (g,, ist Rand einer parallelisierbaren (2m — 1)-
fach zusammenhdngenden orientierbaren Mannigfaltigkeit mit Signatur 8.) Das Vorzeichen
in (%%) hdngt von der Orientierung von M,,_,(k), g, und dem AuBenraum von k ab.

17. 2. Fiir gerades n ist M, (k) immer homéomorph zu S***! (Folgerung 15. 10).
Um welche Sphére in bP,,_ , es sich handelt, hingt von der Robertello-Invarianten ¢ (k) ab:

Satz. Fiir gerades n ist M (k) die Standard-Sphdre, wenn c¢(k) = 0, die Kervaire-
Sphdre, wenn ¢(k) = 1 ist.

17. 3. Wir zeigen zunéchst:

Lemma. Geht der Knoten k' aus k dadurch hervor, daf3 man bei einer Seifertfliche
S von k eine Unterkreuzung eines Bandes mit einem andern oder mit sich selbst durch eine
Uberkreuzung ersetzt, so sind M,, (k) und M,, (k') diffeomorph.

Beweis. Wir denken uns den Ubergang von k zu &’ durch eine Homotopie folgender-
maflen repréasentiert. Sei B eines der Béander von §; es sei durch f, v, ¢, j gegeben wie in
§13. Sei H: S x R §* eine differenzierbare Homotopie mit folgenden Eigenschaften:

1) Es existiere ein Intervall [a, b] < (0, 1), so daB H, fiir alle t€ R auBerhalb
j((a, b) X [—e¢, €]) die Identitdt ist.

2) H,=H_,firallet < —1,H,= H, fir allet > 1.

3) H,ist fiir ¢ < 0 eine Einbettung, fiir ¢ = 0 eine Immersion.

4) Hy|j((a,b) x [—¢, €]) ist eine Einbettung.

5) d(H,(S))=Fk' A H_, = idg.
Zwischen t = —1 und ¢ = 1 wird also die Seifertfliche ,,durch sich selbst hindurch-
geschoben*, wobei nur fiir ¢ = 0 Selbstdurchdringungen zugelassen sind.

Wie in § 11 definiert man nun mit Hilfe von H und den Daten von B eine von ¢
differenzierbar abhdngige Funktion

g‘: SZm X D2m+l__>S4m+l.
Diese ist natiirlich nur fiir solche ¢ auBerhalb einer Umgebung von 0, sagen wir auBerhalb
von [—1/2, 1/2], eine Einbettung, fiir ¢t € [—1/2, 1/2] eine Immersion.
Wir benétigen noch einige Funktionen:
s sei die Hilfsfunktion von § 11.
7§41 R*™*1 sei die Projektion auf die letzten 4m + 1 Koordinaten.

u: R¥™1_5 R™*1 g6 gegeben durch

W(Zyy o v oy Toms Yos -« s Yam) = (Zgy —Z1y « « oy Toy —Lgp_15 0y« « +, 0).
7 sei eine (noch ndher zu bestimmende) kleine positive Zahl.
@: 8™ x R-[0, 5] sei eine differenzierbare Funktion mit
@(2,t) = n, wenn t € [—1/2, 1/2] und s(z,) € [a, b], und
@(z,t) = 0, wenn ¢ ¢ (—1, 1) oder s(z,) ¢ (a/2, (1 + b)/2).
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Dann definieren wir fiir kleines § > 0:

G:S™ x Dim+l x R S+,
G soll erklirt sein durch

noG(z a,t) = 7o g,(2 a) + @(2,8) - uomog,(z a)
und dadurch, daB Bild G in der Hemisphdre z, > 0 liegt. Wéhlt man %, max || ¢ ||

und ¢ klein genug, wird G(z, a,t) nahe an (mog,)’ (2, a) sein (und zwar gleich-

d
9(z, a)
méibig in 2z, @ und ¢), und da dies fiir kleine || @ || nicht-singulir ist, kann man & so klein
wihlen, daBl G, fiir jedes ¢ eine Einbettung ist. Denn G(z, 0, t) ist fiir ¢(z, ) & 0 in einem
Stiefel-Orbit, weil die Bander der Seifertfliche im Bereich z, > 0 liegen, und folglich
ist G, auf §* x {0} injektiv, also auch auf einer Umgebung.

Hiermit ist gezeigt, daB die Einbettungen §*" x D***1 §*+1 die durch H,(S)
geliefert werden, diffeotop sind zu denen, die von § kommen. Das bedeutet aber Diffeo-
morphie von M,, (k') und M,,, (k). q.e.d.

17. 4. Beweis des Satzes 17. 2. Ist V eine Seifertmatrix zu einer Seifertfliche von £,
hat die Robertello-Invariante ¢(k) den Wert

r

2 Vg 1y 21" Vag 2
=1

mod 2 reduziert ([16]). 2r ist hier die Zahl der Bénder der Seifertfliche. Nach 1. 3 dndert
sich obige Summe mod 2 nicht, wenn man eine Unter- durch eine Uberkreuzung ersetzt.
Nach dem Lemma brauchen wir den Satz also nur noch fiir den Fall zu beweisen, in dem
jedes Band entweder wie in I oder wie in II aussieht (siehe die Figur).

| |
| ;
|

\ ]
) l

~

Fall I Fall II

Da N,, (k) 2m-fach zusammenhéngend ist (Sitze 15. 1, 15. 2 und Satz von Hurewicz), ist
die Funktion

Yo H2m+1(N2m(k))'—> z,
von [12] definiert. y, ist genau dann null auf einer Homologieklasse, wenn eine diese

Homologieklasse reprasentierende differenzierbar eingebettete Sphire triviales Normalen-
biindel hat. Ist S,,..., S, eine symplektische Basis fiir H,, ,(N,,(k)), d.h. gilt
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Syi108; =1 und §;08; =0 fiir alle andern Fille mit { < j, so ist die Arf-Invariante
von NV,, (k) gleich

«;51‘ Yo(Sai1) Po(S2)-

Ist die Arf-Invariante null, ist M,, (k) die Standard-Sphére, hat sie den Wert 1, ist
M,, (k) die Kervaire-Sphare ([12]). Fiir die in § 15 angegebene Basis (S,) von H,,,, ;(V,,(k)),
wo ja jedes S, von einem an D*"*? angesetzten Henkel kommt, ist das System ((—1)*"1S,)
symplektisch (15. 6). Daher brauchen wir nur y,(S,) fiir die Félle I und II zu berechnen.

17.5. Lemma. In Fall 1 ist das Normalenbiindel einer zu S, homologen differenzier-
bar eingebetteten Sphdre trivial, in Fall 11 ist es isomorph zum Tangentialbiindel der
(2m + 1)-Sphdre.

Folgerung. Da S® und S" parallelisierbar sind, folgt aus dem Lemma fiir m =1, 3,
daf} M,, (k) die Standard-Sphdre ist. In diesen Fdllen ist aber die Kervaire-Sphdre zur
Standard-Sphdre diffeomorph, deshalb also die Behauptung des Satzes 17.2 richtig. Da
S*1 fiir m = 1, 3 nicht parallelisierbar ist (zum Beispiel [1]), folgt in diesen Fillen aus
dem Lemma

Yo(S;) = vy, (mod 2),

damit aber ebenfalls die Behauptung von Satz 17. 2.

17. 6. Beweis des Lemmas. Wir setzen wieder n = 2m. In Fall I diirfen wir an-
nehmen, da das Band ganz in der z,-y,-Ebene liegt. Fiir die Parametrisierung f der
Seele des Bandes ist dann die n-Sphédre 7" (Bild f) in dem von den Achsen z,,...,%,, ¥,
aufgespannten Unterraum enthalten. In diesem Unterraum berandet

T(Bild f) = g(S" x {0)
eine (n + 1)-Scheibe; u: D"*!— §*"*! sei eine Einbettung mit dieser Scheibe als Bild
und mit u | $* = g | (S* x {0}). Wir geben nun eine Einbettung #: D"*!— D**? an, so
daB Bild z vereinigt mit der Seele des angesetzten Henkels eine differenzierbar einge-
bettete (n + 1)-Sphére ist (die dann das zugehorige Basiselement von H, ,(NV,(k))
représentiert).
Sei wieder z: S**! R**! die Projektion auf die letzten 2n -+ 1 Koordinaten.

Wir erhalten eine Karte fiir eine Umgebung der Hemisphire {(x,y) € S**' |z, > 0} in
D**2 wenn wir den Punkt p mit 1/2 < || p || £ 1 auf den Punkt

(2—21lpll, =(p/ll p II)) € R**

abbilden. Beziiglich dieser Karte definieren wir & : D"*!— D2,

i) = (pt — 121, u(ZLED ).
e
Dabei sei ¢: [0, 1] [0, 1] eine differenzierbare Funktion mit
¢ |[0,1/3] =1id und ¢ |[2/3,1] = 1.

Wir beschreiben eine Trivialisierung des Normalenbiindels von #(D"*?!) in D***2 pn linear
unabhingige Schnitte sind durch die Achsenrichtungen y,,...,y, gegeben. Einen
(n + 1)-ten Schnitt, von diesen linear unabhéngig, finden wir senkrecht zu den ersten
n Schnitten und zum Tangentialraum von #(D"*!). Der (n + 1)-te Schnitt, beschrinkt
auf u#(S™) = u(S"), ist tangential zu S***!; das gilt auch fiir die ersten n Schnitte. Diese
Trivialisierung des Normalenbiindels von #(D"*?) ist also eine Trivialisierung des Nor-
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malenbiindels von #(S*) in S™*!, wenn sie auf #(S") beschrinkt wird. Da unser Band in
der z,;-y,-Ebene liegt, zeigt der Vergleich mit 11. 2, daB diese Trivialisierung bei
geeigneter Wahl des Vorzeichens fiir den (n + 1)-ten Schnitt homotop zu der dort
definierten Trivialisierung des Normalenbiindels von 7"(Bild f) = u(S") ist. Letztere
ist aber die Beschrinkung einer Trivialisierung des Normalenbiindels der Seele des Henkels
auf den Rand der Seele; so wurde ja gerade der Henkel angesetzt. Deshalb ist das
Normalenbiindel von #(D"") U (Seele des Henkels) trivial.

In Fall IT liegt nur die Seele des Bandes in der z,-y,-Ebene. Das Normalenbiindel
iber der (n + 1)-Sphére ergibt sich durch Verkleben des (trivialen) Normalenbiindels
iiber #(D™') mit dem (trivialen) Normalenbiindel iiber der Seele des Henkels lings
des Randes. Die beiden Trivialisierungen sind aber dquivariant. Daher gilt wie in 16. 2
fiir die Klebefunktion d: $" > GL(n + 1; R)

(%) d(Az) = Ad(z) A~

fir alle 2€ 8" und alle A €0(n). Wie in §16 gilt: d liegt durch seine Werte auf
W = {(z9, 21,0, ...,0) €S"| 2z, = 0} fest; wenn d | W homotop so abgedndert wird, daBl
wihrend der Homotopie fiir jedes z € W d(z) mit allen Elementen der Isotropiegruppe
von z vertauschbar ist, so erhilt man vermoge (%) eine zu d homotope auf ganz S"
definierte Klebefunktion, die mit der O(n)-Aktion vertrdglich ist. Wir zeigen nun:
1) d 148t sich in diesem Sinne homotop abédndern, so daBl es auf W mit einer Klebefunktion
d’ des Tangentialbiindels von S™*! iibereinstimmt; 2) d’ erfiillt (%). (Dann ist der Beweis
fertig.)

1) d'(z) = a(2)x(1, 0, . . ., 0) nach [10]; dabei ist «(z) die Spiegelung des R"*! an
der zu z orthogonalen Hyperebene. Fiir z € W ist dann

ze— 22 —22y2, [ —cos 2y —sin 2y

2242, z—22 sin 2y —cos2y
d’(z) == =

| 4 L .
mit z, = sin y, 2z, = cos y, ¥ € [—n/2, n/2]. An Hand der Definitionsgleichung fiir g in
11. 2 iiberzeugt man sich, daBl d auf W in d’ deformierbar ist, indem nur die (2, 2)-Matrix
in der linken oberen Ecke gedndert wird.

2) Sei A €0(n), z€S" Dann gilt a(A2)4A = Ax(z). «(1,0,...,0) ist mit A~?
vertauschbar. Daher

d'(Az) = x(A2)a(1,0,...,0) = Ax(z) A" '«(1,0,...,0) = Ad'(z)A"~. q.e.d.
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