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ANNALS OF MATHEMATICS 

Vol. 38, No. 4, October, 1937 

ZUM HOPFSCHEN UMKEHRHOMOMORPHISMUS 

VON HANS FREUDENIHAL 

(Received January 11, 1937) 

Eine Abbildung einer MIannigfaltigkeit auf eine andere induziert einen 
Homomorphismnus zwar der Bettischen Gruppen der einen in die der andern, 
nicht aber im Allgemeinen auch des einen Schnittringes in den andern. Vor 
lingerer Zeit hat aber H. Hopf [1] mit der Lefsehetzschen Produktmethode 
"Umkehrungen" von Mannigfaltigkeitsabbildungen angegeben; eine solche 
Umkehrung besitzt unter anderen wichtigen Eigenschafteni die, ein Schnittring- 
homomorphismus zu sein; aus diesen Eigenschaften hat H. Hopf eine Reihe 
bedeutsamer Folgerungen gezogen. Spiter hat H. Hopf [2] zur Untersuchung 
der Abbildungen der S3 auf die S2 wiederum derartige Umkehrungen definiert 
(fur Abbildungen verschieden-dimensionaler Mannigfaltigkeiten). Auch Verf. 
[4] hat sich mit derartigen Umkehrungen beschaftigt, und zwar im AuI3enraum 
abgeschlossener Teilmengen von Sphdiren. 

Hier soll gezeigt werden,1 wvie sich diese Umkehrhomomorphismen sehr 
einfach im Rahmen der neueren Homologietheorie ergeben, uibrigens wird sich 
ihr Giiltigkeitsbereich einigermaBen erweitern. Alle diese "Umkehrungen" 
kommen uibrigens auf dasselbe hinaus; die Art, wie sie hier eingefuihrt werden, 
erinnert wohl sehr an die Methode von H. Hopf [2] und Verf. [4], ist aber vielleicht 
noch etwas einfacher. Die Haupteigenschaft der "Umkehrungen" ergibt sich 
aber sicher viel einfacher als bisher. 

Eine fruihere Arbeit des Verfassersia wird als bekannt vorausgesetzt und mit 
AG zitiert. 

1. Wir iibernehmen die Bezeichungen von AG. Insbesondere sei also b der 
Dualitatsoperator, der (in d-dimensionalen Homomlogiemannigfaltigkeiten) 
B' topologisch isomorph auf Bd-p abbildet. Wir nehmen immer eine bestimmte 
Eckenordnung an und k6nnen dann praktischer mit ob arbeiten. Wir hatten 
(AG(2)): 

ob[ao ... ap] = x7r(ao ... a, ad)[a, * ad] 

(in allen derartigen Formeln seien nur normale Simplexe zugelassen). 

1 Zusatz bei der Korrektur: Unsere Ergebnisse iuberschneiden sich mit denen von H. 
Whitney in einer inzwischen erschienenen Note: On products in a complex, Proc. Nat. 
Acad. USA 23 (1937), 285-291. 

la Alexanderscher und Gordonscher Ring und ihre Isomorphie, Ann. of Math. 36 (1937), 
647-655. 
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848 HANS FREUDENTHAL 

Da fur die Bettischen Gruppen b ein Isomorphismus ist, so ist auch das durch 

(ZdP b)z' = zd-P(bzp) 2 

definierte hintere b ein Isomorphismus und zwar, wie sich zeigen wird, im 
Wesentlichen derselbe. Dagegen wird natiurlich keineswegs auch fuir die 
Gruppe der Komplexe vorderes und hinteres ob identisch sein. Man hat vielmehr 

[bp ... bd](ob[ao .. ap]) = E 7r(ato apbp+l ... bd), 

falls diese Ecken ein Simplex erzeugen und ap = bp ist, sonst 0; die rechte Seite 
ist aber auch gleich 

7r(bo ... bd) [bo *** bp] [ao ... ap] 

(bei festem [bp bd] zu summieren) bzw. 0. Also 

[bp ... bd] ob = E ir(bo * bd) [b6 ... bp]. 

Hinteres ob liefert also fur die Komplexe dasselbe wie vorderes o'b (wenn o' die 
simpliziale Verschiebung ist, die auf der umgekehrten Anordnung der Ecken 
beruht); fur die Bettischen Gruppen unterscheiden vorderes und hinteres b 
sich also in der Tat nicht: 

(D) bz? - zpb 

2. Wir hatten weiter das Alexandersche Produkt (fur normale obere Simplexe) 
[ao ... ap]. [ap * * * ap+,f] = [ao * * * ap ... ap+,], sonst 0, ferner in d-dimensionalen 
Homologiemannigfaltigkeiten den Schnitt (AG(4)) btP X t, odor praktischer 
o(btp X ta): 

o(b[ao ap] X [ao .. a,]) = [ap .. aa];3 

schliel3lich im AuBenraum S\A eines Teilpolytops A der d-dimensionalen 
Homologiesphare das Gordonsche Produkt 

zp , z. = r(kp+l X k,+1) mit zp = rkp+1, za = rk,+i (in S). 

Wir hatten den Isomorphismus a = rb oder, praktischer, 

a = rob 

von BP(A) auf Bd-p.l(S\A) und (AG (5)) fur zp, za C A: 

a(zp z) - az' ? azp in S\A. 

2 Die hier gebrauchte Produktbildung zwischen oberen und unteren Komplexen usw. 
gleicher Dimension (siehe AG 1) setzt immer duale Koeffizientenbereiche voraus. Man 
verwechsle sie nicht mit der Alexanderschen (AG 10), die immer mit einem Multiplikations- 
punkt geschrieben wird (der hier fehlt). 

3 Wir haben leider in AG bei der Schnittdefinition beide Faktoren vertauscht, was nur 
einen Vorzeichenunterschied gegen die ubliche Definition ergibt, aber sonst kaum etwas 
ausmacht. Trotz der kleinen Unsymmetrien, die entstehen, behalten wir die Definition 
bei. Die Formeln (U'), (A'), (V') usw. werden nach der Vertauschungsformel fur den 
Schnitt von dieser Abweirhung ubrigens nicht beeinfluL3t. 
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Endlich hat man nach E. Cech [1] (in beliebigen d-dimensionalen Homologie- 
mannigfaltigkeiten) die Isomorphie 

b(zp z') - bz'a X bz', 

die sich bei uns so ergibt: Es genuigt, 

ob(z *z ) o(bz X obz ) 

zu beweisen. Das ergibt sich wiederum aus 

ob(tPsta) = o(bta X obt%) 

was wir folgendermal3en verifizieren: Sei t' = [ao ... ap]; dann ist die linke 
Seite gleich E ir(ao ap ... a,+, ... ad)[ap+, * * * ad], falls ta _ [ap ... ap+,f] ist, 
sonst 0. Rechts hat man fur solche Wahl von tp und t: obtp = r r(ao.** ap ... 
ad)[ap ... ad]. Beide Seiten stimmen also Uberein. 

Damit hat sich die Isomorphie beider Produktbildungen ergeben. 

3. Wir betrachten jetzt eine stetige Abbildung f einer ,u-dimensionalen 
Homologiemannigfaltigkeit M in eine v-dimensionale, N. Ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit duirfen wir voraussetzen, dal3 f simplizial ist und die Reihen- 
folge der Ecken nicht stort (also of = fo). 

Bei den Operationen o und b missen wir im Folgenden unterscheiden, ob sie in 
M oder in N genommen sind; da im Allgemeinen keine Mil3verstandnisse 
moglich sind, wollen wir diesen Unterschied nicht explizit ausdricken; nur wo 
es unbedingt notig ist, hangen wir den Index M oder N an. 

GemMf3 AG 2 induziert f Homomorphismen 

fKp(M) C Kp(N), fBp(M) C Bp(N), 

KP(Nf)f C KP(M), BP(N)f C BP(M). 

Bei Homologiemannigfaltigkeiten ist aber auch 

f b-lfb 
ein Homomorphismus 

f*BP(M) C BP-+"(N), 

Bp(N)f* C Bp+-,_(M). 

f* wirkt also gerade in umgekehrter Richtung wie f. 
Man hat die Relationen 

=bf* fb, oder praktischer 

obf* = fob, 

was auch fuir Komplexe sinnvoll ist. 
Es ist fuir die Anwendungen sehr wichtig, dal3 f* nicht einfach abstrakt 

definiert ist, sondern daB es etwa zu einem unteren Zyklus in N ganz konkret 
ein f* -Bild liefert. In Worten ausgedruckt lautet die Konstruktion z. B. so: 
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Man nehme den Zyklus als Linearform von Dualzellen an; von einer Dualzelle 
erhalt man das f* -Bild, indem man vom zugehorigen Simplex der urspruing- 
lichen Teilung die (gleichdimensionalen) Urbilder sucht und deren Dualzellen 
addiert. 

Das hintere f* ist damit fur untere Komplexe aus Dualzellen (bk'-') erklart 
und bildet bKV-P(N) homomorph in bK'-'(M) ab. Nach AG (1) geht dabei 
der Rand eines Komplexes in den Rand des Bildes uiber, also ein Zyklus in einen 
Zyklus, usw., so dal diese konkrete Definition (unter Beriicksichtigung von 
(D)) dasselbe liefert wie die obige abstrakte (ffur die Elemente der Bettischen 
Gruppen). 

Man bemerkt, daB die zu ff*z, gehorige Punktmenge in der zu z, gehorigen 
Punktmenge enthalten ist oder wenigstens in denselben v-dimensionalen Sim- 
plexen wie die von z, liegt. Das ist fur Anwendungen (H. Hopf [21) sehr wichtig 
und wuirde bereits die Auffassung von f* als "Umkehrung" von f rechtfertigen. 

Es gilt aber noch mehr: Wir werden beweisen: 

(U) f*(z"f) -- -yz fur i > v, 

(y = Abbildungsgrad von f). 
Weiter wissen wir (AG, 10), daf3 das hintere f ein Ringhomomorphismus ist, 

(A) (zP*z?)f - z f*z'f; 
etwas Derartiges k6nnen wir von seiner "Umkehrung", dem vorderen f*, natuir- 
lich nicht erwarten, wohl aber erhalt man, wenn man in (U) zP durch zP z' ersetzt 
und (A) berucksichtigt, 

f*(zpf. zaf) -- Z,. ezo - z' *(z'f). 

Wir werden aber viel mehr beweisen: ganz allgemein (fur beliebige u, v) gilt 

(V) f*(zP.z f) - f*zP .zo 

(hier ist naturlich zP C M, z? C N). 
(U) ist (wenigstens fur u = v) ein Spezialfall von (V), den man erhalt, wenn 

man in (V) fur zP den 0-dimensionalen oberen Grundzyklus von M (die Summe 
der Ecken), also fur f zY den -y-fachen 0-dimensionalen Grundzyklus von N 
einsetzt. 

Nehmen wir vorlaufig (U) und (V) als bewiesen an! Ersetzen wir in (U), 
(A), (V) bzw. zP und za durch zpb und za tb (was wir bis auf Homologien duirfen), 
berucksichtigen wir (R), (D) und die Beziehung, die nach 2 zwischen Produkt- 
und Schnittbildung besteht, und schreiben wir zum Schluf3 wieder p und a fur 
p' und cr', so erhalten wir 

(UT) f(zpf*) y yzp fur M > v, 

(A') (zp X za)f* ' zpf* x za*, 
(V ) fa(zpn f n r x Zau (' zp x fzw, 
Umgekehrt kann man natulrlich aus (U'), (A'), (V') wieder (U), (A), (V) ableiten. 
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(U') (A'), (V') sind dieselben Formeln, die bei der Hopfschen Umkehrung [1] 
auftreten. Man darf daher vermuten, daf3 das hintere f* selbst mit der Hopf- 
schen Uinkehrung tibereinstimmt; in 7 werden wir das auch beweisen. Dann 
haben wir fur die Hopfsche Umkehrung eine neue (einfachere) Definition 
gegeben und ihre Haupteigenschaf ten von neuem (einfacher) abgeleitet. 

Seien nun die Mannigfaltigkeiten M und N Homologiesphiren R und S, 
und sei fR C S, fA C B (A und B abgeschlossene Teilmengen von R und S). 
Eine einfache tGberlegung wird aus (U'), (A'), (V') die Formeln (U"), (A"), 
(V") ergeben: 

(U"f) f(z,*) -yz,, in S\B fuir u > v, 

(A"l) (z, 0 z)f* -z, f * 0 zf* in R\A, 

(VT") f(zf* 09 zo) - z, 0 fzo in S\B. 

4. Wir beweisen nun (U') und (V') (statt (U) und (V)). Wir nehmen in 
(U') z'-'ob statt z, und haben dann (wegen (R)) 

f(z'-'ofb) - -yz'-'ob fur u > v 

zu beweisen. Wir werden sogar 

f(z''fob) -yz' 'ob 

beweisen,4 und das ergibt sich aus 

f(t Pfob) = t-P ob, 

was wir jetzt verifizieren: Sei t'-P = [bp ... b,]. Dann ist t'-pf = f [ap ... a, 
mit bp = fap, , b, = fa, also t'Pfob = E r(ao . ap a,) [ao ... ap] er- 
streckt fiber alle [ao ... ap a,] mit bp = fap, , b, = fa,. Links haben 
wir demnach 

f(t-P fob) = E2 (ao * ap ... a,)[bo ... bp] = E [bo ... bp] E r(ao ... a, a,), 

wo bo = fao, * bp = fap gesetzt ist und die innere Summe sich auf festes 
[bo ... bp] bezieht, wahrend die auf3ere fiber alle [bo ... bp] zu erstrecken ist, die 
mit [bp 6, b] ein v-dimensionales Simplex bilden. Die innere Summe ist aber 
gleich -y7r(bo bp. b,), also stimmen linke und rechte Seite tatsachlich 
uiberein. 

Fuhren wir in (V') die Substitution zp = z''Pb aus, so haben wir nur (unter 
Beruicksichtigung von (D)) 

fo(b(t' f) X 4) - o(bt x ftc) 

zu beweisen. Nehmnen wir t, = [ao a,], fta = [bo .. bo], so verschwindet 
gemiif 2 die rechte Seite dann und nur dann nicht, wenn t'-P = [bo ... b,,] ist; 
sie wird dann [bv, p * bj]. Links erhalt man dann und nur dann etwas Nicht- 

4 Man beachte of = fo. 
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verschwindendes-und zwar auch wieder [bvp ... ba]-, wenn in t'-pi [ao ... 
a,.p] auftritt, also auch wieder fur t'-p = [bo ... b,-]. 

Um (U"), (A"), (V") zu erhalten, miussen wir etwas genauer verfahren. Wir 
brauchen uns nur um Polytope A und B zu kummern. Die Ecken von S 
durfen wir so anordnen, dal3 die von B hinter allen andern kommen. Ist nun z, 
ein Zyklus aus S\B, so kann man z'-Pob innerhalb S\B wahilen, so dal3 es in 
S\B mit zp homolog ist. Analog darf man mit einem etwaigen kp+l aus S\B 
verfahren, dessen Rand zp+l ist. Wendet man darauf hinten f*an, so kommt 
man in die Urbildmenge von S\B, also sicherlich in R\A, woran die weitere 
Anwendung von ob nichts andert. f* ist damit als Homomorphismus 

Bp(S\B)f* C Bp+yv(R\A) 

definiert. Die Gleichheit, die wir oben im Beweise von (U') erhalten haben, 
zeigt aber unmittelbar, dai3 die durch (U") ausgedruickte Homologie wirklich 
in S\B gilt. (A") ist ohne weiteres klar, und (V") ergibt sich analog aus (U") 
bei genauerer Betrachtung des Beweises von (U'). 

5. Die folgenden Satze beziehen sich wieder auf beliebige Homologiemannig- 
faltigkeiten. 

a. (fg) = f*g*. (Beweis klar.) 
b. Ist die Homologiemannigfaltigkeit M Teilmenge von N und g die Abbil- 

dung, die M punktweise auf sich selbst abbildet, so ist zpg* - zp X M (wo M 
auch den u-dimensionalen Grundzyklus von M bezeichne).-Denn wenn wir in 
(U') za durch M, also gzg auch durch M ersetzen, k6nnen wir links den Faktor 
M weglassen und erhalten die gewiinschte Beziehung. 

c. Ist fM C N, fM' C N, ist weiter M' Teilmannigfaltigkeit von M und 
stimmen f und b auf M' uiberein, so ist zpf* - zpf* X M!.-Das folgt aus a und b, 
wenn man noch die Abbildung g M' C M einfuihrt, die auf M' die Identitat ist. 

d. Ist M C N, so ist es gleichgultig, ob man den Schnitt zweier Zyklen aus 
M in M oder in N bildet.-Folgt aus (A'). 

e. ( ; ) bedeute die Bildung des Cartesischen Produktes. p sei die Pro- 
jektion von (M; N) auf N. Dann ist (fuir zp C N): 

(M; zp) ' Zp p*. 

Beim Beweise machen wir von einer anderwarts von Verf. [5] abgeleiteten 
Simplizialzerlegung des Cartesischen Produktes zweier Simplexe t, und t, 
Gebrauch. Die Ecken von t, werden mit 0, - - *, A, die von t, mit 0, ... , v 
numeriert. Ecken von (t,,; t,) sind die Paare (ac aus den Ecken von t" und t,; 
man kann sie sich in der Matrix 

00 01 *...0O 
10 11 *- lv 

WI: 

ALO MA1. JIV 
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aufschreiben Die (ti + v)-dimensionalen Simplexe u,+, von (t,; t,) werden so 
definiert: .Jedes u,+, besteht aus einer Folge von Elementen von 9), die mit 00 
beginnt, mit Av endet, und in der jedes Element rechter oder unterer Nachbar 
series Vorg.;ingers ist. 1 + 4Ip(u,+,) sei die Zahl der Elemente von u,,+, in der 
13-ten Spalte; 7(u,,+,) = E 03,s(u,+,). Addiert man diese u,+, mit dem Koeffi- 
zienten (-1)'(u-F) so erhalt man die gewiinsclite Simplizialzerlegung von 
(tv; t'). 

Um 

zu beweisen, nehmen wir uns je ein willkuirliches Simplex t, aus M und t, aus N 
und berechnen auf beiden Seiten den in (t,; t,) liegenden Anteil. Wir konnen 
das auch so ausdrucken: Wir ersetzen M durch t, und N durch t, und beweisen 

(t; tQ) = t'-p ob mit tp = t' obm. 

Sind die Ecken von t, und t, wie oben numeriert, so verschwindet die linke Seite 
dann nur dann nicht, wenn tp =[O [ * - p], also t'-P = [p ... P] ist; sie wird dann 
gleich der algebraischen Simplexsuinme, gebildet aus der Matrix W', die nur 
die 0-te bis pte Spalte von 9N umfaf3t. Rechts hat man t =-p [alp ... * VI; 
zu t'- Pob liefert aber nur [,up * * * ,uv] einen Beitrag, und zwar gerade das, was wir 
links ausgerechnet haben. Fur andere Wahlen von tp verschwindet auch die 
rechte Seite, so da3 unsere Gleichung bewiesen ist. 

6. Wir zeigen nun, daI3 die Hopfsche Umkehrung [11 von Mannigfaltigkeit- 
sabbildungen mit unserer u~bereinstimmt. 

Die Hopfsche Umkehrung war so erkhirt: Man bilde in (M; N) das Lef- 
schetzsche "Bild" von f, d.h. die Mannigfaltigkeit M', die aus den Punkten 
(a; fa) zusammengesetzt ist. (M; zp) X M' ist ein Zyklus in M' (wenn zp einer 
in N ist); seine Projektion auf M ist das Umkehrungsbild von zp . Wenn man 
M' als einen Reprasentanten von M auffal3t und f durch die Projektion von M' 
auf N ersetzt, kann man sich die letzte Projektion iibrigens sparen. 

Nun ist nach 5e: (M; zp) - 2p p*, also (M; z2) X M' - 2p p* X M'. Das ist 
aber nach 5c und der letzten Bemerkung des vorigen Absatzes wesentlich nichts 
Anderes als zp f*. Damit ist die Aquivalenz bewiesen. 
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