C . .: DI
Avrticle
Ueber die schiefe Invariante einer bilinearen
oder quadratischen Form.
Frobenius, G.

in: Journal fur die reine und angewandte

Mathematik - 86 | Periodical
28 page(s) (44 - 71)

Nutzungsbedingungen

DigiZeitschriften e.V. gewahrt ein nicht exklusives, nicht Ubertragbares, persoénliches und beschranktes Recht auf Nutzung dieses
Dokuments. Dieses Dokument ist ausschlie3lich fur den personlichen, nicht kommerziellen Gebrauch bestimmt. Das Copyright bleibt bei
den Herausgebern oder sonstigen Rechteinhabern. Als Nutzer sind Sie sind nicht dazu berechtigt, eine Lizenz zu Ubertragen, zu
transferieren oder an Dritte weiter zu geben.

Die Nutzung stellt keine Ubertragung des Eigentumsrechts an diesem Dokument dar und gilt vorbehaltlich der folgenden
Einschrankungen:

Sie mussen auf samtlichen Kopien dieses Dokuments alle Urheberrechtshinweise und sonstigen Hinweise auf gesetzlichen Schutz
beibehalten; und Sie dirfen dieses Dokument nicht in irgend einer Weise abandern, noch dirfen Sie dieses Dokument fiir 6ffentliche
oder kommerzielle Zwecke vervielféltigen, 6ffentlich ausstellen, auffihren, vertreiben oder anderweitig nutzen; es sei denn, es liegt Ihnen
eine schriftiche Genehmigung von DigiZeitschriften e.V. und vom Herausgeber oder sonstigen Rechteinhaber vor.

Mit dem Gebrauch von DigiZeitschriften e.V. und der Verwendung dieses Dokuments erkennen Sie die Nutzungsbedingungen an.

Terms of use

DigiZeitschriften e.V. grants the non-exclusive, non-transferable, personal and restricted right of using this document. This document is
intended for the personal, non-commercial use. The copyright belongs to the publisher or to other copyright holders. You do not have the
right to transfer a licence or to give it to a third party.

Use does not represent a transfer of the copyright of this document, and the following restrictions apply:

You must abide by all notices of copyright or other legal protection for all copies taken from this document; and You may not change this
document in any way, nor may you duplicate, exhibit, display, distribute or use this document for public or commercial reasons unless you
have the written permission of DigiZeitschriften e.V. and the publisher or other copyright holders.

By using DigiZeitschriften e.V. and this document you agree to the conditions of use.

Kontakt / Contact
DigiZeitschriften e.V.
Papendiek 14

37073 Goettingen

Email: info@digizeitschriften.de



44

Ueber die schiefe Invariante einer bilinearen oder qua-
dratischen Form.

(Von Herrn G. Frobenius in Ziirich.)

Ziwei bilineare Formen A=Za, 2.y, und B=>byz, Y heissen
congruent, wenn A durch cogrediente lineare Substitutionen von nicht ver-
schwindender Determinante in B transformirt werden kann. Da die nim-
lichen Substitutionen auch die Form A'=>ay x,y,, welche die conjugirte
Form von A genannt wird, in die conjugirte Form B’ von B iiberfiihren,
so verwandeln sie auch die Schaar bilinearer Formen »A4— A" in die Schaar
rB—B' (Kronecker, d. J. Bd. 68, S.276). Bezeichnet man also die Sub-
stitutionsdeterminante mit p und allgemein die Determinante einer biline-
aren Form G mit |G|, so ist
_ (1)  |[rB—B'|=|rAd—A'| p*

Wenn die Determinante der Schaar »A4—A4" identisch (fir jeden Werth
des Parameters ») Null ist, so ergiebt sich hieraus kein bestimmter Werth
von p. Verschwindet sie aber nicht, so folgt daraus die Gleichung

(2)  p’=[rB—B'|:|rA—A].

Folglich muss die rechte Seite dieser Formel von » unabhingig sein, und
fir alle die unzihlig vielen Substitutionen, welche 4 in B transformiren,
muss das Quadrat der Determinante den nimlichen Werth haben. Nun
sind zwei Fille moglich: Die Determinante p kann fur alle jene Substi-
tutionen entweder einen und denselben Werth haben, oder bald den einen,
bald den andern von zwei entgegengesetzten Werthen. Ich stelle mir da-
her hier die Aufgabe, zu entscheiden, wann der erste und wann der zweite
dieser beiden Fille eintritt, und ferner im ersten Falle das Vorzeichen
des Transformationsmoduls p zu ermitteln, ohne eine Substitution aufzu-
suchen, die 4 in B verwandelt. '
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Ebenso wie bei zwei congruenten bilinearen Formen, kann man
auch bei zwei iquivalenten: Schaaren quadratischer Formen nach dem
Werthe der Substitutionsdeterminante fragen. Denn wird eine solche
Formenschaar »A—B = (ra,;—b,,) T, p WO a,,=ay, und b,,=b,, ist,
durch eine lineare Substitution in eine andere transformirt, so gilt auch
hier der Satz, dass die Determinante der transformirten Schaar gleich der-
jenigen der urspriinglichen Schaar ist, multiplicirt mit dem Quadrate der
Substitutionsdeterminante. Die Beantwortung dieser Frage erfordert ganz
andere Hiilfsmittel, wie die der oben aufgeworfenen. Wihrend sich die
Losung der ersten Aufgabe im Wesentlichen auf den Satz stiitzt, dass eine
schiefe Determinante von paarem Grade das Quadrat einer ganzen ratio-
nalen Function ihrer Elemente ist, beruht die Losung der zweiten, die
weit tiefer liegt, auf der Duplication einer gewissen in lineare Factoren
zerlegharen Form nten Grades von = Variabeln, welche eine Contravariante
der Schaar quadratischer Formen ist.

Ich citire im Folgenden die Abhandlung des Herrn Kronecker , Ueber
die congruenten Transformationen der bilinearen Formen®, Berl. Mon. 1874,
April, mit K7, die vorangehende Abhandlung des Herrn Stickelberger ,Ueber
Schaaren von bilinearen und quadratischen Formen“ mit St und meine Ab-
handlung , Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen®, d. J. 84,
mit Fr.

§. 1.

Die Determinante der Transformation einer Form in sich selbst.

Alle Substitutionen, welche eine bilineare Form 4 mit cogredienten
Variabeln in eine andere B iiberfiihren, werden erhalten, indem man mit
einer derselben alle Substitutionen zusammensetzt, welche 4 in sich selbst
transformiren. Die Moduln aller Transformationen von A in B haben
daher einen und denselben oder zwei entgegengesetzte Werthe, je nach-
_dem alle Substitutionen, welche 4 in sich selbst verwandeln, die Deter-
minante +1 haben (eigentliche sind) oder zum Theil die Determinante —1
haben (uneigentlicke sind).
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Wird eine bilineare Form durch eine gewisse Substitution in sich
selbst transformirt, so wird jede congruente Form durch eine dhnliche
Substitution in sich selbst verwandelt (Fr. §. 9, II.). Da nun &hnliche
Substitutionen gleiche Determinanten haben, so kann man bei der Er-
mittelung der Determinante der Substitutionen, welche eine Form in sich
selbst iiberfiihren, die gegebene Form durch irgend eine congruente er-
setzen.

1) Wenn die Determinante der Schaar »4—A' identisch ver-
schwindet, so ist A4 einer zerlegbaren (Fr., §. 5) Form A +.A4, congruent,
wo

. A=2 Y+ 2ys + 00+ Ty Y
ist und 4, nur die Variabeln x,y, (v=m+1, ... ) enthilt, und wo m
eine ungerade Zahl ist (&7, §. 3, IV, 1). Letztere Form geht nun in sich
selbst itber, wenn man

Ty Lay Ty, Lyg oo s Lopgr9 o0 « Ty

der Reihe nach durch

| pxl, —;:' Loy PIgy ;}-2‘4, 2 PEys Tppgry e s Ty
ersetzt (und auf y,,y,, . . .y, die cogrediente Substitution anwendet). Der
Modul dieser Transformation ist, weil m ungerade ist, gleich p.

I. Wenn die Determinante der Schaar r»A— A’ mit conjugirten Grund-
Jormen identisch verschwindet, so kann die Form A durch eine Substitution
in sich selbst transformirt werden, deren Determinante einen beliebig vorge-
schriebenen von Null verschiedenen Werth hat™).

2) Wenn die Determinante der Schaar »4—A4' einen Elementar-
theiler (»—1)™ hat, wo m eine ungerade Zahl ist, so ist 4 einer zerleg-
baren Form A, + A, congruent, wo 4, nur die Variabeln z,, 9, (w=1,...m)
und A, nur die Variabeln z,,y, (?=m+1,...n) enthilt, und wo die
Determinante von r»4,—.A, nur den Elementartheiler (»—1)" hat (&r. §. 3,

*) Besteht zwischen den Ableitungen von 74 —A’ nach y,,...y, eine lineare
Relation mit constanten (von r unabhingigen) Coefficienten, so kann auch p =0 sein, in
allen andern Fillen aber muss p nothwendig von Null verschieden sein (Vgl. K. §. 3, III).
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IV, 2). Diese Form geht in sich selbst iiber, wenn man die Variabeln
x, durch —a, ersetzt und die Variabeln «, ungeindert lisst. Der Modul
dieser Transformation ist (—1)"=—1.

Il. Wenn die Determinante der Schaar rA—A' einen fir r=1 ver-
schwindenden Elementartheiler mit ungeradem Exponenten hat, so lisst die
Form A uneigentliche Transformationen in sich selbst zu.

3) Wenn die Determinante der Schaar »4—.A' den Elementar-
theiler (»—a)“ hat, und e nicht gleich = 1 ist, so hat sie auch den Ele-
mentartheiler (»— ;). (Fir ¢=0 muss die Determinante von ud+wvA’,
wenn sie den Elementartheiler »* hat, auch den Elementartheiler »“ be-
sitzen.) Ferner sind die Elementartheiler, welche fir »=—1 verschwin-
den und einen ungeraden Exponenten haben, stets paarweise vorhanden.
(Kr, §. 3.,1V., 8.) Ist daher F eine der elementaren Formen, in welche
die Reducirte von 4 zerlegbar ist, so kann die Anzahl der Variabelnpaare
von F nur dann ungerade sein, wenn die Determinante von »F—F' iden-
tisch oder fir »=1 verschwindet.

Ich nehme nun an, dass die Determinante der Schaar »4— 4" weder
identisch Null ist, noch einen fiir » =1 verschwindenden Elementartheiler
mit ungeradem Exponenten hat. Die Anzahl » der Variabelnpaare von A,
welche der Summe der Exponenten aller Elementartheiler von [rA4—A|
gleich ist, muss dann eine gerade Zahl sein, und wird 4 irgendwie in
eine zerlegbare Form A + A, transformirt, so muss auch die Anzahl der
Variabelnpaare von A4, gerade sein. Denn die Elementartheiler von
lrA-—A4'| sind die von |r4,—A',| und |rd4,—A4,| zusammengenommen.
(Vgl. 8. §. 2.)

Sei nun P eine Substitution, welche 4 in sich selbst transformirt
(der Buchstabe P reprisentirt das System der »’° Substitutionscoefficienten
Peg)» Und sei die charakieristische Function von P (Fr,§. 3,1) gleich
o) =g, (r) g, (r), WO @, (r)=(+1)" ist und ¢,(r), fir »=—1 nicht ver-
schwindet (m kann auch Null sein). Dann ist P einer zerlegbaren Sub-
stitution P, = P, + P, ahnlich, wo P, und P, beziiglich die charakteristischen
Functionen ¢,(») und ¢,(») haben. Da die Form 4 durch die Substitution
P in sich selbst iibergeht, so giebt es eine mit 4 congruente Form A,
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welche durch die Zhnliche Substitution 2, in sich -selbst transformirt wird
(Fr., § 9,IL). Weil aber die charakteristische Function ¢,(») von P, nur
fir »=—1 verschwindet und die von P, fir den reciproken Werth von
—1 nicht Null ist, so muss die Form A, in der nimlichen Weise, wie
die Substitution P, in zwei Theile A + A, zerfallen, deren erster m Va-
riabelnpaare enthilt und durch P, in sich selbst transformirt wird, wahrend
der andere die tubrigen n—m Variabelnpaare enthilt und durch P, in sich
selbst transformirt wird (Fr, §. 9, VI; §. 8, IX.). Nach den obigen Er-
orterungen muss daher die Anzahl m der Variabelnpaare von A4, eine
gerade sein. Nun ist aber (Fr, §. 9, (3.)), wenn —1 eine m-fache Wurzel
der Gleichung ¢(»)=0 ist, die Determinante p von P gleich (—1)".
Folglich muss p=+1 sein. ’ ‘

III. Wenn die Determinante der Schaar rA—A' weder identisch Null
ist, noch einen fir r=1 wverschwindenden Elementartheiler mit ungeradem
Ezxponenten hat, so lisst die Form A nur eigentliche Traanormatioﬁen in sich
selbst zu.

Unter den Voraussetzungen dieses Satzes sei B eine mit 4 con-
gruente Form. Dann ist die Determinante einer Substitution P, die 4 in
B transformirt,

(1) p=V(rB—B|:|rA—A"),
und zufolge des eben bewiesenen Satzes muss die Quadratwurzel stets
denselben Werth haben, welche der unzihlig vielen Substitutionen, die 4
in B verwandeln, auch fir P gewihlt werden mag. Diesen Werth der
Quadratwurzel kann man finden, ohne dass man nothig hitte, eine der
Substitutionen P zu ermitteln. Ich werde nimlich eine von Null ver-
schiedene rationale Function a der Coefficienten a,, angeben, welche mit
der aus den Coefficienten b,, analog gebildeten Function & durch die
Relation
2. b=ap )
verbunden ist. Diesen Ausdruck @ nenne ich die schigfe Invariante der
Form A.
Durch analoge Betrachtungen, wie oben iiber Schaaren bilinearer
Formen mit conjugirten Grundformen angestellt worden sind, ergeben sich
itber Schaaren quadratischer Formen die Sitze: '
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IV Wenn die Determinante einer Schaar quadratischer Formen iden-
tisch verschwindet, so kann die Schaar durch eine Substitution -in sich selbst
transformirt werden, deren Determinante einen beliebig vorgeschricbenen von
Null verschiedenen Werth hat. .

Besteht zwischen den Ableitungen der Formenschaar eine lineare
Relation mit constanten Coefficienten, so kann der Transformationsmodul
auch Null sein, sonst aber muss er von Null verschieden sein.

V. Wenn die Determinante einer Schaar quadratischer Formen einen
Elementartheiler mit ungeradem Exponenten hat, so lisst dze Schaar - uneigent-
liche Transformationen in sich selbst zu.

VI. Wenn die Determinante einer Schaar quadratischer Formen nicht
identisch Null ist, und wenn alle ihre Elementartheiler gerade Exponenten
haben, so lisst die Schaar nur eigentliche Transformationen in sich selbst zu.

§. 2.

Ermittelung der schiefen Invariante einer bilinearen Form in zwei speciellen Féllen.

Eine bilineare Form A, fiir welche die Determinante der Schaar
rA—A weder identisch Null ist, noch einen fiir »=1 verschwindenden
Elementartheiler mit ungeradem Exponenten hat, moge durch eine willkiir-
liche Substitution P von nicht verschwindender Determinante p in die
Form' B ilbergehen. Kann man dann aus den Coefficienten von A einen
von Null verschiedenen rationalen Ausdruck a bilden, der mit dem aus
den Coefficienten von B analog gebildeten Ausdrucke & durch die Glei-
chung b*=a’p’ verbunden ist, so muss nothwendig &= -+ap sein. Denn
legt man den Verinderlichen p,, die Werthe 0 oder 1 bei, je nachdem
@ von B verschieden oder gleich g ist, so ist p=1 und §,=a,, also
b=+dp. Ferner kann die rationale Function ‘—3—1 der 7' Variabeln p,g,

welche nur der Beschrinkung unterworfen sind, eine von Null verschiedene
Determinante p zu bilden, nach der Voraussetzung nur gleich +1 oder
—1 sein, und weil sie sich stetig sndert, von dem Anfangswerthe +1
‘niemals zu dem Werthe —1 ubersprmgen (Vgl. Stickelberger Ueber reelle

Journal fiir Mathematik Bd., LXXXVI. Heft 1.
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orthogonale Substitutionen®, §. 4; Programm der eidgendssischen polyt.
Schule, 1877.) .

- In dem einfachsten Falle, wo die Determinante von »A4—A4' fiir
»=1 nicht verschwindet, folgt aus der Glelchung (1.) der Einleitung, in-
dem man r=1 setzt,

|B—B'| = |4—A'| p".
Nun ist aber die von Null verschiedene schiefe Determinante |A—A| das
Quadrat einer ganzen Function a der Coefficienten a,,, der RBfgfschen
Function™) der Grossen a,—a,,, und die Determinante |[B—B' ist das
Quadrat der Pfgffschen Function & der Grossen bog—0p, Der voraus-
geschickten Bemerkung zufolge ist daher 6=ap, also a eine schiefe In-
variante der Form A4%*).

Verschwindet aber die Determinante der Schaar »A—A' fir »=1,
so werde ich zeigen, dass das Anfangsglied der Entwickelung von |r4—A'|
nach aufsteigenden Potenzen von »—1 das Quadrat einer - rationalen, und
zwar gebrochenen, Function & der Coefficienten a,, ist, oder genauer aus-
gedriickt, dass sich eine rationale Function der verinderlichen Grossen a,;
angeben lasst, deren Quadrat gleich jenem Anfangsgliede wird, falls diese
Variabeln solchen Beschrinkungen unterworfen werden, dass die Deter-
minante von »4—A' weder identisch Null ist, noch einen fiir » =1 ver-
schwindenden Elementartheiler mit ungeradem Exponenten hat.

Um ,die eigenthiimliche Form, in welcher sich die schiefe Invariante
a unter der gemachten Voraussetzung darstellt, deutlicher zur Anschauung
zu bringen, schicke ich der allgemeinen Untersuchung die Betrachtung des
speciellen Falls voraus, wo die fir »=1 verschwindenden Elementartheiler
von [rA—A’| alle denselben (geraden) Exponenten e haben. Sei also diese

*) Unter der Pfqffschen Function von 2 (n2 D)
wo n gerade ist, wird hier jmmer ein bestimmter Werth der Quadratwurzel aus der De-
terminante |¢,, pl verstanden, ndmlich der, in welchem da.s Glied 25 #54 + .« 71y den
Coefficienten + 1 hat.

. ™) Aus den obigen Betrachtungen folgt, dass eine alternirende Form, falls ihre
Determinante nicht Null ist, nur eigentliche Transformationen in sich selbst zuldsst. Ver-
schwindet aber ihre Determinante, so kann der Modul einer Transformation der Form in
sich selbst jeden beliebigen Werth (auch Null) haben. (Vgl' Fr. §. 10, IV.)

Variabeln t op - ;tpa, (tau = 0)7
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Determinante genau durch die emte Potenz von »—1 theilbar, der grosste
gemeinsame Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten durch die e (m-—1)te,
der ihrer zweiten Unterdeterminanten durch die e (m—2)te, u. s. w., der
ihrer (m—1)ten Unterdeterminanten durch die ete Potenz, wihrend ihre
mten Unterdeterminanten nicht mehr alle fir »=1 verschwinden. Der Rang
n—m einer schiefen Determinante '|A—A’| ist stets eine gerade Zahl, und
unter den von Null verschiedenen Unterdeterminanten (z—m)ten Grades befin-
den sich auch Hauptunterdeterminanten (d.J. Bd. 82, S. 242,1V.). Daraus
folgt erstens, dass m gerade ist, weil nach §. 1,8 n gerade sein muss.
Zweitens aber ergiebt sich daraus, dass sich die »m Grossen

(1) 2, 2, . .2 @w=1,2,...m)

so wihlen lassen, dass die (schiefe) Determinante

(1) m)
Qy—ay v Q—Gy X v vt P

(1)
Apy— @y * ** =y Ty~ “'gn) 2
(1) (1)
—, R 0 e 0

N I T

von Null verschieden ist. Denn wenn z. B. die Hauptunterdeterminante
(n—m)ten Grades |a,., n1—8piz miyl (%4=1,2, ... 2—m) von Null

verschieden ist, so braucht man nur 2{’=a{’=:-- = :cf;”)= 1 und sonst

'wf{‘)=0 zu setzen.
Sei nun ra,,—ap, =c,, und
ey e ey A e ‘Tgm)

6y **° Ciy Y : . o . .
)

. e 00 . . ' LR m
=W Cy **° Cpp Tn Sl)
€t "' Can Yn| %) ® =%m,
n1 nm In — 2z, e —ap 0 eee O
-—.2‘1 """xn_ 0 . ee e PN . e

__xgm)..._—xs‘m)o see
. e
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also |c,=m. Bezeichnet man den Werth, den eine bilineare Form &
annimmt, wenn man den Variabeln

Trgee e Tns YrseeYn

die Werthe
a,'g"), . x&:‘); xi‘), “o x(;)
beilegt, mit &,,, so ist zufolge einer Identitiit, die ich §. 3 ableiten werde,
die Determinante mten Grades '
(2.) [ Wl =mp 0™
Beginnen die Entwickelungen von F¥ und m nach aufsteigenden Potenzen
von r—1 mit
W=H(r—1)°" + «oo) w=h(r—1)"+ ...,
so fingt die Entwickelung der rechten Seite dieser Gleichung mit
Ry B (p—1)emln—)
an, und durch die Vergleichung der em(m—1)ten Potenzen auf beiden
Seiten erhilt man die Relation
(3. |Hop | = by B™1
aus welcher folgt, dass |H,,| von Null verschieden ist. Vertauscht man
- aber in der Determinante W die Variabeln «,, ..., mit y,, ...y, und

r mit ri, so geht sie, wie man durch Umstellung der Zeilen und Colon-

iiber, und daher ist

w
(—r)nt

wo H' die conjugirte Form von H ist, oder weil » und e gerade sind,

W=—H (r—l)e(m*l) p—1—e(m—1) 4oeee,
und wenn man die rechte Seite nach Potenzen von »—1 enfwickelt,
W=—H (r—1)m 4 ...,

Demnach ist H'=—H, oder H eine alternirende Form, also H,=—H,,

und H,_ =0, und folglich ist |[H,,| das Quadrat der Pfaffschen Function

A, der Grossen H,,. Aus der Formel (3.) ergiebt sich daher

nen erkennt, in E——

= H'(%_l)e(m_l)q- v,

4.) a=l/17=h?m%.
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Da % der Coefficient des Anfangsgliedes von = ist, so ist dieser Gleichung
am
An |
Wenn die Form 4 durch die Substitution P in B iibergeht, und

wenn die Grossen (1.) durch die contragrediente Substitution transformirt
werden, so ist » eine Invariante und W, eine zugehorige Form von A,
und folglich ist m,, nach Formel (2.) eine zugehorige Form mit mehreren
Reihen unabhingiger Variabeln. Da diese Ausdriicke den Parameter »
enthalten, so sind auch die Coefficienten ihrer Entwickelungen nach Po-
tenzen von »—1 Invarianten und zugehorige Formen. Auf der rechten

P, - ‘
zufolge =V|—ﬁ-;T von den Variabeln (1.) unabhingig.

- Seite der Gleichung (4.) ist daher B™ eine (ganze) Potenz einer Invariante,
und a, und A4, sind rationale zugehdrige Formen, deren Quotient eine
Invariante ist. Wenn man daher fir die mit 4 congruente Form B, fiir
welche die Determinante von »B—B' in die nimlichen Elementartheiler
zerfillt, wie die von »4—A', die dem Ausdrucke a analoge Function &
bildet, so kann man in derselben den Grossen (1.) ganz beliebige Werthe
beilegen, fiir welche die dem Ausdrucke %, analoge Function von Null
verschieden ist, und braucht nicht die Werthe zu nehmen, welche durch
die (unbekannte) contragrediente Substitution von P aus den Grossen (1.)
hervorgehen. Da m, also auch %2 bei .der Transformation von 4 in B
mit dem Quadrate der Substitutionsdeterminante multiplicirt wird, so ist
b'=a’p* und folglich

b

§. 3.

Sylvester’s Determinantensatz.

Wird in der Determinante = der »' Grossen ¢, der Coefficient

von c,, mit m,, bezeichnet, so ergeben sich, indem man die » linearen

Gleichungen
W Yy + Weg Y+ + + Wer Yn = Yq
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auflost, die Gleichungen
€ Vit g Yy oo+ oy Y, = my,.
Sind also 2,, (x,4=1,2,...m) willkiirliche Grossen und setzt man

Xf:)= Wyq xf") + g, .z-?') 4 e+ Wy, .z',(f),

Yéx)': Wey ?/Ex) + W .'/gx) + e+ Wy, yg:c),

W,

x

( )
A= 2 W —059”’0:;8 .Z‘E:) ?/ﬁ) =2 w— ‘58‘”5;) Y( ),

so erhilt man durch Zusammensetzung der beiden Determinanten

1 1
€y Oy !/(1) e ?/gm) Wy * o Wy Y(l) ° ng)
® m | ) m)
€t ** " Cun Yn ** * Yn ) Wy * * Wyy Y1(1, .. Y,(l
D .. g o, (e
Xy Xy Iy ottty O ¢ 0 —w - 0
(m) (m)
X e e 2y Tt Ty 0 0 0 —w

die Determinante

m -.nO 0 ‘e o o 0
0 e W 0 cee 0

.Xil) t e XS) _”711 ¢ —'”,mL =(__1)mwn"lel,

Xﬁm) o .. Xf,m)—Wml e =W
und daher ist

|Wa| = 2" w,, .
Diese Formel, welche in vielen Untersuchungen iiber die Beziehungen
zwischen Unterdeterminanten die wichtigsten Dienste leistet, ist von Herrn

Sylvester, Phil. Mag. 1851, April, gefunden worden. (Vgl. auch Kronecker,
d. J. Bd. 72, S. 152.)
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§. 4.

Allgemeine Darstellung der schiefen Invariante einer bilinearen Form.

Wenn die Determinante der Schaar »A4--A' nicht identisch ver-
schwindet, und wenn der Factor »—1 in derselhen genau in der lten Po-
tenz enthalten ist, in dem grossten gemeinsamen Divisor ihrer ersten,
zweiten, . . . (m—1)ten Unterdeterminanten beziiglich genau in der 7 ten,
Lten, ...,  ten Potenz, wihrend ihre mten Unterdeterminanten nicht
alle fiir »=1 verschwinden, so setze ich voraus, dass die Zahlen

I—l=e, l—lL=e,... I, =€,
gerade sind, oder was auf dasselbe hinauskommt, dass die Zahlen L,
saimmtlich gerade sind. Da die Elementartheiler von |»A4—A4'|, welche
fir »=1 verschwinden und einen geraden Exponenten haben, paarweise
vorhanden sind (K7, §. 3,1V, 2), so ist

e=e,Ze=e¢=¢...2Z¢, =e,,
also m eine gerade Zahl.

Sei nun ra,,;—ag, =c,z, und sei

€ Gy x(ll) oo ‘rgﬂ') % Cy *rc Oy x'(ll) .o x(llu')

Cp *** Cpp -1'511) e w;,u) Yn . Cp *°° Cpy xsnl) te .Z‘S.H)
—? oo —a 0 ...0 0 =W, .. —z 0 ... 0 |=my,
_xﬁy)..._xgu)o e 0 0 _xgu)..._xgﬂ)o eer 0
—y v e—a, 0O ..-.0 O

und' seien H® und h” die Coefficienten der Anfangsglieder in den Ent-

wickelungen von W und m, nach aufsteigenden Potenzen von r—1.
Endlich moge der Werth, den eine bilineare Form &, annimmt, wenn man
den Variabeln

Ziy oo Ty Yiy oo Yn
die Werthe

.z{"), N ‘”S.”)5 x&l), e xf"')

beilegt, mit G,; bezeichnet werden.
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Nun ergiebt sich, wie in §. 2, dass der Coefficient H des Anfangs-
gliedes der Entwickelung von W nach aufsteigenden Potenzen von »—1
eine alternirende Form ist, dass also H,=—H, und H,=H,=0 ist.
Wihlt man ferner, was immer moglich ist, die Grossen

20, aDy D
so, dass die Determinante

(2)

¢y ¢ Cin I,

(2)' = W,
Cpp *°° Can T

——.z-(ll) <o ——a:(,:) 0

nicht durch eine hohere Potenz von »—1 als die [ te theilbar ist, so ist
H, von Null verschieden. Wenn man daher in der bekannten Relation
(1) WWy— W, Wy=nm,
die linke Seite nach aufsteigenden Potenzen von »—1 entwickelt, so ist
(H, B, — H, B,) (r—1)" = (H,)*(r—1)*:
das wirkliche (von Null verschiedene) Anfangsglied. Da m genau durch
die /te Potenz von r—1 theilbar ist, so ist der Exponént der Potenz von
r—1, durch welche m, theilbar ist, der Gleichung (1.) zufolge genau gleich
21 —1, oder weil I—I, =1 —1, ist, gleich /,, und aus der Formel
(H)?=hh, ’

die sich’ durch Coefficientenvergleichung aus (1.) ergiebt, folgt, dass % ein
Quadrat ist, falls A, ein solches ist.

Auf %, lassen sich nun die nimlichen Schliisse anwenden, wie
auf . Die Grossen ' :

20, .02 29, L Y

konnen so gewihlt werden, dass die Determinante
Sy v €y XD 2P 20
Cm *°°  Cnn .Z'(:> -z's,l) xg') &

2
|2 .- —2® 0 0 0 = W,

—2® . . —2® 0
—2® oo —2® 0

0 o0
0 0.
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nicht durch eine hohere Potenz von »—1 als die [ te theilbar ist. Denn
unterdriickt man die beiden letzten Zeilen und Colonnen, so erhilt man
eine Determinante W, die den Factor »—1 genau in der I ten Potenz
enthalt; lisst man aber nur die letzte Zeile und Colonne weg, so ist die
erhaltene Unterdeterminante, m»,, wie oben gezeigt, genau durch die ;te Po-
tenz von »—1 theilbar. Folglich ergiebt sich die Behauptung aus dem
Satze St, §. 2, III. Alle weiteren Schliisse bleiben dieselben und mithin ist
(H gi))z =lhy by
also A, ein Quadrat, falls 4, es ist. Ebenso ist
(HGY = hyhgy .. (HG N = bn_s hn.

Da m,, fiir »=1 nicht verschwindet, so wird 4, durch die nimliche De-
terminante, wie in §. 2 dargestellt, ist also das Quadrat einer Pfafschen
Function. Daher ist 2 das Quadrat eines aus rationalen Contravarianten
rational zusammengesetzten Ausdrucks a, welcher von den Variabeln 2
unabhingig, also eine Invariante ist, weil A2 der Coefficient des Anfangs-
gliedes in der Entwicklung von = nach Potenzen von r—1 ist.

Aehnlich wie in §. 2 lisst sich auch hier die Berechnung der
schiefen Invariante @ dadurch vereinfachen, dass man nicht von % zu &,,
von da zu A, u. s. w. ithergeht, sondern, falls

e P e LT a7 Rl FRL

ist, gleich von 4 zu %,, von da zu Izﬂ u. s. w.  Indem wir somit die
Existenz einer schiefen Invariante unter den gemachten Voraussetzungen
allgemein dargethan haben, sind wir zugleich zu einem neuen Beweise fiir
den Satz III. §. 1 gelangt. Das erhaltene Resultat kann als eine Verall-
gemeinerung des Cayleyschen Satzes, dass jede schiefe Determinante von
paareril Grade das Quadrat einer rationalen Function ihrer Elemente ist,
aufgefasst und in einer etwas verinderten Form folgendermassen ausge-
sprochen werden: _ )

Isl $,5= 835 byp™—1tpes =0, ist die Determinante |r SqHt,gl micht
identisch Null, und haben ihkre fiir »=0 wverschwindenden Elementartheiler
alle einen geraden Exponenten, so ist in der Entwicklung dieser Determinante
nach aufsteigenden Potenzen von r der Coefficient des Anfangsgliedes das

Quadrat einer rationalen Function der Grossen Saup und t“ﬁ.
Journal fir Mathematik Bd. LXXXVIL Heft 1, 8
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Ist speciell s,=0, falls « von g verschieden ist, und s,, fiir
einige Werthe von « gleich 1, fiir andere 0, so ist jenes Anfangsglied
eine Summe von Hauptunterdeterminanten paaren Grades des Systems ¢,
also eine Summe von Quadraten ganzer Functionen, und diese Summe
von Quadraten lisst sich unter den obigen Voraussetzungen als das Qua-
drat einer einzigen gebrochenen rationalen Function der Grossen t,s dar-

stellen.

§. 5.

Ueber die zerlegbare Contravariante nten Grades einer Schaar bilinearer Formen
von 27n Variabeln.

Die schiefe Invariante einer Schaar quadratischer Formen, deren
Determinante nicht identisch verschwindet und lauter Elementartheiler mit
geraden Exponenten hat, ergiebt sich aus einer Formel der Lehre von
der Composition der in lineare Factoren zerlegbaren Formen zten Grades
von n Variabeln. Diese Formel will ich ganz allgemein fiir eine Schaar
von bilinearen Formen

C=rA—B=Zc,32,y3= 3 (rag—b.p) . Yp

entwickeln, iiber welche ich nur die Voraussetzung mache, dass die Deter-
minante @ der Form A4 von Null verschieden ist. Ich setze |

(1) (»)

e, ce. C Y Y f (1) ®)
1 i Y- ! ! €y + - Cp Yy - Yy
€y - Cpmp yﬁi’ e Yn” Yn (1) (")
o o v : Cri v Cun Yn o+ Yn
W=l ... a5 0 ...0 0 7mv=x(11).."z.§:)0.._0 ’
» » e e e e e e e
1 x, 0 0 0 a2 2y 0 ... 0
x, x, O 0 0

wo die Grossen-2®, y@ (@=1,...n; ¢=1,...) so gewahlt seien, dass
w, genau durch die [ te Potenz von »—c theilbar ist, falls »—c ein
I facher Lineartheiler aller »ten Unterdeterminanten von » ist. (St §. 2.)
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Ist 7, ,—1,=e, und folglich I=¢ +¢,+ -, so sei, nach auf-
steigenden Potenzen von r—¢ entwickelt, ‘

W__%2 ,_ 4 DL
w  (r—e)%  (—o)s —e T h (=) 4 =es
w_ Ze‘.“ + Ze‘*’_ boeog Gare
m o (r—e)* (r—e)a™! r—c
seien also Z,, Z,, ... Z, (und zwar in irgend einer Reihenfolge) die

Coefficienten aller negativen Potenzen in den Entwicklungen der Quo-

) W,

tienten P (=1, 2,...) nach aufsteigenden Potenzen von »—c. Ferner
14

sei H, der Coefficient des Anfangsgliedes, also der —e ten Potenz von
W,

v—1

r—e¢, in der Entwicklung der Differenz

w

v V—1

Ist ferner ¢’ eine von ¢ verschiedene !'fache Wurzel der Gleichung
m=0, so mogen die (den Grossen &%, y*) analogen) Grossen z)', y&
so gewihlt werden, dass die (der Determinante m, entsprechende) Deter-
minante ») nicht durch eine hohere Potenz von »—c¢' theilbar ist, als
alle »ten Unterdeterminanten von m, und es mogen die Coefficienten der

’
1 4

negativen Potenzen von »—¢’' in den Entwicklungen der Ausdriicke —

v

mit Z, ,, Z,,, ... 72, bezeichnet werden, und die Coefficienten der

w, w, ) , )
Anfangsglieder der Differenzen w," — v,“l mit H,, u.s. w. Auf diese
1 4 . Vv—1

Weise erhalt man [+ +1"+ ... =n bilineare Formen Z, Z,,... Z,
der Variabeln z_, y,, die Coefficienten der negativen Potenzen von »—e,
r—c', r—c", ... in den Entwicklungen der Formen

w, W, W

——y g e e yv=1,2,...
my’ w:’, m’l’l’ ( 4 )

nach aufsteigenden Potenzen, und ferner ein System von Formen H, H,,...,

!, Hl, ..., deren jede einem der Elementartheiler (r—c)%, (r—c)%,...

(r—e")t, (r—e)*, ... der Determinante » zugeordnet ist.
8&
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' Zwischen diesen Formen werde ich die Beziehung herleiten
0z, 02,
83/’3 l E)xﬂ |
wo in dem Producte jede Form H den nimlichen Exponenten e hat, wie
der entsprechende Elementartheiler von m. (Vgl. Hermite, d.J. Bd. 47,
S. 814 und Hesse, d. J. Bd. 57, S. 178.) Ich bemerke, dass die linke
Seite dieser Formel ungeiindert bleibt, wenn die Formen Z,, Z,, ... Z

29 n

1 v
1) a =" T g,

unter einander vertauscht werden, oder wenn einer derselben das entgegen-
gesetate Zeichen ertheilt wird, oder allgemeiner, wenn Z, durch k,, Z, +---
+k,, Z, ersetzt wird und die Determinante der constanten Grossen k-
gleich 1 ist.

§. 6.

Ueber einen speciellen Fall des aufgestellten Satzes.

Dem allgemeinen Beweise der Formel (1.), §. 5 schicke ich die
Betrachtung des speciellen Falles voraus, wo die ersten Unterdeterminanten
von » keinen Divisor gemeinsam haben, also =, fir »=¢, ¢’, . . . nicht
verschwindet. Dabei werde ich zur Abkiirzung der Darstellung die sym-
bolische Bezeichnung anwenden, welche ich in der oben citirten Abhand-
lung (Fr.) auseinandergesetzt habe.

Aus der Identitat

(rA—B) (rA—B)"'— (sA—B)™") (sA—B) = (sA—B) — (rA—B) = (s—n)A
(in welcher die Producte und Potenzen die Fr. §. 1 und 2 definirte Be-
deutung haben) ergiebt sich

1 — (rA—B)':: s(sA——B)_l
Sind ¢, ¢,... die verschiedenen Wurzeln der Gleichung » =0,

=(@rA—B)" A(sA— B)™*.

ist w=a(r—c)f (r—c)* ..., und ist, in Partialbriiche zerlegt,

w - Z, Z, Z,
——=(r4A—B) = i
w (r—e)° (r—e) r—e
N Zo s Zpis o ___Z_e_-f-_e'___'_ ., :

(r—e")® (r—e')¢ 1 r—ec'



Frobenius, dber die schiefe Invariante einer bilinearen oder quadratischen Form. 61

so erhilt man, indem man den Zihler der linken Seite der Formel (1.)
nach aufsteigenden Potenzen von »—¢ und s—c' entwickelt,
— 1 - ; ( Zl +...+ Zg G e —m Zg+1' Ze+e' —...).
(r—e)-—(s—¢") +(e—e¢') \(r—c)® r—c (s—e")* s—c'
Da in der Entwicklung des ersten Factors nur positive Potenzen von
r—c und s—c' vorkommen, so findet sich in der Entwicklung der linken
Seite der Formel (1.) keine negative Potenz von »—¢ mit einer negativen
Potenz von s—c¢' multiplicirt. Da aber in der Entwicklung der rechten
Seite dieser Formel |

( (rfxc)e +..._|_‘riec “+ .. .)A(.(s'ie::)e, g e szf:: + .. .)

derartige Glieder auftreten, so miissen ihre Coefficienten verschwinden, es
muss also , '
2) (Z,AZ,p)=0

sein (wo durch die Klammer der symbolische Charakter des Productes
angedeutet werden' soll).

Entwickelt man ferner die linke Seite der Formel (1.) nach auf-
steigenden Potenzen von »—c¢ und s—e¢, so erhilt man

1 1

(r—e) (s—¢) (r—e) ' — (s—e) ™ [

+ Z, ((r—t:)_ll — (s——c)_l)] —

Z (r—e) ¢ — (s—0)%) 4+ - -
1

[ T,—T,+ T, ((r—e) — (s—¢))

(r—e) —(s—c¢)
+ Ty ((r—e)f* — (s5—e)®) + + - ]=
1 —E+41 —e+2 . \—1 Ve e+l
m_—_;)‘ [Zx ((r—f) + (r—e) P (s—e)™ + + (s—¢) +)

+ oo 4 Ze]--— Tl——TB((r——o)+ (s—c)) —_—,

Hier kommen keine Glieder vor, welche »—¢ und s—¢ in einer niedri-
geren als der — (e+ 1)ten Dimension enthalten, und die Glieder gleicher
Dimension haben alle denselben Coefficienten. Vergleicht man damit die
Entwicklung der rechten Seite .der Formel (1.), so erkennt man, dass

3) (Z,4Z)=0

ist, falls « + g<e+ 1 ist, dass aber
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h &) (ZAZ)=(Z,AZ, )=---=(Z,AZ)=2,=H
ist. Zufolge der Formeln (2.) zerfillt die Determinante nten Grades
(Z.AZ;)| (0,8=1,2,...n)
in das Product mehrerer Determinanten von den Graden e,e,-.-. In

der ersten derselben vom Grade e sind wegen der Formel (4.) alle Ele-
mente der Nebendiagonale gleich H, und wegen (3.) alle Elemente links

+ é(e-1)
von dieser Diagonale gleich Null. Daher ist sie gleich (—1)° “m (Wo
die Potenz nicht symbolisch gemeint ist), und folglich ist die betrachtete
Determinante nten Grades gleich

1
— e(e—1)
33 i

(—1) He
‘Weil aber
‘ Z 32, 8(AZy)
(2.AZ)=F 5~ ~ox,
ist, so ist
dZ,| | 8(AZ,)
2427 = 57 [z,

und weil
04 8z, 08(AZ,) 02,
dy, Ox,’ dxg % px dzx,

x

(AZ,) =2

ist, so ist

8(42,)

Damit ist die Formel (1.) §. 5 fiir den betrachteten speciellen Fall be-
wiesen. . ‘

§. 7.

Beweis des Satzes §. b.

Bei dem allgemeinen Beweise der 'Formel (1.) §. 5 will ich die
Formen Z , Z,, . .. Z, etwas anders wie dort definiren, nimlich durch
die Entwicklungen :
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m W zl Zel

_— = — e ——— e,

w, W (r—e)a r—c

B B Zen oy B s
w, w, (r—c)% r—c

Die Abinderung kommt, wie leicht zu sehen, auf eine der am Ende des
§. 5 erwshnten Umformungen der linken Seite jener Formel hinaus.

Ist U, die lineare Form der Variabeln «,,...x,, welche man
aus W,_, erhilt, indem man y,=y* setzt, und ¥V, die lineare Form von
Y.y, welche man aus W, _

(S §. 1. (1)

, erhilt, indem man z, =2 setzt, so ist

Wv w, = Wv-—1 w, — U,, Vv ’
also

Sei

—nwmw, = (r_c)l+l' P19y

wo p, und ¢, ganze Functionen von » oder nach ganzen positiven Po-
tenzen von r—c fortschreitende Reihen sind, und sei

% = (r__c)ll (Xl ) Xﬂ (T—C) L s o Xll (r_c)ll 4 . .)

1

% = (= (Y, + Y, () o+ -+ -+ ¥, (r—0)h + -+,

1

wo X, eine lineare Function von a,, ..., und ¥, eine lineare Func-
tion von y,, ...y, ist. Dann ist

vy, 1 —_Z Z,__,..
— A == (X + X (r—0)+) (Vi Yo(r—0) )= —o) o+ —o) )

ww, —(r—c)el
also
Z=XY,=H, Z=XY,+XY .+ +XN.

Die Coefficienten Z, , Z,, . . . Z, aller negativen Potenzen von r—c,
r—e¢', . .. in den Entwicklungen der Ausdriicke
w, wW,_, W W,

- b] '

(1 .) w, wt'-l w, 7”1,/—1

lassen sich also durch # lineare Verbindungen X, der Variabeln , und

LRI

2

-
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durch » Verbindungen Y, der Variabeln y, darstellen, und es ist (St §. 1)
gezeigt worden, dass sowohl X ,... X als auch ¥,,... Y, unter ein-
ander unabhingige Linearformen sind*).

Addirt man alle negativen Potenzen in den simmtlichen Entwick-
lungen der Ausdriicke (1.), so erhilt man die Partialbruchzerlegung von
(%—%)ﬂ%—%ﬁ---:- %V= (rA—B)™".

Entwickelt man daher diese Partialbriiche einzeln nach absteigenden Po-
tenzen von », so setzt sich der Coefficient G von »—' aus den Coefficienten
von (r—e)', (»—¢')7', ... in jenen verschiedenen Entwicklungen zu-
sammen, ist also gleich |
G=3XY,+X,Y,_,+ -+ X, Y).
In der oben benutzten symbolischen Bezeichnung kann man die soeben
ausgefilhrte Umformung folgendermassen ausdricken: Sei P die Substi-
tution, welche die Variabeln X in «, iberfihrt, und Q die Substitution,
welche Y, in y, iberfihrt. Dann ist**)
(PZ Q) =29, PZQ=xy,+2yq 1+ "+ To,
(PZ,, Q= Lo +1.Ye+19 s
endlich ist der Coefficient von »~* in der Entwicklung von P (»4A—B)™' Q
nach absteigenden Potenzen von » gleich
(PGQ)==2(x,y, + 2, Yoy +2,9).

*) An der Schwierigkeit, die Unabhingigkeit dieser Linearformen direct zu be-
weisen, liegt es, dass der allgemeine Beweis der Formel (1.) §. 5 so viel umstdndlicher
ist, als der des §. 6 entwickelten speciellen Falles derselben.

**¥) Wenn eine bilineare Form A = Ja,g &, yz durch lineare Substitutionen
Ty =Pra®y & ot Ppe Tny Yp=9p Yt Qg Yy 0 B=Iby 2, yp
tibergeht, so ist b, = xEl Pax @yl 92p> 8ls0 entsteht das System der Grossen b5 durch
Zusammensetzung der drei Systeme P, @qg, 9o5- [ Weterstrass, Berl. Mon. 1868, §1,
(9)—(12.)] Bezeichnet man also die Systeme der Grossen @z, byg, Pugs 9op Wit den
Buchstaben A, B, P, Q, so ist B = (PAQ). Dieselbe Gleichung gilt, wenn diese Buch-
staben die bilinearen Formen 3 a@,5 2, ¥g, Zbop Zo Ygs = Pop T Ypr = Yap To Yp
bedeuten. Denn der Algorithmus der Zusammensetzung von bilinearen Formen, der oben
benutzt ist, ist mit dem der Zusammensetzung von linearen Substitutionen identisch.
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Setzt man beide Seiten der Gleichung

(rA—B)_1=—G-+£;+...
r o7

mit »4—B zusammen, so erhilt man (Fr. §. 3)
E=(rA—B) <§+%+)
und daraus durch Vergleichung der constanten Glieder

E=(46), 6= A7
also

(PA_I Q=@ Y+ 2, Yoy + -+ xe}/:)-
Folglich sind auch die reciproken Formen*)
(Q_l Ap_-l) =3@ Yt TaYert+ o+ 2y

einander gleich. Da das (symbolische) Product zweier Formen, welche
kein Variabelnpaar gemeinsam haben, gleich Null ist, so ist, falls ¢ =e ist,

(2, Yo +oeee+ Lo y) S (xy, + etz y) = (1‘1.’/9+"‘+¢'gy;) @y, + o+ y)
=&Yt To1YerF o F DY or -
Wenn nun Z, und Z, nicht in derselben Reihenentwicklung als
Coefficienten vorkommen, so haben die Formen
(PZ,Q) =&Y, e+ To Y (Pzﬂ Q) =211 Yt + ** + Zyio Yutr

kein Variabelnpaar gemeinsam und folglich ist

(PZ,AZ; Q) = (PZ,Q) (0 APT) (PZ; Q) =
(1'1?/9 + -+ Zo ¥) (2 @ ye+--- + xe%)) (xx+1 Yptg T 000+ xx+o'yx+1) =

(‘”9 Yo+ Tyy You t oo+ 2 ye—g+1) (Zyt1 Yuts T °*° F Taag Y = 0,

*) Die reciproke Form der zerlegbaren Form = (2, ¥, -+ * + Z,y,) ist gleich
der Summe der reciproken Formen der einzelnen Theile (F7r. §. 5). Ist ferner
F=xy,+ 2Yp+ -+ Tnl,

80 ist
F’:E—gf- %—:xlyl-i-o..ﬁ-znyn:la
x x
und folglich F = F ",

Journal fiir Mathematik Bd, LXXXVI. Heft 1.
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also da die Determinanten von P und Q nicht verschwinden (Fr. §. 2, I):
(Z,A4Z,) = 0.

Wenn aber Z, und Z;, in derselben Entwicklung als Coefficienten vor-

kommen, so ist

(PZ,Q)=a,y, 4+ + &9, (PZg Q)= yg+ -+ apy

und folglich

(PZ,AZ Q)= (PZ,0Q) (Q* AP) (PZ,; Q) =

(B g+ +xy) (T@ye+ -0+ Xey)) (@yg + -0 + xﬂyl) =

(@Yo + Xgm1 Y1+ F 1 Yegra) (Xyg + 0 + 25 7).

Ist e—a+1:>8, oder ¢ +f<e+1, so ist dies Product gleich Null und

daher ist auch
(Zd AZp) = O.

Ist aber « +g8=e+ 1, so ist jenes Product gleich

z, y, = (PZ,Q) = (PHQ),
und daher ist
(ZyAZg) =H (e+p=e+1)
Aus den entwickelten Relationen ergiebt sich die Formel (1.) §. 5 ganz
in derselben Weise, wie im vorigen Paragraphen.

§. 8.

Die schiefe Invariante einer Schaar quadratischer Formen.

Ich nehme jetzt an, dass c¢,,=c,, ist, und verstehe im Folgenden
unter W,, Z,, H, A, B die quadratischen Formen, in welche die bis-
her mit diesen Buchstaben bezeichneten bilinearen Formen iibergehen,
wenn man y,=a, und ausserdem y$’=a{ setat (vgl. & §. 5. S. 39, 40).
Dann geht die Formel (1.) §. 5 in

Ee(e—l)
=10 * a
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iiber. Setzt man ferner voraus, dass die Zahlen e simmtlich gerade sind

(§. 1, VL), so ist
. % (m0d2), Ee:ni

und daher

1) V(__n%a:H(H_:‘):f-;- 22“

i

Wird die Schaar quadratischer Formen
rA—B = 3 (ragg—bog) x, 4
durch eine Substitution von der Determinante p in »L—M transformirt,
so ist die Determinante von L gleich ap’. Bildet man daher fir die
transformirte Schaar, deren Determinante in die nimlichen Elementartheiler
wie w zerfillt, den der rechten Seite von Formel (1.) analogen Ausdruck,
so ist derselbe gleich dem urspriinglichen Ausdruck, mit + p multiplicirt
(§. 2). Dieser Ausdruck, welcher der Gleichung (1.) zufolge von den
saimmtlichen Variabeln x, und «®, ', ... unabhingig sein muss, ist also
eine schiefe Invariante der Formenschaar »A—B.
Sei, um die Formel (1.) an einem Beispiel zu erliutern, » =2

und
A=azx’+ 2bxy + cy®, B=cz®+28xy + ry>

Wenn die Determinante von »4—B fir »=0 verschwinden. und nur den
Elementartheiler »* haben soll, so muss

(@) ay—p'=0, ar+eca—26=0
sein, wihrend «, 8, » nicht simmtlich verschwinden. Mittelst dleser Glei-
chungen bestitigt man leicht die Relationen

af—ba __ay—eo _ b;r—cﬂ (ax+by) (B.z‘+ry)—(bx+cy) (ax+ﬂy)
a 28 7 ax® + 28zxy + ry?

wo von den ersten drei Quotienten wenigstens einer nicht die unbestimmte
Form 2 hat®).

(3.) Vol—ac=

*) Nach Gauss, Disqu. arlthm S. 244 und 249 (uuten) ist, wenn man
X=pax' +p xy +p" y.t+p yy
Y=gzz' +q' zy' + q"yz' + 9" 9y’
setzt, o
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Mit Hiilfe der Lehre von den mehrfachen Wurzeln und den sym-
metrischen Functionen ldsst sich zeigen, dass sich die schiefe Invariante (1)
durch die Coefficienten der Formen A und B rational ausdriicken lisst,
dass also der Satz gilt:

Wenn die Elementartheiler der Determinante einer Schaar quadratischer
Formen alle gerade Exponenten haben, so lisst sich die Quadratwurzel aus
der Delerminante jeder einzelnen Form der Schaar durch die Cogfficienten
der Grumdformen rational ausdriicken.

Anstatt aber auf den allgemeinen Beweis dieses Satzes einzugehen,
will ich im nichsten Paragraphen fiir den spediellen Fall, dass die ersten
Unterdeterminanten von m keinen Theiler gemeinsam haben, direct eine
von den Wurzeln der Gleichung » =0 unabhingige Darstellung der schiefen
Invariante entwickeln. : :

§. 9.

Rationale Darstellung der schiefen Invariante.
Die Resultante der beiden ganzen Functionen f(z) und
px)=a @—r) (@—1r)...(®x—r,),

" wo 7, 7,,...r, nicht alle verschieden zu sein brauchen, oder die Norm

8X 8X | |8X 8X
dz’ ¥y’ | |dz dy
aY aY| |8y 8Y
3’ 3y'| |3z By

p Y—¢X p'Y—¢'X
p”'Y_ ql!X pIH Y_q"IX

die Identitéit, welche der Lehre von der Composition der bindren quadratischen Formen
zu Grunde liegt. Die Formel fiir die Duplication ergiebt sich daraus, wenn X und Y
symmetrische bilineare (oder quadratische) Formen sind (l. c¢. S. 337). Setzt man fiir
diesen Fall p=a, p'=p"=b, p"=¢; g=a, ¢'=¢"=8, ¢"=y; x'=2,y =y,
X=A, Y=B, so erhilt man die Identitit
3

% (%% %—g— — %3 g—g—) = (6°—ac) B* + (ay +ca—2b8) BA + (8°— o) A%,

aus der sich unter den Bedingungen (2.) die Gleichung (3.) ergiebt.
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von f(r), lasst sich in folgender Form darstellen: Ist ¢, der Coefficient

von ="' in der Entwicklung von —gg—) nach abstéigenden Potenzen
von x und

G 6 Cn_1

[ C, (2% — C,

Cp—1 Cp « « - Copg

so ist (vgl. Joachimsthal, d. J. Bd. 48, S. 893)
n(n—1)

1) #fn=(=1n * C,

wo das Product iber alle Wurzeln der Gleichung ¢ () = O auszudehnen
ist. Die Grossen ¢, sind ganze Functionen der Coefficienten von f(x)
und ¢ («), dividirt durch eine Potenz von a. \

Ist ¢(x)=a (w(2))’ das Quadrat einer ganzen Function, so lassen
sich die Coefficienten von w(z) durch die von ¢(a) rational ausdriicken.
Ist n=2m, d, der Coefficient von 2=~ in der Entwicklung von é%‘%

nach absteigenden Potenzen von  und

d, d, Ay
4@ 4 | _p,
dn A Bym—2

so ist
nfr==x=0,

wo das Product nur iber die Wurzeln der Gleichung zp(m):O zu er-
strecken ist, und folglich

nf(r) = D%
Aus Formel (1.) ergiebt sich daher der Satz:

Ist f(x) eine ganze Function und ¢ (xz) das Quadrat einer ganzen
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Function mten Grades, und ist ¢, der Cogfficient von x=""! in der Ent-

@

wicklung von 7@ nach absteigenden Potenzen von x, so lisst sich die

Determinante 2mten Grades |c, +ﬁ_,[ als das Quadrat einer rationalen Punction
der Coefficienten von f(x) und ¢ (x) darstellen, deren Nenner eine Polenz
des Coefficienten von ™ in ¢ (x) ist.
Wenn in der Determinante »=¢(») der bilinearen Form
C=rA—B=2Z3(ra,s—bo) v,y

die ersten Unterdeterminanten keinen Divisor gemeinsam haben, so ist
der Bruch

— V¥ a—p

w
als Function von » irreductibel. Ist Z  der Coefficient von »~”~* in der

Entwicklung derselben nach absteigenden Potenzen von 7, so ergiebt sich
aus der Formel (1.) §. 6

—a—1 —p—1 __ 1 r—V—l__s—V—l —
E(Za AZ‘S)T s 1= —7.? b Z,, ‘—_;'T:ST =
Tls SZ,e7 75T s 57

und daher
(Z, AZ) = Z,\4.

Mithin ist die Determinante

Z . Z,
z ... Z

Zo s Zy ... Zis|
gleich der Determinante
\ 3Z,

o

3.%9 I

dZ,
Sxp

I(Za Azp)l =a

Ist nun » ein Quadrat, so ist nach dem obigen Lemma
n

Z=(—1)" m,
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wo H eine rationale Function der Coefficienten von W und w», also der
Grossen @z, b4, ,, Yp ist. Wenn nun c,,=c,, ist, und man y, ==,
setzt, so ergiebt sich aus den entwickelten Formeln

1 aza

2 3.2',,

als rationale schiefe Invariante der Schaar quadratischer Formen »A4—B.
Ziirich, im Februar 1878.

(2.) V(—nTa =H:
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