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Ueber das Tragheitsgesetz der quadratischen

Formen*).
(Von Herrn G. Frobenius.)

Betrachtet man zwei quadratische Formen mit reellen Coefficienten
als #iquivalent, wenn jede durch eine reelle lineare Substitution in die andere
transformirt werden kann, so umfasst jede Klasse Formen, die nur die Qua-
drate der Variabeln enthalten, und in allen diesen Formen findet sich die
gleiche Anzahl von positiven und von negativen Coefficienten. Die Differenz
dieser Anzahlen nenne ich die Sigratur, ihre Summe den Rang der Klasse
und auch jeder individuellen Form der Klasse. Der Rang r einer quadra-
tischen Form ist gleich dem Range ihrer Determinante, also dadurch be-
stimmt, dass die ans dem Systeme ihrer Coefficienten gebildeten Deter-
minanten (r41)-ten Grades alle verschwinden, die rten Grades aber nicht
simmtlich. Die Signatur s der Form

1) A‘;;'l‘aaﬂ.taa:ﬁ
ist gleich der Differenz zwischen der Anzahl der Zeichenfolgen und der der
Zeichenwechsel in der Reihe der r41 Grossen

(2.) A() = 1, Al = an, A2 = anaQQ—‘afz’ v ey Ar = Zi Aiyeee e

Dabei ist aber vorausgesetzt, dass keine dieser Determinanten verschwindet.
Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so versucht man in der Regel zunichst,
ob ihr nicht vielleicht bei einer anderen Anordnung der Variabeln geniigt
wird. Es giebt aber Fille, wo bei jeder Anordnung einzelne jener Aus-
driicke Null sind, z. B. wenn die Hauptelemente a,,, @y, ..., a,, simmtlich
verschwinden. Dann kann man die Signatur berechnen, indem man durch
eine Transformation zu einer #quivalenten Form iibergeht, und es ist leicht

*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom 8. Mirz und
10. Mai 1894.
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zu zeigen, dass es in jeder Klasse Formen giebt, die der obigen Bedingung
geniigen.

Bequemer ist es aber in diesem Falle, die Signatur mittelst einer
von Herrn Gundelfinger gefundenen Regel zu berechnen. (Hesse, Analytische
Geometrie des Raumes, 3. Aufl. S. 460; dieses Journal Bd. 91, S. 235).

Man kann die Variabeln stets so anordnen, dass unter den Grossen
(2.) nie zwei auf einander folgende verschwinden, und dass A, von Null
verschieden ist. Ist dann A,=0, so haben 4, , und A4,,, entgegengesetzte
Vorzeichen, und die Signatur s ist gleich der Differenz zwischen der An-
zahl der Zeichenfolgen und der der Zeichenwechsel in der Reihe (2.), wobei
es gleichgiiltig ist, ob man die verschwindenden Determinanten als positiv
oder negativ betrachtet. (Fiir terniire Formen findet sich diese Regel schon
bei Gauss, Disqu. arithm. § 271). Versteht man unter sign(a) nach Kronecker
den Werth 41 oder —1 oder 0, je nachdem @& positiv oder negativ oder
Null ist, so ist demnach

3. s = Zisign(4,_,4,).
g 5

Zu diesem Resultate fithrt in besonders einfacher Weise der Weg, auf dem
ich in meiner Arbeit Ueber das Pfaffsche Problem (dieses Journal Bd. 82;
§ ) analoge Eigenschaften der alternirenden Systeme erhalten habe.

Aus den Vorzeichen der Grossen (2.) kann man, aber nicht nach
der Formel (3.), die Signatur auch dann noch berechnen, wenn an einer
oder mehreren Stellen zwei auf einander folgende derselben verschwinden,
doch im allgemeinen nicht mehr, wenn drei auf einander folgende Null sind.
Es giebt aber specielle Arten quadratischer Formen, bei denen, auch wenn
beliebig viele der Grossen (2.) Null sind, die Signatur auf diesem Wege
gefunden werden kann. Dies tritt namentlich bei solchen Formen ein, deren
Coefficienten a,;, nur von der Summe der Indices e+ /3 abhingen, und bei
solchen, deren Coefficienten bei der Elimination einer Variabeln aus zwei
algebraischen Gleichungen nach der Methode von Bézout auftreten. Durch
die Betrachtung derselben kann man die Sitze, die Kromecker iiber die
Sturmschen Functionen gefunden hat, indem er das urspriingliche Sturmsche
Verfahren mit den Ergebnissen der Theorie der quadratischen Formen ver-
glich, ohne Benutzung desselben allein aus identischen Determinantenrela-
tionen ableiten.
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§ 1.

In dem Philosophical Magazine vom Jahre 1851 (8. 297) theilt Sylvester
ohne Beweis ein bemerkenswerthes Theorem iiber Determinanten mit, das
er bezeichnet als ,one of the most prolific in results of any with which 1
am acquainted“. Da es die Grundlage der ganzen folgenden Untersuchung
bildet, so will ich den Beweis, den ich dafiir im 86. Bande dieses Journals
(S. b4) gegeben habe, auf eine Form bringen, die mit der hier entwickelten
Theorie im engsten Zusammenhange steht. Ist

(]') P = :%lnaaﬂmayﬁ
eine bilineare Form von: zwei Reihen von je » Variabeln =z, ..., @,
Yuy + - Yy Und setzt man
(2.) §,;=-(%%=%‘aaﬁwa, 17,1::%:%‘%#%
und
Gy .. Gy, T
(39 Y= Gy ... @ 7, = 2B, sx,y;
& 0 8 e
50 ist
Gy -« .. O, G
(4) B.;s Oy .. 6, 6
[y v o o By Bog
Ist also einer der beiden Indices ¢ oder 8 <r, so ist B,;=0. Demnach
héngt ¥ nur von den Variabeln «,.,, ..., «#, und y,,,, ..., y, ab und ver-

schwindet identisch, wenn alle aus den Coefficienten von ¢ gebildeten Deter-
minanten (r+41)-ten Grades Null sind. Ist

(5'> . Ar = Ziall“'arr

von Null verschieden, so sind &, ..., §, =,y ..., @, # von einander un-
abhiingige lineare Functionen von =z, ..., x,- Setzt man

Ay o o0 O M
<6.) x - a, v a,, /i k
I§1 el 6 0(

Journal fir Mathematik Bd. CXIV. Heft 3. 2h
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so ist

(7) A¢ = xt+y,
und demnach ist ¢, als Function von &, ..., &, x4y, ..., @, und 7, ..., 7,
Yri1y - -+ Y. Detrachtet, in eine Summe von zwei bilinearen Formen zerlegbar,
von denen die eine x nur von &, ..., § und 7, ..., 5, abhingt, die andere
Y nur von &,y ..., &, and ¢, ..., y.. Folglich ist die Determinante
dieser Form gleich dem Producte der Determinanten von x und von .

Da aber x die adjungirte Form von %{aaﬁmayﬁ ist, so ist ihre Deter-

minante gleich 4;. Die Determinante von v ist
=+ Br+1,r+1 B,

Betrachtet man aber x+v als Function von «,, ..., x,, so tritt zu der eben
berechneten Determinante noch das Product der Substitutionsdeterminanten
A, A, als Factor hinzu. So ergiebt sich Sylvesters Determinantensatz

(8) ZiBr-)-l,r-}-l"'Bnn = A} Ztay...a,,.
Diese Formel ist ganz allgemein giiltig, weil sie fiir alle Werthe der Coef-
ficienten a,, dargethan ist, fiir die A, von Null verschieden ist.

Wenn die Determinanten (r-1)-ten Grades B, simmtlich verschwinden,
aber A, von Null verschieden ist, so ist ¢ = A7'y eine bilineare Form von
r+r unabhingigen Variabeln &, ..., & und 7, ..., 7,, und folglich ver-
schwinden alle Unterdeterminanten (r+-1)-ten Grades aus den Coefficienten
a,; Dieser Satz von Kromecker (dieses Journal Bd. 72, S. 152) ist daher
in Sylvesters Determinantensatz enthalten und kann auch auf folgendem
Wege daraus hergeleitet werden. FErsetzt man in der Determinante (4.) das
letzte Element durch 0, so geht sie in B,;—A,a,, iiber. Sind demnach
@, 3, ..., 9 irgend s der Indices 1, 2, ..., » und ebenso #,4,..., 7, so ist

all '.lalr al,..-alr’-
Gy ooy Gyt By

2+ (B,,—A,a,,)...(Bg,— A,ay,) = A
Gp..-0,0 ...0

agl...a,g‘,() ...0

verschwindet mithin identisch, falls s >« ist. Ist also A, von Null ver-
schieden und sind alle Determinanten B,; =0, so verschwinden alle Deter-
minanten sten Grades des Systems a,, Ist s=r, so ist identisch

(9.) =+ (4,a,,—B,,)...(Ad,a5,—By,) = AT (Zta,...0;,)(Zta,...0,),
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und folglich unter derselben Voraussetzung
10) (Ztay...0,)(Zta,,...05,) = (Zta,...0)(Etay,...0.,),
wie ich auf einem anderen Wege im 82. Bande dieses Journals (8. 240, I)
bewiesen habe.
Fiir den Fall, wo a,;=a,, und
Q= Za,,x,Ts

eine quadratische Form von «, ..., @, ist, ergiebt sich aus der Formel (7.)
eine wichtige Folgerung. Ist A, von Null verschieden, so sind

Sy vy b Ty e e .y Ty
unabhiingige Variabeln, und da x nur von &, ..., § und vy nur von
X1y -+, T, abhiingt, 80 kann man ¢ in eine Summe von Quadraten trans-

formiren, indem man jede der beiden Functionen y und vy fiir sich trans-
formirt. Daher ist Signatur und Rang von ¢ gleich der Summe der Sig-
naturen bez. Rangzahlen von x und von yw. Ist aber die Determinante einer
quadratischen Form von r Variabeln A;'y von Null verschieden, so hat sie
dieselbe Signatur wie ihre reciproke Form. Denn wird sie durch eine Sub-
stitution von nicht verschwindender Determinante in eine Summe von r Qua-

draten Z'c,y; transformirt, so geht 2%; y, durch die transponirte Substitution
in die reciproke Form iiber. Demnach ergiebt sich der Satz:
Die Signatur (der Rang) der quadratischen Form
¢ = ﬁ;‘aaﬂwawﬁ
ist, wenn man
A, ==Ztay...0,, B,;=Z+tay,..a,06,
setzt, falls A, von Null verschieden ist, gleich der Summe der
Signaturen (Rangzahlen) der beiden quadratischen Formen
ﬁflaaﬂwawﬁ und zl:ﬁ;'HBaﬁwamﬂ,
von denen die erste aus der Form ¢ hervorgeht, indem man darin

T,y ..., T, Null setzt, die andere, indem man darin —gg—, ey %
1 r
Null setzt.

v

§ 2.
Zu dem in der Einleitung erwihnten Satze des Herrn Gundelfinger
kann man durch folgende Ueberlegungen gelangen.
2h*
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1. Wenn in einem symmetrischen Systeme die Hauptunterdeterminante
rten Grades
A = Z+a,...a,
von Null verschieden ist, aber alle Hauptunterdeterminanten (r+1)-ten
Grades

2+t ay...a,.0,, (@ =741, .0, m)
und (r+2)-ten Grades
Z+0,...0,0,,05 S @ A=l )
verschwinden, so verschwinden alle Unterdeterminanten (r--1)-ten
Grades.

Hauptunterdeterminante nenne ich eine Unterdeterminante, deren Dia-
gonalelemente (Hauptelemente) alle der Diagonale des gegebenen Systems
angehoren. Ist B,; die Determinante (4.) § 1, so ist B,; = B, und nach
einem bekannten Satze fiber die adjungirten Systeme oder auch nach dem
Satze von Sylvester

(1) BaaBﬁﬂ—B:;ﬁ = A, 2tay,...0,0,,04,
also gleich Null, und weil B,, =0 ist, so ist auch B,;=0. Nach dem
Satze von Kromecker verschwinden daher in ‘dem System a,, alle Unter-
determinanten (r-+1)-ten Grades.

2. Wenn in einem symmetrischen Systeme alle Hauptunterdeterminanten
rten und (r+1)-ten Grades verschwinden, so verschwinden alle
Unterdeterminanten rten und hoheren Grades.

Ist r = 1, so ist nach der Voraussetzung a,, = 0 und a,,a;—als; =0,
also auch a,; =0. Ich nehme daher an, der Satz sei fiir einen bestimmten
Werth von r bereits bewiesen und zeige, dass er dann auch fiir den Werth
r+1 richtig ist. In dem betrachteten symmetrischen Systeme verschwinden
demnach alle Hauptunterdeterminanten (r+1)-ten und (r42)-ten Grades.
Wenn dann erstens ausserdem noch alle Hauptunterdeterminanten rten Grades
verschwinden, so sind nach den Voraussetzungen des Inductionsschlusses alle
Unterdeterminanten rten und hoheren Grades Null. Ist aber zweitens eine
Hauptunterdeterminante rten Grades, z. B. A4, von Null verschieden, so ver-
schwinden nach Satz 1. alle Unterdeterminanten (r+1)-ten Grades und folg-
lich auch alle von hoherem Grade.

3. Ist r der Rang eines symmetrischen Systems, so giebt es in dem-

selben eine nicht verschwindende Haupfunterdeterminante vom
Grade r.
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Nach der Voraussetzung verschwinden alle Hauptunterdeterminanten
(r41)-ten Grades. Sollten also auch alle Hauptunterdeterminanten rten
Grades verschwinden, so wiirden nach 2. alle Unterdeterminanten rten Grades
Null sein. Dann wire aber der Rang des Systems kleiner als r.

Im 82. Bande dieses Journals (S. 242) habe ich diesen Satz auf
einem anderen Wege hergeleitet [vgl. oben Formel (10.) § 1]. Einen
dritten Beweis giebt Herr Gundelfinger, dieses Journal Bd. 91, S. 229,

4. Man kann die Variabeln einer beliebigen quadratischen Form

Za, 2,2, vom Range r stets in einer solchen Reihenfolge mit
&, * ..., T, bezeichnen, dass unter den Grossen

@) Ay=1, A =ay A= OOy =0y .., A, =Z%tay...0,

nie zwei auf einander folgende verschwinden und dass A, von
Null verschieden ist.

Wenn die » Elemente a,, nicht simmtlich verschwinden, so wihle
man die erste Variable so, dass a,, von Null verschieden ist. Wenn die
Unterdeterminanten a,,a,,—a3, nicht simmtlich verschwinden, so wiihle man
die zweite Variable so, dass A4, von Null verschieden ist, u. s. w. Gelangt
man so bis zu der von Null verschiedenen Determinante 4, = =+a,;...a
sind aber alle Unterdeterminanten

00>

2tay...a,a,, (@=0p+1, ..., n)
Null, so konnen, falls ¢ <Cr ist, nach 1. nicht alle Unterdeterminanten
2 a0, 055 ‘ (a B =041, ..., 0)

verschwinden. Daher kann man z,,, und ,., so wihlen, dass zwar
A, =0, aber 4,,, von Null verschieden ist. FErgiebt sich also bei An-
wendung dieser Regel A, , =0, so wird 4, von Null verschieden. Aber
auch wenn A,_, von Null verschieden ist, konnen nicht alle Unterdeter-
minanten =+ ay,...0,_,,18,, =0 sein. Denn weil r der Rang der Form
ist, sind alle Unterdeterminanten (r+-1)-ten Grades

=+tay;.. Oy Bo B = O’

und folglich miissten nach 1. alle Unterdeterminanten rten Grades ver-
schwinden, also der Rang des Systems kleiner als » sein. Man kann aber
auch von irgend einer nicht verschwindenden Hauptunterdeterminante A, ans-
gehen, die nach 3. stets existirt, zu dieser eine nicht verschwindende Haupt-
unterdeterminante A, , suchen u. s. w. Kommt man dann zu einer Haupt-
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unterdeterminante A4,., deren Hauptunterdeterminanten pten Grades alle
Null sind, so konnen doch, da A4,., von Null verschieden ist, nicht alle
Unterdeterminanten pten Grades von A4,,, verschwinden. Ist z. B. der Coef-
ficient B, von a,,,, von Null verschieden, und bezeichnet man den Coef-
ficienten von @, mit C,, so ist nach der Formel 4,,,4,_, = 4,C,— B, = —B;
die Determinante 4,_, von Null verschieden.

Endlich kann man auch mit irgend einer nicht verschwindenden
Hauptunterdeterminante A4, (0 <Zs <Cr) anfangen und zu dieser

Ay Ao, .o A und A, A_,, R

den geforderten Bedingungen gemiiss bestimmen.

o—1

§ 3.
Die » Variabeln einer quadratischen Form vom Range r

§ = g?aaﬂmaﬁvﬁ

seien in einer solchen Reihenfolge mit x,, =, ..., , bezeichnet, dass von
den r-41 Grossen (2.) § 2 nie zwei auf einander folgende verschwinden
und dass A, von Null verschieden ist. Die Reihenfolge braucht nicht noth-
wendig auf dem im vorigen Paragraphen angegebenen Wege ermittelt zu
sein. (Dabei ist nimlich nur dann A4,,, =0, wenn alle Determinanten
2tay...a,

verschwinden. Diese Bedingung braucht aber hier nicht erfiillt zu sein.)
Setzt man

a,, (@ =g+, s %)

lay, ... Qo1 Gyppy lay ... Qo1 Gipia
Bl’za; ma' a- ! Cﬂ’za a g !
o110 0+ Bo—19-1 By 041 o—1,1 00 Bo1 1 Bp1041
I A @oi11e e+ Botro—1 Byt |
(B, = @y, C, = ay), 8o ist nach Formel (1.) § 2
1.) A, 4, = A,C,—B

Ist nun A4,=0, so sind nach Voraussetzung A4, , und 4, also
auch B, von Null verschieden, und folglich haben 4, , und 4,,, entgegen-
gesetzte Vorzeichen. Setzt man

1 o0&
S =‘§'§;;=§aaﬂwﬂ



Frobenius, iber das Trdgheitsgesets der quadratischen Formen. 195

und
’all"'alq§1| all“'alggl
© — R N O
ne = 1 = y
Bgr o+ + By S, i+ - Bye S
& ...§ ¢ §...5, 0

8o ist, wie in § 1 gezeigt, ¥ = =B, x,x; eine quadratische Form, die nur
von den Variabeln z,,,, ..., =, abhingt, und wenn r der Rang von & ist,
so verschwindet die Form 7™ identisch, weil ihre Coefficienten Unterdetermi-
nanten (r-+1)-ten Grades des Systems @,, sind. Ferner ist

@) A = L0 4@
und folglich
W) I é‘(r)
3) =" = 4,

Setzt man endlich y, =&, y,., =0,

ja,,...aw_l&
Yo = - 1
(@ By S,

so ist nach dem Determinantensatze (1.) § 2
Ae_ln(e) ___‘Aen(e——l)_yz

oder
: @) 7 p@ @ fe-n  gp
A A, T 4, T Ay A4,
Sind also A4, A,, ..., A, von Null verschieden, so ist nach (3.)
2
5. £ = 3y Yo |
( ) e 1 Ag—lAg

Aus dieser bekannten Transformation von Gauss und Jacobi ergiebt
sich die Formel

(6.) s = Zrsign(d,.,4,)
4

fiir die Signatur der Form &.
Damit die entwickelten Formeln auch brauchbar bleiben, wenn 4, =0
ist, forme ich sie in folgender Weise um. Setzt man

ay; .Gy &

B, =
¢ By Q91 59—-1

[Botre s Boi1p-150411
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(5, = &), so ist
d folglich At = Aese =B
und folglic
i A5—1y3+1 = Azzz*2*’49395999+(AeCe_Ae—1Ae+l)yZ
oder
17(9"‘1) 77(9+1) yz y7 Az2—2B % +C 2
- — 4 Yexr _ oRe o%elfo T “ele |

() Aot Apn A4, AdA A 1Ag

Mittelst dieser Relation kann man in der Formel (5.) fiir Yota die
Variable z, einfithren. Ist dann A4,=0, so sind nach der Voraussetzung
A, . und A, von Null verschieden. Jene quadratische Form von Y,

und %,

Yy
Ag——lf‘lgﬂ (—23959 + Ceye)

wird also ein Produet von zwei reellen linearen Formen und hat folglich
die Signatur 0. Ebenso ist aber in der Formel (6.) die Summe der beiden
Glieder
sign(4,.4,)+sign(4,4,,,) = 0,
gleichgiiltig ob man A4, als positiv, negativ oder als verschwindend betrachtet.
Die obige Umformung kann man auch mit Hiilfe des Sylvesterschen
Determinantensatzes ausfithren. Nach diesem erhilt man direct

A, Bg ¥,
B, C, 3,
ye ze ,7(9—1)

also nach Gleichung (1.) die Formel (7.).

Der Vollstindigkeit wegen fiige ich noch folgende Bemerkung hinzu.
Weil A, von Null verschieden ist, sind §,, ..., & r von einander unabhiingige
lineare Functionen von @, ..., z,. Nun héngt y, nur von &, ..., §, ab,
und der Coefficient von &, ist 4, ,, und z, hingt nur von &, ..., &, ab,
und der Coefficient von §,,, ist A4, ;. Daher sind die an Stelle von §, ..., §,
eingefiihrten r neuen Variabeln unabhingige lineare Verbindungen dieser
r Veriinderlichen. :

Das oben erhaltene Ergebniss ist tibrigens ganz der Regel analog,
zu der man durch Anwendung einer reellen orthogonalen Substitution ge-
fithrt wird. Durch eine solche kann man die quadratische Form § stets in
¢,yi+---+e,y: transformiren. Die r (verschiedenen oder gleichen) Coefficienten

2 +1)
Ae_m(e ) — ,
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¢y ..., ¢, sind die r nicht verschwindenden Wurzeln der charakteristischen
Gleichung

I:L‘eaﬁ--aaﬁl = 0, (a, =1,2, ..., m)

wo e,; =0 oder 1 ist, je nachdem ¢ und 3 verschieden oder gleich sind.
Da die Wurzeln dieser Gleichung

" —a " Fa " (—=1) a2 = 0

alle reell sind, so konnen nach der Harriofschen Regel nie zwei auf einander
folgende der Coefficienten

Ay Gy Gy .. .y G
verschwinden, und wenn a, = 0 ist, so haben @, , und a,,, entgegengesetzte
Vorzeichen. Daher ist

8. s = Xisign(a,_,a,)
e

die Differenz zwischen der Anzabl der positiven und der negativen Wurzeln
der charakteristischen Gleichung, also gleich der Signatur der Form &.

Als Anwendung der oben entwickelten Regel berechne ich die Sig-
natur einer quadratischen Form, bei welcher a,,=0 ist, falls a3 <n ist.
Dagegen sei ihre Determinante

n(n—1)
2
A=A, =(-1) Ay pllyyyer by

von Null verschieden.

Ist » =2m gerade, so ist

‘4 = <-— 1>m ain ag,n-—-l oo a’:n,m-}-l'

Dann betrachte ich die Reihe der Determinanten
-AU = 17 Al = am,m = 07 A? = Ziam,1nam+1,m+1 = _a?n,m+11
A, ==+ @101 Von 1 1 = 0, 4,=2 T i1 Opgormin

= O i1 Op iy W B W.
Diese Grossen haben die Vorzeichen
+1a O’ _11 O? +11 07 c 01 (’_1>m’

und mithin ist die Signatur der Form s = 0.
Journal fiir Mathematik Bd. CXIV. Heft 3. 26
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Ist aber n =2m—1 ungerade, so ist
A =(1""a,,6 1m0,
Dann betrachte ich die Reihe der Determinanten

Al) = 1, Al = um,m, 2 = Zi am-l,m—lam,m = 07
ja— —_ 2

A3 == Zi am-—l,m—l am,mam+],m+1 i '—am,m a’m—l,m+17

Ay =2+ G 2m—20 e Bppimir = 01

_ . 2 2
A; ==+ B sm2e s Brgomi2 = T Q@ 1y 10m 212y U 8. W.

"Bezeichnet man das Vorzeichen von a,,, mit &, so haben diese Grissen
die Vorzeichen

11 & 07 —& ..y 07 ("'1)m_18:

und mithin ist die Signatur der Form s =¢ oder

n—1

9.) s = (—1) * sign(4).

§ 4.
Die entwickelte Methode bleibt auch noch anwendbar, wenn in der
Reihe der Grossen (2.) § 2 nie mehr als zwei auf einander folgende ver-
schwinden, Sei A,.,=4,,,=0, aber 4, und A4,,; von Null verschieden.
Setzt man dann, indem man ¢ als einen festen Index betrachtet,

Gy Oy, OGgp | R
B = i 5, = .
aff . a ?
Bor oo lyp  Bggip Bp Gy S,
Cotase - Corap Botagts | Botat s+ Bprag Sota

80 ist nach dem Satze von Sylvester

B, B, B; 3
B, By, B, 3
By, By, By 3

l 3 3, B3 77(9)

3 3
Aen(e+ )

und
AZA0+3 = Zi BHBZZ B33,
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also
B, B, B; =z
) 1 12 13 1 B, B, B,
(1) n® ple+d) _ _L B, B, By s B B B.|-
) AQ Agys - A? le Bsz B33 &3 . * ?
|Bsx B, Bsal

3 & 5 0]
Diese quadratische Form tritt also in der Formel (5.) § 3 an die
Stelle der drei Quadrate

2
Yo+ Yoi2 You+3
AQAQ+1 A9+1A9+2 A9+2A9+3 !

und die Signatur dieser Form ist in der Formel (6.) § 3 fiir die Summe
der Vorzeichen der Nenner dieser drei Quadrate zu setzen. Jene Form ist
aber die reciproke der Form Agﬁi B,;Z,Z;, und demnach haben wir die
Signatur der terndren Form =B,;Z,Z, zu berechnen. Nun ist B;, = 4,,, =0
und By By—Bj, = A,4,,, =0, also By, =0, und £+ BBy, By; = A} A, also

A, A 3 = “‘stBzza

oo+
also sind B;; und B,, von Null verschieden. Nach der am Ende des § 3
gegebenen Regel ist daher die Signatur der Form gleich sign(B,,) = —sign(4,,s)
und die der Form A,=B,;Z,Z; oder ihrer reciproken Form (1.) gleich
—sign(4,4,,:). Bei der Berechnung der Signatur der Form § ist also in
der Formel (6.) § 3, wemn A,.,=A4,,,=0, aber 4, und 4,,; von Null
verschieden sind, die Summe der drei Glieder

@) sign (A, Agr)+sign(A, 1 4,45)+sign(4,..4,.5),
die verschwinden, durch
2.% —sign(4,4,.5)

zu ersetzen. Die Signatur hingt demnach auch dann noch von den Grossen
(2.) § 2 allein ab, wenn in der Reihe derselben nie mehr als zwei auf ein-
ander folgende Null sind und A, von Null verschieden ist.

Wenn aber drei auf einander folgende dieser Grissen verschwinden,
80 ist, wie ich jetzt an einem Beispiel zeigen will, durch jene Grissen allein
die Signatur noch nicht bestimmt. Sei =4 und

: 2 2
§ = apxitauri+2anz.xt-2a,2, Ty

also @, = a, = @y = @y = a3, = a,, = 0, dagegen sei a,, von Null verschieden
und @yas;—a3 >> 0. Daher ist a,, von Null verschieden, kann aber positiv
26*
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oder negativ sein. Betrachtet man die Variabeln in der Reihenfolge a,, s,
@y, x, 80 hat man die vier Grossen

17 (2299 azzasr‘aga, O, "'“34(“22“33““33)
zu berechnen, und mithin ist nach § 3 die Signatur s = 2sign(a,,). Durch
die Grossen A,=1, A4, =A4,=A;=0 und die negative Grosse A4, allein
ist also s nicht bestimmt.

: § b.

Es giebt specielle symmetrische Systeme, fiir die sich die Signatur
von & aus den Grossen (2.) § 2 allein auch dann berechnen lisst, wenn
beliebig viele derselben verschwinden. Dazu gehoren besonders die Systeme,
bei denen

Gop = Byip (@ B=0,1, ..., n—1)
nur von der Summe der Indices abhingt, und die ich recurrirende Systeme
nennen will. Die Untersuchungen, die Kromecker dariiber angestellt hat,
lagsen sich wesentlich vereinfachen durch Benutzung einer der von ihm
selbst (Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1882, S. 821) entdeckten
linearen Relationen zwischen den Subdeterminanten eines symmetrischen
Systems, fiir die ich in § 11 (12.) einen einfachen Beweis angeben werde. Ist

Ayp (@ B=0,1,..., n—1)

ein beliebiges System, sind «f3...9 irgend r der Indices 0, 1, ..., »—1 und
ebenso #4...z, s0 setze ich die Determinante rten Grades
af...9
40,0505, = .
zh...7

Ist nun a,; = a,,, 80 bestehen zwischen den Subdeterminanten (p+4-2)-ten
Grades gewisse lineare Relationen, von denen ich die folgende dreigliedrige
gebrauche:

<1...g——1 0 o ) (1...@——1 0 @—}—1) (1...9-—1 o+1 0 —0
1.0—1 o+1 042/ T\1.. =1 0 e+2/ T\ 0=1 o 42/
die man auch schreiben kann

01...0-2 0—1 o+1 12...0-1 ¢ g—}—l)

<1 2...0—1 ¢ o+42 (O 1...0-2 o—1 ¢—-2

01...0-2 p—1 o )
T \1 2...0-1 p+1 p+2
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Wendet man sie auf das System

0 By G e Gy Gy Xy Y
-1 G T Y1

G G G ... G @y T Y

a e a ...a a

Gpy Gpy By .o Opp3 Oy Ty g Yy
Gp1 @y Gpyy oon oy Gyy 1 T Y,
Ty T Ty ... Ty oz, O 3

Yo Y1 Y oo You Y, B

an, so erhilt man die identische Gleichung

QG - By Yo la, ... Aoy Y @ .. Oy Ty Yo

(1.) . el . HE cee . | .
ae_l LEEIRY age_g ye_l ag_l ‘e a20_2 ye ae__l .. agg__3 wg__l ye_l
o ...m, 5 Ty . Ty B G, oo Oy T, Y,

Wegen der wichtigen Rolle, die sie in der folgenden Untersuchung
gpielt, will ich sie noch in folgender einfachen Weise verificiren: Die Differenz
zwischen der linken und der rechten Seite ist eine homogene lineare Function
der ¢+42 Variabeln x), @, ..., Z,—y, «,, 5, in der aber, wie leicht zu sehen,
die Coefficienten von @, «, und z verschwinden. Sie hingt also hochstens
von den ¢g—1 Variabeln

Ty Ty vy By
ab. Giebt man aber diesen die Werthe

aa_*_l, aa+27 LT aa+e__1 (a=0,1 ..., 9'—2)

und zugleich den Grossen @, «,, 3 die Werthe a,, a,,,, ¥,41, 50 verschwindet
jede der drei Determinanten. Folglich ist jene lineare Function Null, falls

die Determinante ‘
G, o By
a'e___l vee 029-3

von Null verschieden ist. Daher muss die Gleichung (1.) identisch be-
stehen, auch wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist.
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§ 6.
Aus den Coefficienten des recurrirenden Systems
(1) @ors (@ B=0, 1, ..., n—1)
bilde ich die Determinanten
a, © Gy
2. 4, = .
[Bp—1 - - a29_2

und, indem ich zunichst ¢ als einen festen Index betrachte,

a‘) e ae__l ae+ﬂ
3.) B, = | ' .
( b Bpy -vv Orpz  Oay_iip
[Qgra +++ Grp144 Brgrarp

Ist Ae von Null verschieden und verschwinden

4. By, By, ..., By,
80 bilden die Grissen
®.) B, (@ B=0,1,..., 0=1)
ein recurrirendes System; es ist also B,, =0, wenn
atp<<o—1

ist, und es kann B,,= B, , gesetzt werden.
Nach dem Satze von Kromecker § 1 folgt aus der gemachten Voraus-
setzung, dass in dem System

Ay .. ae_l ae cee a(,_l_a_g

(le_l “o 029_2 aze_l o a29+6,.3

Qo ooilpp 1 Gy oo lypyg 2

alle Determinanten (¢+1)-ten Grades verschwinden. Nun ist aber nach
(1) §5

a, i@y g Gyig lay .o By By Gy o oByy By Bpys
6|

o1 ore O o lhhgip Bo1eeiByp 5 Oypup Ggters Gyg 383045182151

Borot1r BogpaOrpiarpir! |Bopaes Ooia1rgratpta By oo Oy a0y Oogip
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Sind also o und 3 irgend zwei der Werthe 0, 1, ..., 6—2, so verschwindet
die Determinante rechts, und folglich ist B,,,, = B,4,,. Mithin ist das System
(5.) ein recurrirendes, also B,; = B,,, Speciell verschwinden die Grissen
By=By, B,=B,, ..., B,_,= B,,_,. Fiir den Fall ¢ =0, auf den die Formel
(6.) nicht anwendbar ist, bedarf der Satz keines Beweises.

Die im Folgenden besonders wichtige Griosse B,_, bezeichne ich
auch mit

lay .0, @

) y e . . st moy
( eoto Ggyovollyy s Gy y4p

Gopa-r B 14aBrgrats

§ 7.
Aus dem erhaltenen Resultate ergiebt sich sofort der Satz von
Kronecker (Monatsber. der Berliner Akademie 1881, S. 584):

Ist A, von Null verschieden und verschwinden
(1) By, By, ..., By,
so verschwinder auch

(2'> Ae+17 A9+2? R | A9+a——1-
Verschwinden umgekehrt die Grossen (2.), wdihrend A, von Null
verschieden ist, so verschwinden auch die Grissen (1.). Ferner ist

(51
(3.) A7 Ay, = (—l)w%*)Ag,H,,.
Nach dem Satze von Sylvester ist
4.) Al A, = Z4ByBy...B
Ist also By =B, =--=B,;_ ,=0, soist auch 4,,, =0. Wenn die Grossen
(1.) verschwinden, so bilden die Grissen
®) B,; = B, (& £=01; 1.0, =1

ein recurrirendes System, und da B,; =0 ist, wenn e+3 < o—1 ist, so ist

a(o—1)

ZiB(J()'-'Ba-—l,o-—l = (“1) ? Bg~l'

Umgekehrt ist A,.,= By, also wemn A4,.,=0 ist, auch By, =0.
Nach (4.) ist daher A,4,,,=—B;, also wenn A,,,=0 ist, auch B, =0.
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Folglich ist nach § 6 By, = B, = B,,= B,, demnach AA, s =—B3 also
wenn A, ;=0 ist, auch By, =0. Folglich ist By = B,, = B;, demnach
A3A,..= B;, also wenn A4,,; =0 ist, auch Bz=0 u s w.

~ Wenn daher 4, von Null verschieden ist, aber die Determinanten
(2.) verschwinden, so bilden die Grissen (5.) ein recurrirendes System, in
welchem By= B, =---=B,_, =0 ist.

§ 8.

Eine besonders merkwiirdige Folgerung ldisst sich aus diesem Satze
ziehen fiir den Fall, dass das System

(1,) @yip (6 A=0,1,2..)

unbegrenzt, aber nur von endlichem Range r ist. Ist r >0, so konnen die
Grossen ay, @y, G, ... nicht alle verschwinden. Ist

Gg=a=-=a_,=0,

aber a@,_, von Null verschieden, so ist 4, = +a}_,. Daher sind die Deter-
minanten A,, A, ..., nicht simmtlich Null. Da aber stets A, =0 ist, wenn
o >r ist, so giebt es einen grossten Werth o(=r), fiir den A4, von Null
verschieden ist. Dann sind 4,,,, 4,2 ... alle Null, und mithin nach dem
obigen Satze auch alle Determinanten B,, Nach dem Satze von Kronecker
verschwinden daher in dem System (1.) alle Determinanten (¢+1)-ten Grades,
und da 4, von Null verschieden ist, so ist ¢ gleich dem Range » des Systems.
Ist r der Rang eines unbegrenzten recurrirenden Systems, so ist
A, vor Null verschieden. .
Dieser interessante Satz von Kromecker (Monatsberichte der Berliner
Akademie 1881, 8. 560) gilt aber nur fiir unbegrenzte Systeme. Ist das
System

(2'> aa+/9 (a, =0, 1, ..., n—1)
begrenst (vom Grade n), so kann, wie das einfachste Beispiel
n=2 @=a=0 r=1

zeigt, A, =0 sein, oder wenn wieder ¢ der grosste Werth ist, fiir den 4,
von Null verschieden ist, 8o kann r—g = ¢ > 0 sein. ' In diesem Falle ist
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nun, wie ich jetzt zeigen will, stets die Determinante rten Grades

Gy ..y a,_, o ll, 4
3 A' - ag__l v a29_2 a,,_a-.*,e__] vee an+(,_2
(8. P = )
Gyg-+ . an—-a+g—l Aoy 26 oo a2n~a——1
Guyoo i @uigs oy «oolyy

welche aus den ersten ¢ und den letzten o Zeilen und Spalten des recur-
rirenden Systems gebildet ist, von Null verschieden.

Ich betrachte zuerst den speciellen Fall ¢ = 0. Dann ist 4, = a, = 0,
also 4,=—a;=0, also 4;=—a} =0 u. s. w., demnach

a=a==a,,=0.

Folglich ist die aus den letzten »—1 Zeilen und Spalten gebildete Deter-
minante gleich +a7™". Da 4,=0 ist, so ist der Rang r<Zn. Ist also
a, von Null verschieden, so ist r =»#—1, und umgekehrt; ist aber r<<n—1,
so ist @, = 0. Folglich ist die aus den letzten »—2 Zeilen und Spalten
gebildete Determinante gleich +a2]. Ist also @, von Null verschieden,
s0 ist r =n—2, und umgekehrt; ist aber r <n—2, so ist @,,, =0, u. s W.
Daher ist die aus den letzten » Zeilen und Spalten gebildete Determinante
von Null verschieden und gleich +aj,_,_,, wihrend @, @, ..., a,_,_, ver-
schwinden.

Im allgemeinen Falle betrachte ich die quadratische Form

@) § = Zra,me,
der Variabeln x,, z;, ..., z,_; und setze
) 1 0%
(5') §a = ~2— awa = %‘aaH_ﬁmﬁ.

Dann ist nach (2.) § 3

lan s @y y & ay Oy Sy l

(6) A E=904T0 =

- - : L)
Gy iy 28,4 @yyonsllyy o ge—l

gu "'-Eg——l § i |§U "‘§g~1 0 i
und nach dem in § 1 entwickelten Satze ist der Rang der Form
(7'> 77(9) = %z_e_lBaﬂwg+aa"g+ﬁ

gleich r—9¢ = 0. Da ferner 4, von Null verschieden ist und 4,,,, ..., 4,
Journal fiir Mathematik Bd. CXIV. Heft 3. 27
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verschwinden, so ist B,;=B,,; und B,=B,=:-- = B, ,.=0. Aus dem
oben behandelten Falle ergiebt sich daher, dass auch B, _, = --- = By sy =0,
aber By, , , = A;r von Null verschieden ist. Nun ist aber nach dem
Satze von Sylvester

B?n-—?r s B‘ln—r—g-—l 1o

8) A= =17y,

| B?n—r-—g—l s B'Zn-»Qg—-‘l |
und mithin ist A4, von Null verschieden.

Ebenso ist auch die Signatur der Form A4,¢ gleich der Summe der
Signaturen der beiden quadratischen Formen von §,...§,_, und von z,, ..., z,
in welche sie nach (6.) zerlegt werden kann. Da B,;=0 ist, wenn
o+ < 2n—r—p—1 ist, so hingt die Form (7.) nur von den Variabeln
Xy 5y - -y T,y ab und ist als solche von der speciellen Art, die ich am
Ende des § 3 betrachtet habe. Ihre Signatur ist also, wenn o gerade ist,

1
Null, wenn o ungerade ist, (-—1)2_(0 1)sign(AL). Die Signatur von § wird

0

demnach erhalten, indem man die Signatur der Form =— um 0 oder
¢

1
& (r—o=1)
9.) (=17 sign(4,47)
vermehrt, je nachdem r—¢ gerade oder ungerade ist. Jene Form der
Variabeln &, ..., &, ist aber die reciproke der Form %ﬂ%“’aawwawg, und

ich werde nun zeigen, wie man die Signatur einer solchen Form, deren
Determinante nicht verschwindet, berechnen kann.

Um die urspriinglichen Bezeichnungen anwenden zu konnen, betrachte
ich allgemeiner eine Form (4.) vom Range r, fiir welche A4, von Null ver-
schieden ist. Sei wieder ¢ ein fester Index und

T | $

2 = .
* ag-—l e a2g—-2 §9-1

| By Oy o1Spia
Dann ist nach dem Satze von Sylvester
B, --~Bu,a—1 By

(10'> Agn(gw) =

G—10 . Ba—-l,o——l Bs_1

| 5() o e 50_1 17(?) ]
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und
(11.) Ag~1A9+o = ZiBuu---Ba_x,a—1
und folglich
By ... Bo,o—l By

(12.) /AN S S B I B ?ﬂu .'..:l.i,‘a,l i
4, Agto 4, Ba»l,(l'°'Brr—l.a~l By—1 B B |
| &, By 0 {He—10r s Hot,0~1

Die Signatur dieser Form der Variabeln s, ..., z,_, ist gleich der

Signatur der reciproken Form Ag%‘;‘lBaﬂzazﬁ. Nun setze ich voraus, dass
a,

Agy1y + ooy Ayyos verschwinden, wihrend A, und A4,,, von Null verschieden
sind. Dann ist B,; =0, wenn ¢+ <Zo—1 ist. Daher ist nach (9.) § 3
die Signatur der Form, wenn o gerade ist, Null, wenn aber ¢ ungerade ist,

1
(13.) (—1)7( j)sign(AQAM(,) = sign(4,4,,40)-
Denn die Determinante der Form ist nach (11.) gleich A7~'4,,,,
und es ist

—l—u[a—-l)
(14) AZ—I Ag+a = (_1> ? Ag,9+w
WO
(15> Ag,g+o‘ = Bo-—l = Dgg—y = Bl,o-—z =R = BU—-],()

auf verschiedene Arten in Determinantenform dargestellt werden kann, unter
andern auch, wenn o ungerade ist, als Hauptunterdeterminante B, , ,_, .

2 2
Zur Berechnung der Signatur einer beliebigen recurrirenden Form
(4.) ergiebt sich aus diesen Entwickelungen in Verbindung mit denen des

§ 3 die folgende Regel: Unter den Determinanten (2.) § 2 seien
(16-) A“ .Aa Aﬂ A
von Null verschieden. Ist ¢ <Zr, so fiige man dazu noch die Determinante

Al. Unter den Differenzen der Indices o, S—¢o, y—p3, ..., r—¢ behalte
man nur die bei, welche ungerade sind. Ist A—z ungerade, so berechne

; A, Ay ... A, A, U< a<f...< g)

1
man das Vorzeichen (—1)7(Z ’ 1)sign(A,,A;,), ist r—¢ ungerade, das Vor-

1
zeichen (——1)70 ¢ I)sjign(A(,'AL). Dann ist die Signatur der Form & gleich

der Summe dieser Vorzeichen

1
(17.) 8§ = 2(_1)—2‘(1 g USign(A,A;J = Zsign(A,,A,,;.). (i—2x ungerade)
27 %
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Nach der Formel

(18) At dy = (=17 e,

an deren Stelle fiir 4 = die Formel (8.) tritt, ist aber

3

1 h—x—1 1 A2
(19 sign(4) = (10> " sign(4,) oder sign(4) = (—1)*“ sign(4,),

je nachdem 4—zx ungerade oder gerade ist. Durch wiederholte Anwendung
dieser Formeln ergiebt sich

1 . 1
20)  s=3(—1)" " sign(4,,4y) = S(—=1)" 7 sign(4, 4,),

wenn in der Reihe der Indices

21) Oaff...td...bn...or

die Differenzen 21— und #n—§ ungerade, die Differenzen der zwischen 2
und § liegenden Indices aber gerade sind. Da in den Formeln (17.) und
(20.) A—zx ungerade ist, so kann fiir A,, die Hauptunterdeterminante

a Ry / . a
(U x—1 %(x-l»l-l)

22.) 4, = la

R/ P a )
22 —2 %(3x+l——3)

D)1

a4 R/
5 (e+A—1) - Bz+1-3)

gesetzt werden.

§ 9.
Um zu dem Sturmschen Satze zu gelangen, ist eine recurrirende
Form
-1
(1) Z s as
zu betrachten, deren Coefficienten
(2) fi = @ z—ay,, A=0,1,..., 20—2)

lineare Functionen einer Variabeln z mit constanten Coefficienten sind. Ist
die Signatur der Form fiir einen bestimmten Werth von « gleich s und fiir
einen andern Werth #' gleich s, so handelt es sich um die Berechnung
der Differenz

3. s'—s = 4ds.
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Da in den Anwendungen das System

Qoo Oy
(4)
@yoon By
ein Theil eines unbegrenzten recurrirenden Systems ist, dessen Rang r < n
ist, so nehme ich an, dass A, von Null verschieden ist, wenn r der Rang
des Systems (4.) ist. Die der Determinante (2.) § 6 analoge Determinante

/;) "'/‘g—l
. F,o= |
l/’\—l"‘/rlg—-?.
kann auf die Form
ay...a,; 1
(6.) F(x) =
ag...aQQ_lwl’

gebracht werden, ist also eine ganze Function gten Grades von =, worin
der Coefficient von x¢ gleich A, ist. Ist F, identisch Null, so verschwindet
daher A,, aber auch A, weil die Coefficienten von F, die zu den Ele-
menten der letzten Spalte von 4,,, gehorigen Unterdeterminanten sind. Ist
also 4, von Null verschieden, so verschwindet weder F, noch F,_, identisch.

Wendet man den Satz von Sylvester auf die Determinante

ag coe ag—l—l——l 1

]a() ey

—1
@y g ovillyy g Oy yev.Oppig s zf

vy g Oy aafhyi) g x?

A
[ Bogqne e Qogyi1Gagqne e Bypyai x¢*
an, so erhilt man
B, ... B(J,L.l Go

1) A'F,

et T I Biipe. . By, G

B).,U “ e Bl,}.-—-l G)L
wo

(8-) G, =
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ist. Nun sei 4,,,=--=4,,,,=0, 4, und 4,,, von Null verschieden.
Dann ist
Ba’g == Ba+‘@ (e, B=0, 1, ..., 0--1)
und B,; =0, wenn a4+ < o—1 ist. Daher ist identisch
9) Fopy=-=F,,,=0,

aber, weil B, ,=4,,,, und G,=F, ist,

la(a—l)

A F, = (=17 AL F,

00+0

oder nach (14.) § 7 [vgl. Kronécker, Monatsberichte der Berliner Akademie
1878, 8. 99 (D.)] '

(10') Ag,g+aFg+a—1 = Ag+aFg-
Ich schliesse zundchst solche Werthe der Variabeln = aus, fiir welche
eine der Functionen F,, F,,,, die nicht identisch verschwinden, den Werth
Null hat. Ist dann o—1 gerade (oder Null), so liefert der Uebergang von

F, zu F,,, , keinen Beitrag zur Signatur, ist aber o—1 ungerade, nach (13.)
§ 7 den Beitrag

1 1
(1) —(=1)2"Sign(F,Fypos) = —(— 1)% 'SigN(Ayy o Appra) = —Sigh (4,410
Da aber dies Vorzeichen von & unabhiingig ist, so hebt sich dies
Glied in der Differenz (3.).
Dagegen liefert der Uebergang von F,,, , zu F,,, den Beitrag

(12.) Sign(F, 51 Fos) = 8ign(AyyoAgeioFyFyro)-
Daher ist #s gleich der Aenderung, die der Ausdruck
(13.) Zsign(F,_,F)) = Zsign(A4,A,,F,F)

beim Uebergange von « zu ' erfihrt. Dem Summationsbuchstaben i sind
links nur die Werthe zu ertheilen, fiir die 4, (A > 0) von Null verschieden
ist. Da aber fiir die anderen Werthe F,_, F, verschwindet oder, falls 4, = 0,
A;_; und A;,, von Null verschieden ist, ein Quadrat ist [Kronecker, a. a. O.
S. 100 (F)], so kann 4 auch alle Werthe von 1 bis »—1 durchlaufen.
Fiir die Signatur s selbst ergiebt sich aus der obigen Entwickelung die
Formel

(14.) s+h = Zsign(F,,F),

wo die Summe nur iiber die oben definirten Werthe von 4 zu erstrecken
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ist, und die Constante h den Werth

(15.) h = Zsign(4,4,)) (i—x gerade)
hat. '

Ist speciell &' = 4o und == —oo, 50 hat sign(F,_,F,) fiir diese
beiden Grenzwerthe gleiche Werthe, wenn der Grad von F,_, F;, gerade ist,
aber entgegengesetzte, wenn er ungerade ist. Sind nun A, und 4, (A > »)
von Null verschieden, wihrend A,.,...A,_, verschwinden, so ist

(10*-) AzAFl—l = AKFZ'

Daher ist der Grad von F,_,F, gleich #-+, und wenn x-1 ungerade
ist, so hat der Coefficient von x*t* dasselbe Vorzeichen wie A4,A4,;.
Folglich ist fiir diesen Fall

(16,) ,;_ As = 25ign<A, Axl) {A—2x ungerade)

ausgedehnt iiber die Glieder der Reihe
A, A, Ay . A, A,... A,

fiir welche A—x ungerade ist. Dieselbe Regel ergiebt sich direct aus dem
in § 7 erhaltenen Resultate, nach welchem die rechte Seite der Gleichung (16.)
gleich ' = —s ist.

§ 10.

Die Formel (13.) § 9 bleibt auch giiltig, wenn « oder ' Werthe
annehmen, fiir die eine der Functionen F, den Werth Null hat. Um dies
zu beweisen, brauche ich die zwischen den Functionen F, bestehenden
linearen Relationen. Nach Formel (1.) § 5 ist

TN | a ... T Q.. Gy @, 1
1| = )
@y - a29_2x<’ Aoy - - - aze_zac?
1 ] 1
| Bgsr -« - Bry T a, .. a29A1m9+ Gy Qypa By, T°

also wenn man die erste dieser Determinanten mit F, bezeichnet (F, = )
und die letzte mit H, (H, =0, H, = a,z—a,):

(L) F.—aF, = H,

¢



212 Frobenius, iber das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen.

In dem System

a .Gy @, a, 1 0

Qpt oo v Gy s Uy s Uy 070

@y Oy Oy @y, 1
von ¢-+1 Zeilen und von ¢+3 Spalten bezeichne ich die aus den ¢+1
Spalten 0, ..., ¢—2, «, A gebildete Determinante (9+1)-ten Grades mit
(e, 3). Dann ist nach einem bekannten Satze

) (o=1, 9)(e+1, ¢+2)+(o—1, 0+1)(0+2, 0)+(0—1, 0+2)(0, 0+1) =0,
also

(3.) A, F, —AF,4+AH, = 0,
falls man

A;:’a‘, Cee 8, 4, l

Byy v Qop3 oy 11
(A = a,) setzt.
Endlich ist nach dem Determinantensatze (1.) § 2
(4.) AFopy = A Fyp— A, F,.
Eliminirt man aus diesen drei Gleichungen F, und H,, so erhilt
man die Recursionsformel

(5') A Fu+1+(AQ e+1” Ag+1A m‘4u‘40+1>F +Ag+1 o—1 = 0'

Dieselbe ist von Jacobi (De eliminatione variabilis e duabus aequa-
tionibus algebraicis, Ges. Werke Bd. 3, S. 319) gefunden und von Joachimsthal
(dieses Journal Bd. 48 S. 397) und Hattendorf (Die Sturmschen Functionen
§ 11) auf anderem Wege bewiesen, hier aber zum ersten Male nur aus
Identititen zwischen Determinanten hergeleitet worden.

Die Formel ldsst sich auf folgende Art verallgemeinern: Sei wieder

Appy=-=A,45,=0, 4, und 4,,, von Null verschieden. Nach Formel
(1) § 5 ist
a .G,y 1 a, By T ay...Qy_ By 1
G =] L . _
g T gy, TN B,y el @t

| L]

+2 W)
i ag+l-..a29+l__1we | a9+1_1-.-a29+2_2 wg ! i ag...azg__Qagg.i_l_lxg
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Wendet man ferner die Relation (2.) auf das System

ao .« e ae__z ae_.l ae+;__1 1 O

_o—1
ae_l e aze_g age_g aze+l_2 :l:e 0
ae LY aze_g aze_l 029_”__1 :L‘g 1

an, so ergiebt sich

(6.) BO,A-IFQ—I_CI F9+ AQ(GA_wGZ—l) = 0,
wo
Gy o By By g
(7) CA = 3
|%—1 ev ey a2e+l—2|
also C,= A4, ist.

(4

Endlich ist nach (7.) § 9 :
Bu .. 'Ba-—l G(J l

ASF,

eto Ba—l LR 320—2 Ga—-l
!BU,U .« BU,U—I G,,

4
@

213

Multiplicirt man die letzte Spalte mit A, = C, und zieht dann von
jeder Zeile, von der letzten angefangen, die vorhergehende, mit « multiplicirt,

ab, so erhilt man

B, ...B,_, C,F,

B,—zB, ...B,—zB,_, C,F,—B,F,_,
A3+1Fg+a = . .

B,.—2B,_,...By_—2By_y CosF,—B,,F,
Bo,u“"l'Bo-x <. Ba,u—1‘f$B2a—2 Ca-Fg"'Ba—l Fg-—l

B, oo By C 0 B, .. B,

B,—zB, ...B,—zB,, C, B, B,—zB, ..B,—xzB,_,

- - —F (1) -

Ba—l— $Ba—2 ves B2a—~2_wB2o—3 Co—~1 . Ba-—z Bo-—l—wBo—2 LR
Ba,u——.’l:B,,_l "o Bo’a_.l—mBga_g Cd B(I—l Ba’o—wBo-__l .

Bza—z— T 320—3

v Bcr,a—l""wB%——Z

Da aber By= B, =+-- = B,_, =0 ist, so ist der Coefficient von —F,_, gleich

1 o(o~—1)

(-1)? BiY} = A3 A, B,

also von der Variabeln x unabhingig. Bezeichnet man den Factor von
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F, mit 4;7'Q, ., %0 ist demnach
<8> Aqu+a

Abgesehen von einem constanten Factor ist also

= 09-'-6’9 F e _Ae+0Ae,e+v

Frobenius, iber -das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen.

F

o—1°
F,_, der Rest der Division

von F, , durch F, Fiir den mit Q bezeichneten Quotienten erhilt man
durch einfache Umformungen den Ausdruck
B, ...B,, C,
Bl .. BU 1+C()$
9) A7 Qg0 = |- - -
Ba—-l cae B2a—2 Ca 1+Ca—-2517+ +Cowa_1
Bu,() L] Bo,a-—l Ca +Ca—lw+"'+clwa 1+ C“w“
Nach dem Satze von Sylvester ist daher, weil C, = A, ist,
a ...a,, a, Bioq 0
By yooolyy o Gy yoo.ly,q o 0
(10.) 09_‘_0,9 —_ 0—1 29 2 2‘) 1 2@1—0’ 2
Gy el y Gy Oy, G
ag-}—a e a'29+o—1 aZg+a RN PR P Co+Ca—1w+"‘CU$o

Ersetzt man in der Formel (8.) ¢ und ¢+o0 durch i und wx, so

lautet sie
(8*) AF,—Q,,F+A,A,F,_, =0,

wo Q,; eine ganze Function vom Grade u—42 ist. In der Reihe der Grossen
(2) § 6 seien A,, 4;, A,(x<4<Tw) von Null verschieden, wihrend die
zwischen ihnen liegenden Determinanten 4, verschwmden Dann geht diese
Recursionsformel nach (10*) § 9 iiber in
| AzA s

(11.) AzF —0.,F+ i F, = 0,
und es ist nach (18.) § 7
(12) A = (17O
Sind in deg Reihe der Grissen: 4, 4, 4, ... nur d1e Determinanten
(13) A, A, Ay ... A, A A, ... A
von Null verschieden, so konnen von den Functionen
(14.) 'Fl) FaFﬁ PREPN Fx FA F“) . e ‘Fr
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nicht zwei auf einander folgende fiir denselben Werth von « verschwinden,
weil sonst nach (11.) auch F, (=1) fiir diesen Werth verschwiinde. (Der-.
selbe Satz wird in § 11 durch directe Berechnung der Resultante von F,
und F, bewiesen.) ,

Bezeichnet man jetzt wieder mit A, und A4,,, zwei auf einander
folgende Glieder der Reihe (13.), so liefern die Determinanten F,_,, F,,
Foioy F,, fiir die Signatur s den Beitrag

(15.) sign(F,_, g)-l-Sigﬂ(Fm—lFmI
und dazu kommt noch, falls 6—1 ungerade ist, das Glied
(16) _<—1)*08ign<Ag+aAg,g+o)7

das sich in der Differenz s'—s aufhebt. Dabei ist aber vorausgesetzt, dass
fir den betrachteten Werth von « keine jener Functionen den Werth Null
hat. Ist aber F,=0, also auch F,,, , =0, so sind F,_, und F,,, von
Null verschieden, und diese beiden auf einander folgenden Determinanten

liefern dann nach (13.) § 7 zur Signatur den Beitrag Null oder
(_1>&68ign<Fg—1 Fe+o),

je nachdem o ungerade oder gerade ist. Nach Formel (8.) ist aber, weil
F,=0 ist, AF,.,=—A,,,A4,,..,F,, und mithin ist jenes Vorzeichen
gleich (16.). " Demnach bleibt die Formel (13.) § 9 auch fiir solche Werthe
von « unverindert giiltig, fiir die eine der Functionen F, verschwindet,
deren Index ¢ <Zr ist. In dem hier betrachteten Falle bleibt dies Ergeb-
niss auch fiir ¢ =r giiltig. Denn weil das System f,,, nach der Voraus-
setzung einen Theil eines unbegrenzten Systems bildet, wird sein Rang fiir
einen Werth von z, fiir den F, =0 ist, gleich der in der Reihe (16.) § 7
mit ¢ bezeichneten Zahl. ‘

Das in der Formel (13.) § 9 ausgesprochene Resultat lisst sich nun
mit Hiilfe der Recursionsformel (11.) und der Stetigkeitshetrachtungen, die
der Sturmschen Deduction zu Grunde liegen, auf eine andere Form bringen.
Um die Aenderung zu ermitteln, welche der Ausdruck (13.) § 9 in einem
gegebenen Intervalle erfihrt, lasse ich die Variable = dasselbe stetig
wachsend durchlaufen. Dann kann sich jener Ausdruck nur an einer
solchen Stelle #ndern, wo eine der Functionen F;, verschwindet. Ist A <Zr,
so sind an dieser Stelle F, und F, von Null verschieden. Aus (10*) §9
und (8%.) folgt aber ,

(17) AF, F,—A,,F,F, .+ A,F,_,F, = 0,
28*%
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wo F,_, dem F, und F,_, dem F, proportional ist. Wenn nun F,, also
auch F,_, fiir einen bestimmten Werth von = von der mten Ordnung ver-
schwindet, so verschwindet in jener Formel das erste und dritte Glied genau
von der Ordnung m, das mittlere aber mindestens von der Ordnung 2m.
In der ndichsten Umgebung einer Stelle, wo F, verschwindet, haben daher
F,_,F, und F,_,F, entgegengesetzte Vorzeichen, und folglich ist

sign(F,_, F;)+sign(F,_F,) = 0,

gleichgiiltig, auf welcher Seite der betrachteten Stelle = liegt. Durchliuft
also z stetig wachsend ein gegebenes Intervall, so kann sich der Ausdruck
(13.) § 9 nur dann, und zwar um 2, —2 oder O #ndern, wenn x durch
eine Wurzel der Gleichung F, =0 hindurchgeht. Legt man einer solchen
die Charakteristik +1, —1 oder O bei, je nachdem, wenn x wachsend durch
sie hindurchgeht, F,_,F, vom negativen zum positiven, vom positiven zum
negativen tibergeht oder das Vorzeichen nicht wechselt, so ist demnach,
falls ' >z ist, L4s gleich der Summe der Charakteristiken der zwischen
« und z' liegenden Wurzeln der Gleichung F, =0, ist also durch die beiden
Functionen F, und F,_, allein bestimmt.

§ 11.

Um mittelst des gefundenen Satzes die reellen Wurzeln einer be-
liebigen algebraischen Gleichung in einem gegebenen Intervall charakterisiren
zu konnen, ist zu untersuchen, ob man die Constanten @; so bestimmen
kann, dass F, und F,_, zwei vorgeschriebene Functionen werden (vgl.
Kronecker, Gottinger Nachr. 1881, 8. 274). Zu diesem Ziele fiihrt die
folgende von Kronecker (Monatsber. der Berliner Akademie 1881, S. 600)
gefundene Identitit: Setzt man

lau |
1) Ge(a:, y) = — Byye e Gy ge1)
1 ...z 0

80 ist .
(2) Fg(m)Fe—l(y)—Fg(y)Fg—l (w) = Ae(m'—y)Gg(ms !/)
Setzt man nimlich in der Formel (1) § 6 ;=4 y;=9¢% 5=0, so er-
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hiilt man
ay...0, 11

—(z—9)G,(z, y) =

Ay ... Gy oY
Wendet man dann auf das System

G .Gy Gy ] 1 0

—1,,0—1
PN Y Y Lo Ll |
@, Oy 2Oy T Y° 1

von ¢+1 Zeilen und ¢+3 Spalten die Relation (2.) § 10 an, so erhilt man

die Formel (2.).
Seien F(z) und G(z) zwei ganze Functionen von den Graden r und
r', A der Coefficient von " in F, und sei

3) R = A" IIG(x))
ihre Resultante, wo das Product iiber die r Wurzeln &, der Gleichung
F(z) =0 zu erstrecken ist. Setzt man dann

F(2)G(y) —F(y)G(2) .

r—y

- %ﬁﬂ basz"y’,
o ist, falls ' < r ist, ‘
(4~) 2:'_'_ b()g. .e b"-’,r—l — (__ 1)*7‘(#‘—1) Ar—-r‘ R,

Ist nun A, von Null verschieden, und betrachtet man —}—Gg(a:, ¥)
4

als bilineare Form von 1, «, ..., ®" und 1, gy, ..., y*~', so ist sie die
reciproke Form von %f%“ a,.s%,Ys, und folglich ist ihre Determinante gleich
2

A% Ist also der Grad von F,_, gleich ¢/, so ist die Resultante von F,
und F,_, gleich
(5. , (=1t gere,

Damit ist von neuem bewiesen, dass F, und F,_; theilerfremd sind, wenn
A, von Null verschieden ist.

Die Grossen ay, @y, ..., @,_, geniigen nur der einen Bedingung, dass
A, von Null verschieden ist, wenn r der Rang des Systems a,,, ist. Die
Coefficienten der Functionen F, und F,_, sind ganze Functionen von
@y, @y ..., Gy, von den Graden r und r'<r. Sind umgekehrt diese
beiden Functionen bekannt, so ist A4, der Coefficient von =’ in F,.. Aus
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der Formel (2.) ergeben sich dann die Coefficienten b,, der bilinearen Form

5

1
6.) A G.(x, y) = ﬁﬁ‘lbaﬁmd?]ﬁ-

Ist Za,,x,y, ihre reciproke Form, so ist, wie Jacobi (a. a. O. § 5)
gezeigt hat, und ich in § 12 auf einem directeren Wege beweisen werde,
a,,=a, z nur von der Summe der Indices abhingig. Hat man so a,
@y ..., O_, bestimmt, so wird der Ausdruck (6.) § 9 fiir F, eine lineare
Function von a,,_,

(7') Fr == ——a2r——1 E’——l ($)+H)

wo H die Determinante (6.) § 9 ist, falls man darin ¢ = macht und @, _,
durch O ersetzt. So findet man @,_, und daraus, dass in dem System (1.)
§ 8 alle Determinanten (r41)-ten Grades verschwinden, ergeben sich der
Reihe nach a,,, @4, ..., @, _, durch Auflosung je einer linearen Gleichung
mit einer Unbekannten, die mit A, multiplicirt ist.

Seien jetzt umgekehrt F und G zwei beliebig gegebene ganze Fune-

tionen der Variabeln z, die folgenden Bedingungen geniigen:
Der Grad ' von G ist kleiner als der Grad r von F. Ist A
der Coefficient von " in F, so ist die Resultante von F und @

1
gleich (—1)7r(T~I)A’+”‘1, also von Null verschieden.
Ist die letztere Bedingung nicht erfiillt, und ist R die Resultante der
theilerfremden Functionen F und &, so kann man eine reelle Constante &
80 bestimmen, dass ihr kF und kG geniigen. Denn dazu muss

! 1
kr+r’R — (__ 1) 2 ( 1)<I£A>r+r'—1 Oder Ii — (___1)7 (rhl)Ar‘H"—lR—l

sein. Man setze nun in der eben geschilderten Rechnung F, G und A an
die Stelle von F,, F,_, und A, und berechne dann aus den eindeutig be-
stimmten Werthen a,, a, ..., @,_, umgekehrt nach Formel (6.) § 9 und
(2.) § 6 die Grossen F,, F,_, und A,. Nach jener Rechnung ist fﬁ,‘(,‘l @i 5T, Y5

die reciproke Form von

F(z)G(y)—F(y)G(z)
®) A(z—y)
Nach Formel (4.) ist daher die Resultante von F und G gleich

1
= 5{, baﬂ$ayﬂ.

lr(r-—l)

<—1> : Ar+r,2:|:. b()t) LX) br—l,r~1
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1
und nach der Voraussetzung gleich (—1)° =1 A1 Folglich ist
ZibUU"'br-],r—l == A_l,

und mithin ist die Determinante A, der reciproken Form X, ,z,y, gleich
A, also ist A,= A von Null verschieden. Da die reciproke Form von der
reciproken Form wieder die urspriingliche ist, so ist

9  F@Gy)—Fy)G) = F()F_(y)—F.@F._(z).

Vergleicht man auf beiden Seiten die Coefficienten von g, so erhiilt
man, weil A=A, ist, G(x) = F,_(z). Mithin ist

F@)—F.(x) _ F)—F(y) —k
Fr—l(-’”) E‘—l(y)

von « unabhingig, also

F(x) = F,+kF,_, = —(a,_—k)F._,+H
Da aber a,._, so zu bestimmen ist, dass F= —a,_,G+H ist, so ist k=10
und F=F.,.

Fiir die praktische Anwendung der Formel (13.) § 9 ist es vortheil-
haft, die inihr auftretenden Grossen alle durch die in Formel (6.) definirten
Constanten b,, auszudriicken.

Nach den Eigenschaften reciproker Systeme ist

(10.) A7'A, = Ztbyb,

und A;'B,; ist gleich der Unterdeterminante, mit der in dieser Determinante
das Element b,,,,,, multiplicirt ist. Ferner ist

i
(Zbpua®) bypss - by

(11) A7'F, =

1

(Zb, 2" br—1,9+1 ce br-l,r41
wo sich 4 von 0 bis ¢ bewegt. Denn diese Determinante bleibt ungeiindert,
wenn man A die Werthe von 0 bis r—1 durchlaufen ldsst. Ersefzt man dann
0 1 7—1
durch

Ayy @ypry v oy Gypyy, G =0,1, ..., p—1)
so verschwinden die Elemente der ersten Colonne. Daher kann sie sich

von der Determinante (6.) § 9 nur durch einen constanten Factor unter-
scheiden. Dass aber dieser richtig bestimmt ist, folgt aus der Formel (10.).
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Kronecker hat in seinen Untersuchungen ausser den Functionen F,(x)
auch die Functionen
N 0

a...a, a

(12) Gg(f'7> = la,. .. @y 11 ayx+a,

Gy - - Oy Gx a2 @,
(Gy= 0, G, = a,) benutzt. Sie geniigen denselben linearen Recursionsformeln
(6.) und (11.) § 10 wie die Functionen F, und stehen zu diesen (vergl.
Kronecker, Monatsbher. der Berliner Akademie 1881, S.564) in der Be-
ziehung

(13) F,_.G,—~G, ,F, = 4;,
so dass

GD — — —)
(14.) G = W I T aa STE S T Y e
4

ein Nidherungswerth des Kettenbruchs ist, in den sich
GT p— -2 —
(15.) = G 2% s IR O MY R PP

entwickeln lidsst. Da aber seine Darstellung gerade dadurch, dass er so
viele Reihen von Functionen gleichzeitig betrachtet hat, etwas an Ueber-
sichtlichkeit eingebiisst bat, so habe ich Werth darauf gelegt, die ganze
Untersuchung mit Hiilfe der Functionen F, allein durchzufiihren.

§ 12.

Die Bestimmung der Signatur ldsst sich in #dhnlicher Weise wie bei
den recurrirenden Formen, bei quadratischen Formen

(1'> Zﬂgﬂlaaﬂuauﬂ
durchfiihren, die ich Bézoufsche Formen nennen will, deren Coefficienten
a,; in folgender Art aus 2n-+2 unabhingigen Grossen

Por -+« oy Pus Gn - - o q.
zusammengesetzt sind. Sind
@2) Flu) = %‘Iﬁplu"“l, G(u) = Zliﬂqlu”“‘
zwel ganze Functionen nten Grades der Variabeln w, so ist
(3'> F(u) G(U)—F(U)G(u) _ g—laaﬂun—l—-a vn~1—ﬁ.

u—o a,f
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Ist die Determinante der Form (1.) von Null verschieden, so sind F(») und
G(u) nach (4.) § 11 theilerfremd und umgekehrt. Fiir diesen Fall ist die
Theorie solcher Formen schon in § 11 behandelt. Fiir den Sturmschen
Satz aber ist es von Wichtigkeit, die erhaltenen Formeln auch auf den Fall
auszudehnen, wo F(u) und G() einen Divisor gemeinsam haben.
Multiplicirt man die Gleichung (3.) mit #—eo, so erhilt man durch
Coefficientenvergleichung '

(4) App—1—Cp 18 Psqp—Psqa = Qup, (@ Bf=0,1,...,n)

und diese Formel ist auch fiir die Grenzwerthe 0 und # richtig, wenn man
festsetzt, dass @,, =0 ist, falls einer der Indices negativ oder grosser als
n—1 ist. Speciell ist

(5-> Ay = Oy = dup, Qo = Qp_14 = d,.
und allgemein
(6‘) Qppy = da,ﬁ+ da-—],ﬂ+1+d —2,ﬂ+2+""

wo die Summation so lange fortzusetzen ist, bis der erste Index O oder der
zweite » wird. Aus der Identitit

(7') dl)ndaﬂ+d(Jadﬁn+‘1()ﬂdna =0
folgt
(8 ) Q10 p 1~ Mg 10501 = an—l,()aa—l,ﬂ — Q1,301
Sind allgemeiner «f3...9 irgend r der Indices 1, 2, ..., »—1 und ebenso

zh...7, 80 ist

N e (PR e |

T—1 % Ao, T

Die Gleichheit dieser beiden Unterdeterminanten (r4-1)-ten Grades ist von
Jacobi [a. a. O. § 12, (40.)] gefunden, seine Angabe iiber das Vorzeichen +
ist aber. unrichtig. Nach dem Satze von Sylvester ist némlich

r—1

a(J,n—lzi a(),n—l App—1°+- a9,1—1
= 3+ (au,n—1 Q1051 aa,n-——l) o (a(),n—l A1~ Q)71 “&,n-—l)
=2t (an—l,()aa——l,u S aa—l,()) cen (an—l,(J Ay 17— Cp17 a{)-—l,ﬂ)

r—1

= Qy10 Eta, 100, 1By 15

Daher gilt die Formel (9.), wenn @,_, von Null verschieden ist, und folglich
Journal fir Mathematik Bd. CXIV. Heft 3. 29
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gilt sie auch fiir alle Werthe der Variabeln p,, ¢,. Z. B. ist

( 0 12... n——2) _ (n——l 01... n——3)
n—112 ... n—2 0 23 ...n-1)
oder falls A,, in der Determinante A, = =+ay...a,_,,_, der Coefficient
von a, ist, A, o= A, ,; und ebenso allgemein A,, , =A4, ,, Mithin
bilden die Grossen A,; ein recurrirendes System.

~ Aus der identischen Gleichung

dal dxy + daz dy}. 'I'_ day dlz =0
folgt nach (4.)

(aj1 ,uil)J’(a;l x;,l)*(x: z:)*‘(a;l ‘“Il)

+( « i )+(oc—1 l—l)‘= 0

w—1 z—1 w %

Denn jene Gleichung kann man schreiben

- Z[xhuld,,d,, = 0;
“die Summe erstreckt sich iiber alle Permutationen der Indices x, i, w, das
Zeichen [xAw] ist fiir eine bestimmte Permutation gleich 1 und fiir jede
andere gleich +1 oder —1, je nachdem sie aus jener durch eine gerade
oder ungerade Substitution hervorgeht. Daher ist

(10.)

Z[rdu)(@oy1—012) Oy 1 — @,y ,) = 0.

Nun ist aber =[xAula,; .6,, , = =Z—[xiu]a,; ,a,_,,, weil die erste Summe
ihrer Bedeutung nach bei Vertauschung von » und u ungeindert bleibt.
Mithin ergiebt sich die Gleichung

] Z[?llu'](aa.l\—lax,y-l'*‘aa-—l,).ax—l,y) = 07
die. mit der Formel (11.) iibereinstimmt. Seien allgemeiner «f3...9x irgend
r (> 1) der Indices 0, 1, ..., n—1 und ebenso Au...0r. Setzt man dann
zur Abkiirzung

((a[;‘...&x))=( a ... 9 z)+(a—1ﬁ-1...8—1x—1),

lp...ot A-1lu—1...0—-17-1/ i ow ... 0 T

g0 besteht die Relation

av ({5 = Gl )+CE e+ (Gae)



Frobenius, iiber das Trdgheitsgesets der quadratischen- Formen. 223

Man kann dieselbe so schreiben

Zlohtt...0T) (@)1 Gp - Og o 1@y Oy 1305 s pyee By_148, ;) = 0.
Da diese Formel fiir r =2 schon bewiesen ist, will ich voraussetzen, sie
sei fiir Determinanten (r—1)-ten Grades richtig. Dann ist

S[ohp...0T)(@p 10+ O35 10,5 1+ s, OG5 0, 5,) = 0,

falls man nur 2%, g, ..., o, v permutirt (nicht ). Multiplicirt man mit
@,,_1, vertauscht dann auch 4 mit den iibrigen Indices und addirt die so
erhaltenen Gleichungen, so ergiebt sich, falls man in der zweiten Summe
z und = vertauscht,

St 0T)(@op—18p 1+ B9 5101~ Bup 1051y By 100, 1) = 0.

Nun ist aber nach (11.)
S[xdu...0t) (@100 s+ Oy, 1,) = 0,

falls man nur %, 4, 7 vertauscht. Multiplicirt man mit a;_,,...a5_,, und
vertauscht dann die Indices u, ..., 0 mit einander und mit », A, = und
summirt, so ergiebt sich

S[oht..0T)(Bp1Gs_y e @9 15007 1+ Oy 1 1@s s 4eeiBy 148, 1,) = 0,
und durch Addition der beiden entwickelten Gleichungen die zu beweisende
Relation.

Dieselbe ist ganz dhnlich gebaut, wie die von Kromecker entdeckte
lineare Relation ‘

O (yonad R (A4 B (VA AA K Wt
zwischen den Subdeterminanten eines beliebigen symmetrischen Systems a,;.
Schreibt man diese in der Form

S[xhu . .. 0tla,as,. .. a5,a6, = 0,
80 erkennt man unmittelbar, dass sich je zwei Glieder aufheben, die durch

Vertauschung von » und ¢ aus einander hervorgehen.
Speciell ist

(e Trems)- (G g )= (G et pta)) = 0
oder
B PO o B RS o IS PSR
29#*
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also
Gy .oy, y Gy Qp ey Gygyy
ae_l’() Ty a‘,_l’e_l ag__,”@ . ae_l,() “ o 09_1,9_1 ae,_l"@_‘_l
(13) Qo100 ¢+ Boyi,o—1 Boi1,p Aoy v o aa,é-—l Bs5+1
Ayy oo Byg_n  Qy, a7
Cop1pee e Gy yon By_14 o1
ap(, “ .0 ae’g_g aea aqﬁ |
.+ Setzt man
(14.) ‘ Ae = Ztay.. cBy_1,01
und
(15) Baﬂ = 2_'_"_ Ay« -+ ag—l,g—lag+a,g+/9:

8o ergiebt sich aus dieser Gleichung, wie in § 6 und § 7 der Satz:
Ist A, von Null verschieden und verschwinden

-Bﬂ)y‘ BUI? LS BU,G—Z’

so verschwinden auch A,.,, A,y ..., A, o1, und umgekehrt; die Grissen

(16.) Baﬂ = Ba+ﬂ a, B=0;1, ..., 0—1)
bilder dann eirn recurrirendes System, und wenn man
(17-) Ag,g+a = Ba-—l = BO,a—l = Bl,a——2 = =Dy
selst, so ist
. —l—a(a—l)
(18) Ag—lAe+o = (—1) ? Ag,e+a'

. Der Beweis passt aber nicht auf den Fall ¢ =0, wo 4,=1 und
B,;=a, ist. Wenn die Grossen am,' @y ..y Gy,, Verschwinden, so kann
man nur ‘dann mit Sicherheit behaupten, dass auch 4,, 4,, ..., 4,_, ver-
schwinden und dass die Grossen

. ‘ @op (&, 8=0,1,..., 0—1)
ein recurrirendes System bilden, wenn p, und ¢, nicht beide Null sind.
Denn unter dieser Voraussetzung folgt aus :

@01 = Poqa—GoPa = O; Ap—1=Pogs—qoPs = O, (@ 8=0,1,..., 0-1)
dass auch p,q,—psq, =0 ist, also 6,5, ="a,
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Angenommen 4,, 4, 4, ..., A, verschwinden und ¢ ist der grosste
Werth, fiir den 4, von Null verschieden ist. Dann bilden die Grossen

B,; = B, .4, @ B=01, ..., n—g=1)

ein recurrirendes System, in dem B,, B, ..., B, ,_. verschwinden. Dies
folgt daraus, dass alle Determinanten (o+1)-ten Grades auf der rechten
Seite der Gleichung (13.) Null sind. Nun gilt aber diese Gleichung auch
fir #=»—1 [und ist dann identisch mit der Gleichung (9.)]. Da fiir diesen
Fall die zweite Determinante links identisch verschwindet, weil a,, =0 ist,
80 zeigt sie, dass auch B,, , , =B, , ;,=0 ist, also die Determinanten
B,; simmtlich verschwinden. Da A, von Null verschieden ist, so ver-
schwinden folglich nach dem Satze von Kromecker alle Determinanten
(o+1)-ten Grades des Systems @,,, und mithin ist sein Rang r = g.

Der Rang r der Form (1.) ist der grosste Werth ¢, fir den A, von
Null verschieden ist, ausgenommen wenn p,= ¢, =0 ist.

In diesem Falle ist ndmlich ay=ay="--* @, =0, und mithin
A =A,=---=A,=0, wihrend der Rang r =0, 1, ... oder n—1 sein kann.

Aus den entwickelten Sitzen ergeben sich nun fiir die Signatur s
der Form (1.) genau dieselben Formeln, die wir in § 7 fiir die Signatur
einer recurrirenden Form gefunden haben.

§ 13.
Die erhaltenen Resultate wende ich auf eine quadratische Form
1.) Zf, .05

an, deren Coefficienten f,; Functionen einer Variablen « sind, aber den-
selben Bedingungen gentigen, wie die Coefficienten der Form (1.) § 12.
Indem ich die Bezeichnungen jenes Paragraphen beibehalte, setze ich

(2> 8 ";—1 a“ﬂwnal*ﬁ = Ta,

also z, =0 und

(3) F(z)G (u)—F(u) G(x) o G(:B, u) — Zg—lwaun—l—a,

r—u -
und, indem ich in der Gleichung (3.) § 12 die Functionen F(z) und G(u)

durch ;g% und G(x, u) ersetze,
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F(u) G(z, v)—F(v) G (z, u)
F(z)(u—v)

_ F(u)F(v) _ 6@

= o=y (= 5

— Zz—lfaﬁ un—l—a ”n«—l—-ﬁ
a,B

(4)

+(0—2) o +@—1) T}

Aus der identischen Gleichung
F(z)(F(u)G(0)—F(v) G(u) )+ F (u)(F(v) G(x)—F(x) G(v))+F(v)(F(x) G(w)—F(u)G(x)) = 0
ergiebt sich
F(x)(u—0)G(u, ©)+ F(u)(v—z)G(v, )+ F(o)(x—u)G(z, u) = 0
oder .
(F(u)G(z, v)—F(v)G(x, u))(v—x) = (—F(z)G@(w, v)+F)G(z, v))(u—o),

also

F(u)G(z, v)—F(v)G(x, u)
=) = )a—)

und folglich
(e—x) =Y, ﬁ?th_l—“v"“l_ﬁ = —Za,u " T (S 0 ) (Zpgom ).

==—m%@+m%@£$

Durch Coefficientenvergleichung erhilt man daraus
®) fop=fup-1 = —upatPs@F,  fro=po,F7.
Ich nehme nun an, dass p, von Null verschieden ist, und setze
6.)  pF,=F=%fy...[,, pF_.=F, F,=p,G—g,F.
Die Determinante ist gleich

e —1
fo() ﬁn'—-’vfuu .o -fue“w 0,0—1 Ty —auu'l‘Pp’voF Tooe —a0,9—1+pgw()F

F| - . = po| - . .
[fgu f;n"’a’feu tee fge'—mfg,e—l ' | xe _a90+p1weF_l _a919—1+p9w(’F—1 ‘
und mithin ist
Ay« + + Bypy Ty
(1) F, =
'aeo oo Bypy %l

Setzt man hier fiir , seinen Ausdruck (2.) ein, so verschwinden die Coef-
ficienten von "%, ..., 2", und demnach ist ¥, , eine ganze Function
(n—o0)-ten Grades, in welcher der Coefficient von &"~¢ gleich A, ist.
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Ist ferner
Gy vy @ |
8. G = |
( ) ? ag—l,() L ag—l,g——] xe—l !
ae.*_z,u ¢ s a9+1,?_1 :IIQ_H
also G, =F,, so ergiebt sich aus dem Satze von Sylvester
Boo o Bo,l—l Gl)
A
9.) AlF,,, = N
|Bm v Bm-l G,
Ist nun A4, == 4,,,.,=0, also By=---=B,, ,=0, so ist
auch F,,,=---=F, , ,=0, aber
. l0(:1——1)

AZ_IFHU—I = (1) Ae,9+ﬂFe
oder nach (14.) § 8
(10.) AgoroFoioms = AyioF,

Sind 4, und 4,,, von Null verschieden, so ist demnach F, eine ganze
Function vom Grade »—¢—o, in welcher der Coefficient von z"¢° gleich
Agoro I8t Ist A, von Null verschieden, so verschwindet weder F,_, noch
F, identisch, ausser wenn ¢ gleich dem Range r der Form (1.) § 12 ist.
Die Function F, verschwindet identisch, weil ihre Coefficienten Determinanten
(r+1)-ten Grades des Systems a,, sind.

Ersetzt man in der Gleichung (13.) § 12 o« durch o+ 4—1, multiplicirt
sie mit "' und summirt dann nach B von —1 bis »—1, so erhilt man

Ay« «« Qyg_o Byoyy—1 Lo
(11.) G—zG,_, = ) )
[@oo v v Wgo2 By oir—1 &,

Wendet man ferner auf das System

Ao oo Bygn Gy Byypi Ly 0
Q10 By 192 Wy_1,0—1 Bgr g i1 Tg1 0
Geo Opo— Bgg1 Boerrt T 1

von ¢+1 Zeilen und ¢+ 3 Spalten die Relation (2.) § 10 an, so ergiebt sich

(12) A4,(G,—=G,_,) = C,F,—B,; ,F,_,,
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wo
G oo Bopy Bygyi
13) C, =
Qo1+ o+ Bo—10—2 Bo191 31
ist. Aus diesen Relationen folgt, wie in § 10:
(14.) AForo = QpioeFo—AypioAyioFy s

Wenn man also die Function F, ; vom Grade mn—¢ durch die Function F,
vom Grade n—e¢—o dividirt, so ist der Rest gleich F,,, und der Quotient
die Function Q,.,, vom Grade o, die sich, wie in § 10 (9.) und (10.) als
Determinante darstellen lisst.

Die obige Deduction ldisst sich mit geringer Modification auch auf
den Fall o =0 anwenden. Ist « der kleinste Werth > 0, fiir den 4, von
Null verschieden ist, so verschwinden @, ..., a,_, wihrend '

G 1 =Gy =" =0,_19= A,
von Null verschieden ist, und die Grossen
a,; (6 A=0,1, ..., a—1)

bilden ein recurrirendes System, dessen Determinante

1
(15) 4, = ()74,
ist. Daher verschwinden F,, ..., F, , wihrend
(16.) A()g.Fa—l = AaFo
ist. Endlich ist
Gy RN Ty !
F, = A=y 0o Qg 1—TAyg 1 T3—TX
Qo= TCy_10+ + ¢+ Qg1 LUy 141 Ly~— LTy

Multiplicirt man die Gleichung (3.) mit #—w, so erhilt man durch
Vergleichung der Coefficienten von »"*

7., T — BT,y = p,G—q,F
und folglich nach (5.) §12 und (6.)
p(za—ax, ;) = p,Fy—a,_;,F.
Demnach ergiebt sich
18.) F, = QuF,—A4,4,F_,,
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WO
Qyy .+ Qyg—1 Po
(19.) PUQ = Gy .o Qry g PitpoT
Iaall e a’a.a—l pa+Pa—1$+"'+Po$a1
ist.
Sind in der Reihe der Determinanten A,
(20.) A, A, Ay ... A, A A, ... A, A, A, o<e<p.<z<D
von Null verschieden, so ist
4,4, A
(21) AF,—Q,F+ ZA:A wF, =0,
und wenn man %, 4, u durch o, 7, r ersetzt,
(22)) 0..F, = A4 p,

Aus den Gleichungen (18.), (21.) und (22.) folgt, dass die Funection
F, oder F,_, vom Grade n—r der grosste gemeinsame Divisor von F_, und
F, oder nach (6.) von F und G ist. Dividirt man jede der Functionen
(28) F, F, F, F, ... F, F, F, ... F, F,
durch F,, so werden je zwei auf einander folgende theilerfremd und die
letzte eine Constante.
Nun seien = und «' zwei bestimmte Werthe, fiir die F, also auch
F,, von Null verschieden ist. Ist dann s die Signatur der Form (1.) fir
den Werth « und ¢’ fiir &', so ergiebt sich, wie in §9 und § 10, die
Relation '
(24) ds = 4=y 'sign(F,_,F,) = 4 Zsign(A; A, F, F)).
Die erste Summe kann iiber alle Werthe von 4 von O bis n—1 er-

streckt werden oder auch nur iiber die Werthe 0, o, ..., 0, 7.
Mit Hiilfe der Gleichung
(25') A%F,u—lF,u—QplFle—l_l_AiFA—lFl =0

kann man nun, wie in § 10, den Werth des Ausdruckes

ds = 4Zsign( F;," £l>
T T

Fi o o

. 0 die

Charakteristik y =41, —1 oder 0 bei, je nachdem, wenn die Variable «
Journal fir Mathematik Bd. CXIV. Heft 3. 30

berechnen. Man lege einer reellen Wurzel der Gleichung
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wachsend durch sie hindurchgeht, %—;"— vom negativen zum positiven

iibergeht, oder vom positiven zum negativen, oder das Vorzeichen nicht
wechselt, und bezeichne die Summe der Charakteristiken der zwischen «
und ' () liegenden Wurzeln mit

Jene drei Fille treten fiir die Wurzel « ein, je nachdem die Entwickelung von
F, F
Fo - po(poG""IoF)

nach Potenzen von z—ea mit einer ungeraden Potenz von z—a anfiingt, die

einen positiven Coefficienten hat, oder mit einer solchen, die einen negativen

F F, ..
F. und A theiler-

= ( identisch mit denen

Coefficienten hat, oder mit einer geraden Potenz. Da

F_,

fremd sind, so sind die Wurzeln der Gleichung

T

von FFT: =0 oder von g = 0. Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich die
Gleichung

(@6 s = =5, )
Die Berechnung der Summe

ZSign<A1Az1FnFZ>
ldisst sich noch mittelst der Formeln (19.) § 8 etwas vereinfachen.

Sind unter den Differenzen der Indices xiw...§n der Reihe (20.)
n—&, ..., u—»A gerade und A—x ungerade, so folgt aus jenen Formeln

1
@17.) sign(4,) = (—1)* " “sign(4,)).
Um also 4s zu berechnen, hat man nur die Vorzeichen der Werthe
zu bestimmen, welche die Functionen (23.) fiir die beiden Werthe = und 2’
annehmen, und ausserdem noch, wenn 4—zx gerade oder wenn gleichzeitig
A—z ungerade und u—24 gerade ist, das Vorzeichen des Coefficienten A4,; der
hochsten Potenz z"~* in der Function F.,.
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