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INTRODUCTION.

Ce travail contient quelques théorèmes généraux sur les catégories abé-
liennes et quelques applications de ces théorèmes à l'étude des modules.
Nous avons consacré beaucoup de papier aux rappels et à l'énoncé de
propriétés élémentaires des catégories abéliennes; il y a deux raisons à cela :
la première est que le sujet est assez neuf et que nous voulons donner aux
énoncés la forme qui nous convient.

La deuxième raison est que nous aimerions convaincre les non-spécialistes
et leur offrir un exposé d'ensemble : disons donc à ce groupe de lecteurs que
les catégories abéliennes ont été introduites par BUCHSBAUM et GROTHENDIECK
pour généraliser les méthodes homologiques de CARTAN et d 'EiLENBERG [6].
Une comparaison montrera tout de suite l'intérêt de cette notion : soient
{Mi}i^i une famille de modules sur un anneau A^ Ti le treillis des sous-
modules de Mi(içf) et Hom^(J^, My) le groupe abélien foi me des appli-
cations ^-linéaires de Mi dans M/(i,jçl). L'un des objectifs de la théorie
des treillis est d'étudier la famille des modules Mi au moyen de la famille
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des treillis 77,; de même, l'objectif de l'algèbre homologique est l'étude
des Mi au moyen des groupes Hom^(^, M^) et des lois de composition qui
relient ces groupes. Pour un choix convenable de la famille (J^-)^/, la
donnée des Hom^(A/;, M/) et des lois de composition permet de reconstruire
les treillis 7^ ( 77, est le treillis des « sous-objets » de A/,). Les données sont
donc plus copieuses en algèbre homologique; il s'ensuit que les résultats
sont plus précis.

Les résultats auxquels nous aboutissons s'appliquent principalement aux
cas particuliers que voici :

a. Catégorie des modules à droite sur un anneau nœthérien a droite.
— Nos énoncés se traduisent alors dans le langage classique de la théorie
des modules ; nous faisons partiellement cette traduction pour nous conformer
aux traditions établies. Il ne fait cependant aucun doute que l'étude des
catégories de modules fait intervenir des catégories abéliennes plus générales
(voir la notion de catégorie quotient).

b. Catégorie des faisceaux quasi cohérents sur un préschéma nœthérien
(cette application est traitée au chapitre VI).

c. Catégorie des groupes algébriques commutatifs (voir C19], cette appli-
cation sera l'objet d'une publication ultérieure).

d. Catégorie des algèbres de Hopf sur un corps, connexes, à multipli-
cation et diagonale associatives et commutatives (cette application ne mérite
pas une publication).

Le chapitre 1 est formé de rappels et de compléments à la littérature
publiée jusqu'à ce jour. Nous insistons spécialement sur la notion d'équi-
valence de deux catégories : deux catégories A et B sont équivalentes si elles
sont isomorphes lorsqu'on définit les morphismes de la façon suivante : un
morphisme de A dans B est la classe des foncteurs de A dans B qui sont
isomorphes à un fondeur donné. Si l'on adopte ce point de vue, on a, par
exemple, le résultat qui suit : soit A un anneau avec élément unité tel que
tout ^4-module à droite unitaire, projectif et de type fini soit libre; soit A
(resp. B) la catégorie des modules à droite unitaires sur A [resp. sur
l'anneau M.n(A) formé des matrices (n, n) à coefficients dans A}\ le groupe
des automorphismes de A (resp. de B) est le quotient du groupe des auto-
morphismes de l'anneau A [resp. de l'anneau 'M.^(A)] par le sous-groupe
des automorphismes intérieurs. Comme les catégories A et B sont équi-
valentes (cf. chap. Y, § 1), on retrouve que les quotients considérés sont
isomorphes.

Le chapitre II présente la matière que nous travaillons dans la suite :
disons de façon approximative qu'une catégorie abélienne est nœthérienne
si tous les objets de cette catégorie sont nœthériens, qu'une catégorie
abélienne est localement nœthérienne s'il y a des limites inductives, si le
foncteur limite inductive est exact et si tout objet est limite inductive d'objets
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nœthériens. Nous montrons que toute catégorie nœthérienne A est équi-
valente à la catégorie des objets nœthériens d'une catégorie localement
nœthérienne B. Réciproquement, la catégorie B est équivalente à la catégorie
des fondeurs additifs, contravariants et exacts à gauche de A dans la caté-
gorie des groupes abéliens. La catégorie B est donc équivalente à une catégorie
quotient de la catégorie de tous les fondeurs additifs et contravariants de A
dans les groupes abéliens ; il s'ensuit que B est « presque » une catégorie de
modules (c/. chap. 1T, § 1).

Dans le chapitre III, nous nous intéressons au « langage modulo C »
de SERRE : soient A et B deux catégories abéliennes, T et S deux fondeurs
additifs, T : A ->B, S : B-^A. Nous supposons que T est exact, que S est
adjoint à T et que T o S est isomorphe au fondeur identique de B. Dans ces
conditions, la catégorie Ker 77, qui est formée des objets A de A tel que TA
soit nul, est épaisse [10]; de plus, T définit par passage au quotient une
équivalence entre la catégorie quotient de A par Ker 77 [10], et la catégoriel.

Réciproquement, soient C une sous-catégorie épaisse de A, et 77 le fondeur
canonique de A dans A/C [10]. Nous disons que C est une sous-catégorie
localisante de A s'il existe un fondeur adjoint à T.

Lorsque A est la catégorie des modules sur un anneau commutatif.4, nous
pouvons donner l'exemple qui suit : soient Z une partie multiplicative de A^
B la catégorie des modules sur l'anneau A^ et T le fondeur qui associe à
tout ^4-module M le « localisé » M^. Le fondeur T définit par passage au
quotient une équivalence entre >l/Ker T et B.

Le chapitre IV contient quelques résultats sur les catégories localement
nœthériennes : nous prouvons qu'un objet injedif d'une telle catégorie A
est la somme directe d'une famille d'objets injectifs indécomposables. Nous
nous occupons aussi de la dimension de Krull de A ; pour cela, nous
« filtrons » A à l'aide de sous-catégories localisantes ^oC^iC^C . . . telles
que les quotients A^/A^ soient des catégories localement finies (c'est-à-dire
que A^/Ai est localement nœthérienne et que tout objet est limite indudive
d'objets de longueur f in ie ) ; nous associons à ces catégories localement finies
des anneaux topologiques complets qui jouent le même rôle que les anneaux
locaux complets en algèbre commutative.

Le chapitre V traite des applications à la théorie des modules. Lorsque A
contient dans son centre un anneau commutatif nœthérien /?, et est un
7?-module de type fini, nous explicitons les constructions proposées au cha-
pitre IV. Nous montrons, en particulier, que l'étude des catégories A^/Ai
est équivalente à l'étude des complétés de A pour certaines topologies.
Ce chapitre propose un plan pour attaquer les anneaux nœthériens non
commutatifs. Il reste à savoir si les méthodes envisagées sont praticables
dans l'étude des anneaux usuels. Signalons à cet égard un anneau que
DIEUDONNÉ a introduit dans l'étude des groupes formels :

Soient k un corps algébriquement clos de caradérisque p > o, W l'anneau
des vecteurs de Witt à coefficients dans k et (T l'automorphisme de Frobenius
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de W. Nous désignons par A l'anneau dont les éléments sont les séries
formelles de la forme

a==w+^a,.^+^^.F^'
r=i s==l

où w, a,, et bs parcourent l 'anneau W \ la multiplication est définie par les
règles suivantes :

V.F=F. V==.p, F.w=(7(w).F et w. V=V.a(w) si wç.W.

L'anneau A est nœthérien (à droite et à gauche). Si nous notons A la
catégorie des .A-modules à droite, on a :

— Tout objet simple de A est isomorphe à A / ( F . A 4- V'.A).

— Si AQ est la plus petite sous-catégorie localisante de A qui contienne
A / ( F . A +V.A), tout objet simple deA/Ao est de l'un des types suivants :
A/F. A, A/V.A oviA/ÇV'^—F^.A avec (r, ç)==i.

— Si Ai est la plus petite sous-catégorie localisante de A qui contienne
les modules ci-dessus, tout objet simple de A/A^ est isomorphe à A.

Ce travail a déjà été présenté dans trois exposés :

— Objets injectifs dans les catégories abéliennes, Séminaire Dubreil-
Pisot^ t. 12, 1958-1959, n° t7, 82 pages.

— La localisation dans les anneaux non commutatifs, Séminaire Dubreil-
Pisot^ t. 13, 1959-1960, n° 2, 35 pages.

— Sur les catégories localement nœthériennes et leurs applications aux
algèbres étudiées par Dieudonné (Groupes formels), Séminaire J.-P. Serre,
1959-1960.

CHAPITRE I.

Quelques rappels sur les catégories.

L'objet de ce chapitre est de rappeler quelques définitions et notations sur
les catégories. Nous supposons que le lecteur a pris connaissance des cha-
pitres 1 et II de [10]. Cependant, comme le temps a fait son œuvre depuis 1957,
nous ajoutons quelques compléments à l'article de GROTHENDIECK ; ces complé-
ments sont dus pour une grande part à GROTHENDIECK lui-même et ils seront
exposés dans un prochain Ouvrage [7]. C'est pourquoi nous nous permettons
d'omettre la plupart des démonstrations.
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1. Les univers de Grothendieck. — Un ensemble U est un univers si les
axiomes suivants sont vérifiés :

Ui : Si (yti)içi est une famille d'ensembles appartenant à U, et si 1 est un

élément de U, alors la réunion U Xi est un élément de U.
i

Ua : Si x appartient à U, alors l'ensemble { x \ à un élément appartient à U.
Ug : Si x appartient à X et si X appartient à U, alors x appartient à U.
Û4 : Si X est un ensemble appartenant à U, l'ensemble ^{X) des parties

de X est un élément de U.
Ug : Le couple (œ, y ) est élément de U si et seulement si x et y sont des

éléments de U.

Il convient d'ajouter aux axiomes habituels de la théorie des ensembles un
axiome assurant que tout ensemble appartient à un univers. Dans ce cas il
existe un plus petit univers contenant un ensemble donné. Nous choisissons
une fois pour toutes un univers tt qui ne « variera » pas dans tout ce qui
suit. Bien entendu, nous supposons U assez grand pour que l'ensemble Z
des entiers et éventuellement d'autres ensembles soient des éléments de U.
Le lecteur pourra s'exercer à prouver les corollaires suivants des axiomes :

— Si Y est contenu dans JT, et si X appartient à ÎI, alors Y appartient à U.
— Si X et Y sont deux ensembles appartenant à U, la réunion X\J Y et

le produit cartésien X x Y sont des éléments de U.
— Si .3? et j appartiennent à U, l'ensemble ( x^ y \ appartient à U.
— Si (^-)/e/est une famille d'ensembles appartenant à U, et si / appar-

tient à U, alors le produit | \Xi appartient à U.
iç.1

— Si X est un ensemble appartenant à U, le cardinal de X est stricte-
ment inférieur au cardinal de U.

2. Définition des catégories. — Une catégorie C est constituée par les
données suivantes :

— Un ensemble OC dont les éléments s'appellent les objets de C.
— Pour tout couple (Af, N ) d'objets de C, on se donne un ensemble

noté Homp(^f, N) dont les éléments sont appelés morphismes de M dans N

on écrira souvent / : M->N OVL M-j^ N au lieu de fçïîomp(M, 7V) j.

— Pour tout triplet (Af, TV, P) d'objets de C, on se donne une applica-
tion pi du produit Hom^(Jf, TV) x Homp(7V, P) dans Homp(Af, P) ("on
notera g o / ou g oc/au lieu de pi(/, g)\ on dira que |JL est V application de
composition^.
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Ces données sont soumises aux axiomes Ci et €2 :

Ci : Soient/, g et h trois morphismes : / : M->N, g : N->P et h : P->Ç.
Dans ces conditions, on a l'égalité ho(g-of) ==: (ho g-) of.

G-2 : Pour tout objet M de C, il existe un morphisme I M : M-> M tel qu'on
^t 1^7 oy==y et ^-o ij^ ==^ chaque fois que ces égalités ont un sens.

Si C est une catégorie, il existe pour tout objet M un seul morphisme ij/
satisfaisant à €2. Il porte le nom de morphisme identique de M. Si / : M—> N
est un morphisme de C, l'objet M s'appelle la source de /, l'objet N le but
de f. Nous noterons dorénavant MC la somme des ensembles Homp(Af, 7V)
et nous l'appellerons l'ensemble des morphismes de C.

Dans la suite, UEns ou Ens (resp. UAb ou Ah) désignera la catégorie des
ensembles (resp. des groupes abéliens) :

— Les objets de Ens (resp. de Ah) sont les ensembles appartenant à U
(resp. les groupes abéliens dont l'ensemble sous-jacent appartient à U).

— Si M et N sont deux objets de Ens (resp. de Ah), un morphisme de M
dans N est une application de M dans N (resp. une application linéaire de M
dans N).

— La loi (y, ^)—> ̂  ° f est la loi usuelle de composition des applications.

Les définitions données coïncident avec celles de [10], à ceci près que les
objets d'une catégorie sont ici les éléments d'un ensemble. Le lecteur voudra
bien se reporter à [10] pour la définition de notions telles que les suivantes :
diagramme commutatif, monomorphisme, sous-objet (appelé sous-truc
dans [10]), générateur, etc. Nous nous contentons de préciser quelques
notations et abus de langage :

Un sous-objet de M (resp. un quotient de M) est un monomorphisme
i^:N->M (resp. un épimorphisme p ^ ' . M — ^ Ç ) . Nous dirons souvent
que N est un sous-objet de M et que ij^ est le monomorphisme canonique
de N dans M (resp. que Ç est un quotient de M et que p^ est l'épimor-
phisme canonique de M sur Ç).

Si C est une catégorie, la catégorie duale de C sera notée C°. Si (C^^çi est

une famille de catégories, nous désignons par | | Ci la catégorie produit :
iç.1

— Les objets du produit |j Ci sont les éléments du produit des
ici

ensembles OCi.

— Si (Mi)içj et (^Vi)içi sont deux objets de la catégorie produit, un mor-

phisme du premier dans le second est un élément du produit FT Hom? {M^ Ni).
iç.l
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— La composition est définie par la formule

(/.M^=(/^,^).
Signalons enfin qu'une sous-catégorie pleine de C est une catégorie D

satisfaisant aux conditions suivantes :

— Les objets de D sont des objets de C.
— Si M est un objet de ^, tout objet de C isomorphe à M est un objet

àeD.
— Si M et N sont deux objets de D, ïîoniyÇM, TV) est égal à îîomç(M, N ) .
— La loi de composition de 0 est induite par celle de C.

Nous dirons dorénavant qu'une catégorie C est une U-catégorie si
}îoïïip(M, N ) appartient à l'univers U pour tout couple (M\ N ) d'objets
de C. Sauf mention expresse du contraire, toutes les catégories considérées
dans cet article sont des Xi-catégories. Chaque fois que nous parlerons de
système inductif (resp. de système projectif) d'objets d'une U-catégorie,
nous supposerons implicitement que ce système inductif (resp. ce système
projectif) est indexé par un ensemble appartenant à U. Chaque fois que nous
parlerons de la somme directe ou du produit direct d'une famille d'objets
d'une U-catégorie, cette famille sera supposée indexée par un élément de U.
Nous dirons que C est une catégorie avec limites inductwes si tout système
inductif (indexé par un élément de U) d'objets de C possède une limite
inductive. De même, nous dirons que C est une catégorie avee générateurs
s'il existe une famille de générateurs qui est indexée par un élément de U.

3. Foncteurs. — Soient C et D deux catégories. Un fondeur F de C
dans 0 (on note F : C -^D) est constitué par les données suivantes :

— Une application M—> FM de OC dans 00.
— Pour tout couple (Af, N ) d'objets de C, on se donne une applica-

tion F(M, N ) de Bomç(M, N ) dans Hom^(/W, F N ) . [Nous noterons

aussi F au lieu de F{M\ N).}

On suppose aussi que (Ff)o(Fg) est égal à F ( f o g ) chaque fois que la
source de / coïncide avec le but de g.

Par exemple, si C est une sous-catégorie pleine de 0, nous appelons fondeur
canonique de C dans 0 le fondeur F qui est défini par les égalités suivantes :
FM==M si MÇ.OC', Ff=f si fçMC. Dans le cas où C coïncide avec 0,
nous dirons aussi que F est le fondeur identique de C. Nous noterons
alors I p au lieu de F.

Le lecteur notera, qu'avec la terminologie de [10J, nous ne considérons
ici que des fondeurs covariants. Lorsque aucune confusion ne sera possible,
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il nous arrivera de ne pas expliciter les applications F (M, N ) , mais seule-
ment l'application de OC dans 00 qui est associée à F. Le symbole M--^-^ F'M
désignera alors le fondeur F.

Les fondeurs de C dans 0 sont les objets d'une catégorie que nous note-
rons HomÇC^ 0) et dont les morphismes sont définis de la façon suivante :
soient F et G deux fondeurs de C dans 0\ un morphisme (ou morphisme
« fondoriel » ) cp de F dans G consiste en la donnée, pour tout objet M de C,
d'un morphisme cp(A/) : FM->GM. On suppose en outre que, pour tout
morphisme y: M —> N de C, le diagramme suivant est commutatif :

FM^GM
\Ff \ Gf

FN^ GN

Si cp : F-> G et L? : G—>H sont deux morphismes fondoriels, le
composé ip o cp est défini par la formule

^o^)(M)=^(M)o^(M).

Il en résulte en particulier que cp est un isomorphisme de Hom(C^ 0) si et
seulement si cp (M) est un isomorphisme pour tout objet M àe,C\ on dit alors
que cp est un isomorphisme fondoriel.

Considérons maintenant deux objets ^T et Y de C; comme nous supposons
que C est une U-catégorie, Homp(^T, Y ) est un élément de U. Nous dési-

gnons par ^T, Homp(^T, .) ou Hom(^T, .) le fondeur y—^Hom(^T, Y )

de C dans Ens. Si f : JT—>- X ' est un morphisme de C, nous désignons par f ou
par Hom(/, . ) le morphisme fondoriel qui applique l'élément g de
^r^Hon^JT, Y) surrélément^o/deJrr=Hom(.r , Y ) .

Les applications X ̂ -^ X et f^->f; définissent évidemment un fondeur
de C° dans Hom(C^ Ah). Nous allons examiner ce fondeur d'un peu plus près :
pour cela, soit F un fondeur quelconque de C dans Ah ; tout élément Ç de FX
définit alors un morphisme fondoriel £ de X dans F : pour tout objet Y
de C, '^(Y) est l'application f—>(Ff) (^) de ^rr==Hom(^r, Y) dans .FF.

PROPOSITION 1. — Pour tout objet X de C ^application i;^>£ de FX
dans Hom(^r, F ) est bijective.

En effet, soit cp un morphisme fondoriel de X dans F\ soit © l'image de ijc
par l'application cp(^) de Hom(^, JT ) dans .F^T. Dans le cas où cp est égal
à ^, <p n'est autre que H. Il reste donc à prouver que 9 == Ç si ^ = = < p . Autre-
ment dit, nous devons montrer que pour tout objet Y de C et pour tout
morphisme / : X—>Y^ on a l'égalité

cp(r)(/)^(jy)(o.



332 P. GABRIEL.

Ceci résulte du diagramme commutatif

Hom(^, Y)-W>FY
A ^

îlom(X,f)\ Ff\

Hom(.T, X)-^>FX

et du fait que ^r== cp(^T) (ix)-

COROLLAIRE 1 [11]. — Si X et A'' sont deux objets de C, l'applica-
tion /—^Hom(/, .) de Hon^^T7, X ) dans l'ensemble des morphismes
fonctoriels de Hom(JT, . ) dans îîom(^¥' . ) est bijedive.

On prouve le corollaire en remplaçant F par X ' dans la proposition 1.

COROLLAIRE 2. — Tout isomorphisme du fondeur Hom(^T, . ) sur le
fondeur Hon^^T7, . ) est induit par un isomorphisme de X ' sur X.

Nous dirons dans la suite qu'un fondeur F de C dans Ens est représen-
table [11] si F est isomorphe à un fondeur IIom(JT, .). On dit aussi que X
est un représentant de F. Un tel représentant est évidemment défini à un
isomorphisme près.

En particulier, si le foncteur F qui associe à tout objet l'ensemble j 0 j est
représentable, nous choisissons une fois pour toutes un représentant 0 de F.
Ce représentant sera appelé Vobjet initial de C. Pour tout objet Y de C,
nous désignons alors par Yîy le seul morphisme de 0 dans Y.

De façon duale, Vobjet final 0' de C, s'il existe, est tel que Hom(J^, 0')
contienne un et un seul élément s y pour tout objet Y.

On dit que 0 est nul s'il est initial et final. Si M et N sont alors deux
objets de C, nous notons OM,N ou simplement o au lieu de YÎM ° s^v.

Donnons un autre exemple : on rappelle qu'une somme directe de deux
objets M et N est un triple! (jP, ^, v) formé d'un objet P et de deux mor-
phismes, u : M—> P et v '. N—>P\ de plus, on suppose que les applica-
tions Hom(M, X} et Hom (^, X) définissent pour tout objet X un isomor-
phisme de Hom(P, X) sur le produit cartésien Hom(^f, X) x Hom (7V, X).
L'objet P est donc un représentant du foncteur

^—>ïlom(M, X } x Hom(7y, X ) .

S'il existe des sommes directes de M et TV, nous en choisissons une que nous
notons (Af^/V, JM-> J N ) ' Nous disons alors que M^LN est « la » somme
directe de M et de N et quey^ et/y sont « les » morphismes canoniques.

La notion duale est la notion de produit direct de M et de N : s'il existe,
nous notons « le » produit M\tN\ « les » morphismes canoniques sont
notés OM et q^'
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Considérons maintenant les diagrammes ( i ) et ( 2 ) :

B B

/ /
(I) < (2) < •

C C

Une somme fibrée du diagramme (i) est un triplet (P, M, P) formé d'un
objet P et de deux morphismes, u : B — ^ P ^ v : C->P^ tels qu'on ait :
uoh=vok\ pour tout couple (6, c) de morphismes tels que boh e t c o k
soient définis et égaux, il existe un et un seul morphisme a dont la source
est P, qui a même but que b et c et qui satisfait aux égalités b=aou^
c = = a o p . S'il existe des sommes fibrées du diagramme (i), nous en choisis-
sons une que nous notons

(B^C.j^jc)'

Nous disons alors que B^jC est « la » somme fibrée du diagramme (i)
et quey/î etyç sont « les » morphismes canoniques.

La notion duale est celle de produit jibré : s'il existe, nous notons Z? 11̂  C
« le » produit fibre du diagramme ( 2 ) ; « les » morphismes canoniques sont
notés € / B et q'c-

^. Catégories additives (d'après Grothendieck). — Soit C une catégorie
satisfaisant aux axiomes suivants :

C Ad 1 : II existe un objet nul 0.
CAd2 : Pour tout couple (M^ N ) d'objets de C, le produit direct de M et

de 7V, de même que la somme directe de M et de N existent.

LEMME 1. — Si M et N sont deux objets de C^ il existe un et un seul
morphisme h(M, N) : MÎN—^MfIN tel qu'on ait

q^ h(M, N) OJ'M= IM, q'N^ ̂ W N) °JM=O, ^Â-o A(Af, N) 0^== î
qM^h{M,N)oj'N=o.

Si nous désignons par II (resp. I<) le foncteur

(Af, N) —^n./V^i-esp. (M, N) ̂ ->MIN]

de la catégorie produit CIIC dans C, le lemme 1 peut être complété par le

LEMME 2. — Les morphismes h (M ^ N) définissent un morphime fonctoriel
du foncteur ^ dans le foncteur II.

Supposons maintenant que C satisfait à un axiome de plus :

G Ad 3 : Pour tout couple (M, N ) d'objets de C, le morphisme h(M, TV) de
M 2 7V dans M II N est un isomorphisme.
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Dans ces conditions, nous pouvons supposer que M^N a été choisi égal
à MUN et tel que h (A/, TV) soit le morphisme identique de M UN. Nous
notons alors M Q) N au lieu de A/ J^ 7V ou M II TV. Il est facile de prouver que
l'identification de la somme directe avec le produit direct est compatible avec
« l'échange des facteurs M et N » et avec les isomorphismes canoniques de
( M Î N ) I P s u v M I ( N I P ) et de (^/IITV) HP sur M\\ ( N Î I P ) .

Si M est un objet de C^ nous désignons par A,y (resp. J^v) le morphisme,
dit diagonale de J1/dans M ff) M (resp. de M@M dans AT) qui est défini
par les égalités ^oA^==i^, ^oA^=ij/ (resp. ^M°J'M=ÎM, ^M°JM==ÏM)'
Si / et g sont deux morphismes de même source M et de même but 7V, nous
désignons par f-^- g le composé des morphismes suivants :

M-^ M ® M^ N © TV"-^ TV.

LEMME 3. — La loi interne (f^ g') -> f'4- g est commutative et associative.
Le morphisme oy^ ^ est un élément neutre pour cette loi.

LEMME ^. — Soient /, // : M' —> Net g^ g' : N —^ P des morphismes de C.
On a les égalités g^(f-Jr-f') ^^oy-h^o^ et (^+^) o/==^o/4-^o/.

Il existe des catégories satisfaisant aux axiomes CAdI , 2 et 3 et pour
lesquelles les monoïdes Hom (M^ N) ne sont pas des groupes abéliens. Ceci
ne peut avoir lieu si la catégorie C satisfait à l'axiome CAd^.
C A d ^ : Pour tout objet M, il existe un morphisme c(M) : M -> M tel que

le diagramme suivant soit commutatif :

M ——°—> M
1 -t-

^M\ \^M
Y ^ /©^W 1

M@M———^M@M

La commutativité du diagramme signifie que c(M) est un élément opposé
de ÎM dans Hom(Af, N ) . Il en résulte qu'un morphisme / : M-> N a pour
opposé le composé

c(N) of=foc(M).

PROPOSITION 2. — Si C est une catégorie^ les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

a. La catégorie C satisfait aux axiomes C Ad 1, 2, 3 et k.
b. La catégorie C satisfait à C Ad 1 et à l'une ou l'autre assertion de

G Ad 2 ; en outre, on peut munir les ensembles Hom (M^ 7V) d'une structure
de groupe abélien de telle façon que les lois de composition soient des
applications bilinéaires.

L'implication ( a ) = ^ ( b ) résulte des lemmes précédents. L'implication
(b) = > ( < % ) est classique; elle est démontrée dans [10].
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On appelle catégorie additive toute catégorie satisfaisant aux axiomes
CAdI , 2, 3 e t ^ .

PROPOSITION 3. — Soient C et 0 deux catégories additives et F un fondeur
de C dans 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Pour tout couple (Af, N) d'objets de C, l'application F(M^ A7) de
îîoïïiç(M, N) dans Hom<,(/^Af, FN) est linéaire.

b. Pour tout couple {M^ 7V) d'objets de C^ le triplet

( F ( M ( S N ) ^ F j ^ F j ' ^

est une somme directe de FM et FN.

Si les conditions équivalentes de la proposition 3 sont remplies, on dit
que F est un fondeur additif. On exprime la condition ( b ) en disant qu'un
fondeur additif commute avec la somme directe. Bien entendu, un foncteur
additif commute aussi avec le produit direct.

Sauf mention expresse du contraire, dans toute la suite, les fondeurs dune
catégorie additive dans une autre sont supposés additifs. Soit par exemple
C une catégorie additive. Nous avons vu que, pour tout couple (M^ 7V)
d'objets de C, l'ensemble Hom^(-/î/, 7V) est muni d'une structure « naturelle »
de groupe abélien. Nous désignons encore par Hom^(7^/, 7V) ce groupe abé-
lien. Le lemme h montre alors que le foncteur Y ^-> Hom^T^/, Y) de C
dans Ah est additif pour tout M.

On remarquera aussi que la catégorie duale d'une catégorie additive C est
additive. Ainsi ^T—^Homp(^r, 7V) est un foncteur additif de C° dans Ah.

5. Catégories abéliennes. — Soient C une catégorie additive et/ : M->A7

un morphisme de C. Nous supposons que/possède noyau, conojau, image,
coimage [10]. Soient i et j (resp. p et q) les morphismes canoniques du
noyau Ker/dans M et de l'image Im/dans 7V (resp. de 7V dans le conojau
Coker/et de M dans la coimage Coim/). On sait qu'il existe un morphisme
S" de Coim / dans Im / et un seul tel qu'on ait f==J o S" o q. Nous dirons que
2r est le morphisme canonique de Coim / dans Im /.

Une catégorie additive C est abélienne si les axiomes suivants sont vérifiés :

C Ab 1 : Pour tout morphisme/, les nojau et conoyau de/existent.
C Ab 2 : Pour tout morphisme /, le morphisme canonique de Coim/ dans

Im/est un isomorphisme.

La catégorie duale d'une catégorie abélienne est abélienne.
Nous supposons le lecteur familiarisé avec les raisonnements élémentaires

des catégories abéliennes. Lorsqu'on ne considère qu'un nombre fini d'objets
et de morphismes, les arguments utilisés sont ceux des groupes abéliens.
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Pour accroître cette ressemblance, nous nous servons couramment des nota-
tions suivantes : si N est un sous-objet de M, M/N désigne le conoyau de
^; si N et P sont deux sous-objets de M, N -h P est l'image du morphisme
de 7V® P dans M qui est défini par i^ et if-, de même M r\ N désigne le
noyau du morphisme de M dans M / N @ M/P qui est défini par les épimor-
phismes canoniques de M sur M/N et M / P . Si/: M--> N est un morphisme
d'une catégorie abélienne et P un sous-objet de M^ f{P) désigne l'image
de fo if; de même, si Ç est un sous-objet de N, /-1 ( Ç) désigne le noyau du
composé de/avec le morphisme canonique de N dans N / 0 .

Les théorèmes d'isomorphisme de Nœther restent valables dans une caté-
gorie abélienne. 11 en va de même des résultats sur les suites de composition
d'un objet, sur les suites de Jordan-Hôlder, sur la longueur d'un objet. De
même, nous renvoyons à [6] pour les sorties habituels sur les suites exactes,
les fondeurs exacts, exacts à gauche, à droite, les facteurs directs, les objets
injectifs.

PROPOSITION h-. — Si C est une catégorie abélienne^ il existe une somme
fibrée {resp. un produit /ibré) pour le diagramme (i) du paragraphe 3
[resp. le diagramme (2 ) du paragraphe 3].

Nous rappelons seulement la construction de Bl^C : si / y et je sont les
morphismes canoniques de B et C dans B Q) <7, B^L^C est le conoyau du
morphisme/^o h—jço k. Le morphisme canonique j de B dans B^L^C est
composé dejs et du morphisme canonique de B Q) C sur B ^^C. Le noyau
de / est l'image par h de Ker k\ le morphisme canonique de C dans B^^C
induit un isomorphisme de Coker k sur Coker j.

Rappelons aussi la construction de Bîl^C : si cfa et q'c sont les morphismes
canoniques de B © C dans B et C, B R^C est le noyau du morphisme
/° Ç B — g ° q c ' Le morphisme canonique q de Bïl^C dans B est le composé
du morphisme canonique de Bïl^C dans B Q) C et de q ^ ' Le conoyau de q
est le quotient de B par /"^(C)); le morphisme canonique de Bïl^C
dans C induit un isomorphisme de Ker q sur Ker g.

6. Catégories avec générateurs et limites inductives exactes.

PROPOSITION 5. — Si C est une catégorie abélienne avec générateurs et X
un objet de C, il existe un ensemble appartenant à U et ayant même
puissance que l'ensemble des sous-objets de X.

Soit en effet (^i)içi une famille de générateurs de C, l'ensemble 1 appar-
tenant à ÎI. On sait que la somme E des ensembles Hom(JT;, X) est un
élément de U. Nous associons à tout sous-objet Y de X la partie EY de E
qui est formée des morphismes dont l'image est contenue dans Y. Si Y' est
un sous-objet de X ne contenant pas Y, il existe un élément de ^^n'appar-
tenant pas à E{Y r \Y ' ) , car (^i)içi est une famille de générateurs de C.
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Autrement dit, l'application Y—> EY est une application injective de
l'ensemble des sous-objets de X dans l'ensemble des parties de E. Ceci
prouve la proposition.

Supposons maintenant, et pour la fin de ce paragraphe, que C est une
catégorie avec générateurs et limites inductives. D'après [10], il revient au
même de dire que C est une catégorie avec générateurs et qu'il existe une
somme directe pour toute famille d'objets indexée par un ensemble appar-
tenant à U. Si ces conditions sont réalisées, toute famille filtrante croissante
(Mn)nçE de sous-objets d'un objet M possède une borne supérieure : d'après
la proposition précédente, on peut supposer en effet que E appartient à U;
les morphismes canoniques de Mn dans M déunissent alors un morphisme

de la somme directe ^ Mn dans M. L'image de ce dernier morphisme est
HÇ.E

la borne supérieure des M^.
Soient /un ensemble ordonné filtrant, (M^ u^) et (TV;, v^-i) deux systèmes

inductifs, indexés par /, de morphismes de C( /eU) . Un morphisme du
premier dans le second est, par définition, une famille (fi)içiàe morphismes
de source M^ de but Ni et tels qu'on ait //o u^== v ji^ fi si y> i. Ainsi est
déunie la catégorie des systèmes inductifs indexés par /, et cette catégorie
est abélienne. De plus, le foncteur {M^ u^) —>lim Mi est exact à droite.

Si ce dernier fondeur est exact pour tout /ell, nous disons que C est une
catégorie avec limites inductives exactes.

PROPOSITION 6. — Si C est une catégorie avec générateurs et limites
inductives^ les assertions suivantes sont équivalentes :

a. C est une catégorie avec limites inductives exactes.
b. Si ( P i ) i ç [ e s t une famille titrante croissante de sous-objets de P, le

morphisme canonique de lim Pi dans P est un isomorphisme de lim Pi sur

la borne supérieure sup P;.
iç.1

c. Si (Pi)içi est une famille filtrante croissante de sous-objets de P, et
si Q est un sous-objet de P^ on a Inégalité

(supP,)nÇ=sup(P,nÇ) .

Les systèmes inductifs d'une catégorie abélienne avec générateurs et
limites inductives exactes C se traitent « de la même manière » que les
systèmes inductifs de groupes abéliens. Nous nous servirons beaucoup dans
la suite de la théorie des objets semi-simples d'une telle catégorie : un
objet S de C est dit simple s'il est non nul et s'il ne contient aucun sous-objet
distinct de S ou de 0. LTn objet est dit semi-simple s'il est isomorphe à une
somme directe d'objets simples. La théorie est en tous points analogue à la
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théorie des modules semi-simples [^]. Rappelons seulement quelques
résultats :

Soit S la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les objets semi-
simples de C; soit <^ l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets simples.
Si M est un objet de S et si À appartient à ,̂' nous désignons par M\ la
composante isotypique de type À de M : c'est la somme des sous-objets simples
de ^appartenant à ^. Nous désignons aussi par S\ la sous-catégorie pleine
de S dont les objets M sont tels qu'on ait M=M\. Dans ces conditions on a
les résultats suivants :

— Si / : M->N est un morphisme de S, f(M\) est contenu dans A\.
— Le foncteur Af—>- (M\)\ç^ définit une équivalence entre S et la caté-

gorie produit | | S\ (voir le paragraphe 8 pour la définition des équivalences).
À

— Si S est un objet simple de 5), le fondeur M —^Hom(^, M) définit
une équivalence entre S\ et la catégorie des espaces vectoriels [sur le corps
Hom(^, S)] dont l'ensemble sous-jacent appartient à U.

Signalons, pour terminer, que le théorème de Krull-Remak-Sclimidt est
vrai dans une catégorie abëlienne avec générateurs et limites inductives
exactes. De façon précise, disons qu'un objet M est indécomposable s'il est
non nul et si tout facteur direct de M est égal à 0 ou à M. On démontre alors
le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Soit C une catégorie abélienne avec générateurs et limites
inductives exactes. Soient {Mi) ici et { N j ) j ç _ j deux familles d'objets indé-
composables dont l'anneau des endomorphismes est local (^çll, JçVt). Si
les sommes directes

^Mi et ^N,
i ç j J'^J

sont isomorphes^ il existe une bijeciion h de 1 sur J telle que Mi soit iso-
morphe à N/i^i).

Rappelons qu'un anneau ^4, commutatif ou non, est dit local s'il possède
un élément unité non nul et si le quotient de A par son radical de Jacobson
est un corps.

AZUMAYA a prouvé ce théorème « dans le cas des modules » [2]. Le lecteur
est invité à reprendre cette démonstration en se servant de la proposition 6
pour éviter les raisonnements dans lesquels AZUMAYA parle des éléments d'un
module.

7. Foncteurs adjoints. — Le lecteur trouvera dans [20] la preuve des
résultats que voici :
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Soient A et B deux catégories, et soient T : A —^B et S : B—^A des fonc-
teurs. Nous désignons par Hom^F., .) et Hom^. ,^ . ) les fondeurs
suivants :

Hom^(77., .) : (A, B) —>Hom^(7L4, B),
Hom^(. , S . ) : (A, B) —^Hom^(y4, SB).

Ces fondeurs sont définis dans la catégorie produit A°ÏIB et ils prennent
leurs valeurs dans la catégorie Ens des ensembles. Un morphisme fondoriel

+ : Hom^r., . ) - ^Hom^( . , S ) .

définit, pour tout couple (^4, B) d'objets de A et de ff, une application

^(-4, B) : îîomg(TA, B)->î{om^(A, SB)

En particulier, si B est égal à 7^4, l'image du morphisme identique de TA
par l'application ^p(^4 , TA) est un morphisme W(A) : A—^STA.

LEMME 1. — Les morphismes ^V (A) définissent an morphisme fonctoriel W
du foncteur identique I» de A dans le fondeur S o T. Inapplication ̂  —^W
est bijective.

Nous rappelons seulement comment on peut reconstruire ^ connaissant W :
le fondeur S définit pour tout couple (A^ B) une application

S (TA, B) : Hom^(7L4, B) ->Hom^ (STA, SB).

L'application ^(A, B) est composée de S(TA, B) et de l'application de
îîom^(STA^ SB) dans Hom^(^, S B ) qui est définie par W(A).

De façon analogue, un morphisme cp : H o m j ( . , ^ . ) — ^ H o m p ( 7 7 . , . )
définit, pour tout objet B de B^ un morphisme ^ ( B ) : TSB—>B.

LFMME2. — Les morphismes ̂ (B) définissent un morphisme fonctoriel <]>
du foncteur T o S dans le Joncteur identique /g de B. L'application cp —^ ̂
est bijective.

Avec les notations précédentes, supposons donnés des morphismes fondo-
riels ^ et cp et soient W et <D les morphismes associés à ^ et cp par les lemmes
précédents :

PROPOSITION 7. — Pour que le morphisme fonctoriel composé ip o o soit
le morphisme identique du foncteur Homj (., S. ), il faut et il sufjit que
le morphisme composé

S^STS^S

soit le morphisme identique du foncteur S.
BULL. SOC. MATII. — T. 90, FASC. 3. 2."i
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PROPOSITION 8. — Pour que le morphisme fonctoriel composé cp o ̂  soit
le morphisme identique du fondeur Homn( T., . ), // faut et il suffit que
le morphisme composé

T II' (t) T
T—^ TST—> T

soit le morphisme identique du fondeur T.

S'il existe deux morphismes fonctoriels cp et ^ tels que ^ o cp et cp o ip soient
des morphismes identiques, nous dirons que le foncteur S est adjoint a T.
Dans cette terminologie, S pourra être adjoint à Tsans que T soit adjoint à -5.
Si S et S ' sont deux fondeurs adjoints à 77, il existe un isomorphisme fonc-
toriel de H o m ^ ( . , S. ) sur Hom. i ( . , S ' . ) . Cet isomorphisme définit pour

tout objet B de B un isomorphisme du foncteur Homj ( . , SB} sur le fonc-
teur Homj ( . , S ' B ) . Le corollaire de la proposition 1 entraîne la proposition

qui suit :

PROPOSITION 9. — Si S et S' sont deux fondeurs adjoints à 77, il existe
un isomorphisme fonctoriel de S sur S'. De même si S est un fondeur
adjoint à deux fondeurs T et T\ il existe un isomorphisme fonctoriel
de T sur T ' .

PROPOSITION 10. — Si T est un fondeur de A dans ff, les assertions
suivantes sont équivalentes '.

a. Il existe un fondeur adjoint à T.
b. Pour tout objet B de B^ le fondeur A —^Homo(7L^, B) est repré-

sentable.

Il est clair que (a) entraîne ( b ) . Réciproquement, choisissons pour tout
objet B de B un représentant SB du foncteur A —> Hom» ( TA, B) et un
isomorphisme fonctoriel ^ ( B ) : H o m ^ ( . , SB) ̂ -^ Hom^( T., B). Si

f : B—> B' est un morphisme de B^ il existe un et un seul morphisme
Sf : S B — ^ S B ' tel que le diagramme suivant soit commutatif

Hom^ ( . , SB) _!̂  Hom^( T., B)

II.m .(.,Sf)\ II.m (77.,/)
" 4 ' - ^

IIom^ ( . , S B ' ) ̂ -> Hom^ ( T., B ' )

On voit sans peine que les applications B -^-> SB et f —-> Sf déunissent un
foncteur adjoint à T.

Lorsque A et B sont deux catégories additives^ nous supposerons, confor-
mément à nos conventions, que S et T sont des fondeurs additifs. Ce qui
précède reste alors valable si l'on veut bien considérer que les fondeurs
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Homn(77 . , . ) et Homj ( . , S . ) prennent leurs valeurs dans la catégorie Ah
des groupes abéliens. Cela implique que les applications ^(^4, B) et cp(^4, .B)
sont linéaires. On a en outre la proposition suivante :

PROPOSITION 11 . — Soient A et B deux catégories abéliennes^ T un fonc-
teur (additif) de A dans B^ S un fondeur adjoint à T. Alors S est exact à
gauche et T est exact à droite.

Soit en eflet
o->B'-f>B-8^B"->o

une suite exacte de B. On a le diagramme commutatif suivant (A est un objet
arbitraire de A ) :

o——>î{om^(A, SB')——>}îom^(A, SB)——^Hom^(.4, SB")

Cp(^,7î') ç(^,2î) \ ( D ( ^ , B " )
Y Y Y

o——>î{omg(TA, B')——>ï{omg(TA, B)——^Hom^(7L4, B " )

La deuxième ligne est exacte et les flèches verticales représentent des
bijections. Il s'ensuit que la première ligne est exacte et que *S' est exact à
gauche. On démontre de façon analogue que T est exact à droite.

8. Équivalences de catégories. — Soient A et B deux catégories. Une
équivalence entre A et B consiste en la donnée de deux fondeurs, T : A ->B
et S : B-^A^ et de deux isomorphismes de fondeurs^ W : I A — ^ S O T et
€>' : I g ^ T o S . On suppose de plus que les morphismes TW : T-> TST
et ̂  T : T-> TST coïncident.

Il résulte des conditions imposées à 77, <S\ W et <Ï>' que les morphismes
fonctoriels S^' : S->STS et ^S : S-^STS coïncident également. Si W
et (D sont les isomorphismes fonctoriels inverses de W et €>', on voit donc
que W et <D font de S un fondeur adjoint de T. En particulier, la donnée
de T détermine -5' à un isomorphisme de fondeurs près. De même, les
morphismes fonctoriels W et <Ï>' font de T un fondeur adjoint à S.

Soient d^, ^[/, cp et q/ les morphismes fonctoriels associés respectivement à
y, ^P, <I> et ̂  comme cela a été expliqué dans le paragraphe précédent. La
donnée de W détermine ip et donc cp qui est le morphisme fondoriel inverse
de ^. On en déduit que si S et Posent donnés, la donnée de W détermine ^/;
et réciproquement....

LEMME 1. — Soit ( T, *S', ^F, e^) une équivalence entre A et B :

a. Pour tout couple (M, N) d'objets de A^ l'application T(M\ N) de
Homj(Af, 7V) dans IIomn( 7W, TN) est bijective.

b. Tout objet P de B est isomorphe à un objet de la forme TM.
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PKOPOSITION 12. — Si T est un fondeur de A dans B les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. Il existe un fondeur S : B-> A et des isomorphismes W : lu —>- S o T
et <D' : IQ—^ T o S tels que ( 77, S^ W, <Ï>') soit une équivalence entre A et B.

b. Le fondeur T satisfait aux conditions (a) et (b) du lemme 1.
c. Il existe un fondeur S : B->A tel que S o T soit isomorphe au fonc-

teur IM et que T o S soit isomorphe à In.

Nous dirons dorénavant que deux catégories A et B sont équivalentes s'il
existe un foncteur T satisfaisant aux assertions de la proposition précédente.
Dans ce cas nous dirons aussi que T définit une équivalence entre A et B.
Nous notons enf in que l'assertion ( c ) s'insère de façon commode dans le
formalisme suivant :

Si 3Î est un univers dont l'univers U est un élément, nous pouvons
construire une nouvelle catégorie E : les objets de E sont les catégories dont
l'ensemble des morphismes appartient à S3 (un identifie les objets aux mor-
phismes identiques); si A et B sont deux objets de £, Hom(>l, B) est
l'ensemble des classes d'isomorphisme de fondeurs de A dans B, la compo-
sition se faisant de façon évidente. On remarquera que E n'est pas une
U-catégorie. L'assertion ( c ) affirme que la classe des fondeurs isomorphes
à T est un isomorphisme de la catégorie E.

Pour f ini r , nous proposons au lecteur quelques exercices faciles, dont nous
utiliserons librement les résultats : soit ( 7\ S^ ^F, <D') une équivalence entre
A et B. Si y est un monomorphisme (resp. un épimorphisme), Tf est un
monomorphisme (resp. un épimorphisme). Si M est un générateur de A
(resp. un objet projedif de A ), TM est un générateur de B (resp. un objet
projedif de f f ) . Si P est le produit fibre du diagramme (i), TP est le produit
fibre du diagramme ( 2 ) ; on dit aussi que T commute avec les produits fibres.
Le fondeur T « commute » aussi avec les sommes fibrées, les limites induc-
tives.... D'une façon générale, les propriétés « homologiques » de deux caté-
gories équivalentes sont les « mêmes ».

M TM
\f \Tf

(i) )L ( 2 ) ^TL
/. /T,

N 7W

Les exercices précédents et la proposition 3 ont la conséquence qui suit :

PROPOSITION 13. — Soit T un fondeur définissant une équivalence entre
deux catégories addilives A et B. Alors T est un fondeur additif. Si A et B
sont deux catégories abéliennes^ T est de plus un fondeur exact.

La dernière assertion résulte de la proposition 11.
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9. Catégories abéliennes ayant assez d'injectifs. — Ce paragraphe est
consacré à quelques résultats sur les objets injectifs d'une catégorie abélienne B.
Ces résultats sont liés à la notion de catégorie dérivée qui est due à CARTIER
et dont nous présentons ici un « morceau » :

Soit / une catégorie additive et soit M la catégorie des morphismes de / :
un objet de M est un morphisme de /; si d : M -^ N et d' '. M'-> N ' sont deux
objets deA7,Hom^(û?, d ' ) est l'ensemble des couples (a, (3), açHomy(Af, M'),
(3eHom.(7y, TV'), tels que le diagramme suivant soit commutatif :

M-^->N

i^^ ^
M ' — — ^ N '

II est bien connu qu'en définissant de la façon évidente la composition des
morphismes, on fait de M une catégorie additive.

Avec les notations ci-dessus, nous dirons que (a, (3) est homotope à zéro
s'il existe un élément h de Hom»(7V, M ' ) tel qu'on ait (x==hod. Les mor-
phismes homotopes à zéro forment un sous-groupe de îïomiu,(d^ d ' ) et nous
désignons par Homi^(â?, d ' ) le quotient de tïoïï)mi(d^ d'} par ce sous-groupe.
Il est alors clair que les applications bilinéaires

Hom^(6/, d') x Hom^(<f, d") -> ïïom^(d, d " )

définissent par passage au quotient des applications bilinéaires

Hom^(^, d ' ) x Hom^(^, d " ) ->îîom^(d, d " ) .

Nous pouvons donc déunir une nouvelle catégorie additive Kl : les objets
de Kl coïncident avec les morphismes de / (donc avec les objets de AT) ; si d
et d sont de tels morphismes, Hom^»(ûf, d ' ) est choisi égal à Homiy(â?, d ' ) ;
les lois de composition, enfin, sont définies par passage au quotient à partir
des lois de composition de M.

Dans le cas qui nous intéresse, 1 est une sous-catégorie pleine de B dont les
objets sont des injectifs de B. Nous désignons par Ker le fondeur d—-> K.erd
de M dans B. Si d et d' sont deux objets de W, il est clair que les applications
Ker(<^, d ' ) de Homi.»(<^, d ' ) dans Homn(Ker<^, Ker ̂ définissent, par pas-
sage au quotient, des applications de Homiy(6/, d1) dans Homo(Kerâ?, K.erd').
Ces applications définissent en fait un foncteur (encore noté Ker!) de Kl
dans B.

PROPOSITION 14. — Soient B une catégorie abélienne, et 1 une sous-caté-
gorie pleine de B dont les objets sont des injectifs de B. Supposons réalisée
la condition suivante : pour tout objet M de B^ {légiste un monomorphisme
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de M dans un objet de I . Le fondeur Ker définit alors une équivalence
entre Kl et B.

Disons rapidement comment construire un fondeur S adjoint à Ker.
Pour tout objet M de B^ on choisit une suite exacte

o->M^I,M^l,M,

où/oAfet/i^sontdesobjetsappartenantà/ . Pour tout morphisme u : M-> N,
on choisit des morphismes UQ et u^ qui rendent commulatif le diagramme
suivant

o —-^ M-^^ I,M-^-> I,M

il i/o 1 lit

^ ./•V ^ ,̂ - ^o —-. N ——. /, A7 _^ /, TV

On voit facilement que l'image de (uo^ u^) dans Homjy^^iry, g^\ dépend

seulement de u. Si cette image est notée Su et si SM désigne le mor-
phisme g M-, les applications M-> SM et u->Su définissent un foncteur
adjoint à Ker.

COROLLAIRE 1. — Supposons réalisées les hypothèses de la proposition
précédente. Si la catégorie 1 est équivalente au produit dune famille (In)nçE
de catégories additives, la catégorie B est équivalente au produit de la
famille (^)/^.

Soit maintenant C une autre catégorie abélienne. Tout foncteur additif F
de / dans C se prolonge d'une manière évidente en un foncteur K F de Kl
dans KC. Par composition, on obtient un foncteur exact à gauche F ' de B
dans C :

B^KI^KC^C.

Réciproquement, si G est un foncteur de B dans C, nous notons G' le
composé du foncteur canonique de / dans B et de G.

COROLLAIRE 2. — Supposons réalisées les hypothèses de la proposition
précédente. Un fondeur G de B dans C est exact à gauche si et seulement
s'il est isomorphe à (G')'. Tout foncteur F de 1 dans C est isomorphe
a { F ' ) ' .

Le corollaire 2 montre que l'étude des fondeurs exacts à gauche de B
dans C est équivalente à l'étude de tous les fondeurs additifs de / dans C. Nous
nous servirons de ce fait dans le corollaire 3 et au début du chapitre II.

COROLLAIRE 3. — Soient B (resp. C) une catégorie abélienne^ 1 (resp. J)
une sous-catégorie pleine de B (resp. de C) satisfaisant aux conditions de la
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proposition 14. Un fondeur G de B dans C définit une équivalence entre
ces deux catégories si les conditions suivantes sont réalisées : G est exact à
gauche; GI est un objet de J pour tout objet 1 de 1 ; le Joncteur 1—-> Gl
définit une équivalence entre 1 et J.

Nous dirons dorénavant que B possède assez d'objets injectifs si la sous-
catégorie pleine de B qui est formée des objets injectifs satisfait à la condition
de la proposition 14. Lorsque cela a lieu, la proposition 14 montre que la
donnée de cette sous-catégorie pleine définit B à une équivalence près. La
proposition 14 est donc utile chaque fois qu'on connaît les objets injectifs
de B (cf. chap. IV).

Revenons-en aux hypothèses du corollaire 2. Avec les notations utilisées
dans la preuve de la proposition 14, nous voyons que G ' ) ' n'est autre que le
fondeur M —^Ker (Gg^). 11 s'ensuit que ( G ) ' est le o101110 fondeur dérivé
de G [6]. En outre, les morphismes G/M définissent un morphisme fondoriel
^\G—> (G'y=-. B0 G et le couple (7?° G, p) satisfait aux conditions de la
proposition 15 :

PROPOSITION 15. — Soit B une catégorie abélienne possédant assez d'objets
injectifs. Pour tout fondeur G '.B —>C de B dans une catégorie abélienne C,
// existe un fondeur B° G et un morphisme p : G —>- /?° G qui satisfont aux
conditions suivantes :

Le fondeur fi° G est exact à gauche; de plus, si cr : G-> H est un mor-
phisme de G dans un fondeur exact à gauche 77, il existe un morphisme
T: 7?° G —> If et un seul tel qu'on ait (T == T o p.

Soit ç'\G—>R G un morphisme fondoriel satisfaisant au même problème
universel que p :G—^7?°6r ; il est clair qu'il existe alors un isomorphisme u
de I î ' P sur 7?° F et un seul tel qu'on ait p ==uo o ' . La proposition 15 déter-
mine donc RQ G à un isomorphisme fondoriel près. Nous essaierons
d'étendre ces résultats lorsque B ne possède pas assez d'objets injedifs.

CHAPITRE II.

Foncteurs exacts à gauche et enveloppes injectives.

D'après un résultat de GROTHENDIECK [10], toute catégorie abélienne avec
générateurs et limites inductives exactes possède assez d'objets injectifs. Nous
commençons ici l'étude de ces objets injectifs. Nous montrons aussi comment
on peut ramener l'étude de certaines catégories à l'étude d'une catégorie avec
générateurs et limites inductives exactes.

1. Catég-ories de foncteurs. — Soient C et 0 deux catégories additives;
nous supposons que l'ensemble des objets et l'ensemble des morphismes de C
sont des éléments de V univers U. Dans ces conditions, nous désignons par
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Fonct(C, 0), et nous appelons catégorie des foncteurs de C dans D la sous-
catégorie pleine de HomÇC, D) dont les objets sont les fondeurs additifs
de C dans D (cf. chap. I, § 3).

PROPOSITION 1 . — Avec les hypothèses que nous avons faites ci-dessus^
Fonct(C, D) est une catégorie additive, Si 0 est une catégorie abélienne^ il
en va de même pour Fonct(C, D). Si 0 est une catégorie avec limites induc-
tives (resp. avec limites indue fives exactes^ resp. avec limites projectives)^
Fonct(C, D) est une catégorie avec limites inductives (resp. avec limites
inductives exactes^ resp. avec limites projectiv es).

Si E et F sont deux objets de Fonct(C, D)^ Hom(7^, F) est évidemment

un sous-ensemble du produit || Hom(7^Af, FM). Ceci montre que

M^OC
Fonct(C, 0) est une U-catégorie. Le reste est à peu près clair.

La suite de ce paragraphe est consacrée à V étude de Fonct(C,^A)
quand C est une catégorie additive dont V ensemble des objets et l'ensemble
des morphismes appartiennent à U. Nous désignons par Z[Cj l 'anneau qui
suit et qui n'a pas d'élément unité en général :

— Le groupe abélien sous-jacent à Z[C] est la somme directe des groupes
ïîomp(M^ N) lorsque M el N parcourent les objets de C.

— Soient fGlîomp(M, N) e t^eHomp(P, Ç) deux éléments de Z[C].
Le produit f. g est le morphisme composé fog quand 0 coïncide avec M.
Dans le cas contraire f .g est égalé à zéro.

Pour tout objet X de C, le morphisme identique ïx de X est un idempotent
de Z[C]. Si X et Y sont deux objets distincts de C, les idempotents ij^ et ly
sont orthogonaux : ï ^ . iy== Î Y ' ix^ o- 11 s'ensuit que, pour tout Z[C]-module
à gauche M^ l'élément i/\- définit une projection de M sur un facteur direct
ï^(M). Déplus, la somme des sous-groupes abéliens ï^{M) est directe et
elle est égale à Z[C].M\

LEMME 1. — Si N est un sous-module de M (resp. Ç un quotient de M)^
et siZ[C].M est égal à M, alors Z[C].N est égal à N {resp. Z[C].Ç est
égal à Ç).

Lîn élément m de M appartient en effet à Z[C].M si et seulement s'il
existe un nombre fini d'objets de C, soient ^T, Y^ .. ., Z tels qu'on ait

m := i x. m -+-1 y. m-{-. . . -+-1 z. m.

Lorsque cette condition est satisfaite pour tout élément de M^ il en va de
même pour N et Q.
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Le lemme précédent nous permet de définir une nouvelle catégorie abé-
lienne A :

— Les objets de A sont les modules à gauche M sur Z[C] tel que Z[C].M
soit égal à M^ et dont l'ensemble sous-jacent appartient à U.

— Si M et N sont des objets de A^ Homj (^/, N) est l'ensemble des appli-
cations Z[C]-linéaires de M dans N\ la composition des morphismes se fait
de la façon habituelle.

En particulier, le module à gauche sous-jacent à Z[C] et les idéaux à
gauche Z[C]. i^ sont des objets de A. Un morphisme cp de Z[C]. i^ dans un
objet M de A est déterminé par la donnée de l'élément cp( ix) de i^(M). Le
groupe abélien Horn^ (Z [CJ . ij, M) s'identifie donc à ix(M), etZ[C]. i^est
un objet projectif de A. Il en va de même de Z[C] qui est la somme directe
des Z[C].ix. D'où :

LEMME 2. — Le module à gauche sous-jacent à Z[Cj est un générateur
projectif de A.

PROPOSITION 2. — Les catégories A et Fonct(C, Ah) sont équivalentes.
Nous allons construire des foncteurs

T:A^¥oncl(C,Ab) et S:Foncl(C,Ab)->A

tels que S o T et To S soient isomorphes respectivement aux fonctions iden-
tiques de A et de Fonct(C, Ab).

Pour cela soit M un objet de A. Pour tout objet X de C, nous désignons
par (TM)^T le groupe abélien ï^(M) Pour tout morphisme f'.A'-> Y^
nous désignons par ( TM) (f) l'application Z-linéaire de ïx(M) dans 15 (M)
qui est indui te par l'homothétie de M définie par y. Nous avons ainsi défini
un fondeur TM de C dans Ab. En outre, si ^'.M—>N est une application
Z[C]-linéaire, cp applique i^{M) dans 1^(7^). Nous noterons ( T ^ ) ^
l'application de ix(M) dans ï x ( - ^ ) ainsi définie. Quand X parcourt les
objets de C, les applications ( T ^ ) Â " définissent évidemment un morphisme
fonctoriel de TM dans TN. La vérification du lemme suivant est laissée au
lecteur :

LEMME 3. — Les applications M —>- 7W, cp -> Top définissent un fondeur T
de la catégorie A dans Fond (C, Ab).

Réciproquement, soit F un objet de Fonct(C,^A). Si f\X-^Y est un

morphisme de C et m==(mx) un élément de ^ F^C^ nous définissons un
xçOC

produit y. m à Faide de la formule
( o si Z -^- F,

projection de /. m sur FZ == \'
( W)^) si Z = i Y ,
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La somme directe ^ FÂ se trouve ainsi munie d'une structure de module

xçOC
à gauche sur l'anneau Z[C]. Nous noterons SF ce module qui est évidem-
ment un objet de A. De même, si ^ : F-> G est un morphisme fondoriel,
nous noterons S^ l'application linéaire

^W: ^r-^&r.
x x x

LEMME ^. — Les applications F -> SF^ ^ -> S^ définissent un fondeur S
de Fond (C, Ab) dans A.

Il est clair que T et S satisfont aux conditions demandées. Ceci termine la
preuve de la proposition 2. Le lemme 2 entraîne donc la proposition qui
suit :

PROPOSITION 3. — La catégorie Fond(C, Ah) possède un générateur
projectif.

En effet, Z[C] est un générateur projectif de A. Il en résulte que TZ[C]
est un générateur projectif de Fonct(<?, Ab). Ce foncteur n'est d'ailleurs autre

que le foncteur Y ^-> ^V Homp(^T, V).

\çOC

2. Foncteurs exacts à gauche à valeurs dans une catégorie abélienne. —
Nous supposons maintenant que C est une catégorie abélienne dont l'ensemble
des morphismes et l'ensemble des objets appartiennent à U. Si D est une
catégorie abélienne, nous voulons étudier ici la sous-catégorie pleine de
Fonct(^, 0) dont les objets sont les fondeurs exacts à gauche de C dans 0.
Cette sous-catégorie pleine sera notée Sex(C, 0) (S comme sinister, ex comme
exact).

PROPOSITION h>. — Soit C une Vi-catégorie abélienne dont l^ ensemble des
morphismes et P ensemble des objets appartiennent à U. Soit D ime Vi-caté-
gorie abélienne avec générateurs et limites indudives exactes. Pour tout
foncteur F de C dans 0 il existe un fondeur R° F et un morphisme
p : F—>fi0 F qui satisfont aux conditions suivantes :

Le foncteur R° F est exact à gauche; de plus^ si Œ\F —> G est un mor-
phisme de F dans un fondeur exact à gauche G^ il existe un morphisme

T : R^F->G

et un seul tel guon ait a = T o p.

Nous avons déjà prouvé la proposition 4 lorsque C possède assez d'objets
injedifs (cf. chap. I, proposition 15). Il est bien connu d'autre part qu'on
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peut définir les fondeurs dérivés de F sous les hypothèses de la proposition h-.
Dans cette étude, nous nous intéressons seulement au o101110 fondeur dérivé
de F; nous utilisons une méthode dont BUCHSBAUM se sert dans la construction
des fondeurs satellites.

Quelques lemmes vont précéder la preuve de la proposition ^ : pour tout
objet A de C^ nous considérons l'ensemble S^ des suites exactes de la forme

S : o-^A-^M-^N-^o.
Si

Szzz.Ço-.A-^M-^N-^o) et S' = (o -> A -^ M' 4 N'^ o)

sont deux éléments de S^, on conviendra d'écrire S ^ S ' s'il existe un dia-
gramme du type

o—-^A-^ M -^—> N——>o
(*) 1./

Y ^ ^
o —-> A -"^Af—^ N'—-> o

LEMME 1. — La relation S^S' est une relation de préordre, filtrante
à droite.

Il est clair qu'on a affaire à une relation de préordre. Soient donc

S=(o->A-^M-'>N->o) et S ' == (o -> A ̂  M' -*> N ' -> o)

deux éléments de S /. Nous considérons le diagramme commutatif

A-!-——M'
ii I 1 I'M'
^ • 4"
M --^-.MI^M'

D'après la fin du paragraphe 7 (chap. I ) , J M et /jy sont des monomor-
phismes. On en déduit que la suite

S"= {o-> A /M^ MÎ^M'-^Coker (/yo u)-> 0}

appartient à S^/ et qu'on a -S^^ S^ S"^ S ' .
Si F est un fondeur de C dans D, et si S ̂ S\ le diagramme ( * ) entraîne

l'égalité (Fn) o ( F v ) = ( F v ' ) o ( F m ) . Il en résulte que Fm induit un mor-
phisme/de Ker(F^) dans K e r ( F ^ ' ) .

LEMME 2. — Le morphisme f ne dépend pas du choix de m et de n.

Soient en effet m'\ M—^M' un autre morphisme tel qu'on ait u'zzijn' ou\
soit n ' \ N — ^ N ' l'unique morphisme tel que n' o v soit égal à v ' o m ' ' . Alors



35o P. GABRIEL.

on a (m1— m) o u==o', d'où l'existence d'un w\N—^M' tel que m'—m==w o v.
11 s'ensuit que F m' est égal à F m 4- ( F w ) o ( F v ) . Le lemme résulte de ce
que { F w ) o ( F v ) s'annule sur Ker(Fv).

Nous notons désormais FS l'objet Ker(Fv) et F(S\ S ) le morphisme/
de Ker(T^) dans Ker( /< T^ / ) . Si S ' ^ Sel S ' ' ^ S^ le lemme précédent montre
que F(S^ S ) est un isomorphisme dont l'inverse est F ( S ^ S ' ) . Il est donc
licite de poser la définition

(BF) A == lim FS.
^es^

Donnons-nous en plus un morphisme g\ A —> A ' . Pour toute suite

S== (o -^ A -^M-^ N-> o)

on a le diagramme commutatif et exact qui suit (fin du § 6, chap. I) :

o —-> A ——u—> M———-> N—-> o

f\ /M iJ•̂  ^ ^
o —.̂  A' ——^ A' I^M—-> N—^ o

SoilfS la suite de la deuxième ligne. Le morphisme F J ' M induit évidem-
ment un morphisme de FS dans F ( f S ) . Nous désignons par F(f^ S) le
composé de ce morphisme et du morphisme canonique de F ( f S ) dans
( R F ) A ' . Le lecteur vérifiera les relations F(f, S)=F(f, S ' ) o F ( S ' , S )
si S'^ S. Par passage à la limite, les morphismes F(f^ S ) définissent donc
un morphisme (BF) /de (JRF) A dans (BF)A1.

LEMME 3 :

a. Les applications A --> (JRF) A etf-> {RF) f définissent un fondeur RF
de C dans 0.

b. fi F est nul si et seulement si F vérifie la condition suivante : pour
tout objet A de C, FA est le sup des Ker (Fi) lorsque i parcourt les mono-
morphismes de source A.

c. Le fondeur F -^-> BF est exact à gauche.
d. Si cp : F-> G est un morphisme fondoriel et si 7?(Cokercp) est nul^

alors 7?(Coker7?cp) est nul.
e. Le fondeur F—-^ RF commute avec les limites indudives.

Nous laissons au lecteur la vérification de (a), (6), (e). Prouvons (c) :
Ç '11

pour cela soit o -> F' -> F -> F"—^ o une suite exacte de foncteurs de C dans D.
Pour tout objet A de C et tout élément S de S ,̂

S=:{o->A-^M-^N->o\



CATÉGORIES ABÉLIENNES. 35 I

on a le diagramme

o—^F'M^FM^F"M—^o
F ' ^ \ F^\ F " ^ \

o —^ A^ FN^ F^N—^ o

Les morphismes cp (M) et ^ (M) induisent donc une suite exacte

o->FI'S-^FS-^F!fS

([4], lemme III, p. 82). L'assertion (c) résulte de cette suite exacte par
passage à la limite inductive.

Pour la clarté de l'exposé, nous prouvons l'assertion ( d ) seulement
lorsque^ est la catégorie Ah des groupes abéliens; la condition 7?(Cokero)==o
peut alors s'énoncer de la manière suivante : pour tout objet A de C et tout
açGA, il existe un monomorphisme i\A->B et un bç.FB tels qu'on ait

(Gi) (a)=^(£) (b).

Nous allons voir que cette propriété est encore vraie quand on remplace F
par RF^ G par RG et cp par 7?cp :

Soit en effet a en élément de (RG)A. Il existe une suite exacte

S^Ço-.A-^M-^N-.o)

et un élément a' de GS dont l'image par l'application canonique de GS dans
(RG) A est a. Il existe donc aussi un monomorphisme j \M—^B et un élé-
ment b' de FB tels qu'on ait (67) ( a ' ) = cp ( B ) ( b ' ) . Si b est l'image de b'
dans {RF) B et si i=jou^ on trouve l'égalité cherchée :

((BG)i) (a)=((R^)(£)) (b).

LKMME h'. — Si g\A'—>A est un monomorphisme^ il en va de même
pour (RF)g.

Associons en effet à toute suite 5'== Ço-^A -^M-^N-X)) le diagramme

o —^ A —"--> M—^-> N ——> o
^ ^ ^

1 1M ! ^
o —-> A' -u-o-s-> M—^-^ N' ——> o

où N ' est le conoyau de uog. Si g~1 S désigne la suite de la seconde ligne,
il est clair que les suites g—1 S constituent un sous-ensemble cofinal de S^/.
On en tire que ( H F ) A ' est égal à {{mF^g-^S) et que (RF)g est la limite

s
inductive des monomorphismes canoniques de F' (g~~1 S) dans F S. Ceci
prouve le lemme.
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LEMME 5. — Nous supposons que pour tout monomorphisme g de C, F g
est un monomorphisme. Alors :

a. Les morphismes F(S'^ S) sont des monomorphismes.

b. Le foncteur RF est exact à gauche.

Pour prouver (a) nous utilisons les notations du lemme i. Si ^^5', la
suite exacte

8"= (o -^ A IM^ M1^M'-> Cokery^o u -> o)

« domine » à la fois S et S ' (i. e. ^^<S', *S^^) ; en outre F (S\ S ) est
induit par le morphisme Fj^. On en tire que F ( S ' , S) ==F(S\ S ' ) o F ( S ' , S)
et F ( S ' ^ S) sont des monomorphismes.

Prouvons (b) : soient o —^A'—^A -^> A"—> o une suite exacte de C et

S = (o —> A -> M—^ N—^ o) un élément de S^. On a le diagramme commu-
tatif et exact suivant :

o o

^ . ^
o —-> A' -L^ A ———^ A" ———-> o

<J . 1
Y /. Y /„ Y

o —^ A' - ' - > M—^ M Î ^ A " —-. o

N——^—->N

Y Y
0 0

Avec des notations déjà utilisées, on tire de là le diagramme exact

o ——> F(f-1 S) —^ FS ——-^ F (g-S)

l . i
o ——> F(f-1 S) —^ FM—-> F (Mî^ A " )

Par passage à la limite, il en résulte une suite exacte

o -> (BF) A'-> (JRF) A -> }imF(^S).
'—-^^

De plus, l'assertion (a) montre que le morphisme canonique de lim.F(^)
A'

dans ( B F ) A ' f est un monomorphisme; ceci termine la preuve.
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition ^ : soient A
un objet de C et a- un morphisme fonctoriel de F dans un fondeur exact
à gauche G. Pour toute suite exacte

S={o-^A-u>M^>N-^o),

on a le diagramme commutatif

FM-^->FN
n[M) \ (T(!\) [

•J/- ~^-

o —-> GA -GU-> GM-°^-> G7V

Soit Ç p ( A ^ S) le morphisme de FA dans FS qui est induit par Fu. Il
existe un morphisme T//(/4, S) et un seul dont le composé avec 0/7 (A, xS) est
égal à a (A ) . Par passage à la limite inductive on voit qu'il y a un morphisme
TF (A) et un seul de (RF)A dans GA dont le composé avec p^(^4)==limoy,-(^4, S)

s
est égal à Œ ( A ) . Si le fondeur RF est exact à gauche, la proposition est
prouvée. Dans le cas contraire on recommence l'opération. Les lemmes ^
et 5 montrent que le fondeur R(RF) est exact à gauche. Dans tous les cas
on peut donc choisir R° F égal à R{RF)^ p étant égal à p/^o p^.

PROPOSITION 5. — Supposons vérifiées les hypothèses de la proposition h'.
La catégorie Sex (C, D) des fondeurs exacts à gauche de C dans 0 est une
catégorie abélienne avec limites inductives exactes. Si 0 est une catégorie
avec limites projectiles^ il en va de même de Sex (C, û).

Il est clair que Sex(C, D) est une catégorie additive. Si ^\F—>G est un
morphisme de fondeurs exacts à gauche, Kercp est le fondeur exact à gauche
M —-> Ker ̂ (M). De même, si H est le fondeur M^--> Coker cp(A/), le fonc-
teur exact à gauche Cokercp n'est autre que R° I I . Ceci démontre que l'axiome
C Ab 1 est vérifié.

Montrons que l'axiome CAb2 est vérifié : pour cela, nous notons K et L
les fondeurs Af-^Coimcp(Af) et M-^-^ïm^(M). Les morphismes cano-
niques ^(M) de Coimcp(A/) dans ïm^(M) définissent un isomorphisme
fonctoriel Sr de K sur L. En outre, on a des suites exactes de fondeurs :

o-> Ker^—^F->K—^o^ o—>L —^ G—^H—^o.

Comme R°'= R o R est un fondeur exact à gauche, on a les suites exactes :

o -> Ker 9 ->F-> R° K, o -^ R°L -. G-> R°H.

La deuxième suite exacte montre que R°L n'est autre que Imcp; de plus,
7?° K est égal Coimcp et 7?°Sr est le morphisme canonique de Coim<p
dans Imçp : c'est bien un isomorphisme.

Le reste de la proposition est clair.
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COROLLAIRE. — Le fondeur F—-> B° F est un fondeur exact de
Fonct(C, D) dans Sex(C, 0).

Nous savons déjà que F ^-> R^ F est un foncteur exact à gauche. 11 suffit
donc de prouver que B°v est un épimorphisme de Sex(C, D ) si v est un
épimorphisme de Fonct(C, 0). Mais l'égalité Cokerp==:o [dans la catégorie
Fonct(C, Z7)] entraîne, d'après le lemnie 3 ( d ) ^ les égalités 7?(Coker7?^) == o
et /?(Coker/?( Hv) ) = /?(Coker/?°^) = o.

Lorsque C possède assez d'objets injectifs, la proposition 5 résulte aussi
de ia proposition 1 : en effet, si / désigne la sous-catégorie pleine de C formée
des objets injectifs de C, les catégories Sex(C, D) et Fonct(/, D) sont équi-
valentes (cf. chap. I, corollaire 2 de la proposition 1^).

3. Foncteurs exacts à gauche à valeurs dans les groupes abéliens. —
Dans ce paragraphe, C est toujours une catégorie dont l 'ensemble des
morphîsmes et l'ensemble des objets appartiennent à U. Nous allons
compléter l'étude du paragraphe précédent lorsque D est la catégorie Ab des
groupes abéliens.

Si X est un objet de C^ Hom^^T, .) est un foncteur exact à gauche de C

dans Ab que nous noterons aussi X. Avec ces notations, le foncteur X'^->Â'
de C° dans Fonct(C, Ab ) est lui-même exact à gauche.

PROPOSITION 6. — Le foncteur A—^ X est un foncteur exact de C°
dans Sex(C, Ab). Les fondeurs X forment une famille de générateurs
deSex(C,Ab).

Nous savons déjà que X ^-> X est un foncteur exact à gauche de C°
dans Fonct(C, Ab). Il reste à prouver que tout monomorphisme u \X—>X^
induit un épimorphisme u : X ' —>• X. Cela signifie que 7?°(CokerM) ou
/?(Coker^) sont nuls, ce qui peut s'énoncer ainsi : pour tout objet A de C
et tout aç.XA^ il existe un monomorphisme i\A—>B et un b ç . X ' B tels
qu'on ait

W(a)=ù(£)(b).

Cette dernière assertion est à peu près claire. Enfin, la deuxième partie
de la proposition n'offre aucune difficulté, car les X forment déjà une famille
de générateurs de Fonct(C, Ab).

COROLLAIRE 1. — Tout objet injectif F de Sex(C, Ab) est un fondeur
exact de C dans Ab.

En effet, si F est un objet injectif, le foncteur J T — ^ > F X est le composé
de deux fondeurs exacts A'—^^Tet G ̂ -> Hom ( G, F).
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COROLLAIRE 2. — Dans la catégorie Sex(^, Ab) tout sous-objet d^un fonc-
teur représentable est borne supérieure de fondeurs représentables.

Soient en effet Y un objet de C^ et i : F -> Y un monomorphisme non nul
de Sex(C, Ab). D'après la proposition 6, il existe un morphisme non
nul ^\X—>F\ de plus Imcp ==: ïmio çp est représentable, ce qui prouve
que ^contient des sous-objets représentables non nuls. Je dis que la borne
supérieure G de ces sous-objets est F : dans le cas contraire on pourrait en
effet choisir cp de telle façon que Imcp ne soit pas sous-objet de G', ceci est
absurde.

h'. Catégories nœthériennes. — Soit C une catégorie abélienne. Un
objet M de C est dit nœthérien (resp. artinien) si toute suite croissante
(resp. décroissante) de sous-objets de M est stationnaire. Le lemme suivant
est facile à prouver :

LEMME 1. — Soient M un objet de C, N un sous-objet de M. Alors M est
nœthérien {resp. artinien) si et seulement si N et M/N sont nœthériens
{resp. a r fini eus).

LEMME 2. — Soient C une catégorie avec générateurs et limites inductives
exactes^ M un objet nœthérien de C, (Pi) ici une famille filtrante crois-
sante de sous-objets d^un objet P(IçVi). Alors Inapplication

^M '• supHom(^/5 P^-^Hom/Af, supPA
i \ i )

est bijective.

Il suffît de montrer que <p y est surjeclif. Soit donc u un morphisme de M
dans supPf. L'égalité u-1 /supPA = supu^ÇPi) montre que u~i(Pi) est

i \ i ) i

égal à M pour i assez grand. Ceci prouve le lemme.
On démontre de la même manière l'énoncé dual :

LEMME 3. — Soient C une catégorie avec cogénérateurs et limites projec-
tives exactes^ M un objet artinien de C, (Pi)içi une famille filtrante
décroissante de sous-objets d'un objet P(/€tt). Alors l'application

^M '' sup Hom ( P / P i , M) -> Hom /P/InfP^ M\

est bijective.

Nous dirons désormais qu^une catégorie abélienne C est nœthérienne
(resp. artinienne) si les conditions suivantes sont réalisées :

— Tout objet de C est nœthérien (resp. artinien).
— Il existe une famille (Mi)fçj d'objets de C telle que I soit élément de U

et que tout objet de C soit isomorphe à un objet de la famille.
BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 3. 26
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La deuxième condition assure simplement que l'univers U a été choisi
assez grand. Elle entraîne que toute catégorie nœthérienne (resp. artinienne)
est équivalente à une catégorie nœthérienne (resp. artinienne) dont l'ensemble
des objets appartient à U.

Une catégorie abélienne qui est à la fois nœthérienne et artinienne sera
dite finie : tous les objets d'une telle catégorie sont de longueur finie.

Nous dirons qu'une catégorie abélienne C est localement nœthérienne si
les conditions suivantes sont réalisées :

— C est une catégorie avec limites inductives exactes.
— Il existe une famille (Mi),çj de générateurs nœthériens de C dont

l'ensemble d'indices / est élément de U.

La deuxième condition signifie que les objets nœthériens de C forment une
catégorie nœthérienne, et que tout objet M est borne supérieure de ses sous-
objets nœthériens. S'il existe une famille (M^)^ de générateurs de longueur
finie, nous dirons que C est localement finie.

Soit maintenant C une catégorie ar l in ienne et supposons, pour simplifier,
que l'ensemble OC des objets de C est élément de U. Si X est un objet de C,
toute famille filtrante croissante de sous-objets représentables de X contient
un élément maximal. Le corollaire 2 de la proposition 6 entraîne que tout
sous-objet de X appartenant à Sex(C.^A) est représentable. Alors tout
quotient d'un foncteur représentable est représentable, tout foncteur repré-
sentable est nœthérien, tout foncteur est borne supérieure de foncteurs
représentables, tout foncteur nœihérien est représentable.

PROPOSITION 7. — Si C est une catégorie artinienne, Sex(C, Ab) est une
catégorie localement nœthérienne.

Nous avons déjà établi la proposition quand l'ensemble OC appartient à U.
Dans le cas général C est équivalente à une catégorie artinienne C' telle
que OC' appartienne à U. De plus la catégorie Sex(C, Ab) est équivalente
à Sex(C\ Ab). La proposition en résulte.

THÉORÈME 1 (cf. [Il], [19]. — Soit C une catégorie nœthérienne. Il
existe une catégorie localement nœthérienne 0 telle que C soit équivalente
à la catégorie des objets nœthériens de D. En outre cette condition déter-
mine 0 à une équivalence près.

En effet, la catégorie duale C° est artinienne. Il résulte des remarques
précédentes que Sex(C°, Ab) est une catégorie localement nœthérienne et que
le foncteur X—^Homp(., ^T) définit une équivalence de C avec la catégorie
formée des objets nœthériens de Sex(C°, Ab).

Il reste à démontrer l'unicité de D en montrant que 0 est nécessairement
équivalente à la catégorie Sex(C°, Ab). Nous supposerons pour simplifier
que C est la catégorie des objets nœthériens de 0. Nous associons alors à tout
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objet X de D le fondeur exact à gauche y—^Homn(y, X) de C0 dans ^6;
ceci définit un foncteur T : X—^Homn(., X) de 0 dans Sex(C°, ^A). On

achève la preuve en montrant que T définit une équivalence :

— Pour cela, on montre d'abord que tout objet F de Sex(C°, Ah) est
isomorphe à un foncteur du type TA ==: Hom»( . , A ) : ceci est évidemment

vrai lorsque F est nœthérien; dans le cas général, l'ensemble des sous-objets
nœthériens de F peut être indexé par un ensemble appartenant à U. Il
en résulte l'existence d'un système inductif d'objets nœthériens de D^
soit (X^ U]'i)ijç.j tel que ./soit élément de U, que les Uji soient des mono-
morphismes, et que F soit isomorphe à la limite inductive des fonc-
teurs TXi. Si X est la limite inductive des X^ l'égalité

T/sup Xi\ •=.-- sup TXi ( lemme 2 )
\ i ) i

montre que F est isomorphe à TX'.
— On démontre ensuite l'égalité Homn(^T, Z ) == Hom ( TX^ TZ) : si X

et Z sont nœthériens, cela résulte du corollaire 1 de la proposition 1 (chap. I).
On passe de là au cas où X est nœthérien et Z quelconque : si Z ' est un
sous-objet nœthérien de Z, on a le diagramme

ïï.mïfX,^, )
Hom^(^, Z ' ) -—————-> Hom^(^,Z)

T[X,Z'} r{x,z)^
^ ïiomfrx,^,) Y

Hom(7^, TZ')-—-——^Hon^rjr, TZ)

L'application T^X^ Z ' ) est un isomorphisme. Par passage à la limite
inductive sur les sous-objets nœihériens de Z, on voit que T(X^ Z) est
bijectif (lemme 2). Le cas général se prouve alors par un argument de même
type [si X et Z sont arbitraires, considérer le système projectif formé
de Hoiï^JT7, Z) où X' parcourt les sous-objets nœthériens de X\

LEMME h'. — Un foncteur F de Sex(C°, Ah) est exact si et seulement si F
est un objet injectif de Se\(C°,Ab). (On suppose toujours la catégorie C
nœthérienne.)

Le corollaire 2 de la proposition 6 prouve une moitié du lemme. Récipro-
quement, supposons F exact. Nous avons vu que les foncteurs X forment
une famille de générateurs et que tout sous-objet de X est représentable
(C est une catégorie nœihérienne). Tout monomorphisme i: G—^X induit
donc une surjection de T^JTr^Hom^r, F ) sur Hom(6r, F ) . L'assertion
résulte par conséquent d'un lernme de GROTHENDIECK ([10], lemme 1 du
théorème 1.10.1).
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Dans l'équivalence entre D et Sex(^°, Ab)^ les objets injectifs de D corres-
pondent aux fondeurs exacts et les limites inductives de 0 correspondent
aux limites inductives de fondeurs. On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. — Toute limite inductive d^ objets injectifs de 0 est un
objet injectif. Si (JT^ u^)i^-çj est un système inductif de 0 et si Y est un
objet nœthérien^ on a V égalité

Hom^/ Y, lim^\ •==. lim Hom^ ( Y, X^}.
\ ~T^ ) "^>

COROLLAIRE 2. — Toute catégorie localement nœthérienne est une caté-
gorie avec limites projectiles.

Car il en est ainsi pour la catégorie Sex«î°, Ah).
Nous laissons au lecteur le soin de formuler les énoncés duaux des énoncés

précédents.

5. Enveloppes injectives dans les catégories abéliennes [8]. — Soient C
une catégorie abélienne et M un objet de C. Une extension essentielle de M
est un monomorphisme i: M—>P qui vérifie la condition suivante : si f est
un morphisme de source P et si /o i est un monomorphisme, alors / est un
monomorphisme.

Il revient au même de dire qu'un sous-objet Ç de P est nul si Qr\i{M)
est nul. Si M est un sous-objet de P, et si / est le monomorphisme canonique
de M dans P^ nous dirons que P est extension essentielle de M.

LEMME 1. — Soient i et j deux monomorphismes^ i : M -> P^ j : P—> Ç.
Alors j o i est une extension essentielle de M si et seulement si j est une
extension essentielle de P et i une extension essentielle de M.

Supposons en effet queyo i soit extension essentielle de M : si y est mono-
morphisme de source Q et si foj est un monomorphisme, alors /o i est un
monomorphisme; on en tire que / est un monomorphisme et que j est une
extension essentielle de P.

Soit maintenant 7? un sous-objet de P tel que 7?n?(Af )==o ; soit / le
morphisme canonique de Ç sur Ç / j ( H ) . Dans ces conditions, foj'o i est un
monomorphisme et R est nul. Ceci montre que i est une extension essen-
tielle de M.

La réciproque est claire.

LEMME 2. — Soient deux extensions essentielles i : M —>P^ j : N-> Ç. Le
morphisme i Q)j' : M Q) N->P © Ç est une extension essentielle de MQN.

Nous pouvons supposer, pour simplifier, que M et N sont des sous-objets
de P et Ç, avec i==.i1^^ jz=zi°^. Soit 7? un sous-objet non nul de P Q) Ç.
Alors l'un des objets c/p{R) ou q'ç(B) n'est pas nul. Si qp(R) n'est pas nul,
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il en va de même de qp{R) C\M et de R^= q~p1 (M) r\R. Si 7?i est contenu
dans <7ç~1 (A), nous avons montré que Rr\(M @ N) n'est pas nul. Dans le cas
contraire, q'ç(Ri) n'est pas nul et « coupe » 7V; le sous-objet/?2==^ç1 (7V)n7?i
ne peut donc être nul. Dans tous les cas, un sous-objet non nul de P ff) Ç
« coupe » M Q) N\ ce qu'il fallait prouver.

Un sous-objet N de M est dit irréductible dans M si N est différent de M
et si, pour tout couple (P, Ç) de sous-objets de M contenant 7V, la rela-
tion Pc\Q=^N entraîne P == N ou Q == TV. Il revient au même de dire
que M I N est extension essentielle de tout sous-objet non nul. Si 0 est irré-
ductible dans M^ on dit aussi que M est coir'réductible.

Considérons un objet M de C et r sous-objets N\^ As, .. ., Nr' Soient pi
l'épimorphisme canonique de M sur M/Ni et qi la projection canonique
de M/N, Q) M/N. ©. . . © M/N^ sur le /ième facteur M/Ni. Il existe un
morphisme u de M dans M/N^Q). . .Q) M/Nr et un seul tel que qio u soit
égal à pi pour tout /.

LEMME 3. — Si les sous-objets Ni sont irréductibles dans M^ si 0 est
intersection des N[ et n^est pas intersection de moins de r d'entre les /V/,
alors u est une extension essentielle de M.

Soit en effet Pi l'intersection des Njn pour m ̂  /. Les morphismes q^o u
« annulent » Pi si m^-l et qiou induit un monomorphisme Ui de PI
dans M/Ni. Les monomorphimes canoniques de Pi dans M induisent un
morphisme v de la somme directe Q)i?i dans M\ de plus, il est clair que uov
n'est autre que le morphisme Q)iui de Q)iPi dans Q)iM/Ni. Comme ui est
une extension essentielle de PI pour tout ^, les lemmes précédents montrent
que Q)iu^ u et v sont des extensions essentielles.

Si/est un objet injectif de C, tout monomorphisme u ' . I — > P induit un
isomorphisme de / sur un facteur direct de P. Si Ç est un supplémentaire
de u ( I ) - , l'intersection Qr\u{I) est nulle. Il en résulte que u ne peut être
une extension essentielle de / que si u est un isomorphisme. Nous dirons
désormais qu'un monomorphisme i : M —> 1 est une enveloppe injective de M
si i est une extension essentielle de M et si / est un objet injectif de C.

PROPOSITION 8. — Soient i : M-> I une enveloppe injective de M et
j '. M —> J un monomorphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a. Le morphisme j est une enveloppe injective de M.
b. Le morphisme j est une extension essentielle de M et toute extension

essentielle de J est un isomorphisme.
c. L'objet J est injectif' ; en outre^ pour tout monomorphisme h de M

dans un injectif H et pour tout morphisme l de II dans J tel que lo h ==J\
l est un épimorphisme.

Si ces conditions sont vérifiées^ il existe un isomorphisme u de J sur I
tel que u o j ==z i.
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L'implication (a) =^> ( b ) est claire. Prouvons que Çô) entraîne (a) :
comme / est injectif, il existe un morphisme u de J dans / tel que u oj = i\
comme j est une extension essentielle, u est un monomorphisme, donc une
extension essentielle d'après le lemme 1 ; il en résulte que u est un
isomorphisme.

Prouvons que (a) entraîne ( c ) : comme // est injectif, il existe un
morphisme v de / dans H tel que v o i=: h. Le morphisme l o v est un mono-
morphisme de / dans .7, donc une extension essentielle de /, donc un
isomorphisme. Il s'ensuit que l est un épimorphisme.

Réciproquement, (c) entraîne (a) : car tout morphisme v de / dans J tel
que / == v o i est forcément un isomorphisme.

La dernière assertion a été prouvée en cours de route.
Si i ' . M — ^ I est une enveloppe injective de M^ la proposition précédente

montre que l'objet I est déterminé à un isomorphisme près. Bien qu'en
général cet isomorphisme ne soit pas unique, nous dirons parfois de façon
impropre que / est l'enveloppe injective de M, Si j : N->J est une deuxième
enveloppe injective, nous dirons que M et N ont même enveloppe injective
si / est isomorphe à J.

PROPOSITION 9. — Soient M^ . . ., Mj^ r objets de C; pour tout entier i
compris entre i et r, soit Ui'.Mi->Ii une enveloppe injective de Mi. Alors
le morphisme (j)^- de @iMi dans Q)ili est une enveloppe injective de @iMi.

En effet, tout produit direct d'objets injectifs est un objet injectif : ceci
montre que Q)ili est un objet injectif. De plus, le lemme 2 montre que ©^
est une extension essentielle.

Dans le corollaire suivant nous utilisons les notations du lemme 3.

COROLLAIRE. — Supposons vérifiées les hypothèses du lemme 3 et soit^
pour tout ï, Ui une enveloppe injective de M/Ni. Alors (Q)^) ou est une
enveloppe injective de M.

Le corollaire précédent découvre le lien qu'il y a entre la notion d'enve-
loppe injective et la décomposition de 0 comme intersection de sous-modules
irréductibles dans M.

Nous dirons désormais que C est une catégorie avec enveloppes injectives
si, pour tout objet M^ il existe une enveloppe injective de M.

PROPOSITION 10. — Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

a. C est une catégorie avec enveloppes injectives.
b. Pour tout objet M de C, il existe un monomorphisme de M dans un

objet injectif; de plus, si M est un sous-objet d^un objet N, il existe un
sous-objet Ç de 7V, tel que Mr\ Q soit nul, et qui est maximal parmi les
sous-objets de N satisfaisant à cette condition.
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(a) => (b) : Car si _/]̂  est un sous-objet de N et si i : M->I est une enve-
loppe injective de M, il existe un morphisme cp de N dans / tel que /== cp o /^.
II suffît alors de poser Ç =z Kerçp.

(b)=^(a) : Soit en effet y un monomorphisme de M dans un injectif J;
soit Q un sous-objet de J qui est maximal pour l'égalité Çr\j(M} == o. De
même, soit / un sous-objet de J , contenant M et maximal pour l'éga-
lité / nÇ==o (pour voir qu'un tel / existe, considérer le quotient J / M ) .
Si p est l'épimorphisme canonique de J sur J / Q i p o j est une extension
essentielle de M et p induit un isomorphisme de I sur p ( I ) ' ^ l'isomorphisme
réciproque se prolonge en un monomorphisme h de J / Q dans J; alors A ( J / Q )
est extension essentielle de /. Donc / est égal à h { J / Q ) ; on a /+ Q = J,
Ir\Ç=zo et le monomorphisme de M dans / qui est induit par j est une
enveloppe injective de M.

PROPOSITION 11 [17]. — Soient C une catégorie abélienne avec enveloppes
injectées, M un objet non nul de C et i : M - > I une enveloppe injective
de M. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. M est coir réductible.
b. 1 est indécomposable.
c. I est l'enveloppe injective de tout sous-objet non nul de I.
d. L^ anneau des endomorphismes de I est un anneau local.

L'équivalence des assertions ( a ) , (b ) , (c) est claire. Prouvons simplement
que ( b ) et ( c ) entraînent ( d ) ' , en effet, si u : I - > I est un monomorphisme,
u ( I ) est facteur direct de /; l'assertion ( b ) entraîne donc que u est un
automorphisme. Il suffît par conséquent de montrer que Keru^o e tKerp^±o
entraînent Ker(u -{- v) -^- o : mais Ker^nKer^ -^ o d'après (c) et Ker(^ 4- v)
contient cette intersection.

COROLLAIRE. — Soient M et N deux objets coir réductibles d'une catégorie
avec enveloppes injectives. Alors M et N ont même enveloppe injeclive si et
seulement si N contient un sous-objet M'', non nul et isomorphe à un sous-
objet N' de N.

Si N est un sous-objet de M, on appelle parfois complément de N dans M
tout sous-objet Q de M qui est maximal pour l'égalité Mr\Ç=o. Si un
tel Ç existe, les compléments de Ç qui contiennent N sont les éléments
maximaux de l'ensemble des sous-objets de M qui sont extension essentielle
de N. Cette situation est souvent mise à profit. En particulier le lecteur
vérifiera que les facteurs directs d'un objet injectif / coïncident avec les
sous-objets de / « qui sont complément d'un de leurs compléments )).

PROPOSITION 12. — Soient C une catégorie abélienne avec enveloppes
injectives, M un objet de C, N un sous-objet de M. Deux compléments
de N dans M ont même enveloppe injective. Si Ç est un complément de N
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dans M^ V enveloppe injective de M est isomorphe à la somme directe de
V enveloppe injective de N et de V enveloppe injective de Ç.

Soient en effet Ç et Q' deux compléments de N dans M^ et soit P un
élément maximal de l'ensemble des sous-objets de M qui sont extension
essentielle de N. Alors P est un complément à la fois de Ç et de Q ' ' . Il en
résulte que Ç et Ç' ont même enveloppe injective que M/P^ ce qui prouve
la première assertion. D'autre part 7V+ Ç est isomorphe à la somme
directe N Q) Ç et M est extension essentielle de 7V 4- Ç. Il s'ensuit que M a
même enveloppe injective que N Q) Ç; d'où la preuve grâce à la proposition 9.

Nous laissons au lecteur la recherche des énoncés duaux des énoncés
précédents. Disons simplement qu'un revêtement essentiel de M est un
épimorphisme p : P -> M qui vérifie la condition suivante : si f est un
morphisme de but P, et si p o f est un épimorphisme, alors / est un
épimorphisme. Il revient au même de dire qu'un sous-objet Ç' de P est égal
à P pourvu que Ç'4- Ker/? soit égal à P.

La notion duale de celle d'enveloppe injective est la notion d'enveloppe
projectile. De même, si M est le quotient de P par un sous-objet M' ^ un
complément de M est un quotient P / Q ' tel que Q' 4- M' soit égal à P et
que Q' soit minimal parmi les objets de P satisfaisant à cette condition.

6. Catégories avec générateurs et limites inductives exactes. — Dans
ce paragraphe, nous supposons que C est une catégorie abélienne avec géné-
rateurs et limites inductives exactes ; la lettre U désigne un générateur de C.

LEMME 1. — Tout sous-objet M d^un objet N possède un complément Q
dans N.

Soit en effet E l'ensemble des sous-objets P de N tels que Mr\P==o. 11
suffît de montrer que E est un ensemble ordonné inductif; pour cela, soit F
un sous-ensemble totalement ordonné de E. Comme il existe un ensemble
appartenant à l'univers îl et ayant même puissance que F, la borne supé-
rieure S des éléments P de F est définie. De plus on a les formules

Sr\M=(smP\r\M= sup(PnAf) =0,
\PÇF ) PÇ.F

Ceci prouve le lemme.

THÉORÈME 2. — Toute catégorie abélienne avec générateurs et limites
inductives exactes est une catégorie avec enveloppes injeclives.

Pour tout objet M de C il existe en effet un monomorphisme de M dans
un objet injectif : ce fait est prouvé dans [10], théorème 1.10.1. Il reste
valable sous nos hypothèses. Le théorème résulte donc de la proposition 10
et du lemme 1.
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PROPOSITION 13. — Soit 1 un ensemble ordonné appartenant à V univers U ;
donnons-nous deux applications croissantes^ OL—>M^ a—^TVa, de 1 dans
l'ensemble des sous-objets d'un objet P; supposons que M y, soit un sous-
objet de Ny, pour tout a, et que /Va soit extension essentielle de A/a-
Alors supTV^a est extension essentielle de supA/a-

a a

Soit en eiïet Q un sous-objet non nul de supA^a. La formule
a

ç= ÇnsupAa=sup(ÇnA'a)
a a

montre que Çr\Ny, n'est pas nul pour un a au moins. Il s'ensuit que

Çn^a=(ÇnAa)nA/a

n'est pas nul . Le sous-objet Q coupe donc supA/a suivant un sous-objet
a

non nul.

COROLLAIRE. — Si J est un ensemble appartenant à U, et si (Ui)içj est
une famille d'extensions essentielles^ alors ^iUi est une extension essentielle.

Le corollaire a déjà été prouvé quand J est fini. On passe de là au cas
général grâce à la proposition 13.

Nous terminons ce paragraphe sur une application du théorème précédent,
ou plutôt du théorème 1.10.1 de [10]. L'énoncé et la démonstration en sont
dus à des élèves d'EiLRîsBERG.

THÉORÈME 3. — Soit C une catégorie abélienne dont l'ensemble des objets
est un élément de U. Il existe un fondeur exact et fidèle F de C dans la
catégorie Ah des groupes abéliens.

Rappelons qu'un fondeur exact F est dit fidèle si Ff est non nul pour
tout morphisme non nul f. Il revient au même de dire que FX n'est pas nul
si X est un objet non nul.

Nous avons vu que Sex(C, Ah) est une catégorie abélienne avec limites
inductives exactes. De plus, le fondeur

Y—> V Hom(^r, Y)
xçOC

est un générateur projectif U de Sex(C, Ab). Si i: U—^F est un monomor-
phisme de U dans un injectif 77', le corollaire 1 à la proposition 6 montre
que F est un fondeur exact. En outre 1(1^) est, pour tout objet Y de ^, une
application injeclive de UY dans FY\ comme UY n'est pas nul, il en va de
même de FY. Ceci prouve que F est fidèle.
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Le théorème 3 est souvent utilisé pour étendre aux catégories abéliennes
des résultats prouvés pour les groupes abéliens; nous donnons un exemple :
considérons dans C le diagramme commutatif et exact (^).

A-^B——>C
(*) J b\ c\4- 4- 4-

o——>Af-u^£f-^C'

Les morphismes u et p induisent des morphismes u" : Kera-> Kerb
-et v" : Kerb->Kerc. Je dis que la suite (**) est exacte :

( * ̂  ) Ker<2 —u-^ Kerb —^> Ker c.

Comme F est un fondeur exact et fidèle, il suffit en effet de vérifier
l'exactitude de la suite (***) :

(***) FKera^FKerb^->FKerc.

Or la suite (* * *) peut être construite à partir de (* ̂  ̂  ̂ ) comme (* *)
a été construit à partir de (*); il suffit donc de prouver notre assertion
lorsque (*) est un diagramme de groupes abéliens, ce qui est facile.

FAJ^F^^FC
(¥**^) rJ pJ pJ

4 - 4 - 4-
o — — > F A ' ^ > F B ' - ^ ^ F C '

CHAPITRE III.

La localisation dans les catégories abéliennes.

Soit E un espace topologique, U un ouvert de E\ A la catégorie des
faisceaux de groupes abéliens sur E et B la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur V. Soit T : A -> B le foncteur M —> M\ U, où M\ U désigne la
restriction de M à U', soit enfin S le foncteur image directe de A dans B.
Il est bien connu que T est exact, que S est adjoint à T et que To S est iso-
morphe au foncteur identique de B. Nous étudions ici des foncteurs T :
A ~^B et S : B—^A qui possèdent les propriétés que nous venons d'énoncer,
A et B étant remplacées par des catégories abéliennes quelconques. Les
résultats de ce chapitre seront utilisés au chapitre IV.

Les catégories considérées dans ce chapitre ne sont pas nécessairement
des U-catégories. Nous nous servirons cependant des résultats du chapitre 1
en remplaçant, si besoin est, l'univers U par un univers plus grand.
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1. Catégories quotient. — Rappelons qu'une sous-catégorie pleine C de
la catégorie abélienne A est dite épaisse si la condition suivante est réalisée
[10] : pour toute suite exacte de A de la forme ( ̂  ), Af est un objet de C si
et seulement si M' et M" sont des objets de C :

( * ) o -> M'-^ Af-4 M"-> o.

La donnée de A et de C permet de construire une nouvelle catégorie abé-
îienne que nous noterons A/C et qu'on appelle catégorie quotient de A parC
[10]:

— Les objets de A/C coïncident avec les objets de A.
— Si M et N sont deux objets de >1, M' et N ' deux sous-objets de M et 7V,

les morphismes canoniques de M' dans M et de N dans N / N ' définissent une
application linéaire

Hom^ ( fîi,, /̂ v, ) • Horn^ ( ̂ 7, N) -> Hom^ ( ̂ /, N/N' ).

Quand J^ et N ' parcourent les sous-objets de M et N tels que M/M' et A'
soient des objets de C^ les groupes abéliens Hom^ (7^, N / N ' ) définissent de
façon évidente un système inductif. Nous poserons par définition

Hom^(Af, N) ==. lim Hom^ (M', N / N ' ) .

L'ensemble Homj/p(J7, N) est donc muni d'une structure de groupe
abélien.

— 11 reste à définir des lois de composition bilinéaires :

Hom^(^, N) x Hom^/ç(7V, P) —Hom^(^f, P).

Pour cela, soit/un élément de Homj/p(Af, 7V) et soit "g un élément de

Homj/^(7y, P). L'élément/est l'image d'un morphisme/: M ' - ^ N / N ' où
M/M' et A" sont des objets de C. De même, ^ est l'image d'un morphisme g- :
N'-> P / P ' , où 7V/A^ et P' sont des objets de C. Si J7" désigne l'image réci-
proque/- l((AW+A /)/7V /), il est facile de voir que M/M" appartient à C; nous
notons // le morphisme de M" dans N " - ^ r - N ' / N ' qui est induit par/. De
même, g ( N ' C \ N ' ) est un objet de C; si P" désigne la somme P ' ^ g { N " r\N),
il est facile de voir que P" appartient à C; nous notons g ' le morphisme de
N " / N " r \ N ' dans P / P " qui est induit par g.

Soit h le composé de/7, de l'isomorphisme canonique de N " + N ' / N ' sur
N" / N " r\ N ' et de g ' . L'image h de h dans Hom^/p(J7, P) dépend seulement

de / et ~g et non de / et g. Il est donc licite de définir les lois de composition
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de A/C par Inégalité ^o/== h. Ces lois de composition sont bilinéaires ; elles
font de A/C une catégorie.

Dans la suite, la lettre T désignera le foncteur (dit canonique) de A dans
A/C qui est défini de la façon suivante : TM= M pour tout objet M de A\
si y : M—> N est un morphisme de A^ Tf est l'image de f dans la limite
inductive lim Homj (M', N / N ' ) .

LEMME 1. — A/C est une catégorie additive et T est un foncteur additif
de A dans A/C.

Ce lemme est une conséquence directe des propositions 2 et 3 du chapitre I.

LEMME 2. — Soit u : M—>N un morphisme de A. Le morphisme Tu est
nul (resp. est un monomorphisme^ resp. est un épimorphisme} si et seule-
ment si ïmu appartient à C {resp. Keru appartient à C^ resp. Coker^
appartient à C.

Si \mu appartient à C, l'image de u dans Hom.i(Af, N/imu) est en effet

nulle. Il en va de même, a fortiori^ de l'image de u dans la limite inductive
des groupes Homj (M\ N / N ' ) . Réciproquement, si Tu est nul, on peut

choisir les sous-objets M' et N ' de telle façon que le morphisme de M' dans
N / N ' qui est induit par M, soit nul. Cela signifie que u ( M ' ) est contenu
dans N ' et appartient àC. Comme on a d'autre part une suite exacte de la
forme

o -> u (M') -> Im u -> M/(M' + Keru) -^ o,

il s'ensuit que Im u appartient à C.
Supposons maintenant que Tu est un monomorphisme; soit / le mono-

morphisme canonique de Keru dans M. Comme uoi est nul, il en va de
même de Tu o Ti. On en tire que Ti est nul, donc que K e r ^ = = I m ^ çC.
Réciproquement, supposons que Keru appartient à C. Soit/ : TP—> TM un
morphisme non nul de A/C : ce morphisme est l'image d'un morphisme / :
P ' — ^ M / M ' ^ où P / P ' et M' appartiennent à C. Quitte à remplacer M' par
M'-}- Keru^ nous pouvons supposer en outre que M' contient Keru. Dans ce
cas, u induit un monomorphisme u' de M/M' dans N / u ( M ' ) . Comme/n'est
pas nul, Im/ et î.m(u'of) n'appartiennent pas à C. Ceci montre que
( Tu) of n'est pas nul et que Tu est un monomorpliisme.

On prouve de façon analogue la dernière assertion du lemme 2.

LEMME 3. — Soient u : M -> N un morphisme de A^ i : K->M le noyau
de u^ p : N-^C le conoyau de u. Le morphisme Tu possède un noyau
(resp. un conoyau); de plus ̂  Ti (resp. Tp) induit un isomorphisme de
TK sur le noyau de Tu (resp. du conoyau Tu sur TC).
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Nous savons déjà que Ti est un monomorphisme. Soit donc / un mor-
phisme de TX dans TM tel que Tu of soit nul : nous devons prouver
l'existence d'un morphisme ~g : TX—> TK tel qu'on ait Tio^=f.

Or /est Fimage d'un élément / de Hom^ { X ' , M / M ' ) où X / X ' et M
appartiennent à C. Nous sommes donc en présence du diagramme commutatif
suivant :

o——> K ——>. M -u-> N

^ '[
o —> K/Kr\ M' -^-> M/M' -^-> N/u{M' )

où/?, q et r sont les morphismes canoniques. Comme Tuofest nul, l'image
de X' par u ' o f appartient à C. Si X" désigne l'image réciproque /-^Inu7),
il s'ensuit que X ' / X " et X / X " appartiennent à C. De plus, la restriction de/
à X" est composée d'un morphisme g : X" -> K / K r\M' et de //. Si §• est
l'image de g dans Hom^/^(^T, K), on a l'égalité cherchée Tio^==f.

La deuxième partie du lemme se prouve de façon « duale ».

LEMME h'. — Soit u : M —>N un morphisme de A. Alors Tu est un isomor-
phisme si et seulement si Keru et Coker^ appartiennent à C.

Si Tu est un isomorphisme, Tu est à la fois un monomorphisme et un
épimorphisme. D'après le lemme 2, il en résulte que Keru et Coker^ sont
des objets de C. Réciproquement, supposons cette dernière condition satis-
faite; soient q l'épimorphisme canonique de M sur Coinu/, / l e morphisme
canonique de îmu dans /V, S" l'isomorphisme canonique de Coirnu sur \mu.

Le morphisme identique de Coim^ est un élément de Homj(CoimM,
M / i ( K ) ) (les notations sont celles du lemme 3). Cet élément a une image q
dans Hom^/^(CoimM, M) et il est clair que q est un morphisme inverse
de T q. Ceci montre que T q est un isomorphisme. De la même manière Tj
est un isomorphisme. Il s'ensuit que Tu= Tjo T^ o Tq est un isomor-
phisme.

PROPOSITION 1. — Si C est une sous-catégorie épaisse de A^ la catégorie
A/C est abélienne. En outre le foncteur canonique de A dans A/C est exact.

Soit en effet/ : TM—^ TN un morphisme de A/C. Montrons que/possède
noyau, conoyau, coimage, image et que le morphisme canonique de la coimage
dans l'image est un isomorphisme.

Or/est l'image d'un élément/de Hom^ {M', N / N ' ) , où M/M' et N ' sont
des objets de C. On déduit de là le diagramme commutatif

TM -/-^ TN
T.M f | T,_A'11 M' ^ ^ N / N '

T M ' - ^ ^ T ^ N / N ' )
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où TIM' et Tq^i^' sont des isomorphismes. Ce diagramme montre que/^a un
noyau, conoyau. . ., si et seulement si il en va de même de Tf. Autrement
dit, il est loisible de supposer que / est de la forme Tf.

Dans ce cas le lemme 3 montre que / possède noyau, conoyau, coimage,
image. Nous désignons par ^, /, et ^ respectivement les morphismes cano-
niques de M dans Coim/ de Im/ dans N et de Coim/dans Im/. Le lemme 3
montre que Tq induit un isomorphisme q^ de Coim Tf sur T^Coim/); de
même, Tj induit un isomorphisme j\ de T (Im/) sur Im Tf. Enfin, il est
facile de vérifier que le morphisme canonique de Coim Tf dans 1m Tf est le
composé j\o T^ o q^ ce morphisme est donc un isomorphisme.

La dernière assertion de la proposition 5 résulte directement du lemme 3.

COROLLAIRE 1. — Soient C une sous-catégorie épaisse de A et

o^M-^N-^P-^o

une suite exacte de A/C. Il existe alors un diagramme de la forme (i),
commutatif^ exact et satisfaisant aux conditions suivantes : M, v et w sont
des isomorphismes de A/C; de plus^ o -> Mi -^ N^ -^ Pi -> o est une suite
exacte de A.

o—-> M -f-> N —^ P —^o
(i) ^ p

Y T F Y T. ^
o —-> TM, —'-'-> TN, —^ TP, —> o

Le morphisme /est en effet l'image d'un élément f'ç. Homj (A/7, N / N ' ) ^
où M/M' et N ' appartiennent à C. Comme Tf est un monomorphisme, Ke^fr

appartient à C. Si q désigne le morphisme canonique de M' sur Coim/7, il
est donc possible de faire les choix suivants : M^ == Coirnf ; 7V"i =: N / N 1 ;
/i = morphisme induit par //; P^ == Coker/i ; g^ = morphisme canonique^
u == ( Tq) o ( TiJ!p)~^ ; v = Tq%/^, ; w == morphisme induit par (Tg'i) o v.

COROLLAIRE 2. — Soient C une sous-catégorie épaisse de A et G un fondeur
exact de A dans une catégorie abélienne D. Si G M est nul pour tout objet M
de C, il existe un et un seulfoncteur H de A/C dans 0 tel qu^on ait G •== Ho T.

Soient en effet M et N deux objets de A^ M' et N ' des sous-objets de M
et N tels que M/M' et 7V' appartiennent à C. Considérons le diagramme
commutatif suivant, où cp et ^ désignent respectivement les applications
ÏIom^(^,^/) et îîom^Gi^ Gp^) :

îîom^(M, N) G(J1/?A)-» Hom^(GAf, GN)

j ? ^
Y 'V

Hoin, {M\ N/J\') ̂ '•^ Hom^( GM', G(N/N') )
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II est clair que ^ est une application bijective; les applications
^o G (M^ N / N ' ) définissent donc une application H(M^ N) de

limHom^^, N / N ' )

dans Hom^^Af, GN). Lorsque M et N parcourent les objets de A (ou de
A / C ) les applications H{M^ N) déterminent un fondeur // de A/C dans 0\
ce fondeur associe à tout objet M de A/C l'objet GM de 0\ il satisfait à
l'égalité G=--Ho T.

La preuve de l'unicité de // est laissée au lecteur.

COROLLAIRE 3. — Soient C une sous-catégorie épaisse de A et H un fonc-
teur de A/C dans une catégorie abélienne D. Le fondeur H est exact si et
seulement si le foncteur Ho T est exact.

11 est clair que H o T est exact si H est exact. Réciproquement, supposons
f "H oT exact. Si o -> M-> N —> P —> o est âne suite exacte de A/C^ nous consi-

dérons un diagramme de la forme (i). Comme la suite

o —> HT M, HT-^ HTN, ^TS> HTF, —-> o

est exacte, il en va de même de la suite

o — ^ H M ^ ^ H N ^ - ^ H P — - > o .

2. Propriétés du foncteur section. — Soient A une catégorie abélienne,
C une sous-catégorie épaisse de A^ B la catégorie quotient A/C et T le fonc-
teur canonique de A dans B.

Les raisonnements du paragraphe précédent étaient « autoduaux » : ils
s'appliquaient aussi bien à la catégorie A qu'à la catégorie duale A°. Nous
allons supposer au début de ce paragraphe qu'il existe un foncteur S
adjoint à T. Cette condition n'est pas autoduale; nous laissons au lecteur le
soin de formuler les énoncés duaux des énoncés qui vont suivre.

Ln fondeur adjoint à T est défini à un isomorphe près. Nous choisissons
une fois pour toutes un tel fondeur S et nous l'appelons foncteur section.
Nous utilisons aussi les notations du chapitre I, § 6; en particulier, les lettres
cp, ^, <Ï>, W auront les significations suivantes : cp est un isomorphisme fonc-
toriel de Homj ( . , S . ) sur Homn(7 7 . , . ) et ^ est l'isomorphisme inverse
de cp ; la lettre C> (resp. la lettre W) désigne le morphisme fondoriel de T o S
dans in ^resp. de ij dans *S'o T\ qui est associé à cp (resp. à ^p).

PROPOSITION 2. — Le foncteur section est exact à gauche.

L'assertion est en effet vérifiée pour tout fondeur adjoint (proposition 11,
chap. I).
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LEMME 1. — Si M est un objet de A^ les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

a. Pour tout morphisme u : P-> Ç tel que Keru et Cokeru appartiennent
à C, HOIÏI.( («, M) est une bijection de Homj (Ç, M) sur Hom^ (P, M),

b. Tout sous-objet de M appartenant à C est nul; de plus^ toute suite
f sexacte o->M-->]\—>P->o telle que P appartienne à C, se scinde (i. e. f

induit un isomorphisme de M sur un facteur direct de TV).

c. Pour tout objet P de A, T(P, M) est une bijection de Hom^ (P, M)
surîîomgÇTP, TM).

(a)=>(b) : Soit en effet L un sous-objet de M appartenant à C. Le mor-
phisme identique I M est l'image d'un élément v de Homj ( M / L ^ M ) par
Inapplication Homj (/^/^, •M). Autrement dit, on a une égalité du type

\M'==- v °P^MIL^ aonc PVi/L est un monomorphisme et L est nul.
De même, il existe un élément g de Homj (VY, M) tel qu'on ait ï^=gof.

Ceci prouve que/est un isomorphisme de M sur un facteur direct de TV.

( ^ )=>(c ) : Comme tout sous-objet de M appartenant à C est nul,
îîoma(TP^ TM) est en effet la limite inductive des groupes abéliens
îîomsÇP' M), lorsque P' parcourt les sous-objets de P tels que P / P ' appar-
tienne à C. En particulier, tout élément de Homn( TP^ TM) est l'image d'un
morphisme f : P' -> M.

Désignons par M'Lp, P la somme fibrée du diagramme défini par les mor-
phismes / et i^. Le morphisme canonique j M est un monomorphisme et
Cokerj'M est isomorphe à P / P ' (chap. I, fin du § 5). D'après l'assertion (6),
il existe un morphisme p de M^prP sur M tel qu'on ait/? oy^== ij^; on en
déduit que/est égal à ( p o j ' p ) °iÇ- Ceci prouve que T(P^ M) est surjectif.

Soit maintenante un morphisme non nul de P dans M. L'image de g n'est
pas nulle et n'appartient pas à C. 11 en résulte que T g n'est pas nul (lemme 2,
§ 1). Ceci prouve que T(P^ M) est injectif.

(c )=>(a) : On a en effet le diagramme commutatif suivant :

Hom^ (P, M) T^ Hom^ ( TP, TM)
t tHom (M, M) IIom {Tu, TM}

Hom^ ( Ç, M) ̂ ^Hom^ TQ, TM)

Les applications T^P, M) et T(Ç, M) sont bijectives. Si Keru et Cokeru
appartiennent à C, Tu est un isomorphisme (lemme 4, § 1). Il en va donc de
même pour Hom(^, M).



CATÉGORIES ABÉLIENNES. 371

Nous dirons dorénavant que l'objet M est C-fermé s'il satisfait aux condi-
tions équivalentes du lemme précédent. Notre objet est de prouver que M
est C-fermé si et seulement si le morphisme ^F (M) de M dans STM est un
isomorphisme. Pour cela, nous aurons besoin du

LEMME 2. — Pour tout objet N de A / C ^ S/Y est C-fermé.

Vérifions en effet l'assertion (a) du lemme 1 ; on a le diagramme commu-
tatif suivant :

Hom î (P, SN) cw-^ Hom^( TP, N)
4 ^

Hom ( u, SN) Hom ( Tu, N)

Horn^ ( Ç, SN) ?K^ Hom^rÇ, N)

Les applications cp(-P, N) et îp(Ç, ^V) sont bijectives. Il en résulte que
Hom (M, SN) est une bijection si Tu est un isomorphisme.

PROPOSITION 3 :

a. Le morphisme fonctoriel ̂  est un isomorphisme de T o S sur in.

b. Pour tout objet M de A, KerW(M) et CokerW (M) appartiennent à C.

Horn^ (Jf, SN) ?w? Hom^ ( TM, N)
\ /

T(M, SN)\ /Hom ( TM, «Ï> (AQ)

Hom^(7W, TSN)

Prouvons ( a ) : soient en effet M un objet de A, N un objet de A / B . On a
le diagramme commutatif ci-dessus.

L'application îp(^/, N ) est une bijection ainsi que T^Af, SN) (lemmes 1
et 2). Il s'ensuit que Hom ( TM\ ^(M)) est une bijection pour tout M'.
L'assertion Ça) résulte de ce que tout objet de A/C est de la forme TM
(corollaire 2 de la proposition 1, chap. I).

Prouvons maintenant (b) en montrant que TW(M) est un isomorphisme
pour tout M. Or le composé de TW (M) et de 0(7W) est le morphisme
identique de TM (proposition 8, chap. I). Comme (D est un isomorphisme
fonctoriel, le résultat est démontré.

COROLLAIRE. — Un objet M de A est C-fermé si et seulement si W (M) est
un isomorphisme de M sur STM.

Nous savons déjà que STM est C-fermé. Supposons donc que M est
C-fermé : comme tout sous-objet de M appartenant à C est nul, KerW (M)
est nul ; ceci prouve que W(M) est un monomorphisme. L'assertion ( b ) du
lemme 1 montre alors que Colvert (M) est isomorphe à un facteur direct

BULL. SOC. MATH. — T. 90. FASC. 3. 27



372 P. GABRIEL.

de STM. Comme toiit sous-objet de STM appartenant à C est nul,
Co}ïerW(M) est nu l ; ceci prouve le corollaire.

Nous dirons dorénavant qu 'une sous-catégorie épaisse C de A est une sous-
catégorie localisante de A s'il existe un foncteur -S' adjoint à T. Dans ce cas,
le foncteur exact à gauche So T est appelé fondeur localisation. Ce foncteur
localisation est exact si et seulement si S est exact (corollaire 3 de la propo-
sition 1).

PROPOSITION 4. — Si C est une sous-catégorie épaisse de A^ les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. C est une sous-catégorie localisante de A.
b. Tout objet M de A contient un sous-objet qui est maximal parmi les

sous-objets de M appartenant à C; de plus, si tout sous-objet de M appar-
tenant à C est nul^ il existe un monomorphisme de M dans un objet C-fermé.

(a) => (b) : Avec les notations habituelles il est en effet clair que KerW(M)
est maximal parmi les sous-objets de M appartenant à C. Si KerW (M) est
nul, W (M) est un monomorphisme de M dans un objet C-fermé.

(b) =>(a) : Soit u : M-> N un morphisme de A. Nous disons que u est
une C-enveloppe de M si /Y est C-fermé et si Keru et Coker^ sont des objets
de C. Nous allons d'abord montrer que tout objet M possède une C-enve-
loppe :

Soit en effet M' le plus grand sous-objet de M appartenant à C et soit i un
monomorphisme de M / M ' dans un objet C-fermé /?. Soit d'autre part N
l'image réciproque dans R du plus grand sous-objet de Coken appartenant
à C. La condition (a) du lemme 1 montre que N est C-fermé. Si y est le
morphisme de M/M' dans N qui est induit par /, alors j o p ^ i / M ' est une
C-enveloppe de M.

Nous sommes maintenant en mesure de construire un foncteur adjoint à T:
tout objet N de A/C peut être considéré comme un objet de A ; nous choisis-
sons une C-enveloppe de cet objet, soit u ( N ) : N—>SN. Tout objet M
de A donne alors naissance aux applications suivantes :

Hom^( TM, N) = Hom^( TM\ TN) H^7^7^ Hom^( TM, TSN)

< T[MÏSN} Hom^ (M\ SA7).

Ces applications sont bijectives et elles déunissent un isomorphisme fonc-
toriel de Hom^(7\ , N ) sur Homj ( ., SN). Autrement dit, Homn ( T., 7V)
est un foncteur représentable et la proposition résulte de la proposition 10
(chap.I).

Supposons maintenant que C est une sous-catégorie localisante de A et
considérons un morphisme u : M—^N de A. Soit M' (resp. N ' ) le plus
grand sous-objet de M (resp. de N ' ) appartenant à C. Comme u { M ' ) est



CATÉGORIES ABÉLIENNES. 3^3

contenu dans N ' , u induit un morphisme u' de M/M' dans N / N ' . On a alors
l'assertion suivante qui nous sera bien utile dans le paragraphe 3.

LEMME 3. — Avec les notations et les hypothèses ci-dessus^ Tu est une
extension essentielle de TM si et seulement si u' est une extension essen-
tielle de Ml M'.

Comme Tp^^, et Tp§/^, sont des isomorphismes, Tu est une extension
essentielle si et seulement s'il en va de même de T u ' . Autrement dit, il suffit
d'établir la preuve lorsque M' et N ' sont nuls. Nous faisons cette hypothèse
dans la suite, et nous choisissons les sous-objets de TN (resp. de TM)
parmi les TP, où P est un sous-objet de N (resp. de M).

Supposons que u est une extension essentielle de M, et soit TP un sous-
objet de 7V. Si TP n'est pas nul, il en va de même pour P et pour u-1 (P). Ce
dernier objet n'appartient pas à C. Comme ( Tu)-1 ( TP) est isomorphe
à TÇu-^P)), il s'ensuit que ( Tu)-1 ( TP) n'est pas nul et que Tu est une
extension essentielle de TM.

Réciproquement, supposons que Tu est une extension essentielle et soit P
un sous-objet non nul de N. Comme tout sous-objet de N appartenant à C
est nul, TP ne peut être nul. Il en résulte que u~1 ( P ) n'est pas nul.

LEMME h'. — Soient C une sous-catégorie localisante de A et (Ui)içi une
famille de générateurs de A. Alors ( TUi),çr est une famille de générateurs
de A/C.

Soit en effet u : M—>N un monomorphisme de A/C, qui n'est pas un iso-

morphisme. Nous devons prouver que l'application 1THom(777/, u) de
i

1 THom( TUi, M) dans TTHom( TU,, N) n'est pas surjective. Or Su n'est
i i

pas un isomorphisme [prop. 3 (a)]. Il en résulte que l'application

F[Hom(^, Su) de ]~[Hom(^, SM) dans 1TIHom(^, SN) n'est pas
i i i

surjective. Le lemme est une conséquence de ce fait et des propriétés des
fondeurs adjoints.

LEMME 5. — Soit C ufze sous-catégorie localisante d'une Vi-catégorie avec
générateurs A. Alors A/C est une Vi-catégorie avec générateurs.

Soient en effet M et N deux objets de A. D'après la proposition 5 (chap. I),
l'ensemble des sous-objets M' de M tels que M/M' appartienne à C, peut
être indexé par un ensemble appartenant à U. Il en va de même pour
l'ensemble des sous-objets N ' de N qui appartiennent à C. Il s'ensuit que la
limite inductive limHom^ {M', N / N ' ) est un objet de la catégorie UAb. Ceci

prouve que A/C est une H-catégorie.
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L'existence de générateurs résulte du lemme ^.
La « nature » recèle beaucoup de sous-catégories localisantes. La proposi-

tion qui suit permet parfois de les déceler : soient A et B deux catégories
abéliennes, T^ un foncteur de A dans B et 6'i un fondeur adjoint à T^.
Nous conservons aux lettres <I»i, Ti, cpi et ^i leur signification habituelle
(c/.chap. I, §7) .

PROPOSITION 5. — Supposons^ avec les notations ci-dessus^ que T^ est un
foncteur exact et que <l>i est un isomorphisme de T^o Si sur In. Alors
Ker 77! est une sous-catégorie localisante de A et T^ induit une équivalence
entre A/Ker T^ et B.

Soit en effet T le foncteur canonique de A dans A/Ker 7\ ; (Ker 7\ désigne
la sous-catégorie épaisse de A dont les objets sont annulés par Ti); soit/?
l'unique foncteur de A/KerT^ dans B tel qu'on ait T^=Ro T. Si f est un
morphisme deA^ T^f est un isomorphisme si et seulement si T^Ker /e t
TiCoker/sont nuls, c'est-à-dire si et seulement si Tf est un isomorphisme.
Nous appliquons cette remarque au cas particulier où / est le morphisme
W^(M) de M dans ( S ^ o T^)M. On sait en effet que le composé de T^W^M)
et de <^i (TiM) est le morphisme identique de T^M. Comme 0i ( T^M) est
un isomorphisme, il s'ensuit que T^\(M), donc TW^(M), sont des iso-
morphismes. Comme d'autre part les objets M de A coïncident avec les objets
TM de A/KerTi^ les morphismes T^î\(M) définissent un isomorphisme du
foncteur identique de A/KerT^ sur le foncteur ( T S i ) B . On en tire que
( TSi )7? et 7?( TSi) sont isomorphes aux foncteurs identiques de A/Ker T^
et de B. Cela signifie que JR et TS^ définissent une équivalence de A/KerT^
avec B.

Nous laissons au lecteur le soin de prouver que -S^oT? est un foncteur
adjoint à 77, ce qui montre que KerT'i est une sous-catégorie localisante
de A.

3. Catégories avec enveloppes injectives. — Nous utilisons les notations
du paragraphe précédent.

PROPOSITION 6. — Soit C une sous-catégorie épaisse d'une catégorie abé-
lienne A. Soit i : M—>I une enveloppe injective d'un objet M de A qui ne
contient aucun objet non nul de C. Alors I est C-fermé et le morphisme Ti
est une enveloppe injective de TM.

Soit en effet N un sous-objet de /appartenant à C; alors r~1 (7V) appartient
à C et est donc nul; comme i est une extension essentielle, il en résulte que 7V
est nul. Ceci prouve que I est C-fermé [lemme 1 (b), § 2].

Un argument déjà employé dans la preuve du lemme 3 (§ 2) montre que
Ti est une extension essentielle. Il reste donc à démontrer que 77 est
injectif : donnons-nous pour cela un monomorphisme // : TI-> TM', ce
monomorphisme est l'image d'un morphisme /: I ' - > M / M ' , où I ' et M'
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sont des sous-objets de 1 et de M tels que //// et M' appartiennent à C.
Comme Tf est un monomorphisme, Ker / appartient à C et est donc nul.
Autrement dit, f est un monomorphisme et le morphisme canonique i de I '
dans 7 est composé de f et d'un morphisme g : M / M ' — > I . On aboutit ainsi
au diagramme commutatif suivant :

TI'-^TÇM/M')

-[ T/ ^
TI —j—^ TM

Comme Ti et Tp^^, sont des isomorphismes, // est un isomorphisme de
TI sur un facteur direct de TM.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. — Si C est une sous-catégorie épaisse d^une catégorie avec
enveloppes injectives A^ les assertions suivantes sont équivalentes :

a. C est une sous-catégorie localisante de A.

b. Tout objet M de A contient un sous-objet qui est maximal parmi les
sous-objets de M appartenant à C.

Le corollaire résulte des propositions 6 et 4.

COROLLAIRE 2. — Soit C une sous-catégorie localisante dune catégorie
avec enveloppes injectives A. Alors A/C est une catégorie avec enveloppes
injectives; tout objet injectif de A/C est isomorphe à un objet 77, où I est
un objet injectif de A ne contenant aucun sous-objet non nul de C. Réci-
proquement^ tout objet injectif J de A est isomorphe à une somme directe
«A® SJ^ où </i est l^ enveloppe injective d^un objet de C et où J^ est un objet
injectif de A/C. En outre^ ces conditions déterminent J^ et J^ à des iso-
morphismes près.

D'après le corollaire 1, tout objet de A/C est en effet isomorphe à un objet
7J7, où M ne contient aucun sous-objet non nul de C. Les deux premières
assertions résultent donc directement de la proposition 6. Pour prouver le
reste, on choisira pour 7i l'enveloppe injective du plus grand sous-objet de J
appartenant à C.

COROLLAIRE 3. — Les hypothèses sont celles du corollaire 2. On suppose
en outre que l^ enveloppe injective (dans A) d'un objet de C appartient à C.
Alors TJ est un objet injectif de A/C si J est un objet injectif de A.

Avec les notations du corollaire 2, TJ se réduit en effet à TSJ^_.
Le corollaire 3 est souvent utilisé de la façon qui suit : soit F : A / C — ^ D

un fondeur de A/C dans une catégorie abélienne ^, C satisfaisant aux condi-
tions du corollaire 3. Comme le foncteur T est exact et transforme injectifs



376 P. GABRIEL.

en injectifs, on sait [10] que les fondeurs dérivés ^ ( F o T) s'identifient aux
fondeurs {RnF)oT. Cela est vrai en particulier si F est le fondeur
7V—^Hom^,^(7W, 7V'). On en déduit les corollaires h et 5 :

COROLLAIRE k. — Les hypothèses sont celles du corollaire 3. Le fondeur
7V—>Ext^ç( TM, 7W) (?^ isomorphe au n-ième fondeur dérivé du
fondeur N —^ Hom^ (M, STN).

COROLLAIRE 5. — Les hypothèses so?it celles du corollaire 3. La dimension
homologique de A/C est inférieure ou égale à la dimension homologique de A.

On rappelle que la dimension homologique d'une catégorie A est le plus
petit entier n tel que Ext^1 {M, N) soit nul pour tout couple {M, N )
d'objets de A.

Le calcul des groupes Ext^/ç(Jf, N) peut se faire d'une autre manière
lorsque le fondeur section est exact : en effet, S transforme les objets
injectifs de A/C en objets injeclifs de A. Par conséquent, si G est un fondeur
de A dans une catégorie abélienne D, les fondeurs (^G) o S et / ^ ( G o S )
sont encore isomorphes. Cela est vrai en particulier si G est le fondeur
^—^Hom^(Af, JT).

COROLLAIRE 6. — Les hypothèses sont celles du corollaire 2. On suppose en
outre que le fondeur section est exact. Les fondeurs 7V —> Extjfl in ( 7W, N)
et /V—^ExtJj (M, *S7V) sont alors isomorphes.

La proposition suivante examine le cas où le fondeur section est exact :

PROPOSITION 7. — Soit C une sous-catégorie localisante dune catégorie
avec enveloppes injectées A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Le fondeur localisation (ou le fondeur section) est exact.
b. Si N est un sous-objet de M et si N et M sont C-fermés^ alors M/N

est C-fermé.

c. Si 1 est un injectif ne contenant aucun sous-objet non nul de C, et si
N est un sous-objet C-fermé de 7, alors I/N est C-fermé.

(a) => (b) => (c) : Clair.

(c)=> (a) : Si L est le fondeur localisation S o T, on va montrer que le
premier fondeur dérivé R^L de L est nul.

Supposons d'abord que M est un objet de C; soient i : M ̂  lune enveloppe
injective de / etp : I->N\e conojau de ;. Comme Lp est un isomorphisme,
la suite exacte o->o=LM-Ll>LI-LP>LN—^filLM—^o montre que R^LM
est nul.
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Supposons maintenant que M ne contient pas (Tobjet non nul de C et
conservons les notations précédentes. Comme Lp est un épimorphisme,
7?'Z^fest nul.

Dans le cas général, soit M' le plus grand sous-objet de M appartenant à C
et soit M"=.M/M'. La suite exacte R^ LM'-^ R^ LM--> 7?' LM" prouve la
nullité de R^LM.

COROLLAIRE. — Soit C une sous-catégorie localisante d'une catégorie avec
enveloppes injectives A. Si la dimension Jiomologique de A vaut o ou i, le
joncteur localisation est exact.

^. U-catégories avec générateurs et limites inductives exactes. — Nous
utilisons toujours les notations des paragraphes précédents.

PROPOSITION 8. — Si C est une sous-catégorie épaisse d'une Vi-catégorie
abélienne avec générateurs et limites inductives exactes A, les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. C est une sous-catégorie localisante de A.
b. La limite inductive (dans A) d'un système inductif d'objets de C

appartient à C.

(a) ==> ( b ) : Soit en effet (A/;, c p y z ) un système inductif d'objets de C, l'en-
semble d'indexation appartenant à l'univers U. Soient M la limite inductive de
ce système et cp; le morphisme canonique de Mi dans M. D'après le corollaire 1
de la proposition 6, M contient un sous-objet M' qui appartient à C et qui
contient tous les sous-objets de M appartenant à C; en particulier, M'
contient Im ç^ pour tout i et est donc égal à M.

( b ) =^ ( a ) : Soit en effet M un objet de A. Si P et N sont deux sous-objets
de M appartenant à C, P + N est isomorphe à un quotient de P Q) N. Il
s'ensuit que P 4- N appartient à C et que les sous-objets de M appartenant
à C forment un ensemble filtrant croissant de sous-objets de M. D'après ( ^ ) ,
la borne supérieure de ces sous-objets appartient à C et elle est le plus grand
sous-objet de ^appartenant à C; d'où le résultat, grâce au corollaire 1 de la
proposition 6.

COROLLAIRE. — Soient A une Vi-catégorie abélienne avec générateurs et
limites inductives exactes, et (I/) une famille d'objets injectifs de A. Les
objets M de A tels que Hom ( M, I j ) soit nul pour tout j sont les objets dune
sous-catégorie localisante de A. Réciproquement, toute sous-catégorie loca-
lisante de A peut être définie ainsi.

Soit en effet C la sous-catégorie pleine de A dont les objets M sont tels que
Hom(J^, //) soit nul pour tout y. Si o -> M' --> M -^ M" -> o est une suite
exacte de A, on a aussi les suites exactes

o->Hom(Jr, /;)-^Hom(Af, /y) -^Hom(J^, I/)->o.
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Ces suites exactes montrent que ' M appartient à C si et seulement si M' et
M" appartiennent à C. Autrement dit, C est une sous-catégorie épaisse de A.
D'autre part, tout système inductif {M^ cp^) de A donne naissance aux
« égalités »

Homj /lim Mi^ Ij\ == lim Homj (M^ /;).
\ ^ 1 < i

II s'ensuit que lim Mi appartient à C si les Mi appartiennent à C.
;

Réciproquement, si C est une sous-catégorie localisante de A^ A/C est une
catégorie avec enveloppes injectives ; un objet M de A appartient donc à C si
et seulement si Hom.. (A/, /) est nul pour tout injectif ^-fermé 7.

PROPOSITION 9. — Soit C une sous-catégorie localisante d'une U-catég'orie
abélienne avec générateurs et limites inductives exactes. Les catégories C et
AIC sont des ̂ -catégories avec générateurs et limites inductives exactes. En
outre^ le fondeur canonique T de A dans A/C commute avec les limites
inductives.

Soit (U\)\ç\ une famille de générateurs àeA. Les quotients, appartenant
à C, des objets U\ forment une famille de générateurs de C. De plus, tout
système inductif d'objets de C possède une limite inductive dans A. La propo-
sition 8 montre que cette limite inductive appartient encore à C. Il en résulte
que C est une lÏ-catégorie avec générateurs et limites inductives exactes.

Le lemrne 5 (§ 2) prouve que A/C est une U-catégorie avec générateurs.
Considérons maintenant un système inductif d'objets de^, soit (M^ 9/î)/,/e/»
Soit cp; le morphisme canonique de Mi dans la limite inductive lim Mi. On a

alors des « égalités » :

Hom.i/p/TlimX-, N\ == Hom^/limJ^, SN\^^u\ —^ / fï\—^ )
= lim Hom^ (X-, SN) == lim Hom^( TMi, N).

Ces égalités montrent que (T\\mM^ T^\ est une limite inductive du

système inductif ( TM^ T^ / i ) . Le foncteur T commute donc avec les limites
inductives.

Soient maintenant (7V^, 4^)ue^ un système inductif d'objets de A/C et ^
le morphisme canonique de SNi dans lim SNi. Ce qui précède prouve que

fTVimSNi^T^a^W-^

est une limite inductive de (N^ (p/^). Nous écrirons brièvement .

\imNi=TVïmSNi.
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Cette dernière « formule » montre en particulier qu'une limite inductive
de monomorphismes est un monomorphisme ; ceci termine la preuve.

COROLLAIRE 1. — Soit C une sous-catégorie localisante d'une Vi-catégorie
localement nœthérienne. Alors C et A/C sont des Vi-catégorie localement
nœthériennes. De plus^ le fondeur section commute avec les limites
inductives.

Il reste à montrer que -S' commute avec les limites inductives. Si (TV^-, ^ i / )
est un système inductif d'objets de A / C ^ lim Ni est égal à T lim SNi. Il suffit

donc de prouver que le morphisme fonctoriel W définit un isomorphisme de
lim ,SNi sur ^nim SNi : cela revient à dire que lim SNi est C-fermé.

Cette dernière assertion résulte du lemme 1 (a), § 2 : avec les notations
de ce lemme, il suffît en effet de vérifier la condition (a) quand P et 0 sont
des objets nœthériens. Les groupes Homj /P, lim SNi\ et Homj /Ç, lim SNi\

s'identifient alors respectivement à lim Homj (P, SNi) et lim Homj (Ç, *S7Vf)

(corollaire 1 du théorème 1, chap. II) ; la preuve découle directement de
ces faits (lemme 2, § 2).

COROLLAIRE 2. — Soit C une sous-catégorie localisante d'une Vi-catégorie
localement finie. Alors C et A/C sont des ^-catégories localement finies.

Supposons maintenant que A est une Vi-catégorie localement nœthérienne.
Soit A' la sous-catégorie pleine de A qui est définie par les objets nœthériens
de A. Si C est une sous-catégorie localisante de A^ nous désignons par C' la
sous-catégorie pleine de A qui est définie par les objets nœthériens de C.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ce qui suit :

PROPOSITION 10. — D application C->C' est une application bijective de
^ensemble des sous-catégories localisantes de A sur Vensemble des sous-
catégories épaisses de A'.

En particulier, si A est une U-catégorie localement finie, toute sous-catégorie
localisante C est caractérisée par les objets simples qu'elle contient. On peut
dire que A/C s'obtient à partir de A en négligeant un certain nombre d'objets
simples.

5. Quelques exemples de sous-catégories localisantes.

a. Faisceaux de modules. — Soient E un espace topologique, A un
faisceau d'anneaux sur E et A la catégorie des faisceaux de ^4-modules (ou
de ^4-modules). Si F est un fermé de E^ U l'ouvert complémentaire de F
dans E^ nous utiliserons les notations suivantes :

— Si M est un A -module, M\ U désigne sa restriction à 77;
— 7\ désigne le foncteur M—-> M\ U\
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— B désigne la catégorie de A | ^/-modules ;
— -Si désigne le foncteur image directe : si 7V est un A ^/-module, S^/V

est l'image directe de 7V dans E.

Il est clair qae T^ est un foncteur exact et que KerTi est formé des
^-modules dont la restriction à U est nulle. Comme *Si est un foncteur
adjoint à 7i et que T^o Si est isomorphe à i^, la proposition 5 montre que
les catégories B et A/Ker T^ sont équivalentes.

b. Fondeurs exacts à gauche. — Les hypothèses et les notations sont
celles de la proposition 4 (chap. II). Soient A la catégorie Fonct(C, û), B la
catégofrie Sex(C, 0), T^ le foncteur 7?°, S^ le foncteur canonique de Sex(C, D)
dans Fonct(C, 0). La proposition 4 (chap. II) dit que Si est adjoint à Ti.
Tout objet injectif de Sex(C, D) est donc injectif dans Fonct(C, D).

c. Fondeurs satellites [6]. — Soient C et 0 deux catégories abéliennes.
Nous supposons, pour simplifier, que la catégorie C « contient assez d'objets
projectifs ». Soit alors A la catégorie suivante :

— un objet de A est une « connected séquence of functors » (Fn) de C
dans Zy, n ̂  o ;

— si (Fn) et (Gn) sont deux objets de A, un morphisme du premier dans
le second est une suite de morphismes fonctoriels fn : Fn-> Gn', on suppose
en outre que les morphismes fn commutent avec les opérateurs bord
( « connecting homomorphisms » ) ;

— la composition des morphismes est définie de façon évidente.

Les objets (Fn) dont la première composante Fo est nulle forment une
sous-catégorie épaisse B de la catégorie abélienne A. En outre, le lecteur
vérifiera facilement que le foncteur (Fn) —> FQ définit une équivalence entre
A/B et Fonct(C, D).

Réciproquement, soit F un foncteur de C dans D et désignons par SnF le
n-ième foncteur satellite de F : le foncteur F ^ > ( S n F ) est alors adjoint au
foncteur (Fn) —->FQ.

Le lecteur trouvera une interprétation analogue des foncteurs satellites à
droite SnF lorsqu'il aura énoncé les propositions duales des propositions de
ce chapitre.

d. Localisation par rapport au centre. — Si A est une catégorie additive,
on appelle centre de A l'ensemble des morphismes fonctoriels du foncteur
identique I s de A dans lui-même. L'addition et la composition des mor-

phismes fonctoriels définissent sur cet ensemble une structure d'anneau. Cet
anneau sera noté Z ' ( A ) ; le lecteur vérifiera que Z ( A ) est un anneau
commutatif.
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Nous supposons maintenant que A est une U-catégorie avec générateurs et
limites inductives exactes. Si ^ est une partie multiplicative de Z ( A ) ^ nous
désignons par A^ la sous-catégorie pleine de A qui suit : un objet M appar-
tient à A^ si M est la borne supérieure des sous-objets 7V tels que s ( N ) soit
nul pour au moins un élément s de 2. Il est clair que A^ est une sous-caté-
gorie épaisse et fermée de A. Pour tout objet M de A nous pouvons donc
choisir une A^-enveloppe j\i : M—> M^.

PROPOSITION. 11. — Sous les hypothèses ci-dessus^ les assertions suivantes
sont équivalentes :

a. M est un objet A^-fermé.
b. Pour tout éléments de 2, s (M) est un automorphisme de M.

( a ) = > ( ^ ) : II est clair en effet que s (M) est un monomorphisme de M
dans M. Il en résulte que ïms(M) est A^-fermé. D'après le lemme 1 (^) ,
§ 2, îms(M) est donc un facteur direct de M et tout supplémentaire de
ïms(M) appartient à A^. Ceci n'est possible que si îms(M) =M.

(b)=> (a) : II est clair en effet que M ne contient aucun sous-objet non
nul appartenant à A^. Nous supposons, pour simplifier, que M est un sous-
objet de M^, et que J'M est le morphisme canonique de J^dans M^. Soit alors
TV un sous-objet de M^ contenant M et tel que Im s (TV) soit contenu dans M
pour au moins un élément s de ï. Si / désigne le monomorphisme canonique
de M dans TV, on a l'égalité 1^=:^ sÇM)"1^^ s(A^) o i. Cette égalité montre que
M est un facteur direct de 7V; il s'ensuit que M est égal à TV, donc à M^.

COROLLAIRE. — Le fondeur localisation M—->- M^ est exact.

Cela résulte des propositions 11 et 7 (b).

PROPOSITION 12. — Les hypothèses et les notations sont celles de la propo-
sition 11. On suppose en outre que A est une catégorie localement nœthé-
rienne. L'enveloppe injective d^un objet de A-^ appartient à A^.

Supposons en effet que N est extension essentielle d'un sous-objet M
appartenant à A^. Nous voulons montrer que N appartient à A^\ pour cela
il suffît de prouver que tout sous-objet nœthérien N ' de TV appartient à A^'^
comme N ' est extension essentielle de Mr\ N ' ' , nous pouvons donc nous
ramener au cas où N est nœthérien.

Dans ce cas, il existe un élément s de .2 tel que s (M) soit nul. Comme A
est nœthérien, Ker^-TV))^ est égal à KerÇsÇN))^1 pour n assez grand.
On tire de là l'égalité Ker(s(!V))nr\îm(s(N))n= o. Comme KerÇsÇN))11

contient M et que N est extension essentielle de Af, \m{s(N))n est nul.
Autrement dit s71 ( N ) est nul et N appartient à A^.
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CHAPITRE IV.

Catégories localement nœthériennes.

Sauf mention expresse du contraire, toutes les catégories considérées dans
ce chapitre sont des U-catégories abéliennes avec générateurs et limites
inductives exactes.

Ce chapitre est consacré à l'étude des objets injectifs d'une U-catégorie
localement nœthérienne. Nous tirons de cette étude la morale suivante : une
catégorie localement nœthérienne est une « extension » de catégorie loca-
lement finies ; une catégorie localement finie se compare à une catégorie de
modules.

1. La dimension de Krull d'une catégorie abélienne. — Soit A une
catégorie (abélienne...). Nous allons associer à tout ordinal a une sous-
catégorie localisante Ay, de A. L'ordinal ne possédant aucun élément sera
noté — i pour des raisons historiques; de même, l'ordinal possédant un
nombre fini d'éléments n sera noté n — i . Si a et (3 sont deux ordinaux, le
symbole a T j3 désignera l'ordinal obtenu en prenant « d'abord a, ensuite |3 ». Si
a et (3 sont deux ordinaux finis, on a par exemple la formule aT |3==a4-P+i '-
Nous noterons 7^ le foncteur canonique de A dans A / A ^ .

La construction des sous-catégories A y, se fait par récurrence transfinie :

— A_i est la sous-catégorie localisante de A dont les seuls objets sont les
objets nuls de A. Le foncteur TLi est donc le foncteur identique de A.

— Si l'ordinal a a un prédécesseur (3, Ay, est la plus petite sous-catégorie
localisante contenant tous les objets Autels que T^ M soit de longueur finie.

— Si a est un ordinal limite, Ay, est la plus petite sous-catégorie localisante
contenant toutes les sous-catégories AQ pour (3 <; a.

Nous désignons par A^ la plus petite sous-catégorie localisante contenant
toutes les sous-catégories Ay,\ la catégorie quotient A/A^ ne possède alors
aucun objet simple. Lorsque M est un objet de A^^ la dimension de Krull de M
est le plus petit ordinal a tel que M appartienne à Ay. (notation : Kdim M= a).
Si^d) coïncide avec A^ le plus petit ordinal a tel que A^ soit égal à A sera
appelé la dimension de Krull de A (notation Kdim A == a). La proposition
suivante résulte des définitions :

PROPOSITION 1. — Sou C une sous-catégorie localisante de A. Alors A^
coïncide avec A si et seulement si C^ et (A/C)^ coïncident respectivement
avec C et A/C. Dans ce cas on a les inégalités

sup(KdimÇ, Kdim A /C ) ̂  Kdim A ̂  (Kdim C) T(Kdim^/C).
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Nous supposons dans toute la suite de ce paragraphe que la dimension de
Krull de A est définie, c'est-à-dire que A^ coïncide avec A. Pour tout ordinal
a < Kdim^, la catégorie ^aTo/^a est alors de dimension nulle.

Si M est un objet de A, le type de cet objet sera l'ensemble des objets
de A isomorphes à M. Nous désignons par Sp(A) (spectre de A) l'ensemble
des types d'objets injectifs indécomposables de A. Pour tout ordinal
a < Kdim^, nous désignons par Spa(^) l'ensemble des types qui sont formés
d'objets injectifs indécomposables Affermés et contenant un sous-objet non
nul de ^aTo- II est clair que les ensembles Spa(^) sont disjoints deux à deux
et que leur réunion est égale à Sp(>l).

Si T est un objet injectif indécomposable dont le type appartient à Spa(^),
Ta/contient un sous-objet de longueur finie de A/A^. Il en résulte que le
socle de T'a/n'est pas nul et est un objet simple de ^aTo/^a. Nous notons
s ( I ) le plus petit sous-objet non nu l et ^à-fermé de /. Le morphisme cano-
nique de s ( I ) dans T induit alors un isomorphisme de T ^ s ( I ) sur le socle
de Ty^I. Par abus de langage, nous dirons que s ( I ) est le socle de T. Nous
traiterons s ( I ) indifféremment comme un objet de A ou comme un objet
d e A / A ^ .

PROPOSITION 2. — Soit A une catégorie dont la dimension de Krull est
définie. Pour tout ordinal a<Kdim^, l'application I-^s(I) induit une
bijection de Spa(^) sur l'ensemble des types d'objets simples de A/A^.

Soient en effet / et J deux injectifs indécomposables dont les types appar-
tiennent à Spa(^). Le corollaire de Ja proposition 11 (chap. I I ) , entraîne
que / et J sont isomorphes si et seulement s'il en va de même de s ( I ) et
s ( J ) . Soit d'autre part M un objet simple de A^jo/Ay_ et soit u : M—>EM
une enveloppe injective de M dans A/A^. Si S^ est un foncteur adjoint à Ta,
Sy.EM est un injectif indécomposable dont le socle est isomorphe à M
(comme objet de A / A ^ ) . Ceci termine la preuve.

Si l'on rapproche la proposition 2 de la proposition 11 (chap. II) on voit
comment sont liées les notions de spectre, d'objet simple et d'objet
coirréductible.

Soit maintenante une sous-catégorie localisante de A, soit T le foncteur
canonique de A dans A/C et soit S un foncteur adjoint à T. Si Test un injectif
indécomposable de C et si El est une enveloppe injective de T dans A, il est
immédiat que El est encore indécomposable. L'application I—>EI induit
donc une injection de Sp(C) dans Sp(^); nous identifierons toujours Sp(C)
avec l'image de cette injection. De même, si J est un injectif indécomposable
de A/C, SJ est un injectif indécomposable de A. L'application J — ^ S J induit
une injection de S p ( A / C ) dans Sp(^) ; nous identifions toujours S p ( A / C ) avec
l'image de cette injection. Le corollaire 2 de la proposition 6 (chap. III),
montre alors que S p ( A / C ) est le complémentaire de Sp(C) dans Sp(^). En
outre la proposition 2 entraîne le
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COROLLAIRE 1. — Soit C une sous-catégorie localisante d'une catégorie A
dont la dimension de Krull est définie. Un objet M de A appartient à C si
et seulement si Horn^ (M, I ) est nul pour tout injectif indécomposable de A
dont le type appartient à S p ( A / C ) .

Soit en effet D la sous-catégorie localisante de A dont les objets M sont tels
que Hom^(^ /) soit nul pour tout injectif indécomposable dont le type

appartient à S p ( A / C ) (corollaire de la proposition 8, chap. III). Il est clair
que 0 contient C. Si 0 ne coïncide pas avec C, il existe un objet M de 0 qui
est non nul et qui ne contient aucun sous-objet non nul de C. Soit donc (3 le
plus petit ordinal tel que M contienne un sous-objet non nul de AQ. Il est
clair que (3 a un prédécesseur a. Il existe donc un sous-objet N de M tel que
Ty,N soit simple. Si / est l'enveloppe injective de A\ le type de / appartient
à S p ( A / C ) et Hom^ {M, I ) n'est pas nul : il y a contradiction.

COROLLAIRE 2. — Soient C et D deux sous-catégories localisantes d'une
catégorie A dont la dimension de Krull est définie. Alors C coïncide avec D
si et seulement si Sp (C) coïncide avec Sp (0).

Cela résulte du corollaire 1.
Si / est un injectif indécomposable de A^ on remarque que l'anneau des

endomorphismes de s ( I ) (dans A ou dans A/Ao,) est un corps. Si A est
l'anneau local des endomorphismes de 7, ce corps n'est autre que le quotient
de A par son radical de Jacobson : soit en effet / un endomorphisme de /
(dans A ou dans A / A ^ ) ; l'image de s ( I ) par/est nulle ou est un objet simple
(dans A / A ^ ) ^ le morphisme / induit donc un endomorphisme // de .?(/);
comme /est injectif, tout endomorphisme de s ( I ) se prolonge réciproquement
en un endomorphisme de I . Ceci montre que l'application / —> /' est
surjective. D'autre part // est non nul si et seulement si / est un auto-
rnorphisme. Nous avons ainsi prouvé la

PROPOSITION 3. — Soient A une catégorie dont la dimension de Krull est
définie^ et 1 un objet injectif indécomposable de A. Le corps des endo-
morphismes du socle s(f) est le quotient de F anneau des endomorphismes
de 1 par son radical de Jacobson.

La proposition suivante va nous donner des renseignements sur les
enveloppes injectives de la catégorie A :

PROPOSITION ^. — Sou M un objet d'une catégorie A dont la dimension
de Krull est définie. Il existe une famille (/a) de morpïlismes de A^ qui est
indexée par les ordinaux a < Kdim^ et qui satisfait aux conditions (a),
(b), ( c ) e t ( d ) :

a. /a est un morphisme d'un objet A^ dans M.
b. Tout sous-objet de Ny, appartenant à A^ est nul.
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c. TaAa est un objet semi-simple de A/A a.

û?. Ze morphisme f de ^ TVa ^a/z^ M qui est dé fini par la famille (/a)
a

^ (me extension essentielle de ^ TVa-
a

Po^r toute famille (/a) satisfaisant à (a), (À) , (c) ^ (à?), Ta/a ̂  ̂
isomorphisme de Ty^Ny, sur le socle de Ty^M.

Désignons en effet par My, le plus grand sous-objet de M appartenant à Ay,
( a < K d i m ^ ) . Soit Ça un complément de A/a dans J^aTo (chap. II, § 5);
soit <a le monomorphisme canonique de Ça dans M.

LEMME 1. — Le morphisme j de ^. Ça dans M qui est défini par la
a

famille (/a) est une extension essentielle de ^ Ça.
a

Cela est clair si Kdim^ est égal à — i ; nous supposerons donc la pro-
priété démontrée pour toutes les catégories B telles que Kdim B <^ Kdim A ;
nous prouvons qu'alors la propriété est vraie pour^. Deux cas sont possibles
en effet :

— L'ordinal Kdim A a un prédécesseur (3 : on sait qu'alors le morphisme h
de M^Q) Çp dans M qui est défini par les morphismes canoniques de M^
et Çp dans M^ est une extension essentielle. D'autre part, y est composé d'un

morphisme i de V Ça dans /Vp® Çp et de À; comme i est une extension
a

essentielle d'après l'hypothèse de récurrence et le lemme 2 (§ 5, chap. II),
il s'ensuit que j est une extension essentielle (lemme 1, § 5, chap. II).

— Kdim A est un ordinal limite : M est alors la borne supérieure des A/p,

pour (3<<Kdim^. Soit y'g le morphisme de ^. Ç^ dans M^ qui est défini
ï<f3

par les morphismes îy. Comme JQ est une extension essentielle d'après
l'hypothèse de récurrence, l'assertion résulte de la proposition 13 (chap. II).

Le lemme étant démontré, la construction d'une famille (/a) est simple :
soit en effet Ny. un sous-objet de Ça et soit gy, le morphisme canonique
de TVa dans Ça; nous supposerons que Ta^a est un isomorphisme de Ty^Ny,
sur le socle de 7^ Ça. Si P est un sous-objet non nul de Ça, Ty,P contient
un sous-objet simple et T^Pç\ Ta/Va n'est pas nul. Il s'ensuit que Pc\Ny,
n'est pas nul. Ceci prouve que gy, est une extension essentielle. Si nous
posons/a==/a°^a, les conditions (a), (6), (c) et ( d ) sont vérifiées.
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Réciproquement, soit (/a) une famille de morphismes satisfaisant aux
conditions (a), (&), (c) et ( d ) . Il est clair que Im Ta/a est le plus grand
sous-objet de Im Ta/ qui appartient à ^aTo- Si 6' est un sous-objet simple
de Ty^M^ -S'nim Ta/est un sous-objet non nul de Ty^M et appartient à ^aTo-
II en résulte que S(\\mTy,f est contenu dans Im T'a/a; tout sous-objet
simple de Ty,M « coupe » donc Tm Ta/ai ce q111 prouve la dernière assertion.

THÉORÈME 1. — Soit 1 un objet injectif d'une catégorie A dont la dimen-
sion de Krull est définie. Il existe une famille (T/)/^ d^ injectif s indé-
composables de A, telle que l soit isomorphe à l'enveloppe injective de la

somme directe ^ Ii.
i^L

Si (Jn) ç:u ^st une deuxième famille d^ injectif s indécomposables^ et

si 'V Ii et ̂  Jn ont même enveloppe injective^ il existe une bijection h
l n

de L sur N telle que Ii soit isomorphe à Jh{i}'

Prouvons d'abord l'existence d'une famille (T/)^/ '- nous utilisons la pro-
position précédente en choisissant M égal à I . Si ENy. est « 1 » 'enveloppe
injective de TVa, il est clair que / est isomorphe à l'enveloppe injective de la

somme directe ̂  ENy,. Il est donc suffisant de prouver que ENy. est
a

l'enveloppe injective d'une somme directe d'injectifs indécomposables. OrTVa
ne contient aucun sous-objet non nul appartenant à A^\ de plus, Ty,Ny, est
un objet semi-simple de A / A y , . On en déduit l'existence d'une famille (A^)^^

de sous-objets de TVa? q1111 satisfait aux conditions suivantes : T^N^ est un
objet simple; la somme N'y, des TVa est directe; le monomorphisme cano-
nique de N'y. dans TVa induit un isomorphisme de Ty^N'y. sur Ty^Ny.. Si EN^

est l'enveloppe injective de TVa, il en résulte que Ny. et V ENÏ ont même
a-

enveloppe injective. Comme EN^ est indécomposable, la première partie du
théorème est prouvée.

Prouvons la deuxième assertion : désignons parla (resp. parYVa) l'ensemble
des / (resp. des n) tels que le socle de T/ (resp. de Jn) « appartienne »
à Spa(^). Avec les notations de la proposition précédente, il est alors clair

que TVa? ^ I I et ^ Jn ont même enveloppe injective. Si l'on considère
i^La. nç^

ces objets comme des objets de A IA^ il en résulte que TVa, ^ , II et ^ . Jn
/ela rtçNo.
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ont même socle; autrement dit, les sommes directes V s ( I i ) et V s ( J n )
l^L. nç^

sont isomorphes dans A / A y ^ . Les propriétés des objets semi-simples entraînent
l'existence d'une bijection hy, de la sur N^ telle que s ( I i ) soit isomorphe
à s ( Jhy . [ i ) ) . Alors // est isomorphe à Aa(/).

PROPOSITION 5 (théorème d'échange). — Supposons vérifiées les hypo-
thèses du théorème 1. Soient (fi)^ une famille d'injectifs indécomposables

et u : ̂  Ii—>I une enveloppe injective. Si J est un facteur direct de 7, //
iç.L

existe une partie N de L qui satisfait à la condition suivante : toute extension

essentielle maximale de u^ V 7/ ^ dans 1 est un supplémentaire de J.
\ieN )

Soit en effet N un élément maximal de l'ensemble des parties M de L qui

satisfont à la condition suivante : J et u^ ^ Ii\ ont une intersection nulle.

\^M )
Nous allons prouver que 7 est une extension essentielle de la somme

J -\- u ^ ^, Ii ^ : soit en effet L une extension essentielle maximale de cette

\1^ J
somme dans 7. Comme N est maximal, L « coupe » tous les u(Ii)\ autrement
dit, u ( I i ) est extension essentielle de Lr\u(.fi) pour tout I ç L . Il en résulte
que 7 est extension essentielle de Z. D'où l'égalité L = 7. Ceci achève la
preuve.

2. La structure des objets injectifs dans une catégorie localement
nœthérienne. — Les énoncés du paragraphe précédent se simplifient quand A
est une catégorie localement nœthérienne. Le corollaire 1 du théorème 1
(chap. II) a en effet la conséquence qui suit :

PROPOSITION 6. — Soient A une catégorie localement nœthérienne

et {Ii)içi_ une famille d'objets injectifs de A. La somme directe V 7/ est
tç.L

alors un objet injectif de A.

PROPOSITION "7. — Pour toute catégorie localement nœthérienne A^ la
sous-catégorie localisante A^ coïncide avec A ; déplus^ les catégories A ̂ ^/A ̂
sont localement finies.

Nous savons en effet que A / A ^ ne possède aucun objet simple. Comme A
est une catégorie localement nœthérienne, il en va de même pourA/A^. SiA^
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ne coïncidait pas avec A, la catégorie A/A^ contiendrait donc un objet nœthé-
rien non nul M. Pour tout sous-objet propre maximal N de M^ le quo-
tient M I N serait simple, ce qui est absurde.

La dernière assertion provient du fait que toute catégorie localement
nœthérienne dont la dimension de Krull est nulle, est localement finie.

Module les propositions 6 et 7, le théorème 1 et la proposition 5 s'énoncent
de la façon suivante :

THÉORÈME 2 (MATLIS [17]). Soit A une catégorie localement nœthérienne.

Tout injectif 1 est isomorphe à la somme directe V 7/ d'une famille (//)^
lei

d7 objets injectif s indécomposables.
Si {Jn)nç.ff est une deuxième famille d'injectifs indécomposables^ et si

les sommes directes ^. // et ^ Jn sont isomorphes^ il existe une bijec-
l^L rc^N

tion h de i sur N telle que Ii soit isomorphe à Jh{i\-

La deuxième assertion du théorème 2 résulte aussi du théorème 1 (chap. I).

PROPOSITION 8 (théorème d'échange). — Soient A une catégorie locale-
ment nœthérienne et ( I I ) ici une famille d^ injectif s indécomposables de A.

Si J est un facteur direct de ^ 7^, il existe une partie N de L telle
i^L

que ^ Ii soit un supplémentaire de J dans "V //.
ie.N iç.L

Nous supposons dans la suite de ce paragraphe que A est une catégorie
localement nœthérienne. Nous disons que la catégorie A est connexe si elle
n'est pas équivalente au produit de deux catégories non nulles.

COROLLAIRE. — Toute catégorie localement nœthérienne A est équivalente
au produit d'une famille (An)nçE de catégories connexes.

Soit en effet / la sous-catégorie pleine de A dont les objets sont les objets
injectifs de A. D'après le corollaire 1 de la proposition U (chap. I) , il suffit
de montrer que / est produit d'une famille (In)nçE de catégories additives
telles que Kl^ soit une catégorie connexe pour tout n. Pour cela nous conve-
nons de dire que deux injectifs indécomposables I et J sont équivalents s'il
existe une suite finie (/ /) , i ^^^Â, d'injectifs indécomposables satisfaisant
aux conditions suivantes : /i=7, //.=./; si I ^ / ^ Â ' — I , les groupes
abéliens IIom(//, //+i) et Hom(//+i, I i ) ne sont pas nuls tous les deux.
Nous désignons par E l'ensemble des classes d'équivalence ainsi obtenues
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(BRAUER appelle une telle classe un bloc ; pour être précis disons que BRAUER
considère les modules projectifs indécomposables sur un anneau artinien A ;
il dit que deux projectifs indécomposables P et Q appartiennent au même
bloc s'il existe une suite P^ = P, P^, . . ., Pk= Ç formée de projectifs indé-
composables tels que les groupes Hom^(P/, Pi+i) et Hom^(P/^i, Pi) ne
soient jamais nuls tous les deux; nous verrons au paragraphe 3 que la théorie
de BRAUER est un cas particulier de celle que nous développons ici). Si n est
une telle classe, soit In la sous-catégorie pleine de / qui est définie par les
sommes directes d'injectifs indécomposables de n. Il est clair que la caté-
gorie / est équivalente au produit des catégories /„; de plus, In n'est pas
équivalente au produit de deux catégories additives non nulles ; d'où
l'assertion.

Soit^ la sous-catégorie localisante de A qui est déunie par les objets M
tels que Hom(Af, /) soit nul pour tout injectif indécomposable n'apparte-
nant pas à n. Il est clair que les catégories An et KIn sont équivalentes. La
catégorie A est donc équivalente au produit des catégories connexes An. iNous
dirons que An est une composante connexe de A.

Nous terminons ce paragraphe sur une généralisation de la décomposition
primaire de Lasker-Nœther. Pour tout élément s du spectre de A^ nous
choisissons un injectif indécomposable Is de type s. Si M est un objet de A^
nous disons que s est associé à M si l'enveloppe injective de M contient un
sous-objet isomorphe à /,. L'ensemble des éléments s de Sp(>ï) qui sont
associés à M sera noté ass(Af). Nous disons que M est isotypique de type s
si ass(A^) a s pour seul élément.

PROPOSITION 9. — Soit M un objet nœthérien d'une catégorie localement
nœthérienne A. Il existe une application s—->Ns d'une partie finie L
de Sp(^) dans l'ensemble des sous-objets de M qui remplit les conditions
suivantes : M/Ns est isotypique de type s ; l'intersection des Ns est nulle;

si P est une partie de L qui est distincte de L, l'intersection /̂ \ Ns n'est pas
SÇ.P

nulle. Si ces conditions sont remplies^ L est égal à ass(A/).

Soit en effet / : M—^I une enveloppe injective de M. Nous supposons pour
simplifier que M est un sous-objet de / et que (' est le morphisme canonique
de M dans /. Nous supposons aussi que / est la somme directe d'une somme
directe d'une famille (fi)içi d'injectifs indécomposables. Les sous-objets
MÇ\II de M sont alors différents de 0 pour tout / et leur somme est directe.
Comme M est nœthérien, l'ensemble L est fini. Si s est un élément de ass (Af),
désignons par J,^ la somme directe des // isomorphes à I s . Dans ces condi-

tions, il suffit de choisir L égal à ass (M) et N, égal à Mr\( V Jt\
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Réciproquement, supposons données L et l'application s -^--> Ns. Les mor-
phismes canoniques g s '- M-->M/Ns définissent un monomorphisme q de M
dans la somme directe N des M / N s . On en tire la formule ass(J^) Cass (N) =L.
Soit d'autre part Ms l'intersection des Nt pour t différent de s. Le mor-
phisme qs induit un monomorphisme de M s dans M / N s . Comme SiSs(Ms)
n'est pas nul et que 8tSs(M/Ns) = { s }, on a les formules suivantes :
sç9iSs(Ms)C^ss(M). Ceci prouve que i est contenu dans ass(^), ce qui
restait à démontrer.

Nous laissons au lecteur le soin de transcrire dans le langage de cet article
les multiples propositions de la décomposition primaire. Nous lui laissons
aussi le soin de formuler les énonces duaux des énoncés précédents.

3. Modules pseudo-compacts. — Nous avons vu dans les paragraphes
précédents comment les catégories localement finies s'introduisent dans
l'étude des catégories localement nœthériennes. La fin de ce chapitre sera
consacrée à une étude plus approfondie des catégories localement finies.
Nous commençons par donner un exemple :

Appelons anneau pseudo-compact à gauche un anneau A avec élément
unité, topologique, séparé, complet, dont l'ensemble sous-jacent appartient
à U et qui satisfait à l'axiome APC :

APC : L'anneau A possède une base de voisinages de 0 formée d'idéaux à
gauche / de colongueur finie [i. e. long^(A//) <<4-oo].

Sauf mention expresse du contraire, nous ne considérons dans la suite de
ce chapitre que des A-modules à gauche unitaires dont l'ensemble sous-
jacent appartient à U. Si M est un tel A-module, la topologie discrète fait
de M un module topologique sur l'anneau topologique A si et seulement si
l'annulateur de tout élément m de M est un idéal à gauche ouvert (donc de
colongueur finie). Les A-modules topologiques discrets forment une caté-
gorie localement finie que nous notons dis (.4) (pour la définition des modules
topologiques, cf. BOCRBARI, Topologie^ III, § 6, n° 6, 3e éd.).

Les objets de longueur finie de dis (A) sont les modules topologiques
discrets de longueur finie. Ces modules définissent une catégorie abélienne
finie T(A ) et le théorème 1 (chap. II) montre que la donnée de T(A) déter-
mine dis (A) à une équivalence près. Comme la catégorie duale T(A)° est
aussi une catégorie abélienne finie, le même théorème prouve l'existence
d'une catégorie localement finie D telle que T(A)° soit équivalente à la caté-
gorie des objets de longueur finie de D. Nous allons montrer que la catégorie
duale û° est équivalente à une catégorie de -A-modules :

Appelons A-module pseudo-compact tout A-module à gauche, topo-
logique, séparé, complet M çm\ satisfait à l'axiome MPC :

MPC : Le module M possède une base de voisinages de 0 formée de sous-
modules N tels que M/.N soit de longueur finie.
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Si M et N sont deiix ^4 -modules pseudo-compacts, un morphisme de M
dans N sera une application ^4-linéaire continue de M dans N\ la composi-
tion des morphismes sera la composition usuelle des applications. Nous
avons ainsi défini une nouvelle catégorie que nous noterons PC(A). Il est
clair que PC(A) est une catégorie additive. Nous allons voir que PC(A) est
même une catégorie abélienne. La preuve de ce fait s'appuie sur un lemme
d'algèbre bien connu (BOURBAKI, Topologie, 1 Appendice, 3e éd.) :

LEMME 1. — Soient B un anneau^ 1 un ensemble ordonné filtrante
(M^ f j i ) et (7V^ g j i ) deux systèmes projectifs^ indexés par 1 et formés
de B-modules à gauche. Soit (hi) un morphisme du premier système dans
le seconde et supposons hi surjectif et de noyau artinien pour tout i.
Alors lim À; est une application surjective de VimMi sur lim 7V;.

Ce lemme a pour conséquence les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 10. — Soient M un A-module pseudo-compacte {Mi) une
famille filtrante décroissante de sous-modules fermés de M. L'application
canonique de M dans la limite projectile \\mM I Mi est surjective et a pour
noyau inîMi.

Soit en effet (TVy) la famille filtrante décroissante des sous-modules ouverts
de M. Dans le diagramme suivant, toutes les flèches représentent des appli-
cations « évidentes » :

o —————————> M———p-——> lim M I N ]
\ \ <— 1

7 ï A
^ Y V

o ——-> lim ( M, -+- N ] )/Mi——> lim M/Mi~-^-> lim M/( M, + TVy )
i,] i i,f

Comme M est complet, p est un isomorphisme; d'après le lemme 1, s est
surjectif. Il s'ensuit que r est surjectif. On a d'autre part les égalités

lim (X+ Nj)/Mi= lim lim (7^-+- 7V/)/X-= limX-/X-= o,
\/ i ] T"

car Mf est fermé et est l'intersection des Mi-\- N j . Il en résulte que r est un
isomorphisme et que q est surjectif. Enfin, le noyau de q est la limite pro-
jective des M^ c'est-à-dire infy^.

PROPOSITION 1 1 . — Soient M un A-module pseudo-compacte N un sous-
module fermé de M et (Mi) une famille filtrante décroissante de sous-
modules fermés de M. Alors les sous-modules TV+inf^/; et inf(7V+J^-)

;
coïncident.



3Q2 P. GABRIEL.

On a en effet le diagramme commutatif et exact suivant (les flèches repré-
sentent des applications « évidentes » ) :

o ——————> N————————^ M'———————> M/N———> o

l1 [ / ^^ ^ 4,
o——>\mN/(Nr\Mi)——>\imM/Mi——>\imM/(Mi^-N)

i ^T~ <—

Or 7V est manifestement un module pseudo-compact pour la topologie
induite par M. La proposition précédente montre donc que / et j sont des
surjections. Il en résulte que le noyau de h est l'image du noyau de j ([6],
lemme III, 3.3). Comme Kerh est égal à inf(Af,+ N ) / N et Ker/ à inf^7,,
on a « l'égalité »

inf(^.+ N)/N= (YinfX-) -4- N\IN.

THÉORÈME 3. — Les modules pseudo-compacts sur F anneau pseudo-
compact A forment une catégorie abélienne avec cogénérateurs et limites
projectiles exactes. La catégorie duale est localement finie.

Soit en effet M un module pseudo-compact et soit Hom/^(^(A/, .) le
fondeur N —>î{ompc^(M, N ) de T ( A ) dans Ab. On peut vérifier direc-
tement que le fondeur M —>}îompc^)(M, . ) définit une équivalence
entre PC (A)0 et la catégorie S e x ( T ( A ) , Ah) (cf. chap. II) . Nous préférons
cependant une démonstration qui explicite la construction des noyaux et
des conoyaux :

Si/ : M—^N est un morphisme de modules pseudo-compacts, le module
sous-jacent à Ker/ est formé des éléments m de M tels que f(m) soit nul.
Ce sous-module est fermé et on le munit de la topologie induite par M.

Le coimage de / est le module quotient M/Kerf qu'on munit de la topo-
logie quotient. Montrons que M/Kerf est un module pseudo-compact :
la vérification de l'axiome MPC est immédiate ; il reste à voir que M/Kerf
est complet, ou encore que l'application canonique de M/Kerf dans
lim^//(Ker/+ N y ) est un isomorphisme quand TVy parcourt le système

projectif des sous-modules ouverts de M. Cela résulte de la proposition 10.
Soit N ' l'image « ensembliste )> de M par l'application / et confondons N '

avec M/Kerf pour la commodité du raisonnement. La topologie induite
par N dans N ' est séparée, linéaire (i. e. définie par des sous-modules) et
elle est plus grossière que la topologie quotient. Soit ( N - ) une famille
filtrante décroissante vers 0 de sous-modules de N ' ouverts pour la topologie
induite. Si P est un sous-module de N ' qui est ouvert pour la topologie
quotient, la famille (T^+TVy) est filtrante décroissante. Comme N ' / P est
artinien, cette famille possède un plus petit élément. Comme enfin inf^-t-TV'.)
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est égal à P 4- inf/Vy d'après la proposition 11, on voit que ce plus petit

élément est égal à P. Autrement dit, P contient N ' - quand N - est assez petit :
la topologie induite coïncide avec la topologie quotient.

En particulier, N ' est complet pour la topologie induite par 7V"; donc N '
est fermé dans N. Il en résulte que ïfïif et Coimy sont isomorphes et
que Coker/ est le quotient N / N ' muni de la topologie quotient. Ceci
prouve que PC (A) est une catégorie abélienne.

Si (M^ f / i ) est un système projectif de modules pseudo-compacts, la
limite projective de ce système est définie de la façon suivante : le module
sous-jacent à VimMi est la limite projective des modules sous-jacents ; la

<-—
topologie de limJf; est la topologie de la limite projective. L'exactitude des

limites projectives équivaut à l'une ou l'autre des propositions 10 et 11
(proposition duale de la proposition 6, chap. I).

Enfin, lorsque n parcourt les en iers positifs et M les sous-modules
pseudo-compacts de colongueur finie de An, les quotients An/M définissent
une famille de cogénérateurs de PC(A). Ceci achève la preuve du théorème.

COROLLAIRE 1. — L} anneau pseudo-compact A est produit direct topo-
logique d'idéaux à gauche fermés et indécomposables. Tout module
pseudo-compact projectif est produit direct topologique de modules pseudo-
compacts projectif s et indécomposables. Tout module pseudo-compact
projectif et indécomposable est isomorphe à un idéal à gauche A.e, ou e
est un idempotent primitif de A.

Rappelons qu'un idempotent e est dit primitif si e n'est pas somme de
deux idempotents e' et e" tels que e' .^== e" . e ' ==o.

Tout morphisme de A dans un module pseudo-compact M est en effet de
la forme a—>a.m, où mç.M. Il s'ensuit que A est un module pseudo-
compact projeclif. Les deux premières assertions du corollaire résultent
donc par dualité du théorème 2. D'autre part, tout projectif indécompo-
sable P est « 1 » 'enveloppe projective d'un module pseudo-compact simple S.
Comme -5' est isomorphe à un quotient de A, P est isomorphe à un facteur
direct de A.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau pseudo-compacte (e';•) /ç/ une famille
sommable d'idempotents orthogonaux deux à deux. Si e est la somme de
cette famille, les injections canoniques de A.ei dans A.e se prolongent en

un isomorphisme du produit direct \ \ A. Ci sur A. e.
i

Rappelons que deux idempotents e et / sont dits orthogonaux si
e. f=f'.^== o.

Il est en effet clair que e est un idempotent de A. Désignons par^ l'appli-
cation a.e—^a.Ci de A.e sur A.êi. Ces applications définissent un mor-



3g4 P. GABRIEL.

phisme /de A.e dans le produit direct | | A .61. Si J est une partie finie
IÇ.I

de /, f induit une surjection de A.e sur | | A.ei. Il s'ensuit que f est une
iç.J

surjection (exactitude des limites projectives) et que le noyau Ker/ est un
facteur direct de A.e. Supposons Ker/ non nul et soit / un idéal à gauche
de A^ ouvert et ne contenant pas Ker/. Pour toute partie finie J de /,
A.e est produit direct des A.e^ /€</, de Ker/ et d'un troisième facteur.
On a donc une décomposition de e en somme finie d'idempotents orthogo-
naux deux à deux, soit

e=^ei-^e'-^-e\
iç.J

où e' engendre Ker/.

Pour J assez grand, e — ̂  €i doit appartenir à / ; donc e' 4- e" et
i ç j

ef==ef.(ef-\-e") appartiennent à / : ceci est absurde. Autrement dit, Ker/
est nul et le corollaire est prouvé.

COROLLAIRE 3. — Soient A un anneau pseudo-compacte û un idéal bila-
tère fermé de A et (^);e/ une famille sommable d'idempotents orthogonaux
deux à deux de A/a. Il existe une famille sommable (fi)içi d'idempotents
orthogonaux deux à deux de A telle que e^ soit l'image de /• par l'appli-
cation canonique de A dans A/a.

L'anneau A / a est en effet pseudo-compact pour la topologie quotient. Il

s'ensuit que F application / : a—>- (a.êi) de A/a dans le produit j | A.Ci est
iç.1

surjective (corollaire 2). Soient p l'application canonique de A sur A / a ^

Ui: Pi->A.ei une enveloppe projective de A.ei et u le produit j | Ui.
iç.1

Comme • A est projectif, il existe un morphisme g de A dans | j Pi tel
ici

que uog soit égal à fop. Comme u est une enveloppe projective et que uog

est surjectif, il existe un morphisme h de | j Pi dans A tel que ho g soit
/

l'application identique de | | Pi. Il suffit alors de choisir pour /• l'image
;•
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de 1 dans la projection de A sur h(Pf) qui annule Ker^etles modules A (7^-),
J ' ^ i '

A——p-—>A/a
tl

f

n^ip ei

Remarque. — Les démonstrations de ce paragraphe restent valables quand
on remplace APC et MPC par les conditions plus faibles que voici :

APC7 : L'anneau A possède une base de voisinages,de 0 formée d'idéaux
à gauche I tels que A/\ soit arlinien.

MPC/ : Le module M possède une base de voisinages de 0 formée de
sous-modules N tels que M / ' N soit artinien.

Les seules modifications à effectuer dans les énoncés précédents sont les
suivantes : les ^4-modules à gauche satisfaisant à MPC7 forment une catégorie
abélienne dont la catégorie duale est localement nœthérienne. En outre, la
dernière assertion du corollaire 1 n'est plus vraie.

Les anneaux topologiques satisfaisant à la condition APCV ont été étudiés
par H. LEPTIN à l'aide de méthodes différentes ([13J, [1^]); nous n'aurons
besoin que des anneaux pseudo-compacts.

h'. Dualité entre catégories localement finies et modules pseudo-
compacts. — Nous nous proposons de montrer que toute catégorie locale-
ment finie est équivalente à la catégorie duale d'une catégorie de modules
pseudo-compacts; nous commençons par quelques définitions :

Une sous-catégorie pleine d'une catégorie A est dite fermée si les condi-
tions suivantes sont réalisées : tout sous-objet et tout quotient d'un objet
de C appartient à C; la somme directe (dans A) de deux objets de C appar-
tient à C; la limite inductive (dans A) d'un système inductif d'objets de C
appartient à C.

Si M est un objet de >1, M contient un sous-objet CM qui appartient à C
et qui contient tous les autres sous-objets de M appartenant à C. Si f:M-->N
est un morphisme de A^ f(CM') est contenu dans C./Y; en outre, le fonc-
teur M—-> CM est adjoint au fondeur canonique de C dans^ ; en particulier,
le foncteur M—-^CM est exact à gauche (proposition 11, chap. I). Par
exemple, les objets semi-simples de A sont les objets d'une sous-catégorie
fermée S. Si M est un objet de A, le sous-objet S M est appelé le socle de M.

Si C et 0 sont deux sous-catégories fermées de A^ nous désignons par C .D
la sous-catégorie fermée qui suit : un objet M de A appartient o i C . O siM/OM
est un objet de C. Le produit (C, D)^->C.D est manifestement associatif.
Nous pouvons donc parler des puissances C11 d'une sous-catégorie fermée C
de A.
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Soient maintenant A une catégorie localement finie et S la sous-catégorie
fermée de A qui est définie par les objets semi-simples de A. Si M' est un
objet de A^ nous désignons par Mn le plus grand sous-objet de M qui appar-
tienne à la sous-catégorîe fermée ^+1 (par exemple, Mo désignera le socle
de M). Comme A est une catégorie localement finie, il est clair que M est la
borne supérieure des sons-objets Mn. Nous allons examiner le cas où M est
un objet injectif de A.

PROPOSITION 12. — Soient ï un objet injectif d'une catégorie localement
finie A^ A F anneau des endomorphismes de 1 et Y F ensemble des endomor-
phismes de 1 dont le' noyau, contient le socle /o. Alors t est le radical
de Jacobson de A; V intersection des puissances x"- est nulle; l'anneau
quotient A/Y est isomorphe au produit des anneaux des endomorphismes
d'une famille d'espaces vectoriels.

Soit en effet r^ l'idéal bilatère formé des endomorphismes de / dont le
noyau contient In-\' Si / est un élément de r^, il est clair que /(Ijn+jz) est
contenu dans I,n. Il s'ensuit que r^.r^ est contenu dans ^m+n}. En parti-
culier l:" est contenu dans ï^.

D'autre part les morphismes canoniques de In dans / et dé / dans I / I ^
donnent naissance à des suites exactes

o->I-ïom(//4, /)-^Hom(/, /)^Hom(/^, /)--^o.

L'idéal r^1) n'est autre que l'image de in- L'application pn définit donc un
isomorphisme de A/x^^ sur Hom(/^, /). Les formules

A ==Hom(/, /) ==Hom/lim/^, I\ = l imHom(/^ I ) =limA/v(n+i)

\—> ) <— <—

montrent alors que A est séparé et complet pour la filtration définie par les
idéaux r^). La formule ( ï — œ ) ~ ^ ~ = ^ ï 4- x 4- x^-^r. . . montre en outre que
l'inverse de ï — x existe si x appartient à r ; autrement dit, r est contenu
dans le radical de Jacobson de A.

Remarquons enfin que pour tout morphisme / de /o dans /, /(/o) est
contenu dans Io. Le quotient A/Y est donc égal à Hom(/o, /o) '• c'est l'anneau
des endomorphismes d'un objet semi-simple. La dernière assertion de la
proposition résulte de là (cf. chap. I, § 6). Il s'ensuit aussi que r est une
intersection d'idéaux maximaux et contient le radical de Jacobson ; ceci
achève la preuve.

Lorsque M parcourt les sous-objets de longueur finie de /, le morphisme
canonique de / sur I / M définit une injection de Hom(//^/, /) dans A.
L'image de cette application est un idéal à gauche que nous noterons l(M).
Si M et A sont deux sous-objets de longueur finie, l'exactitude du fonc-
teur X - -> Hom(^T, /) entraîne l'égalité \{M-^-N )•==.{ (M) r\\{N), Cette
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égalité montre que les idéaux à gauche \{M) forment une base de voisinages
de 0 pour une topologie qui fait de A un groupe topologique. Nous muni-
rons toujours A de cette topologie que nous qualifierons de naturelle.

PROPOSITION 13 :

a. Soient A une catégorie localement fînie^ 1 un injectif de A et A
Vanneau des endomorphismes de I. Muni de la topologie naturelle^ A est
un anneau pseudo-compact,

b. Réciproquement^ tout anneau pseudo-compact A est isomorphe à
l'anneau des endomorphismes d'un injectif d'une catégorie localement
finie. En particulier^ le radical de Jacobson r de A est l'intersection des
idéaux à gauche ouverts maximaux; l'intersection des ï'1 est nulle et A/Y.
est isomorphe au produit des anneaux des endomorphismes d'une famille
d'espaces vectoriels.

a. Montrons d'abord que A est un anneau topologique. Comme il existe
une base de voisinages de 0 formée d'idéaux à gauche, il suffit de prouver
la chose suivante : pour tout sous-objet de longueur finie M de / et pour
tout élément a de A^ il existe un sous-objet de longueur finie N tel que
\{N).a soit contenu dans \{M). Or il suffit de choisir 7V égal à a(M).

On a d'autre part les « égalités »

y4=Hom(/, I)=zîîom(\imM, I\ = limHom(^, I)=\imA/l(M).
\—> / <-— <-—

Ces égalités montrent à la fois que A est séparé et que A est complet.
Il reste à prouver que les yl-modules A/\(M) sont de longueur finie : pour
cela, nous étudions d'abord le ^1-module Hom(»S', /) lorsque S est un objet
simple de A ; nous désignons par I s la composante isotypique de type S de /o
et par B l'anneau des endomorphismes de I s -

Pour tout endomorphisme / de /, f(Is) est contenu dans Is-, il s'ensuit
que /induit un endomorphisme g de I s et que l'application p : f—->g de A
dans B est un épimorphisme d'anneaux. Cet épimorphisme est compatible
avec la bijection canonique du ^-module Hom(^, /) sur le /^-module
Hom(*S, Is)- II en résulte que Hom(^, /) est nul ou est un .4-module simple
suivant que Is est nul ou non.

Soit maintenant M un sous-objet de longueur finie de / et soit

ocM^cM^C .. . cMnCM

une suite de Jordan-Hôlder de M. Le .4-module A/l(M) est isomorphe à
Hom(Jf, /) et les modules îîom(M/Mi, I ) définissent une suite de composi-
tion de Hom(J^, 7). Le quotient de ïiomÇM/Mf, 1} par îlomÇM/M^, I )
est isomorphe à Hom(7^_n/^/f, I). 11 en résulte que la longueur de A/\ (M}
est inférieure ou égale à la longueur de M. Ceci prouve (a).



W P. GABRIEL.

b. Soit A la catégorie duale de PC ( A ) . Le ^-module à gauche sous-jacent
à A est projectif; c'est donc un objet injectif de A. L'assertion ( b ) résulte de
ce que A est l'anneau des endomorphismes de cet objet injectif.

La proposition J 3 étant prouvée, nous portons notre intérêt sur le fondeur
7^——>Hom(7¥,/) : le groupe abélien ïîom(M, I ) est muni d'une structure
de module à gauche sur l 'anneau A des endomorphismes de /. D'autre part,
lorsque N parcourt les sous-objets de longueur finie de M, l'épimorphisme
canonique de M sur M/N définit une injection de Hom(M/N, I ) dans
Hom(Af, /). L'image de cette application est un sous-module que nous note-
rons encore \{N). D'une façon générale, les arguments que nous avons
employés lorsque fêtait égal à /restent valables ici et ils ont la conséquence
suivante : les sous-modules \(N) de Hom (M, /) forment une base de voisi-
nages de 0 pour une topologie qui fait de Hom(M, I ) un ^-module pseudo-
compact. Nous munirons toujours Hom (M, I ) de cette topologie que nous
qualifierons de naturelle.

Si /: M-^M' est un morphisme de A, Hom (/, /) est une application
continue de Hom(./^,7) dans Hom(A/, /) : comme Hom(/,/) est une
application linéaire, il suffi t en effet de prouver que, pour tout sous-objet de
longueur finie 7V' de M, il existe un sous-objet de longueur finie N ' de M' tel
que Hom(/, /) applique \ ( N ' ) dans I(7V). Or il suffit de choisir N ' égal
^fW' Ceci montre que Hom(/, /) est un morphisme de modules pseudo-
compacts. Nous avons donc défini un fondeur de A dans la catégorie duale
d e P C ( A ) .

THÉORÈME ^. — Soient 1 un objet injectif dune catégorie localement finie A,
A Vanneau des endomorphismes de 1 et F le fondeur M~->- Hom (Af, /).
Le fondeur F définit par passage au quotient une équivalence entre
A/KerF et la catégorie duale de la catégorie PC ( A ) des modules pseudo-
compacts sur A.

La sous-catégorie KerF est formée des M tels que Hom (M, I ) = o et elle
est localisante (corollaire de la proposition 8, chap. 111). D'après la propo-
sition 10 (chap. III), Ker/<7 est la plus petite sous-catégorie localisante
contenant les objets simples S tels que Hom(^, /) soit nul. On peut dire
aussi que la sous-catégorie localisante Ker.F est engendrée par les objets
simples qui « n'interviennent pas » dans la décomposition du socle de / en
composantes isotypiques.

Soit T le fondeur canonique de A dans A/KerF. Alors TI est un objet
injectif de A/KerF et le socle de TI contient des objets simples de A /KerF
de tous les types. De plus, comme / est Ker^F-fermé, l'application T(M, I )
de Hom (M, I ) dans Hom(7W, TI) est une bijedion. Nous pouvons donc
remplacer A par la catégorie localement finie A/KerF et remplacer /par 77.
Autrement dit, nous pouvons nous ramener au cas où la catégorie KerF est
nulle : c'est ce que nous supposerons dans la suite de cette preuve.
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LEMME 1. — Pour tout objet M de A, l'application F (M, I ) de Hom^ (A/, /)
dans }îompc^(FI, FM) est une bijection.

Soit en effet / un morphisme de A/dans /. L'image de/par l'application
F(M^ I ) n'est autre que Hom^ (/, /) ; celle dernière application associe à
tout élément a de Homj (/, /) l'élément ao/de Honij (A/, /). Or les mor-
phismes de A = FI dans FM sont de la forme a --^aof. Ceci prouve le
lemme.

LEMME 2. — Soient M un objet de A^ ( I j ) j ç ,E une famille d'objets iso-
morphes à 1 et J la somme directe de la famille { I j ) j ç E - ^application
F {M, J) de Hom^ (M, J) dans iîompc<^(FJ, FM) est bijective.

Nous considérons d'abord le cas où l'objet M est de longueur finie. On
sait qu'alors l'application canonique u de la somme directe des groupes
Homj(A/, /y) dans Homj (M^ J ) est une bijection (corollaire 1 du théo-
rème 1, chap. I l ) ; il en va de même de Tapplicatiou canonique v de la
somme directe des Hompç^ ( F ï / , FM) dans Hompc^ÇFJ, FM). En outre,
F(M^ I j ) est une bijection pour tout j. L'assertion résulte donc de l'égalité

^(YF(M^I^=F(M^J)ou.

Dans le cas général, Homj(A/, J ) est la limite projective des groupes
Honij(7y, J ) lorsque N parcourt les sous-objets de longueur finie de M.
De même, }ÎOÏÏ\PC(^)(FJ^ FM) est la limite projeclive des groupes
î{ompc(^)(FJ^ FN). On a de plus le diagramme commutatif suivant :

îîom^(M,J) --^î^^ ïîompc^(FJ, FM)

l l
^ ' }imF(N J) ^

limHom^ (TV, J) ̂ -——>\ïm îîompc^ÇFJ, FN)
<— " <—

Comme F ( N ^ J ) est un isomorphisme pour tout N^ il en va de même
pour F {M, Y), ce qui démontre le lemme 2.

Si la catégorie Ker77' est nulle, désignons par / la sous-catégorie pleine
de A dont les objets sont isomorphes à la somme directe d'une famille
d'objets égaux à /. De même, soit L la sous-catégorie pleine de PC (A) dont
les objets sont isomorphes au produit direct d'une famille de modules
pseudo-compacts égaux à A. Le lemme 2 montre que le foncteur ^induit
une équivalence entre / et la catégorie L° duale de Z. Le corollaire 3 de la
proposition 14 (chap. I) montre que F définit une équivalence entre A et la
catégorie PC(Â)°.
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COROLLAIRE 1. — Les hypothèses et les notations sont celles du théorème h'.
Si 1 contient un injectif indécomposable de chaque type, le fondeur F
définit une équivalence entre A et la catégorie duale de PC (A).

Nous supposerons à partir de maintenant que / contient un injectif indé-
composable de chaque type. Si Mest un sous-objet quelconque de 7, nous
désignons par \{M) l'idéal à gauche de A formé des endomorphismes de 1
dont le noyau contient M.

COROLLAIRE 2. — Les hypothèses et les notations sont celles du corollaire 1.
L'application M-—>\{M) est une bijection de l'ensemble des sous-objets
de 1 sur l'ensemble des idéaux à gauche 'fermés de A, U idéal \(M) est
bilatère si et seulement si le sous-objet M de 1 est caractéristique [i. e. f(M)
est contenu dans J^pour tout endomorphisme/de /].

La démonstration du corollaire 2 est laissée au lecteur. Nous associons
à toute sous-catégorie fermée C de A le plus grand sous-objet C I de / qui
appartienne à C. Si/est un endomorphisme de 7,/(C7) est contenu dans C l .
Autrement dit, CI est un sous-objet caractéristique de /.

Réciproquement, soit J un sous-objet caractéristique de 7. Les objets M
pour lesquels l'application canonique de Hom(^f, J ) dans Hom(7lf, 7) est
bijective, forment une sous-catégorie fermée J A de A. De plus, si 7 contient
un injectif indécomposable de chaque type, les applications C —> CI et J—> JA
définissent une correspondance biunivoque entre l'ensemble des sous-
catégories fermées de A et l'ensemble des sous-objets caractéristiques de 7.
Autrement dit, l'application C—^\(CI) est une bijection de l'ensemble des
sous-catégories fermées de A sur l'ensemble des idéaux bilatères fermés de A.
Dans le corollaire qui suit, nous notons I (C) au lieu de \{CI).

COROLLAIRE 3. — Les hypothèses et les notations sont celles du corol-
laire 1. Si C et D sont deux sous-catégories fermées de A^ F idéal bilatère
l(C.D) est l'adhérence du produit l(C).Ï(0).

La preuve du corollaire 3 est laissée au lecteur. Il en résulte qu'avec les
notations de la proposition 12, r^ est l'adhérence du produit r71.

Si l'injectif 7 contient un et un seul injectif indécomposable de chaque
type, le socle Iy de 7 contient un et un seul objet simple de chaque type. On
dit alors que l 'anneau A des endomorphismes de 7 est Vanneau pseudo-
compact associé à A. Cet anneau est déterminé à un isomorphisme près par
la donnée de la catégorie A. Deux catégories localement finies équivalentes
ont des anneaux pseudo-compacts associés qui sont isomorphes.

Nous disons qu'un anneau pseudo-compact A est sobre si le quotient de A
par son radical de Jacobson est un produit de corps. Nous disons que deux
anneaux pseudo-compacts A et B sont équivalents si les catégories PC (A)
et PC{B) sont équivalentes. On a alors les résultats suivants : l'anneau
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pseudo-compact associé à une catégorie localement finie-est sobre. Tout
anneau pseudo-compact est équivalent à un anneau pseudo-compact sobre.
Deux anneaux pseudo-compacts sobres sont équivalents si et seulement si ils
sont isomorphes.

Si A est un anneau pseudo-compact, le théorème ^ s'applique en parti-
culier à la catégorie dis ( A ) des ^4-modules topologiques discrets. Si A" est
l'anneau pseudo-compact associé à dis (^4) , les catégories dis(.4) et PCÇA")
sont duales [i. e. les catégories dis(y4) et PC(A*)° sont équivalentes].
Il s'ensuit que les catégories T ( A ) et T(Ak), formées des modules discrets
de longueur Unie sur A et A\ sont duales. D'après le théorème 1 (chap. II)
enfin, toute dualité entre T (A) et T ( A * ) se prolonge en une dualité entre
PC ( A ) et dis ( A * ) . Si A est sobre, A est donc isomorphe à ( A * ) * et l'on
pourra dire que A* est l'anneau pseudo-compact dual de A.

Le corollaire 1 a la conséquence suivante :

COROLLAIRE ^. — Si A est une catégorie localement finie et si A est Vanneau
pseudo-compact associé à A^ alors A est équivalente à la catégorie des
modules topologiques discrets sur l'anneau A* dual de A.

COROLLAIRE 5. — Soient I un objet injectif d'une catégorie localement
finie A et A Panneau des endomorphismes de I. Si 1 contient un injectif
indécomposable de chaque type, le centre Z\A\ de la catégorie A (chap. III,
§ 5 ] est isomorphe au centre de Vanneau A.

Un élément z de ^[^] est en effet un morphisme du foncteur identique I »
dans lui-même. En particulier, z définit un endomorphisme z ( I ) : I — > I .
Comme z ( I ) commute avec tous les endomorphismes de /, z ( I ) appartient
au centre de A. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que l'application
z --^z (7) est une bijection de Z [ A ] sur le centre de A.

COROLLAIRE 6. — Tout anneau pseudo-compact commutatif A est iso-
morphe à ranneau dual A*. En particulier^ la catégorie T(A) des
A-modules topologiques discrets de longueur finie est équivalente à la caté-
gorie duale T(A)°.

Comme A est un anneau pseudo-compact sobre, il suffît en effet de montrer
que les anneaux pseudo-compacts A et A* sont équivalents, c'est-à-dire que
les catégories T ( A ) et T (A)0 sont équivalentes. Nous allons exhiber un
foncteur contravariant de T ( A ) dans T ( A ) qui définit une équivalence entre
T ( A ) et T ( A ) ^ .

Lorsque Ht parcourt les idéaux ouverts maximaux de ^4, les quotients A/m
parcourent des objets simples de chaque type de la catégorie dis (A) . Nous
désignons par E une enveloppe injective [dans dis (A)] de la somme directe
de ces quotients.

Pour tout ^4-module Af, le groupe abélien Hom^(Af, E) se trouve alors
muni d'une structure de ^4-module : si îp est un élément de Hom^(A/, E) et
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si a est un élément de A^ a. cp est l'application x —> a.^ ( x ) ==cp(a .^) de M
dans E. En particulier, l'annulateur de Hom^(Af, ^) contient l'annulateur
de M. Il en résulte que Hom^(YÏ/, ^) est un .4-module topologique discret
si M est un objet de T ( A ) . En outre, Hom^(J^, A") est isomorphe à A/m
si ̂  est isomorphe à A/m. L'exactitude du foncteur M—>t{om^(M^ E)
entraîne donc que Hom^(/lf, E) est un ^4-module topologique discret de
même longueur que M' lorsque M parcourt les objets de T(A). Nous dési-
gnerons par D le foncteur contravariant de T ( A ) dans T(A) que nous
venons ainsi de déunir : DM== Hom^(Y^f, E).

Il suffit de montrer que le foncteur Do D est isomorphe au foncteur iden-
tique de T(A) (chap. I, proposition 12) : si M est un ^4-module topologique
discret de longueur finie et si m est un élément de M, nous notons m'
l'application A -linéaire de Hom^(A/, E) dans E qui est définie par la formule
W ' ( f ) =:f(m). Lorsque M varie, les applications m—^m' définissent un
morphisme du foncteur identique de T(A) dans Do D. En outre, l'application
m —>- mr est bijective lorsque M est de la forme A/m. L'exactitude du fonc-
teur D o D entraîne qu'elle est encore bijective lorsque M est de longueur
finie. Ceci achève la preuve.

CHAPITRE V.

Applications à l'étude des modules.

Nous reprenons ici quelques propriétés des anneaux commutatifs. Nous
essayons de les généraliser aux anneaux non nécessairement commutatifs.

Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux considérés dans ce
cliapitre admettent un élément unité. Tous les modules considérés sont des
modules à droite unitaires. Nous supposons en outre que l'ensemble sous-
jaccnt à un anneau ou à un module est un élément de l'univers U.

1. Catégories de modules. — Soit A un anneau. Nous appelons catégorie
des modules (à droite) sur A et nous notons modA la catégorie qui suit :

— un objet de modA est un module sur A ;
— si M et N sont deux modules sur A, un morphisme de M dans N est

une application ^4-linéaire de M dans N\
— la composition des morphismes coïncide avec la composition des

applications.

Il est clair que mod A est une U-catégorie abélienne avec limites inductives
exactes. De plus, le ^-module à droite Aa^ sous-jacent à l 'anneau A^ est un
géuérateurprojectif démoda. La catégorie mod A est localement nœthérienne
si et seulement si l 'anneau A est nœthérien à droite.
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On définit de façon analogue la catégorie des modules à gauche sur A.
Considérons maintenant un objet U d'une catégorie abélienne B et soit

^ : A -> Homn ( £/, U) un homomorphisme d'anneaux avec élément unité.
Quand M parcourt les objets de B^ la composition des morphismes définit une
application bilinéaire de Homo (Y/, M) x A dans Homp(6^ M) : (f, a) —^fo ̂  (a).
Cette application fait de Homn(^7, M) un ^4-module. On définit ainsi un

foncteur M ——^Homp(^ ^0 de ^ dans modA. Ce foncteur sera noté
Homn(%^7, . ), ou Hom ( U^ . ) lorsque aucune confusion ne sera possible.

PROPOSITION 1. — Soient A un anneau, B une ( U ̂ -catégorie abélienne et S
un foncteur de B dans modA. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. S est adjoint à un foncteur T : modA -> B.
b. Il existe un homomorphisme % de A dans l'anneau des endomor-

phismes d'un objet U de B^ qui satisfait aux conditions suivantes: S est iso-
morphe au foncteur Homn(%^7, .); en outre, toute famille d'objets iso-
morphes à U possède une somme directe.

( a ) = > ( ^ ) : Soit en effet ^ un isomorphisme fonctoriel de Homo(77., . )
sur Hom ^ ( . , S . ). Identifions A à l'anneau des endomorphismes de Ad et
posons U= TAd, ^= T(Ad, Ad). Pour tout objet N de B, ^ {Ad, N) est
une application bijective de Hom n ( TA^y N) sur Hom^(^, SN). II est
facile de voir que cette application est ^4-linéaire. Comme Hom^(y4^, S N )
est isomorphe à 57V, il en résulte un isomorphisme fonctoriel de Hom n( U^ .)
sur S.

D'autre part, soit (Ui)iç/ une famille formée d'objets isomorphes à U et
indexée par un ensemble appartenant à U. Soit Ui un isomorphisme de Ui
sur U et posons Ai=i Ad pour tout /. Si ç>i est l'application canonique de A.{

dans la somme directe ^. Ai, les égalités suivantes montrent que les mor-
i

phismes (TV;) o Ui font de 7/ ^j^ } une somme directe de la famille (6^);ç/ :
\ i /

Hom«f rVA.), N\ == Hom^fY^,, SN\T^A^ N}==}îom^^A^ SN\

=T~iHom^(A^ 6r7V)=='^THom^(7L4^7V).

(b) ==> ( a ) : Choisissons en effet pour tout ^-module M une suite exacte

^A/^A^M-^o,

BL-LL. SOC. MATH. — T. 90 FA8C. 3. 29
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où (Ai)içi et (Aj)jçj sont deux familles de modules égaux à Ad. Posons
U^=Upo\ir toutyet [7,= ^/pourtouU. Toutisomorphisme de Homn(%^/, .)
sur S induit des isomorphismes fonctoriels :

4.0: Hom^/^^, .UHom^/^,^.\
\îçl 1 \iç.I )

^: Hom^^,\^HomY^.4,,^\ .
V€7 ) \;e/ )

De plus, il existe un morphisme q' de V^/y dans V U, tel qu'on ait

/ i

Hom^, .)4o==^i.Hom^(Y, .) .

Si nous posons TM== Cokery', ^o induit un isomorphisme ^(^/", . ) de
Hom^( TM, . ) sur Hom^(^f, ^ . ). Ceci montre que le fondeur

A—^Hom^(^/ , 57V)

est représentable pour tout /¥; l'implication cherchée résulte donc de la
proposition duale de la proposition 10 (chap. I) .

Lorsque B est la catégorie des modules sur un anneau B, l'homomor-
phisme ^ fait de U un ^-^-bimodule (A à gauche, B à droite). Dans ce cas,
on peut choisir pour T le foncteur M ̂ -> M (g)^ U. L'isomorphisme fonc-
toriel de Hom^ ( T., . ) sur Hom^ ( . , S.) qui est décrit dans [6] sera dit
canonique.

PROPOSITION 1 bis. — Soient A un anneau, B une catégorie abélienne et T
un foncteur de mod,4 dans B. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Il existe un fondeur S adjoint à T.
b. Le foncteur T est exact à droite et il commute avec les sommes

directes.

( a ) = ^ ( b ) : La proposition 11 (chap. I ) montre que Test exact à droite.
Un argument analogue à celui qui a été employé pour prouver l'implication
(a) => ( b ) de la proposition 1, démontre que T commute avec les sommes
directes.

(b)=>(a) : Posons en effet TA,/=z U et %== T(A^ A^). Nous allons
définir un morphisme fonctoriel de Hom^(7\, . ) dans Hom^( ., S. ), où S
est le foncteur Hom^(^^, . ) ; pour cela, soient M un .4-module, /Y un objet
de B et/ un morphisme de TM dans N. Si m est un élément de M, nous
désignons par g^ l'application a^m.a de A dans M'. On vérifie facilement
que l'application m —>fo Tg,,, est une application ^-linéaire // de M
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dans SN. Quand M et N varient, les applications f^->f définissent un
morphisme fonctoriel ^ : Homn( T., . ) —> Hom^( . , S. ).

Il reste à démontrer que les applications ^(M^ N) : f——>f sont bijec-
tives. Cela est évidemment vrai lorque M est égal à ̂ , N étant quelconque.
Comme les fondeurs contravariants Homn(7\ , N) et Hom^(. , SN) trans-
forment les sommes directes en produits directs, ^(M^ 7V) est encore bijec-
tive lorsque M est libre. Dans le cas général, on choisit une suite exacte

L^L^M-.o,

oùLo etZi sont des modules libres. Les fondeurs contravariants Homn(77., N)
et Hom^ (. , SN) sont exacts à gauche et les applications ^ (Zj,TV) et ^ (Zoi N)
sont bijedives. Il en résulte par un argument classique que ^(M^ N) est
bijedive.

COROLLAIRE 1. — Soient S un fondeur d'une catégorie abélienne B dans
modÂ. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. S définit une équivalence entre B et modA.

b. Il existe un isomorphisme y de A sur l'anneau des endomorphismes
d'un objet U de B^ qui satisfait aux conditions suivantes : S est isomorphe
au fondeur Homn(^^/, .); l'objet U est un générateur projectif de B;
toute famille ( Ui) içy d'objets isomorphes à U possède une somme directe; de

plus^ l'application canonique de ^Homn(^7, Ui) dans Homn^ ^7, ̂  Uj \
iç.1 \ iG.1 /

est biject've.

(a)=^> (b) : En effet, S est adjoint à un fondeur T : modA -> B- Si nous
posons U •==. TAa et % == T{Adi A,i)^ nous avons vu que ^ est isomorphe au
fondeur Homn(^î7, . ). Comme T définit une équivalence, T(A^^ A^) est
une application bijedive. Comme A(I est un générateur projectif de mod^4,
TAd est un générateur projectif de B. Enfin, comme S définit une équiva-
lence, S commute avec les sommes directes. Il en va de même pour le fonc-
teur Homn(%^7, . ) ce qui prouve la dernière assertion de (b ) .

( b ) = ^ ( a ) : Montrons en effet que le fondeur xS^ Homn (^^7, . )
définit une équivalence entre B et mod A : comme U est projectif,
S ' est un fondeur exact. Comme '/ est un isomorphisme, S ' U s'identifie
à Ad. Si (Ui)içj est une famille d'objets égaux à Î7, la dernière assertion

de (b) montre que ^1^,^ est un .4-modale libre. Si (U^-)^j est une
. ;•€/
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autre famille d'objets égaux à U, la même condition fournit les « égalités »
suivantes :

Hom^]^, ̂ U\
\ i / /""n s110111^ ̂ '^n î 0111^^ s ' u , )

1 J i /

=.Hoin/^ U, ̂ S' U\ = HomA^, S'^U\
\ i / / \ i j )

Désignons par P (resp. par Q) la sous-catégorie pleine de mod.4 (resp.
de B) formée des ^-modules libres (resp. des objets isomorphes à la somme
directe d'une famille d'objets égaux à U). Ce qui précède prouve que SF

induit une équivalence entre 0 et P [proposition 12 ( b ) , chap. I]. L'implica-
tion résulte donc de la proposition duale de la proposition U, corollaire 3,
(chap. I).

On remarquera qu'on peut remplacer les deux dernières conditions de
l'assertion (b) par les conditions plus fortes que voici : B est une catégorie
avec générateurs et limites inductives exactes et U est un objet de type fini
de B (i. e. toute famille filtrante croissante de sous-objets de ^/dont la borne
supérieure est égale à U. est stationnaire).

COROLLAIRE 2. — Soient A et B deux anneaux et S un fondeur de modZ?
dans modA. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. S définit une équivalence entre modB et modA.
b. Il existe un isomorphisme y de A sur l'anneau des endomorphismes

d'un B-module U^ qui satisfait aux conditions suivantes : S est isomorphe
au foncteur Hom^(% U^ .); U est un B-module projectif de type fini; de
plus^ U est un générateur projectif de modZ?.

Il revient évvidemment au même de se donner un homomorphisme y de A
dans l'anneau des endomorphismes d'un 2?-module U ou de se donner sur U
une structure de ^4-Z?-module ( A à gauche, B à droite). Dans le corollaire3,
U est un tel bimodule; nous désignons par ^^/(resp. par Us) le .^-module
à gauche (resp. le ^-module à droite) sous-jacent à U. Si a est un élément
de A (resp. B un élément de /?), a^ (resp. bu) désigne l'endomorphisme
x—^a.x (resp. x ^->x.b) du groupe abélien sous-jacent à U.

COROLLAIRE 3 (MORITA [18]). — Soient A et B deux anneaux et U un
A-B-module {A à gauche^ B à droite). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

a. Le foncteur M^^ M Ç^^U définit une équivalence entre modA et
modZ?.
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b. Le fondeur /V-^Hom^/, TV) définit une équivalence entre mod£
et modA.

c. UB (resp. ^U) est un B-module (resp. un A-module à gauche),
projectif et de type fini; l'application a —> a^ (resp. b—>bu) est un
isomorphisme de A (resp. de Panneau opposé à B) sur Vanneau des endo-
morphismes de UB (resp. de ^U).

L'équivalence de (a) et de (b) résulte de ce que le foncteur

S:N^ï{omB(U, N)

est adjoint au foncteur T : M—-> M(g)^ U.

(a)=^(c) : On a en effet TAa= U et l'application a —> au coïncide
avec T(Ad, A^). Il résulte de la démonstration du corollaire 1 que UB est
un J?-module de type fini et que a —> au est une bijection de A sur Panneau
des endomorphismes de UB.

D'après le corollaire 2, il existe d'autre part un 2?-^4-bimodule V tel que T
soit isomorphe au foncteur M'—>• Hom^( F, M). De plus, V^ est projectif,
de type fini et l'application b —> by est un isomorphisme de B sur l'anneau
des endomorphismes de V^.

L'anneau B opère à droite sur le groupe abélien Hom^( V, Aa) ; Panneau
des endomorphismes de Ad opère à gauche sur Hom^( V^ Ad)\ ce groupe se
trouve ainsi muni d'une structure de ^4-7?-bimodule. Gomme U s'identifie
à TAd, les .4-/?-bi modules U et Hom^( F\ A^) sont isomorphes. Les pro-
priétés de V^ et le lemme suivant entraînent donc que ^U est projectif, de
type fini et que l'application &—>^es t un isomorphisme de l'anneau B0,
opposé à 7?, sur l'anneau des endomorphismes de ^U.

LEMME 1. — Si M est un A-module à droite projectif et de type fini^ le
A-module à gauche Hom^(^f, A,i) est projectif et de type fini. Le fonc-
teur M—^Hom^(Af, Ad) définit une dualité entre les A-modules à droite^
projectifs et de type fini et les A-modules à gauche, projectifs et de type
fini.

La structure de /^-module à gauche de VLom^(M, Au) est évidemment
définie de la façon suivante : si a appartient à A et / à Hom^(M, A^),
a.f est tel qu'on ait (a.f) (x) == a.f(x) si xç:M. Le lemme 1 est bien
connu et nous nous passerons de démonstration.

(c) ==> (b) : D'après le corollaire 2, il suffit de prouver que UB est un géné-
rateur de la catégorie mod£. Pour cela nous allons montrer que Ba est
facteur direct d'un produit US '•

Considérons d'abord deux ^-modules à gauche P et Q et soit sA le
^-module à gauche sous-jacent à A. Le groupe abélien Hom^(P, sA) est
muni de façon naturelle d'une structure de A -module à droite, de sorte qu'il
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est licite de parler du produit tensoriel Hom^P, sA)(^)^Ç. Si q est un
élément de Ç et / un élément de Hom^(jP, ^A), nous désignons par Vqj'
l'application A -linéaire p - ^ ^ f ( p ) ' ^ - Lorsque q et f varient, la fonction
(^, /) ^->^qj définit une application linéaire v ( P ' , Ç) de Hom^(/^ sA)0^Ç
dans Hom^P, Ç). Lorsque P et Ç varient, les applications v(P^ Ç) défi-
nissent un morphisme du fondeur (P, Ç) ^-> Hom^(.P, .^)®^Ç dans le
foncteur (P, ^-—^Hom^.P, Ç). Il s'ensuit en particulier que v ( P ^ Q )
est un morphisme de modules à gauche sur l'anneau C des endomorphismes
de Ç.

Lorsque P est égal à sA^ ^(P-i Ç) ^st une bijection. On en déduit facile-
ment que ^ ( P - ) Ç) est une bijection chaque fois que P est un ^-module
à gauche projectif et de type fini. Si cela est vrai, le C-module à gauche
Hom^(P, Ç) est isomorphe au C-module à gauche Hom^(P, s^) ®^Q qui
est facteur direct d'un produit Ç".

On obtient le résultat cherché en choisissant P et Ç égaux à ^U. L'anneau C
s'identifie alors à l'anneau opposé à B.

COROLLAIRE h'. — Soient A et B deux anneaux et U un A-B-bimodule
(A à gauche^ B à droite). Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. UB est un B-module projectif de type fini; c'est un générateur de la
catégorie mod 7?; de plus', Inapplication a—>au est un isomorphisme de A
sur l^ anneau des endomorphismes de UB-

b. Usatisfait à F assertion (b) du corollaire 3.
c. ^U est un A-module à gauche projectif et de type fini; c'est un géné-

rateur de la catégorie des A-modules à gauche; de plus^ l'application
b—>bu est un isomorphisme de Panneau opposé à B sur Vanneau des
endomorphismes de ^U.

L'équivalence entre (a) et (b) résulte des corollaires 2 et 3. Il en va de
même pour l'équivalence de (b) et de (c) à condition de remplacer A et B
respectivement par 2?° et A°.

Nous donnons maintenant quelques applications de ce qui précède :

a. Soit tout d'abord 93 un univers tel que lie 33, U étant l'univers que
nous avons choisi une fois pour toutes au début de ce travail. Soit d'autre
part £ la catégorie dont les objets sont les catégories C telles que MC ç. 93 et
OC ç93, les morphismes de £ étant les classes d'isomorphisme de fondeurs
(cf. chap. I, § 8). Si A est un anneau dont l'ensemble sous-jacent appartient
à U, la catégorie mod A est un objet de £; ce qui précède permet de déter-
miner le groupe G (A) des automorphismes de cet objet :

D'après les corollaires 2 et 3 de la proposition 1, un fondeur
T : mod A —>-TnodA définit une équivalence s'il est isomorphe à un fondeur
M—->M(^)^U^ où U est un ^4-^4-bimodule satisfaisant à l'assertion ( c ) du
corollaire 3. Nous pouvons donc identifier les éléments de G (A) aux types
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de A -A -bi modules satisfaisant à l'assertion (c) du corollaire 3. Module cette
identification, la loi de G (A) est définie par l'application ( U, V)—> V(^)^U.
En outre, si U satisfait à l'assertion (c) du corollaire 3, il en va de même
pour le .4-Â-bimodule Hom^(^7, Ad)\ les types de U et de Hom^(^7, A^)
sont alors des éléments inverses l'un de l'autre.

b. Soient B un anneau et U le ^-module libre B^. L'anneau des endomor-
phismes de B1^ est l'anneau Mn(B) formé des matrices (/?., n) à coefficients
dans B. Le corollaire 2 montre que le foncteur YY—^Hom^(JÇ^ ^) définit
une équivalence entre mod B et modM^(B).

En particulier, si M est un ^-sous-module de B^ Hom^(.% ^0 s'iden-
tifie à l'idéal à droite b(^) de Mn(B) qui est formé des endomorphismes /
de B^ dont l'image est contenue dans M. On retrouve ainsi que l'application
M-^->'î)(M) est une bijection de l'ensemble des ^-sous-modules de B'^ sur
l'ensemble des idéaux à droite de M^(B).

c. L'exemple qui suit est dû à AZUMAYA [3] : Soient B un anneau commu-
latif et A une 7?-algèbre finie (/. e. le 7?-module sous-jacent à A est de type
fini) et fidèle (;'. e. l'application r ^->r. i^ est une injection de 7? dans A ) .
Nous désignons par A° l'algèbre opposée à A et par .4e l'algèbre^! 07?A° [6].
L'application (x^ a(^) b) —> b .x.a définit sur A une structure de ^"-module
à droite; l'application (r, x)^-^>r.x définit une structure de 7?-module à
gauclie sur A : l'algèbre A se trouve ainsi munie d'une structure de B-A^-
bimodule (/? à gauclie, A6 à droi te) . C'est cette structure que nous consi-
dérons dans la suite du paragraphe.

LEMME 2. — Soient B un anneau commutatif^ A une R-algèbre^ S une
B-algèbre commutative^ B la S-algèbre déduite de A par extension des
scalaires et Be le produit tensoriel B (^)sB°. Nous supposons que A^c est un
Ae-module projeclif; B^e est alors un Bc-module projectif.

Soit en effet ^ ( A \ B ) l'application aÇ^b—->b.a de Ac dans A. Le
.4^-module A^e est projectif si et seulement si p-(A [/?) induit un isomor-
phisme d'un facteur direct de A(' sur A. Dans ce cas p - ( A \ B) (g) ̂  S induit
un isomorphisme d'un facteur direct de Ae(^)IiS sur A Ç^)nS. Le lemme
résulte de ce que p. (A jR) (^)nS^ Ae (^)nS et A (^)nS « s'identifient )> respec-
tivement à ^(B S ) , B6 et B.

LEMME 3. — Les hypothèses sont celles du lemme 2; pour tout idéal
premier p de 7?, (A/pA) est alors une algèbre semi-simple séparable sur

Wp^)p.
On applique le lemme 2 en choisissant pour S l'algèbre (7?/p7?) . Dans

ce cas, B coïncide avec ( A / p A ) . Comme S est un corps, on sait d'autre
part que B^e est un ^-module projectif si et seulement si B est une ^-algèbre
séparable {cf. [6], chap. VI).
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LEMME 4. — Les hypothèses sont celles du lemme 2. Si i est Inapplication
canonique du centre Z( A) de A dans A, alors i^)nS est un isomorphisme
de Z(A) Ç^sS sur le centre de A Ç^pS.

Les centres de A et de B s'identifient en effet à Hom^c (A, A) et
Hom^(7?, B). Le lemme résulte de là et du fait que l'application canonique
de Hom^(^f, N) ®KS dans îîomBe(M^)nS, N ̂ S) est une bijection
lorsque Afest un ^-module projectif de type fini.

LEMME 5. — Si JR est un anneau commutatif et M un R-module projectif
de type fini^ les assertions suivantes sont équivalentes :

a. M est un générateur de mod R.
b. M est un a-module fidèle (i. e. l'annulateur de A/est nul).

L'implication (a)==^(b) est claire. Prouvons la réciproque : il suffit de
montrer que Hom^(A/, N) n'est pas nul si A'n'est pas nul ; soit donc m un
idéal maximal de jR tel que YV^ soit non nul . 11 est clair que M^ est un
7?^-module projectif (donc libre) et que l 'annulateur de M^ est nul. Comme M
est de présentation finie, (Hom^(A/, A))^ s'identifie à Hom^C^f^, N^\ [5j.
Comme ce dernier module n'est pas nul, il en va de même pour
(îîom^ÇM, A))^, donc pour Hom^(A7, VY).

PROPOSITION 2. — Soient JR un anneau commutatif et A une R-algèbre
finie et fidèle. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Le fonteur N^-> TVÇ^nA définit une équivalence entre mod/? et
mod Ac\

b. Le fondeur M —-> Hoirie ( A, M ) définit une équivalence entre mod Ac

et mod 7?.
c. Le Ae-module à droite A^e est projectif; de plus^ Inapplication

r —»- r. i^ est un isomorphisme de R sur le centre de A.
d. Le R-module à gauche ^A est projectif ; déplus^ l'application b—^b^

est un isomorphisme de Vanneau opposé à Ae sur F anneau des endomor-
phismes de ^A.

e. Le R-module à gauche nA est projectif; pour tout idéal maximal m
de /?, A /m A est en outre une algèbre simple et centrale sur A.

L'équivalence entre (a) et (b) résulte du corollaire 3 de la proposition l»
L'équivalence entre (a) et ( d ) résulte du lemme 5 et des corollaires 2 et k^
de la proposition 1. L'implication (b) => (-c) résulte du corollaire 3 de la
proposition 1 et du fait que Hom^.(.4, A ) est le centre de A.

( c ) •=> ( b ) : D'après le corollaire 3 de la proposition 1 il suffit de prouver
que A^e est un générateur de mod Ae. II est équivalent de dire que, pour
tout idéal à droite maximal m de f6 ', il existe une application ^-linéaire
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/ : A—>Ae telle que Im / ne soit pas contenu dans m. Or m n R est un idéal
premier p de R et A^m est un module simple sur l'anneau B^'^BÇ^sB0,
où S=(fi/pfi)y et J5==(^/p^)p. Comme B est une algèbre simple et
centrale sur S d'après les lemmes 3 et 4-, Bc est un anneau simple et le groupe
abélien Hom^(^, A^m) n'est pas nul . Comme Hom^(^, A^m) s'identifie
à (îïom^e(A, A^m))^ on en tire que Rom^e(A, A^m) n'est pas nul.
Enfin, comme A est projectif, tout morphisme non nul de A dans Ae/m se
relève en / : A-> Ae tel que 1m /([m.

(c) , (^) =^> (<?) : Résulte des lemmes 3 et ^.
(e)==>(d) : Posons en effet Ln(A ) =z Hom/^l, A). Soit d'autre part

(^(A [ 7?) l'application ^ — > ̂ / de l 'anneau ^°(g)^y4, opposé à /4e, dans Z^ (.4).

Comme 7?y4 est projectif, L^(A) et .1°07^4 sont des 7?-modules projectifs
de type fini. Pour montrer que ^ ( A | fi) est une bijection, il suffît donc de
prouver que ^ ( A | fi) 0/?/?/m est une bijection pour tout idéal maximal m
de/?. Or (A°^A)^fi/m, Ln(A ) ̂ fi/m et CP(^ [ 7?) (g)^/?/m s'iden-
tifient respectivement j8°(g)^^, Ls{B) et cp(^ *S), où nous avons posé
^==^/m.^ et -5'== fi/m. Comme B est une algèbre simple et centrale sur
/?/m, o ( B \ S ) est une bijection pour tout m; l'assertion (<? ) en résulte.

COROLLAIRE. — Supposons satisfaites les conditions équivalentes de la
proposition 2. L'application û - >û.-l est une bijection de l'ensemble des
idéaux de R sur V ensemble des idéaux bilatères de A.

L'injection canonique de a dans fi définit en effet une injection de û (^)/îA
dans fi (^pA == A. L'image de cette injection n'est autre que a.A et nous
confondrons a (S)^A avec cette image. Comme le fondeur A~ —> A7 (^)jîA
définit une équivalence entre mod fi et mod ^(<?, l'application û—^a0/f .4 est
une bijection de l'ensemble des /P-sous-modules de fi sur l'ensemble des
.4^-sous-modules de A ; ces derniers coïncident avec les idéaux bilatères de A.
Nous renvoyons le lecteur à [ 1 ] pour d'autres applications de la proposition 2.

2. La localisation. — Soit A un anneau. L ne topologie sur A est dite
linéaire (à droite) si elle fait de A un anneau topologique et s'il existe une
base de voisinages de 0 formée d'idéaux à droite. Dans ce cas, l'ensemble F
des idéaux à droite ouverts vérifie les conditions suivantes :

a. Si m est un idéal à droite contenant un élément 1 de F^ alors m appar-
tient à F.

b. Si îîî € F et si I ç F, alors mH 1 € F.
c. Si Ï ç F et si açA^ alors (I : a) == [ x \ a.xç.\ \ appartient à F.

Nous dirons qu'un ensemble 77', formé d'idéaux à droite de A, est lopolo-
gisant si les conditions (a), (b) et ( c ) sont vérifiées. Nous dirons aussi qu'un
."(-module M est F-négligeable si l 'annulateur de tout élément de M est un



4l2 P. GABRIEL.

idéal à droite appartenant à F. Si F est la sous-catégorie pleine de mod A
dont les objets sont les ^4-modules ^-négligeables, F est une sous-catégorie
fermée (cf. chap. IV, § ^).

LEMME 1. — ^application F—^F est une bijection de V ensemble des
ensembles d idéaux à droite topologisants sur F ensemble des sous-catégories
fermées de mod A.

Si l'on connaît /', on peut en effet retrouver F : un idéal à droite 1 appar-
tient à F si et seulement si A/\ est un objet de F.

Si F et G sont deux ensembles d'idéaux à droite topologisants, F. G dési-
gnera l'ensemble topologisant associé au produit F.G (chap. IV, § 4). Il
revient au même de dire qu'un idéal à droite m appartient à F. G si, pour
tout açA^ il existe un élément 1 de F tel que ( ^ . I + m ) / m soit G-négli-
geable. En particulier, si p est un élément de F et C( un élément de G, alors
p .q appartient à F. G. Avec ces conventions, la sous-catégorie fermée F est
localisante si et seulement si F.F est égal à F. Les sous-catégories localisantes
de mod A correspondent donc biuiwoquement aux ensembles d'idéaux à
droite qui sont topologisants et idempotents.

Soit maintenant F un ensemble d'idéaux à droite, topologisant et idem-
potent. Pour tout ^-module Af, nous choisissons une F-enveloppe que nous
notons UM '• M—^Mp {cf. chap. III). Comme Mp est un A -module, tout
élément m de Mp définit une application A -linéaire de Ad dans Mp '- a —> m. a.
Cette application se prolonge d'une manière et d'une seule en une application
^-linéaire de Ap==. (A,/)? dans Mp\ on définit ainsi une application bilinéaire

MpX Ap-^Mp.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que, si M est égal à A^ cette
application bilinéaire fait de Ap un anneau. Si M est arbitraire, cette appli-
cation fait de Mp un ^-module. En particulier, si 1 est un idéal à droite de
A^ nous pouvons supposer qu'on a choisi pour \p un idéal à droite de Ap.

Dans la suite, nous munissons toujours Ap et Mp des structures que nous
venons d'expliciter. Nous employons aussi les notations suivantes : T est le
fondeur canonique de mod A dans mod A / F ' ; S ' est le foncteur de mod A / F
dans mod Ap qui est induit par le foncteur localisation; p est le foncteur qui
associe à tout /4^-module N le ^-module sous-jacent (pour la structure de
A-module définie par u^). Avec ces notations, p o S ' est un foncteur adjoint
à T.

LEMME 2. — Soient M un A-module^ N un Ap-module. L'application
p(7V, Mp) de Hom^(./y, Mp) dans Hom^(pA", ^Mp) est bijective.

Il est clair en effet que p(^Y, Mp) est une injection. Soit donc /une appli-
cation ^4-linéaire de N dans Mp. Si n est un élément de TV, nous voulons
montrer qu'on a f(n.a) z=if(n).a pour tout a de A p. Or les applications
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g : a^->f(n.a) et h : a^-> f(n).a sont A-linéaires, et on a l'égalité
g o u^=^ h o u^. On en lire l'égalité de g et de h ( définition des objets F-fermés,
lemme 1, § 2, chap. III),

C.Q.F.D.

Soit F ' l'ensemble des idéaux à droite I de Ap tels que p(A^/I) soit
.F-négligeable. Il est clair que F ' est topologisant et idempotent, et qu'un
A ̂ -module N est F '-négligeable si et seulement si pTV est 7^-négligeable.
Nous pouvons donc parler du foncteur canonique T ' de mod Ap dans la
catégorie quotient m o d A y / F ' .

PROPOSITION 3. — Soient A un anneau et F un ensemble d'idéaux à
droite^ topologisant et idempotent. Avec les notations ci-dessus^ le foncteur
Top définit par passage au quotient une équivalence entre mod Ap/F' et
mod A/F.

Soit en effet B la catégorie quotient mod A / F ; montrons que le foncteur AS'
est adjoint à T o p : si M est un objet de B^ N un objet de mod Ap^ le groupe
abélien Hom^^pTy, M) s'identifie à Hom^(p7V, ^ S ' M ) , car p o S ' est adjoint

à T. D'après le lemme 2, Hom^(p7V, ^ S ' M) « s'identifie )> à Hom^,(7y, S ' ' M ) .
Ceci prouve que S ' est adjoint à Top . La proposition résulte donc de la
proposition 5 (chap. III).

COROLLAIRE. — Un Ap-module N est F-fermé (resp. F'-fermé et injeclif)
si et seulement si p7V est F-fermé (resp. F-fermé et inj'ectif).

Ce corollaire résulte de la proposition précédente et du corollaire de la
proposition 3 (chap. III).

Si M est un A-module, nous désignons par FM le plus grand
sous-module T^-négligeable de M. Le groupe abélien sous-jacent à Mp
s'identifie à Hoin^(A^, Mp) ; ce dernier groupe est lui-même isomorphe à
Hom^^/r(A^, M), c'est-à-dire à la limite inductive lim Hom^(I, M/FM).

IÇF

II est aisé de munir cette limite inductive d'une structure de A-module telle
que l'isomorphisme précédent de Mp sur lim Hom^(I, M I F M) soit un

isomorphisme de A-modules. La proposition qui suit en résulte :

PROPOSITION h>. — Soient A un anneau et F un ensemble d'idéaux à
droite^ topologisant et idempotent. Le foncteur localisation défini par F
est isomorphe au foncteur M—>\ïm Hom^(I, M/FM).

l^F

COROLLAIRE 1. — Les hypothèses sont celles de la proposition. On
suppose en outre que l'enveloppe injective d'un objet de F appartient à F.
Le foncteur localisation défini par F est alors isomorphe au fondeur
Jf—^lim Hom^(I, M).

\ç.F
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Considérons en effet la suite exacte qui suit :

o-^limHom^(I, FM)^limïîom^(\, M) ̂ lim Hom^(Ï, M/FM)

^limExt^(I, /-W).

On vérifie tout de suite que lim Hom^(I , 7Y) est nul si TV est /^-négligeable. Il
—->

en résulte que^est une injection. D'autre part, le fondeur yV —> lim Ext^(I, A7)
—>

est le satellite du fondeur VV — > lim Hom^(I, YY). Si -/Y est jF-négligeable, il
existe une suite exacte

o-^/Y-^/-4A^o,

où /est un y^-module injectif/^-négligeable. On en tire que l imExt^(I, N )

est nul si N est /^-négligeable. En particulier, l'application d est surjective.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau et F un ensemble d'idéaux à
droite^ topologisant et idempotent. Supposons qu^il existe un sous-ensemble
G de F^ cofinal et formé d'idéaux à droite de type fini. Si le fondeur
localisation défini par F est exacte ce foncteur est isomorphe au foncteur
M —-^M Ç)^AF: de plus^ les catégories mod A/F et mod Ap sont alors
équivalentes.

Montrons d'abord que le foncteur M—^\im Hom^(l, M/FM) commute
IçG

avec les sommes directes. Cela est évidemment vrai pour les fondeurs
M - -^ FM et M —>M/FM'\ si A'est un --[-module de type fini, le fondeur
Hom^(A, . ) commute avec les sommes directes. Il s'ensuit que le fondeur
M—>îîom^(\^ M/FM) commute avec les sommes directes si 1 est un élé-
ment de G. La première assertion du corollaire en résulte (voir la propo-
sition 1 bis et la remarque qui la précède).

Soit d'autre part B la catégorie quotient mod A / F ^ soit T le fondeur
canonique de mod A dans B et soit *S' un fondeur adjoint à T. Le fondeur
Homn(.4^, . ) est isomorphe au fondeur IÏom^(y4, S. ) ; comme S est exact,

A^ est un objet projedif de B\ comme S commute avec les sommes directes,
il en va de même pour ïlom«(y4^, . ). La dernière assertion résulte donc du
corollaire 1 de la proposition 1.

Voici une application du corollaire 2 : Soit *S une partie multiplicative
de A (sous-ensemble de A tel que a.bçS si açS et bçS). La donnée de S
permet de définir un ensemble d'idéaux à droite /^, topologisant et idem-
potent : un idéal à droite Ï appartient à F s si, pour tout aç.A^ il existe un
sç. S tel que a.s appartienne à I. Il revient au même de dire qu'un ^-module
M est /^ç-négligeable si tout élément m de -If est annulé par un élément .y de S.
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Tout idéal appartenant à F s rencontre évidemment S\ la réciproque est
vraie si l'on a V s ç, S^ \f açA^ 3 tç. S^ 3 b ç A tels qu'on ait a. t == s .b. Nous
allons retrouver cette condition ; pour cela, nous notons M s au lieu de Mp :

DÉFINITION. — Soient <? : A --> B un Jiomomorphisme Panneaux avec
élément unité et S une partie multiplicative de A. On dit que (fi. 9) est
un anneau de fractions à droite de A pour S si l'on a :

a. Ker cp est Fg-négligeable ; autrement dit^ si ^(a) est nul^ il existe s € *S'
tel qu'on ait a. s •=•=. o.

b. U image par îp de tout élément de S est inversible (a gauche et a
droite).

c. Tout élément b de B est de la forme b == 9(0) . îp(^)-1 , aç 4, sçS.

PROPOSITION 5. — Soient A un anneau et S une partie multiplicative
de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Il existe un anneau de fractions à droite de A pour S.

b. S satisfait aux conditons suivantes :

(^•) ^sçS, \/açA, 3tçS, 3bçA tels qu'on ait a.t=s.b.

(i^i^) si a €^4, si sç.S et si 5.0=0,

il existe tç S tel que a. t == o.

c. L'image d'un élément de S par F application u^ : A -> A^ est inversible.

Si ces conditions sont remplies et si (^,9) est un anneau de fractions à
droite de A pour S^ il existe un et un seul isomorphisme ^ de B sur Ap tel
qu'on ait ^ o cp == u^. Le fondeur M —->Ms est alors exact et il est iso-
morphe au fondeur M —>M Q)^As.

( a ) = > ( ^ ) : L'assertion (içiç) est claire car cp (a ) est nul si a est nul.
D'autre part, ^ ( s ) ~ i .^(a) est un élément de /?, et est donc de la forme

cp(5)-1 .9(a)==:(p(^). îp(/•)-^ r ç S , c ç 4 .

On en tire l'égalité 9(0) .cp(r) == ^ ( s ) .<^(c). Autrement dit, a . r — s . c
appartient à Ker cp; il existe par conséquent un uçS tel qu'on ait
a.r.u — s.c.u ==. o. On posera t == r ,u et b == c.u.

(b)=^>(c) : Nous montrons d'abord que les conditions ( ^ ) et (**)
entraînent l'exactitude du fondeur M ̂ -> Ms' Donnons-nous un diagramme

ll-
M-^N——>o.

où 1 appartient à Fs et où M et Ker p sont 7^-fermés. Il suffit de montrer
que l contient un idéal me^y tel que la restriction de u à m soit de la
forme p o v ^ où v : m —^ M [ proposition 7 (6), chap. III].
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Si s appartient à In.S, u ( s ) est de la forme/? (m), où mç.M\ de plus,
m.a est nul si s. a est nul. On posera donc m =s.A et v{s.a) === m.a.

L'exactitude du fondeur M' ̂ -> Ms entraîne que u^(s) est inversible à
droite pour tout sçS (soit en effet gs l'application a^->s.a', comme
Coker g, est /^négligeable, ^ induit un épimorphisme de As sur As). Il
en résulte que u ^ ( s ) . ( s ' . u ^ ( s ) — i) est nul si s ' est tel qu'on a i t^(^) .^=i .
Comme u^(s) est un élément régulier à droite et à gauche [condition ( ̂ -^ )],
on a s ' .u^{s) == i.

(c )=>(a) : C'est clair, de même que l'unicité de l'anneau des fractions.
La dernière assertion résulte du corollaire 2 de la proposition h".

REMARQUE 1. — Les conditions (*) et (**) sont toujours vérifiées
lorsque S est contenu dans le centre de-.4. On retrouve alors la localisation
par rapport au centre (chap. III, § 5).

REMARQUE 2. — Si les conditions (^ ) et ( içiç ) de la proposition 5 sont
satisfaites, on peut exhiber une construction de Ms plus proche des traditions
établies : pour cela, on convient de dire que deux éléments (m, s) et (n, t )
de MX S sont équivalents s'il existe deux éléments u et v de A tels qu'on
ait s.u =z t.^çS et m.u =n.c. L'ensemble sous-jacent à Ms est alors choisi
égal au quotient de M x S pour la relation d'équivalence que nous venons
de définir. La définition des lois d'addition et de multiplication est aisée.

REMARQUE 3. — Nous laissons au lecteur le soin de prouver que, si A est
commutatif, Ap est commutatif pour tout ensemble d'idéaux topologisant et
idempotent F\ de plus, l'application p ^-^pp est une bijection de l'ensemble
des idéaux premiers de A n'appartenant pas à F sur l'ensemble des idéaux
premiers de Ap n'appartenant pas à F ' .

3. Le théorème de Goldie ([9], [15]). — Ce paragraphe est consacré à
un théorème de GOLDIE que nous prouverons par nos méthodes. Soit A un
anneau et soit F l'ensemble des idéaux à droite de A dont Ad est extension
essentielle. Pour qu'un idéal à droite I appartienne à F, il faut et il suffit que
la condition suivante soit réalisée : pout tout élément non nul a de A, il
existe bç.A tel que a.b ne soit pas nul et appartienne à I. 11 résulte facilement
de cette condition que l'ensemble F est topologisant. Nous pouvons donc
parler du plus grand idéal à droites-négligeable; cet idéal est un sous-module
caractéristique de Aa-, c'est-à-dire un idéal bilatère de A. Dans ce paragraphe,
nous supposons que cet idéal bilatère est n u l ; autrement dit, nous supposons
que l'assertion suivante est vraie :

(-k) Si A est extension essentielle de V idéal à droite 1 et si x .\ est nul,
xç,A, alors x est nul,

LEMME 1. — Si la condition^) est vérifiée, l'ensemble F des idéaux à
droite dont Ad est extension essentielle, est topologisant et idempotent.
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Montrons que F est idempotent : Soient m un élément de F . F et a un
élément non nul de A ; il existe un élément I de F tel que (a.I -4- în)/m soit
^-négligeable (cf. § 2). D'après (*), le produit a.\ n'est pas nul. Il existe
donc un /€ I tel que a. l ne soit pas nul et tel que a. /.n soit contenu dans m
pour au moins un \\ç.F. Ceci montre que m appartient déjà à F.

L'ensemble /^définit donc une localisation. La condition (^) entraîne que
l'application canonique de A dans Ap est injective. De plus, on a le lemme :

LEMME 2. — Ap est un A-module injectif.

Soit en effet/ : 1 —> Ap une application ^-linéaire d'un idéal à droite de A
dans A y- Si 1 est un élément de F^ f se prolonge évidemment à A (chap. III,
§ 2). Si 1 est un idéal à droite quelconque, soit Ht un complément de l dans
Ad (chap. II, § 5); alors 1 + m est isomorphe à la somme directe I Q) m et
/se prolonge en une application A -linéaire g : Ï-}-m—^Ap. Comme A est
extension essentielle de 1 + m, 1 + îîî appartient à F et g se prolonge à A.

LEMME 3. — Tout A-module F-fer me M contenu dans Ap est un facteur
direct de A p.

Identifions A à son image dans Ap et soit N un complément de MC\A
dans A. Le module Aa est alors extension essentielle de Mr\Â 4- N-, et le
quotient A p / ( M -\- N) est T^-négligeable. Il en résulte que Pinjection cano-
nique de M + N dans Ap est une T^-enveloppe. Le lemme résulte donc de
la formule

Ap= (M@ N)p= Mp@ Np= M@ Np.

LEMME ^. — L'anneau Ap est régulier au sens de von NEUMANN ([4], § 6,
exercice 15) (on dit aussi « absolument plat » au lieu de régulier, [5]y
chap. I, § 2, exercices).

Nous voulons montrer que tout idéal monogène a. Ap est engendré par
un idempotent. Pour cela, nous désignons par/a Pendomorphisme b —>a.b
de Ap. L^application a^->fa est un isomorphisme de Panneau Ap sur
Panneau des endomorphismes du ^4-module Ap. Comme Ap est F-fermé,
Ker fa est F-fermé et est un facteur direct de Ap ( lemme 3). Si M est un
supplémentaire de Ker/a, M est injectif ( l e m m e 2) et/a induit un isomor-
phisme de M sur un facteur direct de Ap. Le lemme ^ résulte donc du
lemme 5 :

LEMME 5. — Soient A un anneau^ M un A-module^ B Vanneau des
endomorphismes de M. Si b est un élément de B^ les assertions suivantes
sont équivalentes :

a. L'idéal à droite b. B est un facteur direct de B^.
b. U idéal à gauche B .b est un facteur direct de sB.
c. Ker b et 1m b sont des facteurs directs de M.
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La preuve de ce lemme est évidemment laissée au lecteur.
Le corollaire de la proposition 3 montre que Ap est aussi un A^-module

injectif. On remarquera d 'ai l leurs qu'avec les notations du paragraphe 2,
F ' n'est autre que l 'ensemble des idéaux à droite de Ap dont Ap est extension
essentielle. De plus , l ' anneau Ap satisfait aussi à ( i ^ ) .

Nous résumons les lemmes précédents dans le

THÉORÈME 1. — Si Vanneau A satisfait à la condition ( -AT ) ïensemble des
idéaux à droite dont A ci est extension essentielle est topologis ant et id em-
potent. U anneau Ap est régulier et le A y-module à droite sous-jacent à Ap
est injectif. Comme A-module^ Ap est l'enveloppe injective de Ad.

Citons deux ensembles d'applications du théorème 1 :
a. Soit A un anneau dont tout idéal à droite non nul contient un idem-

potent non nul . 11 revient au même de dire que pour tout élément non nul a
de A^ il existe un élément non nul xç.A tel qu'on ait x.a.x=zx (ceci a
lieu si A est un anneau régulier au sens de von N E U M A N N ) . Si 1 est un idéal à
droite de A et si x .1 est nul , 1 annule tout idéal à gauche de la forme A.e,
où e parcourt les idempotents contenus dans A.x. Si x n'est pas nul, on
peut choisir e différent de 0. Alors I est contenu dans ( ï — e ) . A et Ad ne
peut être extension essentielle de I. Ceci prouve la condition (*).

On voit en particulier que tout anneau régulier au sens de von NEUMANN se
plonge dans un anneau régulier « injectif à droite ».

b. Tout anneau intègre et tout anneau quasi simple (il n'y a pas d'idéal
bilatère propre non nul ) se plongent dans un anneau régulier. Nous allons
voir que, sous des conditions nœthériennes, cet anneau régulier est un
anneau simple.

LEMME 6. — Si l'anneau A satisfait à la condition ("Ar), les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. U anneau A p est semi-simple.
b. Il Sexiste pas de famille infinie formée d'idéaux à droite de A dont

la somme est directe.

( a ) = > ( & ) : Soit en effet n la longueur du Ap-moduie sous-jacent à Ap.
Soit (li)içi une famille d'idéaux à droite de A dont la somme est directe.
La formule

(Si,) =2<'.)'
V€^ J F iç.1

montre que le nombre d'éléments de / est inférieur à n.

(b)=^(a) : Si l'assertion (b) est vraie, un argument classique prouve
l'existence d'une famille finie (Iz);e/î formée d'idéaux à droite de A et satis-
faisant aux conditions suivantes : la somme des I; est directe et Ad est extension
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essentielle de cette somme; de plus, I; est un ^4-module coirréductible
(cf. chap. II, § 5; d'une façon générale, il est équivalent de dire ^que l'enve-
loppe injective d'un ^4-module M est somme directe d'une famille finie
d'injectifs indécomposables ou de dire qu'il n'existe pas de famille infinie de
sous-modules de M dont la somme est directe). Il s'ensuit que les idéaux à
droite (1;)^ sont indécomposables et que leur somme est directe et égale
à Ap\ l 'anneau régulier Ap est donc somme directe d'une famille finie
d'idéaux indécomposables. Ceci prouve (a).

LEMME 7. — Soit A un anneau satisfaisant aux conditions suivantes :
a. Tout idéal niipotent de A est nul.
b. Les idéaux à droite de la forme (o: a) = \x\xç.A^ a.x == o} satis-

font à la condition des chaînes ascendantes.
U anneau A satisfait alors à la condition (^r).

Soit a un élément non nul de A et prouvons que A({ n'est pas extension
essentielle de ( o : a ) . Pour cela, nous choisissons un élément cç.a.A tel
que ( o : c ) soit maximal parmi les idéaux de la forme (o :^?) , où xç.a.A
et X-^-Q. Comme c.A n'est pas niipotent, il existe un élément dç.A tel
que a.d.c soit différent de o. Il résulte alors des inclusions

(o : c) C (o : d.c) C (o : a.d.c)

et du caractère maximal de ( o : c ) que (o : d.c) est égal à (o: a.d.c). Autre-
ment dit, l'égalité a.d.c.x ==. o entraîne l'égalité d.c x==o. Ceci démontre
que l'intersection d.c. A r\ (o : a) est nulle et que Ad n'est pas extension
essentielle de (o : a).

THÉORÈME 2 (GOLDIE). — Soit A un anneau satisfaisant aux conditions
suivantes :

a. Tout idéal niipotent de A est nul.
b. Les idéaux à droite de la forme (o : a) == \x\xç.A^ a.x=Q\ satis-

font à la condition des chaînes ascendantes.
c. Il Sexiste pas de famille infinie formée d^idéaux à droite dont la

somme est directe.
U anneau A satisfait à la condition ( ̂  ) et le localisé Ap de A est un

anneau semi-simple. Si S est la partie multiplicative formée des éléments
réguliers de A^ le couple (Ap^ u^) est un anneau de fractions à droite
de A pour S.

Il reste à démontrer la dernière assertion : si s c.A est régulier à gauche
( i. e. s . x = o entraîne x == o ), l'homothétie x —-> s. x définit des endomor-
phismes injectifs de A et de A p. Cette homothétie est donc un automorphisme
de Ap et s est inversible dans Ap\ en particulier, s est régulier à droite
dans A. La partie multiplicative S est donc formée des éléments réguliers à
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gauche de A. Pour que la démonstration soit complète, il suffît de montrer
qu'avec les notations du paragraphe 2, F est égal à Fs [proposition 5, (c)].
Pour cela, nous prouvons qu'un idéal à droite l appartient à F si et seule-
ment si I contient un sç.S :

Si s est un élément régulier de A, l'idéal s.Ap est égal à A p. II en résulte
que s. A appartient à F.

Réciproquement, soit 1 un élément de F. Nous allons construire deux
suites (^i, . .., Cn) et (<2i, . . ., a,^), formées d'éléments de Ap et satisfaisant
aux conditions suivantes : pour tout ?', Ci est un idempotent primitif de Ap\
Ap est la somme directe des idéaux indécomposables €i.Ap\ pour tout î,
Ci.di n'est pas nul et appartient a i ; si fi désigne l'homothétie x^->ei.ai.x^
on a l'égalité Ker/i n . . . nKer/^==o. Si nous posons s=e^,a^-^-.. .+^.a^,
il résultera de ces conditions que 1 image de Ap par l'homothétie x^->s.x
rencontrera tous les idéaux êi.Ap (car s.x appartient à ei.Ap si x appartient
à l'intersection de Ker^- pour j -^ i)\ celte image étant ^-fermée, elle
coïncidera avec Ap et l'homothétie sera bijective. L'élément s sera donc
régulier et appartiendra à I.

Prenons pour e^ uu idempotent primitif quelconque de Ap. Soit Tîti un
élément de F tel que <?i.îîîi soit contenu dans I. Comme ^i.îTti n'est pas
niipotent, il existe Oiemi tel que e^.a^.e^ ne soit pas nul. On tire de là la
formule

Ap^e,.Ap@^Tf,.

Prenons pour e^ un idempotent primitif appartenant à Ker^i. Soit Hîs un
élément de F tel que e^.m^ soit contenu dans Ï. Comme ^.THs n'est pas
niipotent, il existe agents tel que e^.a^.e^ ne soit pas nul. On tire de là la
formule

^== (?i.^® <?2..^© Ker/inKer/2.

Prenons pour e:>, un idempotent primitif appartenant à Ker/iHKer/^, . . . .
La construction s'arrête lorsque n est égal à la longueur du ^/.-module à
droite sous-jacent à Ap. On a alors les formules

Ap^ei.Ap-^-. ..+ en-Ap et Ker/iU .. . nKer//,== o.

COROLLAIRE 1. — Soit A un anneau satisfaisant aux conditions (b) et (c)
du théorème 2 et dont 0 est un idéal bilatère premier (i. e. si a et b sont
deux idéaux bilatères non nuls de A^ le produit û.b n^est pas nul). Si S
est la partie multiplicative formée des éléments réguliers de A, il existe un
anneau de fractions à droite de A pour S. Cet anneau de fractions est
simple.

La condition {a) du théorème 2 est en eflet satisfaite. Si A p n'était pas
simple, ^contiendrait des idéaux bilatères non nuls û et b dont le produit
serait nul. Les intersections ar\ A et br\A seraient alors des idéaux bilatères
de A et le produit de ces idéaux serait nul. Ceci est absurde.
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COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau intègre nœthérien à droite. Si S est
la partie multiplicative formée des éléments non nuls de A^ il existe un
anneau de fractions à droite de A pour S. Cet anneau est un corps.

L'existence de l 'anneau de fractions As résulte du théorème 2. Si As n'est
pas un corps, As contient un idempotent e distinct de i. Il existe donc
un sç, S tel que e.s appartienne à A. Comme e .s n'est pas inversible dans As-,
les XÇ.AS tels que e.s.x soit nul forment un idéal à droite I. Il en résulte
que A (\\ n'est pas nul et est annulé par e.s : ceci est absurde.

^. Injectifs indécomposables et idéaux bilatères premiers. — Soit A
un anneau nœthérien à droite. Si M est un ^4-module, AnnA/ désignera
l'idéal bilatère formé des a tels qu'on ait M.a=o. De même, si m est un
élément de M^ Annm désignera l'idéal à droite formé des a tels qu'on
ait m.a == o.

Soit / un ^-module injectif indécomposable. Si M et A sont deux sous-
modules non nuls de 7, Mr\N n'est pas nul et l'on a

Ann(Afn^Y) ^AnnAf-h AnnTV.

Les annulateurs de sous-modules non nuls de / forment donc une famille
filtrante croissante d'idéaux bilalères de A. Cette famille a un élément
maximal qu'on notera A (/).

On voit d'abord que A ( I ) est un idéal bilatère premier; autrement dit,
A ( I ) n'est pas égal à A et l'on a a.A .b cA ( I ) => aç.A (7) ou b ç A ( I ) .
Ceci résulte du lemme suivant dont la preuve est laissée au lecteur :

LEMME 1. — Si d est un idéal bilatère d\in anneau A, les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. a est un idéal bilatère premier.
b. Il existe un A-module non nul M tel qu^on ait Ann/V == û pour tout

sous-module non nul N de M.

Je dis aussi que tout idéal bilatère premier p est du type A ( /) , où / est
un -4-module injectif indécomposable : en effet, soit @klk une décomposition
de l'enveloppe injective de A / p en injectifs indécomposables; soit Mk un
sous-module de I/c dont l 'annulateur est A ( I k ) . Alors MkC\A/p est différent
de 0 et a pour annulateur à la fois p et A (Ij,) ; d'où p == A ( I / , ) pour tout /,
et le résultat.

Il est facile de voir que A / p est en réalité un ^4-module isotypique
(chap. IV, § 2), c'est-à-dire que les injectifs Ik sont tous isomorphes. En
effet, le corollaire 1 du théorème 2 s'applique à l'anneau A / p . Cet anneau
est donc contenu dans un anneau simple B qui est l'enveloppe injective
de A / p comme (A/p)-modu\e à droite. L'enveloppe injective / de A / p
considéré comme .4-module contient Z?, et B coïncide avec l'ensemble des
éléments de /qui sont annulés par p . L'assertion résulte donc de ce que B
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est somme directe d'idéaux à droite simples qui sont des ^-modules coirré-
ductibles isomorphes.

Soit maintenant M un ^4-module quelconque, soit / l'enveloppe injective

de M et soit/==^7^ une décomposition de /comme somme directe de
k

modules injectifs indécomposables. On dira que V idéal bilatère premier p
de A est associé à M s'il existe un k tel qu'on ait p = A ( I k ) - On peut alors

grouper par paquets ^p== ^ Ik les injectifs indécomposables associés au
^{h)=p

même idéal bilatère premier. On obtient ainsi une décomposition de /,

unique à un automorphisme près, du type 7=== V J où p parcourt les
p

idéaux premiers associés à M.

En particulier, si M^ est égal à l'intersection Mr\ ( V J^ \ on a l'éga-

\(ï P /
lité o == f\ M^ où p parcourt les idéaux premiers associés à M. En outre,

p
la décomposition est irrédondante et M/M a p pour seul idéal bilatère
premier associé. La proposition suivante résulte du lemme 1 :

PROPOSITION 6. — L'idéal bilatère premier p est associé à M si et seule-
ment si M possède un sous-module N tel que p soit l'annulateur de N et de
tous les sous-modules non nuls de N.

On retrouve donc par un procédé différent les résultats de LESIEUR-CROISOT
sur la décomposition « tertiaire » [16].

Nous nous proposons maintenant de voir sous quelles conditions la théorie
obtenue n'est pas plus fine que la théorie de LESIEUR-CROISOT, c'est-à-dire
quand la correspondance établie entre injectifs indécomposables et idéaux
bilatères premiers est bijeclive. Pour cela, nous supposerons l'hypothèse (H)
satisfaite :

(H) Si 1 est un idéal à droite de A et si p est Vannulateur de A/\^ il
existe un nombre fini d'éléments x^ .... Xr de A/\ tels qu'on ait

p== f\ Ann^-.
\^i^r

Si la condition (H) est satisfaite, je dis que, pour tout injectif indécom-
posable /, l'enveloppe injective de AI A ( I ) est somme directe d'un nombre
fini de modules isomorphes à / : Soit en effet M un sous-module de / dont
l'annulateur est A (/). On a manifestement

A(I)=^Annœ.
x-^.o
XÇM



CATÉGORIES ABÉLIENNES. 4a3

Mais il résulte de (H) que .4(7) est intersection d'un nombre fini deAnn^,
soit Ann^i, . . . , Ann^; il existe donc un monomorphisme de A / A ( I )

dans la somme directe finie ® Xi.A. L'enveloppe injective de cette somme
1=1

est isotypique ; d'où le résultat :

LEMME 2. — Si la condition (H) est satisfaite, la correspondance /—> A (/)
entre types d'injectifs indécomposables et idéaux bilatères premiers est
bijective.

Il reste à donner des exemples où la condition (H) est vérifiée :
a. Tous les idéaux à droite de A sont bilatères.

b. L'anneau^ est artinien à droite. Le radical r (A) de A est alors niipotent
et tout idéal bilatère premier contient Y (A). Les idéaux bilatères premiers
de A correspondent donc biunivoquement à ceux de l'anneau semi-
simple A / v ( A ) , c'est-à-dire aux représentations irréductibles de A.

c. Le centre Z(A) de A est un anneau nœthérien et A est un Z(^4)-module
de type fini : Soient M un ^4-module de type fini, x et y deux éléments
de M. Si œ' et y ' désignent les ensembles formés des éléments de M qui sont
annulés par Ann.r et Annj, on voit que œ' et y ' sont des modules de type
fini sur Z ( A ) . En outre, on a l'égalité

Ann ( js'-\-y') ==Ann^nAnnj.

Comme M est un Z(y4)-module nœthérien, il existe un nombre fini
d'éléments ^i, .. ., Xr de M tels qu'on ait

^i 4--... + oc^ = M.

La condition (H) est donc satisfaite.

d. Un contre-exemple : Soient k un corps commutatifde caractéristique 0
et k(X) le corps des fractions rationnelles en une indéterminée X sur k.
Soient 6Ïïa Â-dérivation P ( A " ) ->P'(X) de k(X) et A l'anneau des opéra-
teurs engendré par d et les homothéties de Â-(JT). L'anneau A est intègre,
tout idéal à droite est monogène et il n'y a pas d'idéal bilatère distinct de 0
ou de A ([4], § 5, exerc. 13). En particulier, les idéaux bilatères premiers
associés à un y4-module simple et à Ad sont nuls. Comme ces modules n'ont
pas même enveloppe injective, on voit que la correspondance I ^ - > A ( I )
n'est pas bijective.

L'ensemble des idéaux bilatères premiers de A sera appelé dorénavant le
spectre premier de A [notation : Spec (A)]. Nous savons qu'il est possible
d'associer à tout idéal bilatère premier p un ^-module injectif indécom-
posable 7p qui satisfait à la condition suivante : l'enveloppe injective de A/p
est somme directe finie de modules isomorphes à /p. L'application p—^/p
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définit une injection de Spec(A) dans le spectre de la catégorie modyl. Nous
identifierons toujours Spec(A) à l'image de cette injection.

PROPOSITION 7. — Soient A un anneau nœthérien à droite et C une sous-
catégorie localisante de mody4. Un idéal bilatère premier p appartient
à Sp(C) (chap. IV, § 1) si et seulement si A/p est un objet de C.

Il est clair que p appartient à Sp (C) si A/p est un objet de C. Supposons
réciproquement que p appartienne à S p ( C ) . Cela signifie que /p contient un
sous-module non nul appartenant à C. Il en résulte que A / p contient un
sous-module non nul N appartenant à C. Nous désignons par S la partie
multiplicative formée des éléments réguliers de A / p (cf. § 3). Si P est un
sous-groupe de TV, l'idéal à droite AnnP de A / p qui est formé des a tels
que P. a soit nul, est l'intersection de A / p avec un idéal à droite de l'anneau
simple ( A / p ) s . Il s'ensuit que les idéaux à droite de A de la forme AnnP
satisfont à la condition des chaînes descendantes. En particulier, il existe un
nombre fini d'éléments cTj, . . ., Xr de N tels qu'on ait

i-=.r

o == [ \ Anna?;.

Il existe donc une application ^4-linéaire de A / p dans la somme directe
des modules Xi.A. Il en résulte que A / p appartient à C. c. Q. F. D.

Si s est un élément de Sp(mody4 ), et si /.ç est un A -module injectif indé-
composable de type ^, l'idéal bilatère A ( I s ) appartient à Spec(^4). Nous
dirons que l'application s —^ A (/y) est la projection canonique de Sp(mod^4)
sur Spec(^4). Cette projection est l'identité sur Spec(^4); elle est donc
surjective. Lorsqu'elle est bijective, nous disons que Vanneau A possède
assez d^ idéaux bilatères.

Soit A un anneau, nœthérien à droite et possédant assez d'idéaux bilatères.
Si F est un ensemble d'idéaux à droite topologisant et idempotent, nous
avons vu que le produit I.m de deux idéaux à droite I et m appartient à F
pourvu que 1 et îîî appartiennent à F. La loi multiplicative de A muni t donc
Pensemble F d'une structure de monoïde. Je dis que le sous-monoïde de F
qui est engendré par les idéaux bilatères premiers appartenant à F^ est
cofinal : la sous-catégorie F est en effet engendrée par les modules A / p ^ où p
parcourt les idéaux bilatères premiers appartenant à F (proposition 7 et
corollaire 2 de la proposition 2, chap. IV). Tout module nœthérien M
appartenant à F possède par conséquent une suite de composition

0==X)C^lC . . . CMrCMr+i==M,

dont les quotients Mi+i/Mi sont annulés par un idéal bilatère premier p, ç F.
On tire de là que le produit pr.pr—i- ' -Ro annule M. Si M est le quotient
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de A par un élément 1 de F^ il s'ensuit que I contient le produit p^.p,-__i...po.
La proposition 7 entraîne donc le

COROLLAIRE 1. — Soient A un anneau nœthérien à droite ayant assez
d'idéaux bilatères et E un ensemble d'idéaux bilatères premiers de A.
L'ensemble F des idéaux à droite qui contiennent un produit de la
forme p,..p^_i...po, où piçE, est topologisant et idempotent. Récipro-
guement^ tout ensemble d'idéaux à droite topologisant et idempotent est
de ce type.

Si l'anneau A possède assez d'idéaux bilatères, le spectre premier de A
coïncide avec le spectre de la catégorie modA. Ce dernier se trouve donc
muni d'une structure d'ensemble ordonné nœtliérien. De plus, pour toute
sous-catégorie localisante C de mod.4, Sp(C) coïncide avec l'ensemble des
idéaux bilatères premiers p tels que A / p appartienne à C. Si a est un ordinal,
nous désignons en particulier par Ey, l'ensemble des idéaux premiers tels
qu'on ait Kdim^/p^a (voir chap. ^, § 1). On a alors le

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau nœtliérien à droite ayant assez
d'idéaux bilatères. Avec les notations ci-dessus^ les ensembles Ey, peuvent
être définis de la façon suivante :

— 77—! est vide.
— Si l'ordinal a a un prédécesseur (3, Ey, est formé des idéaux bilatères

premiers p tels que tout idéal bilatère premier contenant p et distinct de p
appartienne à EQ.

— Si a est un ordinal limite. Ey, est la réunion des EQ pour (3 < a.

Il est clair que jE_i est vide. Soit donc y un ordinal quelconque et suppo-
sons que les énoncés du corollaire 2 sont vérifiés pour lout ord ina l a <; y.
Si y est un ordinal limite, ces énoncés restent manifestement vériHés lorsque y.
est égal à y. Examinons le cas où Y a un prédécesseur p et soit 7g le fondeur
canonique de modA -=.A dans A/AQ (les notations sont celles du chapitre I V ) :

Soit p un idéal bilatère premier tel qu'on ait Kdim.4/p ==: y. D'autre part,
soit q un idéal bilatère premier contenant p et distinct de p. Il est clair que
Kdim^/q est inférieur ou égal à Kdim^/p; si l'égalité avait lieu, les quo-
tients de Jordan-Hôlder de T f i ( A / p ' ) ne seraient pas tous isomorphes. Il en
résulterait l'existence d'un sous-module non nul N de A / p qui n'engen-
drerait pas la même sous-catégorie localisante de mod-4 que A / p . Comme il
existe une injection ^-linéaire de A / p dans une somme directe de modules
isomorphes à A (cf. la preuve de la proposition 7), cela est impossible. On
a donc l'inégalité KdimA/q << KdimA/p.

Réciproquement, supposons que A/ç\ appartienne à AQ pour tout idéal
premier q contenant p et distinct de p. Soit 1 un idéal à droite de A / p qui
est maximal parmi les idéaux à droite m tels que A/m n'appartienne pas
à ^Q. Alors T^{A/\) est un objet simple; il s'ensuit qu'il existe un idéal
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bilatère premier assocîé à A/\. Cet idéal premier contient p, et l'hypothèse
que nous avons faite montre qu'il coïncide avec p. Comme A/\ appartient
à ^y, Sp(^v) contient p. Il en résulte queA/p appartient à^ (proposition 7).

COROLLAIRE 3. — Soient A un anneau nœthérien à droite ayant assez
d } idéaux bilatères^ p un idéal bilatère premier de A et ri un ordinal fini.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Kdim A/p ^.Y],
b. Toute chaîne d^ idéaux bilatères premiers contenant p a au plus Y] + i

éléments.

Le corollaire 3 résulte directement du corollaire 2. Si A est un anneau
commutatif nœthérien, il montre que la notion de dimension de Krull que
nous avons introduite dans mody4 coïncide avec la notion classique.

Pour terminer ce paragraphe, nous rappelons les exemples que nous
avons donnés :

PROPOSITION 8. — Un anneau nœthérien à droite A possède assez d^ idéaux
bilatères si F une des conditions suivantes est réalisée :

a. A est artinien à droite.
b. Tout idéal à droite est bilatère.
c. Le centre Z(A) de A est un anneau nœthérien et A est un Z(A)-module

de type fini.

5. Stabilité par enveloppes injectives. — Soient A un anneau et C une
sous-catégorie pleine de modA satisfaisant aux conditions suivantes :

(^) Si M est un ^4-module appartenant à C, tout sous-module de M
appartient à C.

( i ^ ^ ) Si M et N sont deux /^-modules appartenant à C, la somme
directe M Q) N appartient à C.

Désignons maintenant par M un A-module quelconque. Si M' et M" sont
deux sous-modules de M tels que M/M' et M/M" appartiennent à C, alors
M/M'C\M" appartient à C\ ce module est en effet isomorphe à un sous-
module de M/M' Q) M/M". Les sous-modules M' de M tels que M/M'
appartienne à C, forment donc une base de voisinages de 0 pour une topo-
logie TpM qui fait de M un groupe topologique. Le lecteur vérifiera que la
topologie 7çA(i fait de A un anneau topologique. Si l'on munit A de celte
topologie, la topologie TpM fait de M un ^4-module topologique. De plus,
toute application ^-linéaire f : M-> N est continue quand on munit M et N
des topologies TpM et T p N . On peut résumer la situation en disant que la
donnée de C définit d'une part une structure d'anneau topologique sur A ;
elle définit d'autre part un foncteur de modA dans la catégorie des A -modules
topologiques.
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PROPOSITION 9. — Soient A un anneau et C une sous-catégorie pleine
de mod A satisfaisant aux conditions ("Ar) et (^"^). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

a. Pour tout A-module M et pour tout sous-module N de M^ la topo-
logie TpN coïncide avec la restriction à N de la topologie TpM.

b. Pour tout A-module M appartenant à C^ l'enveloppe injective de M
appartient à C.

(a) ==>(b) : II revient en effet au même de dire que Y^/appartient à C ou
de dire que la topologie TpM est discrète. Si M appartient à C et est contenu
dans un ^4-module /, l'assertion (a) entraîne qu'il existe un sous-module Q
de /tel que I / Ç appartienne à C et qu'on ait Çr\M=o. Si/est l'enveloppe
injective de M, Ç est nécessairement nul. D'où l'assertion (b).

(b)=^(a) : Soit en effet N ' un sous-module de N tel que A/A7' appar-
tienne à C. 11 s'agit de montrer qu'il existe un sous-module M' de M tel
que M/M' appartienne à C et que Nr\M' soit contenu dans N ' ' . Nous
choisirons pour M' un sous-module de M qui est maximal pour l'égalité
N r \ M ' = . N ' . Alors M / M ' est extension essentielle de N / N ' et (a) résulte
de ( b ) .

COROLLAIRE 1. — Soient A un anneau et C une sous-catégorie pleine
de mod .4 satisfaisant aux conditions (*), (**) et aux conditions (a)
et (b) de la proposition 9. Soit M un A-module et soit N l'intersection des
sous-modules M' de M tels que M/M' appartienne à C. Il n'existe alors
aucun sous-module N' de TV, distinct de N et tel que N/N' appartienne à C.

En effet, la topologie TpN coïncide avec la topologie induite par TpM.
Cette dernière topologie est grossière.

Nous supposons à partir de maintenant que A est nœthérien à droite. La
proposition 9 et le corollaire 1 sont alors souvent utilisés de la façon suivante :
soit t un idéal bilatère de A et soit C la sous-catégorie localisante de mod A
dont les objets nœthériens sont les ^-modules annulés par une puissance
de t. Si C est stable par enveloppes injectives [c'est-à-dire si C satisfait à
l'assertion ( b ) de la proposition 9], la proposition 11 et le corollaire 1
peuvent être formulés comme suit : si N est un sous-module d'un ^4-module
nœthérien J/, la topologie i-adique de N Yi. e. TpN\ est la restriction à N
de la topologie i-adique de M\ de plus, si R est l'intersection des sous-
modules M.i"- de M, B.i est égal à /?. Ces propositions évoquent des
résultats bien connus d'ÂRTiN-REES et de KRULL.

Dans le paragraphe 6, nous utilisons la proposition 9 d'une manière un
peu différente : si A est un anneau nœthérien à droite, nous prenons pour C
la sous-catégorie localisante (mod^4)o dont les objets sont les ^4-modules de
dimension de Krull-^o. Si M est un ^-module, nous notons alors Àf le
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complété de M pour la topologie TçM, ce complété Af est la limite projec-
tive des modules M/M' ^ quand M' parcourt les sous-modules de M tels
qu'on ait KdimM/M'^o. Si M est nœthérien, les quotients M / M ' sont de
longueur finie. En particulier, A est un anneau pseudo-compact à droite;
si M est nœthérien, M est un module pseudo-compact à droite sur À.

Il est clair que (moàA)o s'identifie à la catégorie des /f-modules à droite
topologiques et discrets. De plus, on a le

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau nœthérien à droite. Le foncteur qui
associe à tout A-module nœthérien à droite M le A-module à droite
pseudo-compact M^ est exact à droite. Ce foncteur est exact si l'enveloppe
injective d^un A-module de dimension de Krull nulle a une dimension
de Krull nulle.

Ce corollaire résulte facilement de la proposition 11 et du lemme 1, § 3,
chap.IV.

PROPOSITION 10. — Si A est un anneau commutatif nœthérien^ toute
sous-catégorie localisante de modA est stable par enveloppes injeclives.

Soit en effet C une telle sous-catégorie localisante et soit M un ^4-module
appartenant à C. Si l'idéal premier p est associé à Af, le module A / p appar-
tient à C (proposition 7). Nous allons montrer que, pour tout idéal premier?,
l'enveloppe injective de A / p appartient à la sous-catégorie localisante engen-
drée par A / p , si M est un ^-module et si a est un élément de A^ nous
désignons par a^Thomothétie x—>x .a de M. Nous disons que OM estpresque-
niipolent si tout sous-module nœthérien de M est annulé par une puissance
de a M.

LEMME 1. — Soient p un idéal premier d\m anneau commutatif nœthé-
rien A et M un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. M appartient à la sous-catégorie localisante de modA qui est engen-
drée par A /p.

b. Pour tout élément a de p, a M est presque-niipotent.

Si 1 est un idéal de A^ le quotient.4/1 appartient en effet à la sous-catégorie
localisante engendrée par A / p si et seulement si I contient une puissance
de p (corollaire 1 de la proposition 7). Il s'ensuit que M appartient à la
sous-catégorie localisante engendrée par A / p si et seulement si tout élément
de M est annulé par une puissance de p.

LEMME 2. — Soient A un anneau commutatif nœthérien et 1 un A-module
in jectif indécomposable. Pour tout élément a de A^ Vhomothétie aj est soit
bijective^ soit presque-niipotente.

Soit en effet M un sous-module nœthérien non nul de /. Comme M est
nœthérien, l'égalité suivante est vraie pour n assez grand :

Kera^nlmaîy==: o.
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Comme l'intersection de deux sous-modules non nuls de / n'est pas nulle,
on a soit aît/== o, soit Ker a^== o. Dans le dernier cas, OM est un monomor-
phisme de /dans /, donc un automorphisme, car 7 ne contient pas d'injectifs
distincts de / ou de 0. Dans le premier cas, tout sous-module nœthérien
de / est annulé par une puissance de a.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition : si / est
l'enveloppe injective de ^4/p, Kera/ est différent de 0 pour tout élément u
de p. Il s'ensuit que aj est presque-niipotent (lemme 2) et que / appartient
à la sous-catégorie localisante de modÂ qui est engendrée par A / p
(lemme 1).

Le corollaire 2 de la proposition 9 s'applique donc à tout anneau commu-
tatif nœthérien. Il en va de même des remarques qui suivent le corollaire 1
(lernmes d'ÂRTiN-REES et de KRULL) .

6. Extensions finies (Panneaux commutatifs nœthériens. — Dans ce
paragraphe, /? est un anneau commutatif nœthérien. Nous désignons par A
une 7?-algèbre unitaire, finie et fidèle (cf. § 1). Une telle algèbre possède
assez d'idéaux bilatères. Nous nous intéressons d'une part aux relations
entre le spectre premier de A et le spectre premier de /?; nous étudions
d'autre part la structure des .4-modules injectifs indécomposables. Les
résultats auxquels nous aboutissons sont ceux auxquels tout le monde
s'attend; les méthodes utilisées sont celles que tout le monde utilise.

Il est loisible de supposer R contenu dans le centre Z ( A ) de A. Nous
disons alors que A est une extension finie de /?. Pour tout idéal bilatère
premier ̂  de .4, 7?n^P est alors un idéal premier de 7?.

PROPOSITION 11. — Soit A une extension finie d'un anneau /?, commu-
tatif et nœthérien. Les assertions suivantes sont virales :

a. L'application ̂  ^->^Ç n /? est une surjection de Spec (A ) sur Spec(/?).

b. Si ^5 et Q, sont deux idéaux bilatères premiers de A^ les conditions
^^)Qet ^ ̂  Q entraînent ^n/?^Qn/?.

c. Si p est un idéal premier de B et si le R-module A peut être engendré
par n éléments^ l'image réciproque de \ p } dans Spec {A) contient au plus
n éléments.

La proposition résultera des lemmes suivants :

LEMME 1. — Soient A un anneau, S une partie multiplicative contenue
dans le centre Z(A ) de A et cp l'application canonique de A dans As. Les
applications ^—-> ^Çs et .Q—xp"1^) définissent une correspondance
biunivoque entre les idéaux bilatères premiers de A qui ne rencontrent
pas S et les idéaux bilatères premiers de As.

La preuve du lemme 1 est laissée au lecteur.
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LEMME 2. — Les hypothèses et les notations sont celles de la proposition 11 .
Pour tout idéal premier p de /?, Ap/p.Ap est une algèbre finie non nulle
sur le corps commutatif /?p/p.7?p. En outre^ l'application ̂  —^^pp/p.^pp
définit une bijection de l'ensemble des idéaux bilatères premiers ^R de A
satisfaisant à ^pn^P^p, sur l'ensemble des idéaux bilatères premiers
de .4p/p.^4p.

Il est clair que A p / l p . A p est une algèbre finie sur 7?p/p./?p. Comme p.7?p
est le radical de Jacobson de 7?p et que Ap est un /?p-module de type fini, le
quotient A p / p . A p n'est pas nul (lemme de .Nakayama).

D'autre part, les idéaux bilatères premiers de A p / p . A p sont en correspon-
dance biunivoque avec les idéaux bilatères premiers de Ap qui contiennent
p.y4p, Le lemme 1 montre que ces derniers correspondent biunivoquement
aux idéaux bilatères premiers ^ tels qu'on ait ^}n^==p. Ceci prouve le
lemme 2.

L'assertion (a) de la proposition résulte de ce que A p / p . A p est un
anneau artinien non nul; les idéaux bilatères premiers de cet anneau sont les
idéaux bilatères maximaux. L'anertion (b) de la proposition résulte de ce
que A p / p . A p ne contient pas d'idéaux bilatères premiers « emboîtés » et
distincts. Soient enfin x^ . . ., Xn des générateurs du /?-rnodûle sous-jacent
à A ; les images de ces générateurs dans A p / p . A p engendrent le ( j R p / p . B p ) -
modulesous-jacentà^p/p.^p; il en résulte la formule [A p/p.Ap'.Rp/p.Rp\^n\
ceci prouve (c).

COROLLAIRE 1. — Les notations et les hypothèses sont celles de la propo-
sition 11 . Soient p o C . . . C p / z une chaîne d'idéaux premiers de R et
^Po C . . . C ̂ i une chaîne d'idéaux bilatères premiers de A tels qu'on ait
îî, r\ R == p,, o ̂ j^ i <1 n. Il existe une chaîne ^ C ̂ Pn-i C .. . C ̂ n
formée d'idéaux bilatères premiers de A tels qu'on ait ̂  n 7? := py^ pour
i^k^n.

Il résulte en effet de l'égalité ^n/?==p^ que A/^i contient TP/p^ et en est
une extension finie. D'après l'assertion (a) de la proposition 11, il existe
donc un idéal bilatère premier Qz+i de A/^i tel qu'on ait

Qz+in(^/p0=pn-i/p..
L'image réciproque ^+1 de Qi+i dans A est un idéal bilatère premier de A
et satisfait à l'égalité ^î;-n r\R= Pz+i-

On construit .̂4-2 à partir de ^Pz+i comme on a construit -̂1-1 à partir
de ^};; la construction se poursuit par récurrence.. ..

COROLLAIRE 2. — Les notations et les hypothèses sont celles de la propo-
sition 11 . Si M est un A-module, nous désignons par ^M le R-module
sous-jacent à M. La dimension de Krull de M est finie si et seulement si la
dimension de Krull de p M est finie. Dans ce dernier cas^ ces deux dimen-
sions sont égales.
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Soit en effet C (resp. D) la sous-catégorie localisante de mod A (resp. de
mod/?) qui est engendrée par M (resp. par ^M). On sait que C peut être
engendrée par des modules A / ^ , où ^} est un idéal bilatère premier de A.
De même, 0 peut être engendrée par les /?-modules p (A/^5), où ^ parcourt
les idéaux bilatères premiers de A tels qu'on ait A/^ÇçC. On tire de là
les formules suivantes :

KdimAf== sup Kdim/4/^}, KdimpM== sup Kdimp(y4/^}) .
Ai^ç.C ^/^ç.C

Autrement dit, il suffit de démontrer le corollaire 2 lorsque M est de la
forme A/^^ où ^ est un idéal bilatère premier de A. Dans ce cas, l'annu-
lateur du 7?-module nœthérien Ç ) ( A / ^ ) est p == ^ n/?. On sait qu'il en résulte
l'égalité Kdimp(.4/^)=Kdim/?/p.

D'après le corollaire 3 de la proposition 7, il reste clone à prouver l'équi-
valence des assertions suivantes :

— Toute chaîne d'idéaux bilatères premiers de A contenant ̂  a au plus
n + i éléments.

— Toute chaîne d'idéaux premiers de R contenant p a au plus n -h i
éléments.

L'équivalence de ces assertions résulte du corollaire 1 et de l'assertion ( b )
de la proposition 11.

Nous dirons désormais que l'application ^—>^}rt/? est l'application
canonique de Spec (A ) == Sp(modA) sur Spec(/?) == Sp(mod/?). Si D est
une sous-catégorie localisante de mod/?, nous désignons par p~1 ( D ) la sous-
catégorie localisante de mod A qui suit : un ^l-module ^appartient à p~1 (û)
si et seulement si pAf appartient à D. Le spectre de la catégorie p~1 ( D ) est
évidemment l'image réciproque de S p ( D ) pour l'application canonique de
Sp(mod^4) sur Sp(mod/?) . Le lecteur vérifiera la réciproque : une sous-
catégorie localisante C de mod.4 est de la forme p~1 ( D ) si et seulement si
Sp(C) est l'image réciproque d'une partie de Sp(mod7?).

PROPOSITION 12. — Soit A une extension finie d'un anneau /?, commu-
tatif et nœthérien. Soient 0 une sous-catégorie localisante de mod/? et p le
fondeur qui associe à tout A-module M le R-module sous-jacent à M. La
sous-catégorie localisante p~~1 (0) de mod A est stable par enveloppes
injectwes.

La preuve est analogue à celle de la proposition 10; nous n'en donnons
qu'une esquisse : si ^î est un idéal bilatère premier de A^ on montre que
l'enveloppe injective de A/^ appartient à la sous-catégorie localisante
engendrée par les modules ^4/Q, où Q parcourt les idéaux bilatères premiers
tels qu'on ait JQn^?==^pn^. Un A -module M appartient à cette sous-
catégorie si et seulement si a^ est presque-niipotent pour tout élément a de
^P C\ fi. Finalement on montre que si /est un injectif indécomposable et a un



432 P. GABRIEL.

élément de 7?, l'homothétie a/ est soit bijective, soit presque niipotente
(c/. lemme2, §5).

COROLLAIRE — Soit A un anneau satisfaisant aux hypothèses de la pro-
position 12. Si la dimension de Krull d'un A-module M est nulle^ la
dimension de Krull de son enveloppe injective est nulle.

Le corollaire 2 de la proposition 9 s'applique donc à Panneau A. Nous
empruntons dans la suite les notations de ce corollaire. Par exemple, si p est
un idéal premier de /?, 7?p est le complété de Rp pour la topologie
p./Pp-adique.

Dans la proposition suivante, ^2/? désigne l'ensemble des idéaux maximaux
de fi.

PROPOSITION 13. — Soit A une extension finie d un anneau R^ commu-
tait f et nœthérien, Lorque M parcourt les A-modules nœthériens^ le fonc-

teur M—->M est isomorphe au fondeur M—-> | | MÇ^nRm-
mçQn

Soit en effet M' un sous-module de M tel que M/M1 soit de longueur
finie. Alors ^ { M / M ' ) est un 7?-module nœthérien dont la dimension de Krull
est nulle. Il s'ensuit que ^(M/M1) est de longueur finie. Soit d'autre part a
un idéal de R tel que B / ù soit de longueur finie; alors M/M.û est un
.4-module de longueur finie.

Il résulte de ces remarques que les ^-sous-modules de M de colongueur
finie définissent la même topologie que les TP-sous-modules de colongueur
finie. Il suffit donc de prouver que le complété de M pour cette dernière

topologie est le produit | \MÇ^nRm. Ceci est une proposition bien connue
meû/î

en algèbre commutative.

COROLLAIRE 1. — Les notations et les hypothèses sont celles de la propo-

sition 13. Si Z(A} est le centre de A, le centre de À est Vanneau Z ( A ) .

L'anneau Z ( A ) est en effet un 7?-module de type fini. D'après la propo-

sition précédente, Z ( A ) est donc égal au produit j j Z{A ) 0y?An. Il reste à
meûLfi

montrer que Z(A ) ®/?/An est le centre de A (g^Mn :

LEMME 3. — Soit u : R—^S un homomorphisme d'anneaux commutatifs
avec éléments unité. Si S est R-plat [15], Z ( A ) ( ^ ) i { S est le centre de
A®nS,

Soient en effet a^ . . . , Or des générateurs de la 7?-algèbre A ; soit
Vi : A —>- A. l'application définie par la formule Vi\ a) -==. Of. a — a.a^ i ̂ i^r.
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Le centre Z ( A ) de A est l'intersection des noyaux Ker^. Comme *S est
7?-plat, il en résulte que Z ( A ) Ç^jîS est l'intersection des noyaux des appli-
cations ViÇ^nS. Les formules (v^jîS) ( x ) = (a^Ri).x — x. (a,(g^i)
montrent que cette dernière intersection est le centre de A Ç^pS.

Soit maintenant p un idéal premier de Z ( A ) . Nous désignons par (modA)p
la sous-catégorie localisante de modA qui est définie de la façon suivante :
un A -module M appartient à (mod^)p si et seulement si OM est presque-
niipotent pour tout élément a de p. De même, nous désignons par (mod^t)o
la sous-catégorie localisante formée des ^-modules dont la dimension de
Krull est nulle.

COROLLAIRE 2. — Les notations et les hypothèses sont celles de la propo-
sition 13. L'application m —> (modA)m. est une bijection de l'ensemble des
idéaux maximaux de Z(A ) sur l'ensemble des composantes connexes de
la catégorie localement finie (modA)o.

Soit en effet Z le centre de la catégorie A = (modA)o. Supposons
l'anneau Z isomorphe au produit d'une famille d'anneaux (Z i ) i ç / . Nous
identifions alors Z à ce produit. Si ^ est l'élément unité de Z^ nous dési-
gnons par Ai la sous-catégorie localisante de A dont les objets sont les
.^-modules MçOA tels qu'on ait e / ( M ) = o pour j^-i. Il est clair que la
catégorie A est équivalente au produit des catégories Ai. Autrement dit, il y a
une correspondance biunivoque entre les décompositions de Z en produit
d'anneaux et les décompositions de A en produit de catégories.

Or nous avons vu au paragraphe précédent que la catégorie (lïiodA)^
s'identifiait à la catégorie des modules à droite topologiques discrets sur
l 'anneau topologique À. Si M est un ^4-module de dimension nulle, on
définit en particulier une application bilinéaire M x À-> M qui prolonge
l'application bilinéaire définissant la structure de .4-module de M\ nous
notons encore m.a l'image de (m.a)ç.Mx.A pour cette application. Si a
est un élément du centre de Jl, nous notons a^ l'application A -linéaire
m —>m.a de M dans M. Lorsque M varie, les applications M^^OM défi-

nissent un isomorphisme du centre Z {A) de A sur Z . Le corollaire 2 résulte
de là et des remarques précédentes.

COROLLAIRE 3. — Les notations et les hypothèses sont celles de la propo-
sition 13. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. L'application ^ —^} n Z(A) de Spec(A) sur Spec(Z(A)) est
bijective.

b. Toute sous-catégorie localisante de modA est stable par enveloppes
injectives.

(a) =^ (b) : Cela résulte de la proposition 12.
(b)=^>(a) : Si toute sous-catégorie localisante de modA est stable par

enveloppes injectives, il en va de même a fortiori pour toute catégorie
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quotient de modA. En particulier, si p est un idéal premier de Z ( A ) , toute
sous-catégorie localisante de mod Ap est stable par enveloppes injectives.

Soit donc ^P un idéal bilatère premier de A tel qu'on ait ^r\Z(A)=p:
soit C la sous-catégorie localisante de modAp qui est engendrée par Ap/^ .Ap ;
soit D la sous-catégorie localisante de modAp qui est engendrée par les
^p-modules simples non annulés par ^}. Comme C et D sont stables par
enveloppes injectives, la catégorie (modÂp)o est équivalente au produit C Ï Î D
(cf. la démonstration du corollaire du théorème 2, chap. IV). D'après le
ïemme 3, ( Z ( A ) ) p est le centre de Ap. Il s'ensuit que la catégoriel est
nulle (corollaire 2) ; ceci achève la preuve.

L'assertion (a) du corollaire 3 est par exemple satisfaite si la Z(^)-algèbre A
vérifie les conditions équivalentes de la proposition 2. Elle est aussi satisfaite
pour les ordres maximaux de l'arithmétique.

Nous terminons ce paragraphe par l'étude de l'anneau pseudo-compact
associé à la catégorie localement finie (modA)o. Si m est un idéal maximal
de l'anneau commutatif /?, nous désignons par Em l'enveloppe injedive du
7?-module /?/m. Nous désignons par E la somme directe des 7?-modules £m
lorsque m parcourt les idéaux maximaux de R.

Soient M un A -module à droite de longueur finie, a un élément de A et/
une application 7?-linéaire de M dans E. Nous notons a.f l'application
7?-linéaire de M doms E qui est définie par la formule suivante :

(a.f)(m)=f(m.a).

L'application (<%. / )—> a./définit une structure de A -module à gauche sur
le groupe abélien Hom^J/, E). Dans la suite, Hom^(Af, E) sera toujours
muni de cette structure :

PROPOSITION 1^. — Soit A une extension finie d'un anneau /?, commu-
tatif et nœthérien. Soit E la somme directe des enveloppes injectives des
B-modules ^/Tît, où m parcourt les idéaux maximaux de /?. Le fondeur
M^^Romfi(M^ E) définit une dualité entre les A-modules à droite de
longueur finie et les A-modules à gauche de longueur finie.

Soient A la catégorie d^s ^-modules à droite de longueur finie, B la catégorie
des ^4-modules à gauche de longueur finie. On voit comme dans la démon-
stration du corollaire 6 du théorème h- (chap. IV) que Hom^(^, E) est un
/?-module de longueur finie, a fortiori donc un .4-module de longueur
finie. Ceci montre que M ̂ -> Hom^(J:f, E) est un fondeur contravariant
de A dans B-, ce fondeur sera noté T dans la suite de cette preuve.

Considérons maintenant un ^4-module à gauche de longueur finie 7V. On
munit alors le grouge abélien Hom^./V, E) d'une structure de ^4-module
à droite : si a est un élément de A et g un élément de Hom^(7V, E)^ g. a est
défini par la formule (g.a) (n) =g(a.n)^ On montre comme auparavant
que Hom^(7V, E) est un A -module à droite de longueur finie; le fondeur
N—-> Homfi(7V, E) de B dans A sera noté S.
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D'après la proposition 12 (chap. I), il suffit de prouver que les fondeurs
S o T et To S sont isomorphes respectivement aux foncteurs /j et I n : si M
est un objet de A et si m est un élément de Af, nous notons m' l'application
/4-linéaire de Hom/^A/, E) dans E qui est définie par la formule

m'{f)^f{m).

Lorsque M varie, les applications m—^m! définissent un morphisme du
fondeur identique /.. dans S o T. On voit comme dans la démonstration du
corollaire 6 du théorème 4 (chap. IV), que l'application m —> m' est un
isomorphisme de /?-modules; comme cette application est .4-linéaire, c'est
aussi un isomorphisme de A-modules. Il s'ensuit que lu est isomorphe à
S o T. On prouverait de la même manière que /p est isomorphe à T o S.

C. Q. F. D.

Il résulte de la proposition 13 que la topologie de A peut être définie par
des idéaux bilatères a de colongueur finie (i. e. le TÎ-module à droite et
le A-module à gauche sous-jacents à A/a sont de longueur finie). L'anneau
topologique A est donc pseudo-compact à gauche et à droite. De plus, il est
clair que la dualité que nous avons exhibée entre A et B se prolonge en une
dualité entre (mod^o et la catégorie PC(Â) formée des .4-modules à gauche
pseudo-compacts. D'où le

COROLLAIRE 1. — Les notations et les hypothèses sont celles de la propo-
sition U. L'anneau pseudo-compact associé à la catégorie des A-modules
à droite de dimension de Krullnulle^ est équivalent à Vanneau A. U anneau
dual de A est donc équivalent à Vanneau opposé à A.

COROLLAIRE 2. — Les notations et les hypothèses sont celles de la propo-
sition 1^. Soient I un A-module à droite injectif indécomposable^ ^p l^ idéal
bilatère associé à I et p l'intersection ^ H /?. Alors I est un module à droite
artinien sur l^ anneau A p.

Soit en effet C la sous-catégorie localisante de modA dont les objets
nœthériens sont les A-modules à droite annulés par un élément de B — p.
Comme / est C-fermé, la structure de A-module de / se prolonge d'une
façon et d'une seule en une structure de Ap-module à droite. Comme la
catégorie quotient modA/C s'identifie à modAp, /est un Ap-module injectif
indécomposable (corollaire de la proposition 3). L'idéal bilatère premier
associé à cet Ap-module injectif est ^p.Ap. Il en résulte que /est l'enveloppe
injective d'un Ap-module simple; le corollaire de la proposition 12 montre
donc que / est un Ap-module dont la dimension de Krull est nulle. Or la
catégorie (mody4p)o est dùale de la catégorie des Ap-modules à gauche
pseudo-compacts (corollaire 1). Comme Ap est un anneau nœthérien,
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l'enveloppe projective d'un objet simple de PCÇÂy) est nœthérienne. Le
corollaire 2 s'en déduit par dualité.

Nous laissons au lecteur le plaisir de continuer cette investigation. Il pourra
en particulier rechercher les anneaux pseudo-compacts associés aux caté-
gories (modA)n+i/(modA)n. Il pourra aussi en rechercher les composantes
connexes.

7. La dimension de Krull de quelques anneaux. — Si A est un anneau
nœthérien à droite, nous appelons dimension de Krull à droite de A la
dimension de Krull de la catégorie modA. Si G est un anneau gradué, nous
disons que G est un anneau gradué nœthérien à droite si toute suite crois-
sante d'idéaux à droite homogènes est stationnaire; nous appelons dimension
de Krull à droite de l'anneau gradué G la dimension de Krull de la caté-
gorie abélienne des modules gradués sur l'anneau gradué G '.

— Un objet de cette catégorie est un G-module gradué dont l'ensemble
sous-jacent appartient à l'univers U.

— Si M et N sont deux objets de la catégorie, un morphisme de M dans N
est une application G'-linéaîre, homogène, de degré o de M doms N.

— La composition des morphismes coïncide avec la composition usuelle
des applications.

PROPOSITION 15. — Soit A un anneau filtré par une suite décroissante de
sous-groupes abéliens An(n^o) tels qu'on ait Am-A^cAm+n' On suppose
que A est la réunion des An et que A est séparé et complet pour la topo-
logie définie par les A^

a. Si Vanneau gradué associé

^(^)=...e^-i/^-2®^o/^-i®^i/^o®...
est nœthérien à droite^ l1 anneau A est nœthérien à droite Si tout idéal à
droite homogène de G (A) est engendré par moins de r éléments homo-
gènes^ tout idéal à droite de A est engendré par moins de r éléments.

b. Si Vanneau gradué G (A) est nœthérien à droite et a une dimension
de Krull à droite inférieure à n^ alors A est nœthérien à droite et a une
dimension de Krull à droite inférieure à n.

Pour démontrer (a) et ( & ) , on s'appuie sur les lemmes suivants qui sont
bien connus :

LEMME 1. — Soient M et N deux groupes abéliens filtrés par des suites
décroissantes de sous-groupes Mn et Nn(n^o). On suppose que la réunion
des Mn (resp. des Nn) est égale à M {resp. à TV), que l } intersection des Mn
(resp. des Nn) est nulle et que Mn est complet pour la top ologie dé finie par
les Mn- Soit f : M->N un homomorphisme de groupes filtrés. Si f induit
une surjection des gradués associés^ alors f est une surjection et N est
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complet pour la topologie définie par les Nn- Si f induit une injection des
gradués associés^ alors/est une injection.

LEMME 2. — Supposons vérifiées les hypothèses de la proposition 15.
Soit M un A-module muni d'une filtration par des sous-groupes abéliens
Mn(n^o)^ tels qu^on ait Mm.'An.C.Mm^n' 0^ suppose que la réunion
des Mn est égale à Af, que leur intersection est nulle et que G (M) est un
G{A)-module gradué engendré par r éléments homogènes. Alors M est
engendré par des représentants des générateurs homogènes de G (M) et M
est complet.

Démontrons maintenant (a) : si I est un idéal à droite de A, nous muni-
rons I de la filtration définie par les \r\An. Alors G(l) est un idéal à droite
homogène de G (A) et il suffît d'appliquer les lemmes précédents. Nous
voyons aussi que l est complet pour la filtration induite par celle de A.

Pour montrer ( & ) , il suffit de prouver qu'on a Kdim^f^M quand M est
un ^-module à droite de la forme ^4/1, où I est un idéal à droite. Il suffit
donc manifestement de démontrer le lemme suivant :

LEMME 3. — Soit M un A-module à droite filtré satisfaisant aux condi-
tions du lemme 2. On a alors KdimM ̂ KdïmG(M).

Nous procéderons par récurrence sur KdimG(M) : l'assertion est vraie si
KdimG(M)=—i. Supposons-la vraie si KdïmG(M)<^m et montrons-la
si KdimG(M)=m :

Sinon, il existerait une suite infinie de sous-modules M~^M13^3 . . .
tels qu'on ait Kdim (M'/M1^) ̂  m. Munissant les M1 de la filtration induite
par celle de M elles M^M1^ de la filtration quotient de celle de M\- on en
déduirait que la dimension de Krull de GÇM^M1^) = G(Ml)/G(Mi+l) est
supérieure ou égale à m. Le module gradué G (M) aurait donc une suite
infinie de sous-modules gradués dont les quotients successifs ont une dimen-
sion de Krull supérieure ou égale à m; ceci est contraire à l'hypothèse de
récurrence et au caractère nœthérien de G(M).

c. Q. F. D.

Soient maintenant A un anneau, o" un automorphisme de A et ^4(y[77]
l'anneau des polynômes de Hilbert en T relativement 3 o" : cet anneau est
formé des polynômes Oo -1- T. ai —F 772. a^ -\-.. . -+- 7^. a^, à coefficients dans A,
avec l'addition usuelle; on impose par contre les relations de commutation
a.T= T.<J (a) si aç.A.

COROLLAIRE 1. — Soit o" un automorphisme de l'anneau A. Si A est
nœthérien à droite, alors Ay[ T] est nœthérien à droite. Si A est nœthé-
rien à droite et a une dimension de Krull à droite finie et égale à n, alors
la dimension de Krull à droite" de Ay[ T] est égale à n -\- i.

Nous munissons Panneau B^=zAy[ T} de la filtration suivante : Bn est nul
si n > o; si n est un entier positif, B_n est formé des polynômes de Hilbert
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de degré ^n. Dans ce cas, l 'anneau sous-jacent à l 'anneau gradué G(B)
peut être identifié à /?, G-n(B) étant identifié à l'ensemble des monômes de
degré n(n^o). Modulo cette identification, les idéaux à droite homogènes a
de G(B) sont de la forme

aoeT.ai® ^.a.œ^.aa®...®^.^
où di est un idéal à droite de A tel qu'on ait

... ^cr-^û^D . .. Do-'^aODûo.

Si A est nœthérien à droite, il en résulte que 0—^(0;) est égal à o- /-1 (a/+i)
pour i assez grand. Il existe donc un entier n tel qu'on ait o'(a;) == (X^i pour
z^/î ; il s'ensuit que a est engendré par un nombre fini d'éléments homo-
gènes de degré inférieur ou égal à n. Par conséquent, l 'anneau gradué G(B)
est nœthérien à droite et B est nœthérien à droite.

Supposons maintenant qu'on ait KdimA=n. Si M est un ^-module,
nous munissons le ^(Z?)-module M0^G(B} de la graduation évidente : les
éléments de degré r de M(^)^G(B) sont de la forme m (g) / T'\ mçM. Nous
prouvons d'abord le

LEMME h-. — Soit M un A-module non nul de dimension de Krull finie n.
La dimension de Krull du G (B)-module gradué MÇ)^G{B) est alors égale
à n -h i.

Nous démontrons ce lemme par récurrence sur n. Comme A est supposé
nœthérien à droite, il suffît d'établir la preuve lorsque M est nœthérien.
Nous désignons par A la catégorie des G(B)-mod\i\es gradués et nous utilisons
les notations du chapitre IV (§ 1) :

Si M est simple et si x est un élément non nul de M^ les seuls sous-modules
gradués de M(^)^G(B) sont engendrés par les x 0^ T'\ r^o. Il s'ensuit
que l'image de MÇ^^G(B) dans la catégorie quotient A/AQ est un objet
simple. Si M est de longueur finie, soit o == A/oC^i C . . • cMs== M une
suite de Jordan-Hôlder de M. Les modules gradués Mi(^)jG(B) définissent
alors une suite de composition de M(^)^G{B) dont les quotients ont i pour
dimension de Krull. Il en résulte que M(^)^G{B) a i pour dimension de
Krull.

Supposons maintenant le lemme démontré lorsqu^on a n << m et prou-
vons-le lorsque n est égal à m : pour cela nous considérons M(^)^G(B)
comme un objet de la catégorie quotient A/A^-i- SI M est un objet s imple de
la catégorie quotient mod A/(mod A)rn—\^ les seuls sous-objets de MÇQ^G(B)
dans A/A^_[ sont les sous-modules gradués qui sont engendrés par M (^) 4 7^,
r^ o. Il en résulte que Fimage de M(^)^fG(B) dans A/A,,^ est simple. Enf in ,
si M est un ^4-module nœthérien tel qu'on ait Kdim M==7z, l'image de M
dans mod A / (mod A ) n-ï est de longueur finie. En u t i l i san t des suites de
composition de M^ on montre comme plus haut que la dimension de Kru l l
de M(^)^G(B) vaut n 4- i.
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Le lemme ^ montre en particulier que la dimension de Krull de Panneau
gradué G(B) est n-{-ï. Il en résulte que la dimension de Krull de B est
inférieure ou égale à n 4- i (proposition 15). Comme la suite décroissante des
idéaux à droite 7^7? est infinie et que la dimension de Krull de T^. B/ T1^. B
est manifestement égale à /?, on a aussi l'inégalité Kdim B^n +i. D'où le
corollaire.

COROLLAIRE 2. — Soient k un corps commutatif et g une k-algèbre de
Lie de dimension finie : [Q : /:]<<+ oo. L) algèbre enveloppante de 9 est
un anneau nœthérien (à gauche et à droite) dont la dimension de Krull
{à gauche et à droite) est inférieure ou égale à [9 : k].

Soit en effet U cette algèbre enveloppante et soit U—n le sous-espace
vectoriel de U engendré par i et les produits de la forme g i . g ^ . . . gm,
o ̂  n, m ̂  n^ giç g. On sait que l 'anneau gradué associé à U est un anneau
de poljnômes en [g : k] indéterminés. Le corollaire résulte de ce fait et de
la proposition 15.

CHAPITRE VI.

Applications à l'étude des faisceaux quasi cohérents.

Nous voulons étudier ici les faisceaux quasi cohérents injectifs sur un
préschéma nœthérien [12]. Chaque fois que nous parlerons d'un préschéma
(A\ 0jç), il sera sous-entendu que l'ensemble sous-jacent à X et l'espace
étalé associé à Ox sont des éléments de l'univers U. Chaque fois que nous
parlerons d'un c^-module M, il sera sous-entendu que M est quasi cohérent
et que l'espace étalé associé à M est un élément de H. Nous désignons par
FX la catégorie des (9^-modules ; avec nos conventions, Fx est une U-catégorie
abélienne avec limites inductives exactes.

Nous montrons dans le premier paragraphe que Fx peut être obtenue en
« recollant » des catégories de modules. La suite est consacrée aux propriétés
des catégories de modules qui sont conservées par « recollement ».

1. Recollement de catégories abéliennes. — Considérons le diagramme

W
'<.
>

/G

où C, 0 et B sont des catégories abéliennes et où F et G sont des fondeurs
exacts. Nous appelons recollement de C et 0 le long de B et nous désignons
par C | | D la catégorie suivante :

B
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— Un objet de ^JJ^ est un triplet (C, D, 0-) tel que C soit un objet
B

de C, Z) un objet de D et o- un isomorphisme de FC sur GD. On dit parfois
que (C, 7), o") est une donnée de recollement.

— Si ( C ' , D'^ a ' ) et (C, D^ o-) sont deux objets, un morphisme du premier
dans le second est un couple (^, v) tel que u soit un morphisme de C' dans
C, v un morphisme de D' dans 7); on impose en outre l'égalité

çyo{Fu)=i(Gv)o(7'.

— La composition des morphismes est définie par la formule

(</, V') o (^, V)=:(u'ou^ V'ov).

Les hypothèses que nous avons faites entraînent que C \ 1 ^ est une caté-

B
gorie abélienne et que les fondeurs (C, 7), o") —-^ C et (C, Z>, o") —^D sont
exacts. On dira que ces fondeurs sont les projections canoniques de

C | | D sur C et ^. La notation C | j ^7 est justifiée par l'énoncé suivant :
B B

PROPOSITION 1. — Soient A une catégorie^ S : A —>C et T : A ->D deux
fondeurs tels que F o S soit isomorphe à Go T. Il existe alors un fondeur

R : A—^C j j D^ unique à isomorphisme près, tel que S et T soient isomorphes
B

aux composés de R et des projections canoniques de C |T 0 dans C et D.
B

Soit T un isomorphisme fondoriel de F o S sur Go T. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier que la proposition 1 est satisfaite si l'on prend

pour R le fondeur A ̂ ->(FA, GA,T(A)). Si l'on considère C, 0, B et C HT D

B
comme des objets de la catégorie E du chapitre 1 (§ 8), et si l'on remplace F
et G par les classes d'isomorphisme de ces fondeurs, la proposition 1 implique

que ̂ | | ^ est le produit fibre du diagramme ("Ar) . Ceci montre en parti-
B

culier que la proposition 1 détermine la catégorie ^Tl^ à âne équiva-
B

lence près.
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Considérons maintenant un préschéma (JT, Ox) et soient U et V deux
ouverts recouvrant ^T. Si V^ (resp. N) est un (<9^| ^7)-module [resp. un
(^x\ F)-module], alors F U r\ F(resp. G U r\ F) est un (0x\Un F)-module;
nous désignons par pu (resp. par p/^) le fondeur restriction M^-> M U r\V
(resp. N—->N\ U r\ V). On a donc le diagramme (^-^r ) :

(**)
\Pî7

Ûf\r

^v

Si P est un (^-module, les faisceaux (P\U)\Ur\V, P\UC\V et
(P | V) | U f\ V coïncident évidemment; si Œp est le morphisme identique de
P\ U r\ V^ le triplet (P| £/, P \ V^ o-p) est donc une donnée de recollement.

PROPOSITION 2. — Soient U et V deux ouverts d^un préschéma X tels
qu'on ait U\}V=X. Le fondeur P —^ ( P \ U, P V, o-p) définit une
équivalence entre F^ et le recollement de F j j et F^ le long de FUC\ v'

La proposition 2 résulte directement de la proposition 12 (chap. 1) (cf.
aussi [12], prop. 0 .3 .3) .

PROPOSITION 3. — Soient ( ̂ T, Ox.) un préschéma et U un ouvert de X
tel que l'injection canonique j : U'-> Xsoit un morphisme quasi compact.
Soit T le fondeur qui associe à tout 0 ̂ -module M la restriction M\ U
de M au préschéma {U^ 0^\ U). Le Joncteur T définit par passage au
quotient une équivalence entre les catégories F^/Ker T et F^r.

Désignons en effet pary'^ (7V) l'image directe dans X d'un (0x\ ^7)-module A.
D'après la proposition 9.4.2 de [ 12],y^(7y) est un (^-module quasi cohérent;
il s'ensuit que S : G-^->j^(G) est un fondeur adjoint à T. L'assertion résulte
donc de la proposition 5 (chap. III).

Les propositions 2 et 3 seront utilisées de la façon suivante : si X est un
préschéma nœthérien, X est la réunion d'une suite finie d'ouverts affines
JTi, X^ .. ., Xn. La catégorie ^XiU^s est alors équivalente au recollement
de Fx-i et F^ le long d'une même catégorie quotient F^^x^ Autrement dit ,
F^f\Xs est équivalente au recollement de deux catégories de modules le long
d'une catégorie quotient « commune ». De même, Fx,\jx^\jXs est équivalente
au recollement de Fjs-iU^s et d'une catégorie de modules f^ le long d'une
catégorie quotient « commune » ^(z^u^n^s* On continue ainsi de suite
jusqu'à ce qu'on aboatisse à F^\ cette catégorie est donc obtenue par
« recollements successifs » de catégories de modules.
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2. Propriétés d'un recollement de catégories abéliennes. — Nous
conservons les notations du paragraphe 1.

LEMME 1. — Soit T le fondeur (C, D, o-) —>Z>. On suppose que Ker F
est une sous-catégorie localisante de C et que F définit par passage au
quotient une équivalence C/Ker F et B. Le fondeur M^'->(M^ o, o) est
alors un isomorphisme de Ker F sur Ker 77, Ker T est une sous-catégorie

localisante de C j | D et T définit par passage au quotient une équivalence
B

entre C FT 0/Ker T et 0.
B

Soient en effet H un fondeur adjoint à F^ % un isomorphisme de
Hom?(., H. ) sur Homo (.F., . ) et ^Tie morphisme de F o H sur I n qui est

associé à %(<"/. chap. I, § 7) ; on sait que X est un isomorphisme fonctoriel.
Si S désigne le fondeur D^^(HGD, D, ^'(GD)), T o S est le fondeur
identique de D. Les morphismes identiques i ^ définissent donc un isomor-
phisme fonctoriel <Ï> de T o S sur I». Cet isomorphisme <î> fait de S un fondeur
adjoint à 77 et le lemme résulte de la proposition o (chap. I I I ) .

LEMME 2. — On suppose que Ker/^ (resp. Ker G) est une sous-catégorie
localisante de C (resp de D) et que F (resp. G) définit par passage au
quotient une équivalence entre C/Ker F et B (resp. entre 0/Ker G et B). Si
les catégories C et D sont localement nœthériennes^ il en va de même pour

cf[o
B

11 est en effet clair que C | | 0 est une U-catégorie avec limites inductives
B

exactes. Si (C', D'\ <7') est un sous-objet propre de (C, -Z>, cr), montrons qu'il
existe un sous-objet nœthérien de (C^ D^ a) qui n'est pas contenu dans ( C ' ^
D'\ <j'). Pour cela on peut supposer C' différent de C. Il existe alors un
sous-objet nœthérien C" de C qui n'est pas contenu dans C''. Il reste donc à
« relever » FC' en un sous-objet nœthérien de D.

Il reste à prouver qu'il existe un ensemble appartenant à U et ayant même

puissance que l'ensemble des types d'objets nœthériens de C | j D\ cela
B

résulte des propriétés correspondantes de C et de O-, nous en laissons la
preuve au lecteur.

Supposons toujours vérifiées les hypothèses du lemme 2 et utilisons les
notations introduites dans la preuve du lemme 1. Si / est un objet injectif
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indécomposable de D^ SI est un objet injectif indécomposable de C IT^.

B

L'application I ^ ^ S I induit une injection de Sp(0) dans Sp/ClTT^\ .

V B }
Conformément aux conventions du chapitre IV, nous identifions S p ( D ) à
l'image de cette injection. Nous identif ions de même Sp(^) et Sp(C) à des

parties de SpfC l 1 0 \. Le ïemme 1 et les remarques du chapitre IV (§ 1)

\ B )

montrent que Sp^n^ est ^ réunion des parties disjointes Sp(^) et
V B ' )

Sp(Ker T). Comme Sp(Ker 77) coïncide avec Sp(Ker.F) et est contenu dans

Sp(C), on voit que Sp/ C TT D \ est la réunion de Sp(C) et de S p ( 0 ) .

\ B )
Comme S p ( D ) est la réunion de Sp(Ker G) et de Sp(^), on voit que Sp(^)
est l'intersection de Sp(C) et de Sp(^); on a donc les formules

(***) Sp/C^[J^\=:Sp(C)uSp(Z7), S p ( ^ ) = S p ( C ) n S p ( ^ ) .

\ B )

THÉORÈMK 1. — Soit (^F, c)v) nfi présc/iému nœt lié rien. On a les
assertions suivantes :

a. La catégorie F ̂  est localement nœthérienne.

b. Le support Supp (/) d'un ô ̂ -module injecf if indécomposable est une
partie fermée irréductible de X. Tout 0 ̂ -sons-module non mil de 1 a
même support que /.

c. L'application /^->supp(/) induit une bijection du spectre de la
catégorie F^ sur l'ensemble des parties irréductibles fermées de A.

Lorsque X est le schéma affine associé à un anneau nœthérien, le théorème
résulte de la proposition 8 et du corollaire 2 de la proposition \\ du chapitre V.
D'après ce qui a été dit à la fin du paragraphe 1, il suffit donc de prouver
que le théorème est vmi pour X s'il est vérifié pour deux ouverts U et V de
JT tels que -^T= V \j V. Dans ce cas nous identifions F^ Fui ^r-i ^ur^r-i °i 6t

p/^ respectivement à C ||^, ^, ^, B^ F et G {cf. proposition 2). L'asser-

B
lion (a) est alors une conséquence immédiate du lemme 2.
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Prouvons l'assertion ( b ) : Si /est un (9^-module injectif indécomposable»
trois cas sont possibles :

— /appartient à Sp (Ker T) ; autrement dit, / contient un 0^-sous-module
non nul dont le support est contenu dans V''== X— V. Il s'ensuit que /
appartient à Sp (<?), autrement dit est isomorphe à l'image directe d'un
(°x\ ^7)-module injectif indécomposable </. Comme U satisfait au théorème,
le support de J est une partie fermée irréductible contenue dans V. Le
support de / coïncide par conséquent avec le support de J\ l'assertion (b)
en découle.

— / contient un (^-sous-module non nul dont le support est contenu
dans U1 ̂ =. X—U. Un raisonnement analogue au raisonnement précédent
montre alors que le support de / est une partie fermée irréductible contenue
dans U ' .

— 1 appartient à Sp ( B ) ; autrement dit, le support de tout 0^-sous-module
non nul de /rencontre U r\ V. Si y est l'injection canonique de U r\ V dans
^T, /est alors isomorphe à l'image directe J\{K) d'un {Ox\ U r\ F)-module
injectif indécomposable K. Comme l'image directe de K dans V coïncide
avec j\ (K) \ V et est un (^x\ ïQ-module injectif indécomposable, le support
de /| V est une partie fermée irréductible de F; de plus, tout sous-module
non nul de /| Fa même support qiie /[ V. Pour la même raison, le support
de /| U est fermé et irréductible et tout sous-module non nul de /[ U a
même support que /[ U. L'assertion (b) en résulte.

L'assertion (c) enfin résulte de la classification que nous venons de faire
et do fait que toute partie fermée irréductible de ^T est l'adhérence d'une
partie fermée irréductible de U ou de V.

Revenons-en maintenant au diagramme (^), et soient /? et T les projec-

tions canoniques de C | \ û sur C et 0. Nous supposons que les catégories
B

C et 0 sont localement nœthériennes, que les hypothèses du lemme 2 sont
vérifiées et que les sous-catégories localisantes Ker F et Ker G sont stables
par enveloppes injectives. Il s'ensuit que les sous-catégories Ker T et Ker/?

de C | | Z7 sont stables par enveloppes injectives et qu'une donnée de
B

recollement (/, </, o") est un objet injectif de C | | û si et seulement si /
B

et /sont des objets injectifs de C et 0. Nous nous proposons de rechercher

les sous-catégories localisantes de C | | D'y si C' (resp. 0 ' ) est une sous-caté-
B

gorie localisante de C (resp. de 0), nous désignons pour cela par FC' (resp.
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par GO') la plus petite sous-catégorie localisante de B qui contienne les
objets FC (resp. GD), lorsque C (resp. D) parcourt les objets de C' (resp.
de D ' ) .

LEMME 3. — Soient C' et D' des sous-catégories localisantes de C et D telles

que FC' = G D ' . Avec les hypothèses ci-dessus^ C' \ \ D' est une sous-catégorie
B

localisante de C \\ 0 et toute sous-catégorie localisante est de ce type.
B

Si C' et 0' sont stables par enveloppes injectives^ il en va de même pour

cy[B
B

II est clair que la catégorie C' \ \ D' est a contenue » dans C | 1 D.

B B
Nous nous contenterons de montrer que toute sous-catégorie localisante A

de C 1 | ^ est de la forme C' | | B' : pour cela, soit K == (/, J, ï) un injectif

B B
ne contenant aucun sous-objet non nul de A\ soit E'=: (C, 2), o") un objet

quelconque de C \\B. Nous allons d'abord montrer que l'application cano-
B

nique de Hom {E^ K) dans Hom(<7, /) est surjeclive : soit en effet J ' le
plus grand sous-objet de J annulé par G\ comme Ker G est stable par
enveloppes injectives, J est la somme directe de J ' et d'un objet injectif J "
tel que GJ"'= GJ\ il s'ensuit que, pour tout/ : C->I, ToT^/oo—1 se relève
en un morphisme de D dans J " \ donc aussi en un morphisme^ de D dans J\
autrement dit, /est l'image du morphisme (/, g) : E—^K.

Soient donc C' et D' les sous-catégories localisantes de C et B formées des
objets C et D tels que Hom^C, /) == o et Hom^(7), J ) ==. o lorsque (7, J, ï)
parcourt les objets injectifs ne contenant aucun sous-objet non nul de A.
Ce qui précède implique que Hom (Z^, K) est nul si et seulement si
Homp(<7, /) et Hom»(Z>, J) sont nuls.

Autrement dit, (C, 2), <r) appartient à A si et seulement si C et D appar-

tiennent à C' et 0'\ i.e. si et seulement si (C, D^ o") appartient à ^ | | ^ ' '
B

Ceci achève la preuve du lemme.
Soit de nouveau (^T, (9;c) un préschéma nœthérien. Si R est la réunion

d'une famille de parties fermées de ^T, nous désignons par Cat R la sous-
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catégorie pleine de Fy formée des (9^-modules dont le support est contena
dans /?.

PROPOSITION h' :

a. Toute sous-catégorie localisante de Fx sst stable par enveloppes
injectées.

b. L'application R—-^Cat R est une bijection de l'ensemble des parties
de X qui sont réunion de parties fermées sur l'ensemble des sous-catégories
localisantes de F\.

Lorsque A est le schéma a f f i ne associé à un anneau nœthénen, la propo-
sition découle de la proposition 10 et du corollaire 1 de la proposition 7 du
chapitre V. D'après ce qui a été dit à la fin du paragraphe 1, il suffit donc
de prouver que la proposition est vraie pour X si elle est vérifiée pour deux
ouverts U et T de î tels que Uu V==A'. Ce dernier point résulte du
lemme 3.

Revenons une dernière fois au diagramme ("Ar) , et supposons vérifiées les
hypothèses du lemme 2. Si 9 est un élément du centre Z[C] de C, il est clair
qu'il existe un et un seul élément F^ de Z[B] tel qu'on ait (F^) (FC) == F((^ (C))
pour tout objet C de C. L'application cp —>jF(p est un homomorphisme
d'anneaux de Z[C] dans Z[B]. On définit de façon analogue un homo-
morphisme ^ --> G^ de Z[D\ dans Z [ B ] .

Si c& et ^ sont des éléments de Z[C] et Z [ D ] tels que F^ == 6^, les
morphismes ( c p ( C ) , ^ ( D ) ) : (C, D, çr)->(C, D, a) définissent évidemment

un élément c? TT ^ du centre de ^1T^- K" outre il est clair que l'application

B

(c^ ^ - ^ ^ n f ^ est une bijection du produit fibre Z[C] jljj Z[D] sur
z[B]

z[cï[.}.
L B J
Ce qui précède et le fait que le centre d 'un anneau A s'identifie au centre

de la catégorie mod A entraînent « par recollement » le résultat suivant :
soient (A', 0\) un préschéma nœthérien, z une section de Ox sur ̂  M un

(9^-module et ZM l'endomorphisme de M défini par z\ les applications
z —->z\i définissent alors un isomorphisme de T ( A ' , Ox) sur le centre de la
catégorie F\.

3. Préschémas et catégories abéliennes. — Soit (^T, ^x) u" préschéma
nœthérien. Nous allons voir que la donnée, à une équivalence près, de la
catégorie F^ permet de reconstruire le préschéma {À ' , e?^) ; pour cela, nous
dirons qu'une sous-catégorie localisante^ de F^ est^inie s'il existe un objet
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nœthérien M tel que A soit la plus petite sous-catégorie localisante contenant
M\ il revient au même de dire que A est de la forme Cat /?, où B est une
partie fermée de ^T.

Le théorème 1 établit une correspondance biunivoque entre X et le spectre
Sp(^x) de FA. Dans cette correspondance, les ouverts correspondent aux
spectres Sp(F^/^i), où A parcourt les sous-catégories localisantes/m/^ de F^.
De façon précise, l'ouvert U correspond à ^ p ( F ^ / A ( U } ) si A ( U ) désigne la
sous-catégorie formée des (9^-modules dont le support ne rencontre pas U.

Les ensembles S p ( F ^ / A ) définissant sur S p ( F ^ ) une structure d'espace
topologique, il reste à munir cet espace topologique d'un faisceau d'anneaux e^ :
d'après la fin du paragraphe 2, on peut prendre Z [ F ^ / A ] comme anneau des
sections de 0 sur ^ p ( F ^ / A ) . Si A est contenu dans B^ le fondeur canonique
de F ^ / A dans F ^ / B induit un homomorphisme de Z [ F ^ - / A ] dans Z [ F ^ / B \
{cf. § 2); c'est cet homomorphisme qui est choisi pour homomorphisme
restriction.
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