
Knoten und quadratisehe Formen. 
Von 

Lebrecht Goeritz in K~nigsberg. 

Im fo]genden werden einige Ergebnisse der Arbeit yon Herrn Bankwitz, 
~ber die Torsionszahlen der altemierenden Knoten~), unter Vermeidung 
der Knotengruppe neu herg~leitet und erweitert. Die Exponentenmatrix 
aus B. wird bier dem Knoten geometrisch zugsordnet, und es werden dann 
ihre Ab~ndenmgen bei Knotendefomstionen direk-t studiert. Dabei ergeben 
sich neben der bekannten Invarianz der Elementarteiler dieser Matrix neue 
Knoteninvarianten. Diese Resultate entsprechen Anregungen yon Herin 
Reidemeister ans dem Seminar des S.-S. 1930. 

. 

Es sei eine normierte regulate Knotenprojektion 2) vorgelegt. Die 
Gebiete der dutch die Knotenprojektion zerlegten Ebene teilen wit wie in 
B. in zwei Klassen, in schwarze und wei~e, indem wit das  Gebiet G Omit  
dem Unendlichfemen der Projektionsebene schwarz und die l~ngs einer 
Strecke aneimmderstol3enden Gebiete verschieden fArben. Dann ]iegen sich 
in einem Doppelpunkt immer Gebiete gleicher F~rbung gegeniiber. Den 
schwarzen Gebieten geben wit Namen Go, G 1 . . . . .  G,, wobei G O das oben 
so bezeictmete Gebiet sein soil. 

Einem Doppelpunkt, der Randpunkt yon G~ und G~ (i ~ffi/~) ist, ordnen 
wit als Inzidenzzahl -~ 1 fiir G~ zu, wenn nach Orientierung der Projektions- 
ebene der iiberlrreuzende Streckenzug im mathematisch positiven S;nne 
fiber ein schwarzes Gebiet in den unterkreuzenden zu drehen ist. Kann 
diese Drehung im lmsitiven Sinne nur fiber ein weifles Gebiet ansgefiihr~ 
werden, so ordnen wit entsprechend --1 zu. St~i3t in einem Doppel- 

.punkt G~ an sich an,  so so]] der Punkt die Inzidenzzahl 0 erhslten. Man 

1) Math. Annalen 108 (1980), S. 145, zitiert mit B. 
9) K. Reidemeister, Elementare Begriindung der Knotentheorie, Hamburger 

Abhandl. 5 (1926), S. 24. 



648 L. Goeritz. 

sieht, dal~ ein' Doppelpunkt, def mit G~ und G~ inzidiert, fiir beide Gebiete 
die gleiche Inzidenzzahl erh~It. Jedem DoppeIpunkt der Knotenprojektion 
ist also eindeutig eine der Zahlen ~1, --1, 0 zugeordm:t. 

Es wird nun folgende quadratisehe Matrix (aik) yon n Zeilen gebildet: 
In der i-ten Zeile (i -~ 1, 2 .... , n) sell a, die Smnme, aller Inzidenz- 

zahlen des' Gebietes G~ und a~k fiir (k d=i yon 1, bis n), die negative 
Summe der InzidenzzaMen, die gleichzeitig zu G i und G~ ~'eh6ren, seinS). 
Aus dieser Erld~rung folgt sofort, dai~ 

und 
a ~ A i - - . ~ a i ~  (k~- l ,  2 . . . . .  i 1, i q - l , . . . , n )  

k 

ist, wobei A~ die Summe der Inzidenzzahlen isg, die gleichzeitig zu Gi 
und G o gehiiren. Das Gebiet G o spielt also bei der Erkl~rung der Knoten- 
matrix eine ausgezeidhnete Rolle. 

2~ 

Wit untersuchen nun die .~ndemngen der Matrix (a~) bei Knoten- 
deformati0nen4). Die drei Operationen zedallen be i  dieser speziellen 
Betrachtung in zwei Klassen, je nachdem die Zahl der weiflen oder 

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 

schwarzen G#biete geRndert wird. 
Die Auszeichnung yon G O spielt 
dabei eine besondere Rone. 

la. In einen doppelpunkt~reien 
Streckenzug legt sich eine Schleile, 
die ein neues welfles Gebiet schafft. 

Dann st~fit in dem neuen Doppelpunkt ein sehwarzes Gebiet an sieh an 
(Fig. 1), so da6 die Matrix sich bei dieser und der inversen Operation 
nieht ~indert. 

Ib. Zwei Streekenziige schieben sieh in erlaubter Weise iibereinander, 
so dab zwei neue weiBe Gebiete entstehen (Fig. 2). Von den neuen Doppel- 
punkten erhiilt der eine die Inzidenzzahl ~ 1  und der andere --1, so daft 
die Knotenmatrix sich auch bei dieser und ihrer inversen Operation nicht 
~ndert. 

IIa. Die neue Schleife der Projektion umschlie~e ein schwarzes Gebiet 
G,§ (Fig. 3). Die neue Matrix ( ~ )  besitzt eine Zeile und Spalte mehr 
als (aik). Es ist, falls G~+ t in dem neuen D0ppelpunkt G O gegeniiberliegt 

. ~z,~+ 1 ,~+" x ~ -  "b 1 ,  

8) Vgl. B., a. a, O. S. 154~155. 
4) K. Reidemeister, a. a. O., S. 2 6 - 2 7 .  
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je nachdem der Doppelpunkt + 1  oder --1 als Inzidenzzah] besitzt, femer 

~.+lk---- ~ ,+1 - - - -  0 (k = 1, 2 , . . . ,  n)  
und sonst 

Liegt G.+~ ein Gebiet G k (k ~e 0) gegeniiber, so k~nnen wit o lme  
Einschr~nkung O~ = G. annehmen. Fiir die dazugeh6rige Matrix (~ . )  gilt: 

a'+1.+1 = •  

unter gleichen Bedingungen wie bei ~ .+1 .+i  und 
~ 1 . t a t  t . .  a . .  • 1; ~ :~1,  = 0 a n + i n  ~ ~ n n + l  n §  ~ ~kn - -b l  

( ,  = 1, 2 , . . . ,  - 1 )  
und s0nst 

a/k ---- a~,. 

Daraus erkennt man, dab die (a~) zugeordnete quadratische Form ~p' 
P ? 

in die (a~) zugeordnete r 
~p = ~(x~, x~, . . . ,  x.+1) 

dutch die unimodulare Substitution 

= ( i  = 1, 2 . . . . .  

x~+l----- x.  + x.+l 

iibergefiihzt wird. Bezeichnen wit mit f 

f---- f(z~, x , , . . . ,  x.)  

die (a(,) zugeordnete Form, so ist 

n+l �9 

IIb. Dutch Ubereinanderschieben zweier Streckenziige mSgen zwei 
neue schwarze Gebiete entstehen (Fig. 4). Falls das zerteilbare Gebiet 
nicht G O ist, k6nnen wires dutch Zeilen' und Spaltenvertauschung zu G. 
machen. Es werde also G..in G~, Gn+l und Gn+s . ~ ~:~- 
zerlegt, wobei Gn+.~ das Gebiet sei, das die beiden 
neuen Doppelpunlrte zu Randpunkten hat. Die neue 
Knotenmatrix (p~.) ist mit (ai~) dutch die folgenden -~_-- 
Gleichungen verlmiipft: Fig. 4. 

flik = aik (k,  i = 1, 2 . . . . .  n --  1) 

a.~ = ~ . ~ + f l . + , ~  (k----l ,  2 , . . . ,  n - -  1) 

a,,. = ft . .  + f l .+, .+~ + 2 fl.+~., 

B . + ~  = f l~.+, = 0 ( k = l , 2  . . . . .  n - - ~ , n + 2 ) .  
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Olme Einsohrlnkmag kann man noch 

& + , , , =  1, p,,§ = - 1  
setzen. 

Ist die (p~,) zugeordnete quadratische Form ~ '  

v v"= v/(=~, ~.., . . . .  =~,+,) 
und ist 

- -  f ( = l ,  x , , . . . , x ~ )  § g ~ x . . l ,  ~. . , )  

die Form, in der f(xl,  zg . . . .  , z,). zu (a~) gehSrt und 

g ---- P~+I.+I z.~+1 -- 2~+1 z.+~ 

ist, so geht ~o' dutch die Substitution 

z[---- =~ ( i  = 1, 2, . . . .  n) ,  

.+1 - -  Z. "+" z .+1,  
t 

z;+~ = ,a,,§ 1 ~ x1 + P .§  :~ + " "  + , a .  + 1 . - 1  =,,-1 

+(p.+, .  +'p.+,.+,) x. + ~.+, 

in V' = ~ ' (zv  zg,~..., = ,+ , )  iiber. 
I s t 'dss  zerteilte Gebiet Go, so steht die Knotenmstrix ( ~ , )  in dem 

folgenden Zussmmenhang mit der Matrix (a~): 

~ ----- oak (i, b wie oben), 

/~+9.  ----- 0 (k 4= n + 1), 

/~+,~+, ~ • 1. 

Die Wel~e der iibrigen/~+1~ spielen keine Rolle, und man sieht leicht, 
anch die (,a~,) zugeordnete F o r m . d e r F o r m  ~ ~luivalent ist. 

III. Es bleibt schliel~lich nut die 

Fig. 5. 

Dreieckstrandormation zu behandein. 
Dabei geht  ein schwarzes Gebiet in ein 
weifles oder umgekehrt iiber (Fig. 5). 
Es sei zungohst keines der an das Drei- 
eck grenzenden Gebiete das Gebiet G o. 
Das Dreiecksinnere sei weifl, die an- 
grenzenden schwarzen Gebiete uume- 
r~eren wit mit O~_~, G~_ I, On, mad die 

Knotenmatrix nennen w/r wieder (a~k). Bei der Deformation ents~ehe das 
Gebiet G~+I, un~l die neue Matrix sei .(7~,,), dann ist 

r i ~ a i ~  (i 1, 2, . . . ,  n -- 3; k----1, 2, , . . ,  n) 
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und mit entsprechenden +'Zeiehen (ohne wesentliche Einschr~nkung) 

?,+1~----0 (k----l,2 . . . .  , n - - 3 ) ,  

?, , -  s I, = a . . i k  -Jr" 7,,+1k / 

r._,1,----a,_,l,+~',,+~,,~ (k 1,2 . . . .  , n , n + 2 ) .  

7 .k~a .k"  - -7 .+1 t )  

Die (7~,) zugeordnete quadratisehe Form ~'  

~ ' =  q,'(~,~, =',, . . . ,  rg+,) 

geht demnach dutch die .nimodulare Substitution 

z~= x, (i ---1, 2, . . . ,  n),  

='+~ = + =,_~ + z , ,_ ,  qz=,, + =n+~ 
in die Form 

= f(z,,  z, . . . . .  x.) ~ ' xtt+l 

fiber, wobei f die (a~) zugeordnete Form let. 
Fiir den Fall, dall eines der Gebiete O,, die das Dreieek begrenzen, 

0 o let, genfigt die Bemerkung, dall bei Deformation nut die ( n -  1)-re 
und ' die n-te Ze]le ge~ndert werden. Die zugeordnete Form ist gleichfalls 
der Form ~ iiquiva]ent. 

~ 

Aus der speziellen Art der Umsetzung der Knotenmatrix bei Defor- 
mationen erkennt man, daft der Betrag tier Determlnante eine Knoten- 
invariante ist. Ffir alternierende Knoten erhslten alle Doppelpnnkte, die 
irgend zwei verschiedene Gebiete G~ und G~ (i + k )  beranden, gleiehe 
Inzidenzzahlen. 

Dann kann der Betrag der Determinante als die folgende bekannte 
Determinante ~) geschrieben werden: 

A _ 

f t  

Z a ~ , ,  - -a ,~  . . .  - a i ,  
l t ' s l  

, 

- a ,  2 7 a , ,  . . .  - a , , ,  
I t ' l l  

�9 o o �9 �9 . ; �9 . - ~  , * 

- n  

- a . ~  - a , , ,  . . .  27a,,. 

6) Vgl. B., a. a. 0., S. 160. 
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Darin bedeutet a ,  die Anzalfl der Doppelpunkte, die zu G~ mad G O geh6ren, 
und a~  (i ~- k) die Anzahl der Dol~pelpunkte, die zu G~ und G k geh6ren, fiir 

( i =  1, 2, . . . .  n; k = 1 , 2 ,  . . . .  n). 

Aus der Abscbiitzung der Determinante in B. auf S. 159 folgt, daft A 
grSl~er h6chstens gleieh der Minimalanzahl der ~]berkreuzungen bei solehen 
Knoten ist. 

Ftir beliebige Knoten gilt: Die De~erminante der KTwtenmatrix ist 
eine ungerade Zahl. 

Macht man n~mlieh in einem zu G~ und G~ (! ~r b) gehSrigen Doppel- 
punkt den iiberl~euzenden Streekenzug zum unterkreuzenden, so geht flit 
( k = 0 )  a ,  in aid=t:2 und fiir ( k t 0 )  aueh atk, ak~ in a ~ 2  tiber, 
d. h: die Determinante der neuen Knotenmatrix ist gerade oder ungerade, 
je nachdem die urspriingliche es ist. Dutch geeignete derartige Abiinde- 
rungen kann man jeden Knoten in einen Kreis verwandeln. Die Deter- 
minante der Matrix einer Kreisprojektion ist abet + 1  oder --1.  

Es ist demnaeh aueh die Detenninante einer Knotenmatrix stets un- 
gleich Null. 

Man gewinnt neue Knoteninvarianten aus der Bemerlmng, dal~ die- 
jenigen ~Eigenschaften yon quadratischen Formen, die den obigen Formen 
f, ~o und ~ gleiehzeitig zukommen, invariant mit dem Knoten verkniipft 
sind. Wit beschr/inken uns dabei auf Invarianten yon quadratiscben Formen 
f, ~ und ~ bei rationalen Transformationen. Es gilt dann: 

In der zu einer Knotenmatrix (a~k) gehOrigen quadratischen Form 
sind die Minkowsk'ischen Einheiten C# 6) ]fir ungerade Primzahlen p 
Knoteninvarianten 7). 

Fiir ungerade Primzahlen ~v, die in der  Determinante nieht aufgehen, 
sind alle Cp = 1 nach Definition. Es kommen also nut ungerade Prim- 
zalden in Betraeht, die in der Determinante aufgehen. Die quadratische 
Form h 

h = h(~, ~ ..... x,, x.+~ .... , x.) 

m6ge in eine Summe yon zwei quadratisehen Formen mit versehiedenen 
Variablen 

h = h~(:r,; ~:~ . . . . .  ,~.) + h,(:~,+~ . . . . .  ,~.)  

zerfallen. E s  bedeute po, die hSehste in der Determinante de r  Form h~ 
und po, die hSchste in der Determinante der Form h~ aufgehende Potenz 

6) H. Minkowski, Uber die Bedingungen, unter we]ehen zwei quadxatische Formen 
mit rationalem Koefflzienten ineinander rations] transformiert werden k6nnen. Ges. 
Abhaud]., Teubner 1911, S.i219f., zitlert mit M. 

7) ]~ine Berechnungsvorschrlft der C~ fo]gt ~uf S. 653. 
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einer ungeraden Primzahl. (711, und Cte seien die zu den Formen h I bzw. h i 
geh6rigen Einheiten, dann finder man nach M., S. 230 ".die zu h gehSrige 
Einheit Cp 

Die Einheiten der zedallenen gormee, ~ und 

f +  ~ 

sind gleich den Einheiten der Form f, da die Zimatzformen -I- xn+l und. g 
die Determinante + 1 be~itzen, also stets C~p--~ 1 und ~----0 ist. 

Die Berechnung eindr Einheit Up gelingt einfach, we nn man die zum 
Kn0ten geh6rende Fore  f s) rational in eine Normalform h tr/msformlert, 
so dall in h 

h -- a ,x~+  ... + a ,_ .  x,L~ + p(a,_~+~z,L,+~ + . . .  + a~ ~,') (rood p') 

alle a s ganz und relativ prim zu p sin& Dann ist 

(1) C, '= ( -- ~.a. ,_.+. . . .~.)  = , 

(-~) des Legendt~oh, Symbol trod (lie eokige KI&mmer [r ,gr~llte wo~e~ 
g&nze Zahl in" bedeutet. 

Die Einheit G 9 in der Minkowskischen Darstellung ist nicht invariant, 
da sie yon der bei Kllotendeform&tioneil 8ich ~.ndeI~lden Vsa-'iab]enza]ll ab- 
hiillgt. Tr&nsformiert man II~m]ieh analog die obige Fonn f in eine Form/ 

l -= b~z~-4-.,. ~ b , ) -kz~-)~ 2 (b,_,+~ z~_)+l q - . . . - b  bnz~) (rood 16) 

mit b~ ( i -  1,2, . . . .  n) ungerade, so wird 
n n n + b i -1  b~-I 

C, = (--1) [~-]+[~]([~]) ~ ' " ' (b._,+,.b.~,+,...b,) 

( i - -  1, 2; . . . .  n; j = l , 2  . . . .  , i - -  1), 
9 wobei ,,(b,_l,+~...b,,) des Legendresche Symbol bedeutet. 

D i e  gewonnenen Knoteninvarianten wollen wit fiir einige Knoten aus- 
werten. 

Es seien in der orientierten Ebene die Projektionen der beiden Klee- 
blattschllngen vorgelegt (Fig. 6). Die zugeh6rigen Formen sind 

f ~ - 3 z  I und fb~- -3X g, 

s) Eine solche Transformation ist nach M., S. 231 und 235 stets mSglich. 
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die beide flit p ~ -3  Normalformen sind. Es ist 

- - 1 o  

Das ist ein einfacher Beweis ~ die Verschiedenheit der Kleeblattschlingen: 

Allgemein gilt: Bin Knoten ist yon sdnem Spiegelbild topologisch 
verscMeden, wenn in. der Determinante der Knotenmatrix dne Primzahl 
van der Form ( 4 Z + 3 ) in ~,~erade~ h6chster Pot~z  'au/g~htg). 

Ist nach einer solchen Primzahl die quadratische Form h e i n e  zur 
Knotenmatrix gehSrige Normalform, so ist - -h  eine zum Spiegelbild 
geh5rige Normalform. Die Zahl m in (1) ist fiir eine in ungerader Potenz 
in der Determinant e aufgehende Primzahl ungerade, und es wird daher 

. . . . .  . _ ~ - - _ - - = _ ~ = - : : ~ _  = _ 

~ - ~ - _ - - _ - -  ~ .~ -__-___-_ ___=__-~__ __-~--___-_-r. ~-r- 

Fig. 6. 

die zum Spiegelbild gehSrige Einheit C~ 

das heii~t 
c;  = - c , ,  

wenn p yon der Form (41 ~ 3) ist. 
Die gefundene notwendige Eigenschaft amphichei~aler Knoten (das 

sind Knoten, die sich in ihr Spiegelbild deformieren lassen), keine Prim- 
zahl yon der Form (4/-~-3) in ungerader hSchster Potenz in der Deter- 
minante der Knotenmatrix zu enthalten, ist nicht hinreichend. Nach einem 
bekannten Resultat yon Dehn und Schreier ~~ sind alle Torusknoten nicht 
amphicheiral. 

9) Die Determinante der Knotenmatrix ist gleich dem Prodhkt der Torsi~ns- 
zahlen d e s  z w e i f a c h e n  Uberlagerungsraumes. 

lo) 0. S.hreier, Uber die Gmppen -4 a B b = 1, Hamburger Abhandi. 8 (1924), S. 167. 

(Eingegangen am 18. Dezember 1930.) 


