Knoten und qliadratische Formen.

~ Von
Lebrecht Goeritz in Konigsberg.

Im folgenden werden einige Ergebnisse der Arbeit von Herrn Bankwitz,
Uber die Torsionszahlen der alternierenden Knoten'), unter Vermeidung
der Knotengruppe neu hergeleitet und erweitert. Die Exponentenmatrix
aus B. wird hier dem Knoten geometrisch zugeordnet, und es werden dann
ihre Abinderungen bei Knotendeformationen direkt studiert. Dabei ergeben
sich neben der bekannten Invarianz der Elementarteiler dieser Matrix neune
Knoteninvarianten. Diese Resultate entsprechen Anregungen von Herrn
Reidemeister aus dem Seminar des S.-S. 1930.

1.

Es sei eine normierte regulire Knotenprojektion?) vorgelegt. Die
Gebiete der durch die Knotenprojektion zerlegten Ebene teilen wir wie in
B. in zwei Klassen, in schwarze und weiBe, indem wir das Gebiet G, mit
dem Unendlichfernen der Projektionsebene schwarz und die lings einer
Strecke aneinanderstoBenden Gebiete verschieden firben. Dann liegen sich
in einem Doppelpunkt immer Gebiete gleicher Firbung gegeniiber. Den
schwarzen Gebieten geben wir Namen G,, G,, ..., G,, wobei G, das oben
so bezeichnete Gebiet sein soll.

Einem Doppelpunkt, der Randpunkt von G; und G, (7 =+ k) ist, ordnen
wir als Inzidenzzahl -1 fiir G, zu, wenn nach Orientierung der Projektions-
ebene der ilberkreuzende Streckenzug im mathematisch positiven Sinne
iiber ein schwarzes Gebiet in den unterkreuzenden zu drehen ist. Kann
diese Drehung im positiven Sinne nur iiber ein weiBles Gebiet ausgefiihrt
werden, so ordnen wir entsprechend —1 zu. StéBt in einem Doppel-
_punkt G, sn sich an, so soll der Punkt die Inzidenzzahl O erhalten. Man

') Math. Annalen 108 (1930), S. 145, zitiert mit B.
%) K. Reidemeister, FElementare Begrindung der Knotentheorie, Hamburger
Abhandl. 5 (1926), 8. 24.
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sieht, dafl ein Doppelpunkt, def mit G; und @, inzidiert, fiir beide Gebiete
die gleiche Inzidenzzahl erhilt. Jedem Doppelpunkt der Knotenprojektion
ist also eindeutig eine der Zahlen -1, —1, 0 zugeordnet.
Es wird nun folgende quadratische Matrix (a;,) von n Zeilen gebildet:
In der i-ten Zeile (s =1, 2,..., n) soll a;; die Summe aller Inzidenz-
zahlen des' Gebietes G, und a,, fiir (k¥ 4¢ von 1. bis %), die negative
Summe der Inzidenzzahlen, die gleichzeitig zu @; und G, gehdren, sein?).
Aus dieser Erklirung folgt sofort, dal
, iy = Gy,
und :
a;; = 4, -—%‘aik (k=1,2,..,4~1,4+1,...,n)
ist, wobei 4; die Summe der Inzidenzzahlen ist, die gleichzeitig zu G;
und G, gehoren. Das Gebiet G, spielt also bei der Erklirung der Knoten-
matrix eine ausgezeichnete Rolle.

2

Wir untersuchen nun die Anderungen der Matrix (a;,) bei Knoten-
deformationen?). Die drei Operationen zerfallen bei. dieser speziellen
Betrachtung in zwei Klassen, je nachdem die Zahl der weiBlen oder

: schwarzen Gebiete geiéindert wird. -
Die Auszeichnung von G, spielt
dabei eine besondere Rolle.

Ia. In einen doppelpunktfreien
Fig. 2. Fig.3.  Streckenzug legt sich eine Schleife,

, die ein neues weiles Gebiet schafit.
Dann st68t in dem neuen Doppelpunkt ein schwarzes Gebiet an sich an
(Fig. 1), so daB die Matrix sich bei dieser und der inversen Operation
nicht #ndert.

- Ib. Zwei Streckenziige schieben sich in erlaubter Weise iibereinander,
so dafl zwei neue weile Gebiete entstehen (Fig. 2). Von den neuen Doppel-
punkten erhilt der eine die Inzidenzzahl 41 und der andere —1, so da8
die Knotenmatrix sich anch bei dieser und ihrer inversen Operation nicht
dndert. 7

I1a. Die neue Schleife der Projektion umschlieBe ein schwarzes Gebiet
G,., (Fig. 3). Die neue Matrix (e, ) besitzt eine Zeile und Spalte mehr
als (a;,). Es ist, falls G, , in dem neuen Doppelpunkt G, gegeniiberliegt

Cpirnys=t1,

3) Vgl. B, s. a. 0. 8.154—155,
4 K. Reidemeister, a. a. 0., 8.26—27.
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je nachdem der Doppelpunkt -1 oder —1 als Inzidenzzahl besitzt, ferner
Cpr1x=Cpsr =0 (k=1,2,...,n)
und sonst ' '
% = s
Liegt G,,, ein Gebiet G, (k =4 0) gegeniiber, so konnen wir ohne
Einschrinkung @, = G, annehmen. Fiir die dazugehérige Matrix (ey,) gilt:
tnrintr=£1
unter gleichen Bedingungen wie bei «,,,, ; und
Upn=0int1l; = tant1=TF1, opp1z=10ln11=0
(k=1,2,...,n—1)
und sonst
) at,L = Q.
Darsus erkennt man, daB die (ef,) zugeordnete quadratische Form ¢’
(P’= (p’(xll» 13-;, ey xf’l+1)
in die («,;,) zugeordnete ¢
¢ = (p(x]’ xﬁ’ R4 xn+1) )
durch die unimodulare Substitution
=2z (t=1,2,...,n),
Xpp1=Tn + Tni1

iibergefiihrt wird. Bezeichnen wir mit f

f=f(w1’ xﬂ’ b xﬂ)

die (a;,) zugeordnete Form, so ist

@ =11 Tos1.

IIb. Durch Ubereinanderschieben zweier Streckenziige mégen zwei
neue schwarze Gebiete entstehen (Fig. 4). Falls das zerteilbare Gebiet
nicht G, ist, konnen wir es durch Zeilen- und Spaltenvertauschung zu G,
machen. Es werde also G, .in Gy, Gui; und Guys :
zerlegt, wobei Gj.: das Gebiet sei, das die beiden
neuen Doppelpunkte zu Randpunkten hat. Die neue
Knotenmatrix (8,,) ist mit (a;,) durch die folgenden
Gleichungen verkniipft: ‘ Fig. 4.

B =y (k,i=1,2,...,n—1)
ank=ﬂnk+ﬂn+1k . (k=1’2’;"’n—1)
a1|n=ﬁnn+ﬂn+ln+1+2ﬂn+1n’ l
Buior="DLrusa=0 (k=1,2,...,n—1,n+2).
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Ohne Einschrinkung kann man noch

ﬂn+in=1 ﬁn;8n+1= -1
setzen.

Ist die (ﬂ”,) zugeordnete quadratische Form o’
_ v =y (2, z, .. o> Tats)
und ist :
v = (%, Tas - T,) + (@ y15 Tura)
die Form, in der f(a:,, Zy,..., %,) 2u (a;,) gehort und
9 = Batint1 Tnsr— 2Tni1 Tnis
ist, so geht y’ durch die Substitution-
z/ =2, . (z‘=1,2,...,n‘),
a’::4‘1.""" Tyt %y s
Zers=Pur11%1F Bur1a®s +“j +hni1n-1%s
. F(BussnFBuiinsr) Tut Tpse
iny= Y (2, Ty . @, ,q) iiber.

Ist das zerteilte Gebiet G,, so steht die Knotenmatnx (Bey) in dem
folgenden Zusammenhang mit der Matrix (a,,):

Bia=aq (s, & wie oben),
Basar =0 (k 4=n+1),
© Batame =1,

Die Werte der iibrigen S5, spielen keine Rolle, und man sieht leicht, daB
auch die (8,,) zugeordnete Form der Form y &quivalent ist.

" IIL. Es bleibt schlieBlich nur die
Dreieckstransformation zu behandeln.
Dabei geht. ein schwarzes Gebiet in ein
weiBes oder umgekehrt iiber (Fig. 5).
Es sel zunéchst keines der an das Drei-
eck grenzenden Gebiete das Gebiet G,.
Das Dreiecksinnere sei wei, die an-
grenzenden schwsrzen Gebiete nume-
rieren wir mit G, _,, G,_,, G,, “nnd die
Knotenmatrix nennen wir wieder (a,,). Bei der Deformation entsvehe das
Gebiet G, ,,, und die neue Matrix sei (y,,), dann ist

n+1’ .
=0y (=12,...,n—8;k=12,...,n)
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und mit entsprechenden ---Zeichen (ohne wesentliche Einschrinkung)

Pnt1x =0 (k=1,2,. ’"“3):
Yatin—2 =Ynirin—1 = F1,
7ﬂ+).il = j:1’

Yn—ak = Oy_ak T Yni1e _
Ya-1k=0On_3x T Yassrg (K ?1’ 2,..,n, 04 2).
Yok =Cur’ T Va1 »
Die (y,,) zugeordnete quadiatische Form ¢’
¢’ =9 (2, ) ..., Tass)
geht demnach durch die unimodulare Substitution

Xi= o . : (£=1,2,...,n),
) Tnir=tTp-at Ta-1F Tt xl;+1

in die Form '

@ = (21, Ta, ..., Tn) £ Tasy

iiber, wobei f die (a;;) zugeordnete Form ist. :

~ Fiir den Fall, daB eines der Gebiete G,, die das Dreieck begrenzen,
G, ist, geniigt die Bemerkung, daB8 bei Deformation nur die (n —1)-te
und die n-te Zelle geindert werden. Die zugeordnete Form ist gleichfalls
“der Form @ #quivalent.

3.

Aus der speziellen Art der Umsetzung der Knotenmatrix bei Defor-
mationen erkennt man, daB der Betrag der Determinante eine Knoten-
‘invariante ist. Fiir alternierende Knoten erhalten alle Doppelpunkte, die
irgend zwei verschiedene Gebiete G; und G, (¢ == %) beranden, gleiche
Inzidenzzahlen.

Dann kann der Betrag der Determinante als die folgende bekannte
Determinante®) geschrieben werden:

28, —G, ... —a,
rm] - . .
n
—@y 2y, ... —ay,
A == . y=3 .

.?1.

—Q,; _an! 2;“1:7
=

%) Vgl. B, a. a. O, 8.160.
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Darin bedeutet a,; die Anzahl der Doppelpunkte, die zu @, und G, gehdren,
und a;, (¢ == k) die Anzahl der Doppelpunkte, die zu G, und @, gehéren, fiir

(i=1,-2,...,n; k=12,...,n).

Aus der Abschitzung der Determinante in B. auf 8. 159 folgt, da8 4
groBer hochstens gleich der Minimalanzahl der Uberkreuzungen bei solchen
Knoten ist.

Fiir beliebige Knoten gilt: Die Determmante der - Knotenmalriz ist
etne ungerade Zahl.

Macht man nimlich in einem. zu G; und G, (7 == k) gehérigen Doppel-
punkt den iiberkreuzenden Streckenzug zum unterkreuzenden, so geht fiir
(k=0) a,; in a;; +2 und fir (k<+0) auch q,, a,; in a;, F2 iiber,
d. h. die Determinante der neuen Knotenmatrix ist gerade oder ungerade,
je nachdem die urspriingliche es ist. Durch geeignete derartige Abinde-
rungen kann man jeden Knoten in einen Kreis verwandeln. Die Deter-
minante der Matrix einer Kreisprojektion ist aber +1 oder —1.

Es ist demnach auch die Determinante einer Knotenmatrix stets un-

gleich Null,
‘ Man gewinnt neue Knoteninvarianten aus der Bemerkung, daB die-
jenigen Figenschaften von quadratischen Formen, die den obigen Formen
f, ¢ und y gleichzeitig zukommen, invariant mit dem Knoten verkniipft
sind. Wir beschriinken uns dabei auf Invarianten von quadratischen Formen
f,» ¢ und ¢ bei rationalen Transformationen. Es gilt dann:

In der zu einer Knotenmatrixz (a;,) gehorigen quadratischen Form
sind die Minkowskischen Einheiten C, °) fir ungerade Primzahlen p
Knotentnvarianten 7).

Fiir ungerade Primzahlen p, die in der Determinante nicht aufgehen,
sind alle C,=1 nach Definition. Es kommen also nur ungerade Prim-
zahlen in Betracht, die in der Determinante aufgehen. Die quadratische

Form %
h=h(x, ..., 2, %, 0,0, &,)

moége in eine Summe von zwei quadratischen Formen mit verschiedenen

Variablen ;
bho=hy(zy, 2, .., 2,) + By(2, .00 )

zerfallen. Es bedeute p® die hochste in der Determinante der Form h,
und p% die hochste in der Determinante der Form A, aufgehende Potenz

%) H. Minkowski, Uber die Bedingungen, unter welchen zwei quadratische Formen
mit rationalem Koeffizienten ineinander rational transformiert werden kénnen. Ges.
Abhandl,, Teubner 1911, 8.:219f,, zitiert mit M.

%) Eine Berechnungsvorschrift der C, folgt auf 8. 653.
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einer ungeraden Primzabl. C, und 0 seien die zu den Formen A, bzw. A,
gehorigen Einbeiten, dann ﬁndet man nach M, S. 230 die zu & gehonge
Einheit C,

?0’ -1 p%h-1
=(-1) °? S 0, 0y, -
Die Einheiten der zerfallenen Formeg,v @ und
o= tza1, w=f+g

sind gleich den Einheiten der Form f, da die Zusatzformen -+2p.; und g
die Determinante +1 b:rltzen, also stets C,, =1 und 3,= 0 ist. '

Die Berechnung einer Einheit C, gelmgt einfach, wenn man die zum
Knoten gehérende Form f *) ratxonal in eine Normalform % transformiert,
so daB in A

h=a,2{+ ...+ Gs-mZa-m~+ D(On-m+1Za-mt1+ ... + an 2s) (mod p?)
alle a; ganz und relativ prim zu p sind. Dann ist
—_— (—1)[m Op—mt1’ a-'l+ +s Gy - __L__

o o= yoemest) — (3),
wobei ( —Ii) das Legendresche Symbol und die eckige Klammer [«] ,groBte

ganze Zahl in“ bedeutet.

Die Einheit C, in der Minkowskischen Darstellung ist nicht invariant,
da sie von der be1 Knotendeformationen sich &ndernden Variablenzahl ab-
hiingt. Transformiert man nidmlich analog die obige Form f in eine Form !

l=0b,2] +... L bp_s 251+ 2 (ba—is1@ap+1+ - + b 2s) (mod 16)
mit b, (#=1,2,...,n) ungerade, so wird
n n bg—-1 by~1
e (_1)[7]"[5] B+ 25, 2 )
. : \bairi-Or_nra--- B
C(f=1,2,..,n;7=1,2,...,i—1),
das’ Legendresche Symbol bedeutet.

wobeil (b—’:H—f—Tn)

4.

" Die gewonnenen Knoteninvarianten wollen wir fiir einige Knoten aus-
werten.
Es geien in der orientierten Ebene die Projektionen der beiden Klee-
blattschlingen vorgelegt (Fig. 6). Die zugehorigen Formen sind

f,=3z* und f,=-—32°%

®) Eine solche Transformation ist nach M., S.231 und 235 stets moglich.
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die beide fiir p = 8 Normalformen sind. Es ist

Co=(3)=1 wd G,=(7)=~1.

Das ist ein einfacher Beweis fiir die Verschiedenheit der Kleeblattschlingen.

Allgemein gilt: Ein Knoten ist von sesnem Spiegelbild topologisch
verschieden, wenn in der Determz'nag)zte der Knotenmatrix eine Primzahl
von der Form (41-+ 8) in ungerader hochster Potenz aufgeht®).

Ist nach einer solchen Primzahl die quadratische Form % eine zur
Knotenmatrix gehorige Normalform, so ist —#% eine zum Spiegelbild
gehorige Normalform. Die Zahl m in (1) ist fiir eine in ungerader Potenz
in der Determinante aufgehende Primzahl ungerade, und es wird daher
' die zum Spiegelbild gehérige Einheit C,

%=
- das heifit

Cp=—0C,,

wenn p von der Form (41 3) ist.

Die gefundene notwendige Eigenschaft amphicheiraler Knoten (das
sind Knoten, die sich in ihr Spiegelbild deformieren lassen), keine Prim-
zahl von der Form (4! 8) in ungerader héchster Potenz in der Deter-
minante der Knotenmatrix zu enthalten, ist nicht hinreichend. Nach einem
bekannten Resultat von Dehn und Schreier’®) sind alle Torusknoten nicht
amphicheiral.

%) Die Determinante der Knotenmatrix ist gleich dem Produkt der Torsions-
zahlen des zweifachen Uberlagerungsraumes.
19) Q. Suhreier, Uber die Gruppen 4“ B%=1, Hamburger Abhandl. 3 (1924), S. 167.

(Eingegangen am 18. Dezember 1930.)



