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UNE DEMONSTRATION DU THEOREME DE DUALITE
DE VERDIER

par Pierre-Paul GRIVEL

INTRODUCTION

Soit R un anneau commutatif unitaire. Désignons par D(X) la categorie
dérivée de la catégorie K(X) des complexes de faisceaux de R-modules sur
un espace topologique X.

Si f:X — Y est une application continue entre espaces localement
compacts, on peut définir des foncteurs Rfy: D(X) — D(Y) et DY) = D(X),
qui généralisent les foncteurs image directe et image inverse. On a alors le
resultat suivant qui a été annonceé par Verdier dans [V].

THEOREME DE DUALITE.  Si le foncteur f1 est de dimension cohomologique
finie et si I'anneau R  est noethérien, on a un isomorphisme fonctoriel

R A om’ (Rf!(ﬁff']-; B ] = Rf,R # om ) (ﬂ" " f‘(;@']}
dans D*(Y), oi o €ObD™(X) et # e ObDA(Y),

Ce théoréme, qui a lorigine a joué¢ un role en geometrie algébrique,
trouve aujourd’hui son utilisation dans I'homologie d’intersection et la
theorie des Z-modules.

Cette note est la suite obligée de [Gr]. Elle developpe les détails de la
démonstration du théoréme de dualité en suivant un argument qui était
déja esquissé dans [V]. Je remercie N. Spaltenstein qui m’a suggéré la
possibilite¢ de définir directement et explicitement I''somorphisme entre les
deux foncteurs et 4 qui je dois également I'idée du lemme fondamental 3.4.

On reprend ici les notations introduites dans [Gr], a une exception
pres cependant. L'anneau de base est noté R (au lieu de A) et le faisceau
. Constant sur X de fibre R est noté Ry (au lieu de A).
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I. Lgs FONCTEURS f7 ET f1,

1.1. Un faisceau 2 € ObSh(X) est R-plat si le foncteur —®2 est exact.
R

(Sl n'y a pas d’ambiguité sur I'anneau de base R on dira simplement
que 7 est plat et on ecrira — ®@%).

Un faisceau 2 est plat si et seulement si, pour tout x € X, la fibre 2,
est un R-module plat. De plus 2 est plat si et seulement si Z, est plat
pour tout U &€ Ouv(X).

1.2. PROPOSITION. La catégorie Sh(X) admet suffisamment d objets plats.

Démonstration. 11 faut montrer que pour tout # € ObSh(X) il existe un
épimorphisme 2 — % — 0 ou 2 est un faisceau plat.

Notons W l'ensemble des couples (U;s) ou U e Ouv(X) et se F(U)
Un tel couple détermine un morphisme §: R, — % de faisceaux sur X
([Go], chap. II, remarque 2.9.1). Ces morphismes induisent un morphisme
@ R, — # qui par construction méme est surjectif. Or le faisceau R, est
W

plat; donc d’apres 1.1., ([Go], chap. II, 2.7) et [Bo2]. chap. I, § 2, prop. 2),
le faisceau @ Ry, est plat.
W

1.3. COROLLAIRE. Tout faisceau % sur X admet une résolution plate
P = F =0

1.4. Soit X et Y deux espaces localement compacts. Considérons une appli-
cation continue f:X — Y telle que le foncteur fy soit de dimension
cohomologique finie.

PROPOSITION.  Soit A un faisceau sur X, fi-mou et plat. Alors pour
tout faisceau o sur X, le faisceau o @ K  est fi-mou.

Démonstration. D’aprés le corollaire 1.3 on peut trouver une résolution
P — o — 0de .o par des faisceaux de la forme 2, = @ Ry(j=0). Comme 4’
. v

I
est plat la suite 2 @ # — o/ @ A — 0 est une résolution de o ® 4.
Supposons que la dimension cohomologique de fi est inférieure & n et
posons # = Ker(d,®1,). Alors la suite

0B ->P,. QA = . 2P, QA > d @A -0

est une résolution bornée du faisceau #. Comme 2~ est fi-mou, les faisceaux |
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P2 Q A = @ Ry, @ 4 = EEJ A A0<j<n)sont fi-mous ([Gr], lemme 2.10).

L'argument standard utilisé dans ([Gr]. th. 2.12) montre que &/ @ #  est

fr-mou.

1.5. THEOREME. Supposons que lanneau R est noethérien. Soit # un
faisceau plat sur X. Alors F admet une fi-résolution 0 —F — A,
dans laguelle les faisceaux A4 sont plats (j=0).

Démonstration. Soit 0 - F — € la résolution flasque canonique de
# ([Go], chap. II, 4.3) et posons Z/ = Coker(d: %'~ '—%’) (j=1)

Supposons que la dimension cohomologique de f) est inférieure a n.
Alors la suite exacte

0 F o€ S5 € 5 . 5" - F" S50

est une fi-résolution de #. En effet les faisceaux €/ (0<j<n) étant flasques,
ils sont fi-mous ([Br], chap. Il, coroll. 2.5 et [Gr], lemme 2.10) et par un
argument standard ([Gr], th. 2.12) le faisceau Z"*! est aussi fi-mou.
1l reste donc d montrer que les faisceaux %7 (0<j<n) et Z"~! sont plats.
La construction de la reésolution flasque étant inductive, 1l suffit de
démontrer par récurrence que, pour tout entier j = 0, les faisceaux €’
et Z7*1 sont plats.
Pour tout U € Ouv(X) on a ¥°(U) = [] #,. Par hypothése les modules

xell
#, sont plats sur I'anneau noethérien R, donc €%U) est un module plat
(voir Appendice A). Il en résulte que pour tout xe X le module %2
= lim %°(U) est plat ([Bo2], chap. I, §2, prop. 2) et par suite %° e
Uet
un faisceau plat.
De plus considérons la suite exacte scindée ([Br], chap. II, § 2)

U—}‘é}:xﬁfgg—}ffiq{)

dans laquelle les deux premiers termes sont des modules plats. Alors le
module 2, est aussi plat ([Bo2], chap. I, § 2, prop. 2) donc le faisceau %!
est plat.

Maintenant supposons que les faisceaux %7 et Z?*! sont plats pour
0<g<p-lavecp=1 Ona®%"(U) =[] 2~ Par hypothése de récur-

xell
rence les modules 277 sont plats, donc le méme argument que précédemment

montre que le faisceau %7 est plat et en considérant la suite exacte scindée
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on en déduit que le faisceau Z** ! est plat.

1.6. Soit f:X — Y une application continue entre espaces localement
compacts, telle que le foncteur f) soit de dimension cohomologique finie
et soit 4" un faisceau sur X qui soit fi)-mou et plat. La composition des
foncteurs

- @3

SHX) — Sh(x) LS sShy)

definit un foncteur ff': Sh(X) — Sh(Y) qui commute aux sommes directes
puisque chacun des foncteurs qui le compose commute aux sommes directes
([Gr], th. 2.15).

1.7.  PROPOSITION. Le foncteur f'f/ est exact.

Démonstration. Soit 0 - &' —» o - /" - 0 une suite exacte de
faisceaux sur X. Comme %4 est plat la suite

0> A QA > dRA " RAH -0

est exacte et formee de faisceaux fir-mous en vertu de la proposition 1.4.
Il résulte alors des propriétés du foncteur R'f) que la suite

0= fIA' @A) > fUARH) > [S"@H) — 0

est exacte.

1.8. Rappelons que le foncteur
i Sh(Y) - Sh{X)

est défini de la fagon suivante ([Gr], § 3): pour tout faisceau # sur Y
et pour tout U € Ouv(X) on pose

[ (%) (U) = Hom(f\(H y); B).

Il est évident que le foncteur f!. est exact gauche et quil commute
aux produits directs.
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2. LEs FONCTEURS E T F

21. Soit f:X — Y une application continue entre espaces localement
compacts telle que le foncteur f soit de dimension cohomologique finie.
Soit 4" un faisceau sur X, fi-mou et plat.

2.2. La composition des foncteurs

K pom

X
Sh(X) x Sh(Y)'1 "SI0 SHY) x SK(Y) — SK(Y)
definit un bifoncteur
E(—:—):ShX)® x Sh(Y) = Sh(Y)

23. Soit .o/ un faiscean sur X et # un faisceau sur Y. Le
foncteur E(/ ; —): Sh(Y) — Sh(Y) est exact gauche et commute aux produits
directs. Le foncteur E(— ; #): Sh(X)" — Sh(Y) est exact gauche et transforme
les sommes directes en produits directs,

En effet cela résulte des propriétés analogues du foncteur #om, de la
proposition 1.7 et de ([Gr], th. 2.15).

24. La composition des foncteurs
- 5 Lsnx) % [ o Hem I
Sh(X) x Sh(Y) %3 15 Sh(x) x Sh(X) — Sh(X)Lt Sh(y)

definit un bifoncteur

F(—:; —): SA(X)® x Sh(Y) — Sh(Y)

25. Soit ./ un faisceau sur X et # un faisceau sur Y. Le foncteur
FleZ; —): Sh(Y) — Sh(Y) est exact gauche et commute aux produits directs.

Le foncteur F(— ;%): Sh(X)® — Sh(Y) est exact gauche et transforme les
sommes directes en produits directs. En eflet cela résulte des propriétés
analogues des foncteurs #2s et [, et du N° 1.8.

j r " A - ] - >
6. THEOREME. [l existe un isomorphisme de bifoncteurs

hiE(—5—) = F(—;—).
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2.7.  La construction du morphisme A et la démonstration du théoréeme fera
I'objet du paragraphe 3.

2.8. COROLLAIRE. Le foncteur f! :Sh(Y) — Sh(X) est adjoint a droite au
foncteur  f7: Sh(X) — Sh(Y).

Démonstration. En effet prenons les sections globales dans I'isomorphisme
du théoréme 2.6. On obtient ainsi un isomorphisme

H{)ms,tm{ff’[ﬁ];;@} = HGmSﬁ(X}{ﬁ;fé((gg]J

2.9. CoOROLLAIRE. Le foncteur  f! :Sh(Y) - Sh(X) se restreint a un
foncteur  f1, :Inj(Y) — Inj(X).

Démonstration. Soit 0 — &' — & — &/" - 0 une suite exacte de
faisceaux sur X et soit # un faisceau injectif sur Y. En appliquant succes-
sivement & cette suite les foncteurs exacts ffr et Homgyy(— ; #), puis en
utilisant l'isomorphisme du corollaire 2.8, on obtient une suite exacte

00— Homs&m['ﬂni fif(f]) — Homgy (. ; f}f(}‘))
- Homg, (/"5 f1,(#) = 0.

Il en résulte que le faisceau f1(#) est injectif.

3. L’1SOMORPHISME A

3.1. On reprend les hypothéses du N° 2,1. Le résultat suivant permet de
simplifier la construction de & en passant d’une situation locale a une
situation globale.

LEMME. Soit W e Ouv(Y): posons W' = f~YW) et considérons le
diagramme commutatif
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o j et j sont des inclusions et f' est la restriction de f a W',
Alors j'; est de dimension cohomologique finie et si A~ est un faisceau

sur X fg-mou et plat alors j * A est j‘:-mou et plat.
De plus si ./ € SH(X) et #eSh(Y) ona des isomorphismes canoniques

(3.1.1) jvﬁm=4f*ﬁﬂﬁu
(3.1.2) JXAB) = [ B

Démonstration. 1l est évident que j': est de dimension cohomologique
finie. Pour tout xe W' on a (j/* %), = A, donc dapres 1.1 le faisceau
j* 4 est plat. Enfin pour tout ye W on a (j*H ) vy = A r-13 il
résulte alors de ([Gr] 2.8) que j' * 4~ est f -mou,

Onaj *(#RA) =j*o ®j* A, donc pour démontrer (3.1.1) il suffit
de démontrer que pour tout faisceau % sur X on a

AT = £+,
Or pour tout y € W on a, d’aprés ([Gr], prop. 2.6),
J*NF), = [(F)y = T 0 Z )
= T T 05U * P ) = S F),

Maintenant soit U e Ouv(W’') < Ouv(X). On a évidemment (j *.%),
= *(A ) et daprés (3.1.1) on a f:(j’*,}ifu} = j* fi(#y). Donc pour
démontrer (3.1.2) il suffit de démontrer que

Hom(f\(A y); ) = Hom(j* fi(A"y);j* B).
Mais cet isomorphisme est évident car d’apres ([Gr], prop. 2.6) le support

du faisceau f1(# ) est contenu dans W.

3.2, Pour définir un morphisme de faisceaux
Ay g Jf"ﬁm{ff{.ﬁf); fﬁ'} — [ H ol ; I AB))
il faut construire une famille {%, 4(W)}weouy, de morphismes
- i P
hot, W) H‘C'm(f! (A )w s fgm’;‘ — Hom[.,;ﬁ?’w- LW f}[-‘f’@]u- L))

qui solent compatibles avec les morphismes de restriction.
Compte tenu du lemme 3.1 il suffit donc de deéfinir pour toute appli-

cation f: X — Y et pour tout faisceau # sur X qui satisfont les hypothéses
di: N° 2.1, un morphisme (que par abus on note encore A)

A: Hom( f-f'(m; #) - Hom(<Z; f(B))
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qui vérifie la condition suivante:

(3.2.1) Si WeOuv(Y) et s1 on pose, avec les notations du lemme 3.1,
A =, K =*H et B = j*PH, alors on a un diagramme com-
mutatif

Hom(f "(</); ) LS Hom(s/ ; f! (%))
l !
Hom(/ | ™ (s#); #) - Hom(s/"; f\(#))

dans lequel les fleches verticales sont les morphismes naturels de restriction.

3.3, L’existence du morphisme % du théoréme 2.6. est donc contenue dans le
resultat plus précis suivant, dont la démonstration sera donnée au N° 3.7.

PROPOSITION.  Pour toute application f:X — Y et tout faisceau A
sur X qui satisfont les hypotheéses du N°® 2.1, il existe un morphisme de

bifoncteurs
A

IR Hom[f‘f'(-—); —) = Hom(—; fL(—))

qui veérifie la condition (3.2.1).
De plus on a les propriétés suivantes:

(331) Si o = DA, alors hy g =]]|lu, 5.

jed Jed
(332) Si & =[[# aors hy g =[] hu.a,
iel iel

3.4. Le fait fondamental qui permet de construire explicitement % est
formulé de la fagon suivante. '

LEMME. Pour tout </ € Sh(X) il existe une famille

|
Hey = {H(Ua y][{U,V}EDuv{X}XDuv{Y}

de morphismes
WU, V): (U) ® filH ) (V) > () (V)

qui vérifie les propriétés suivantes:

(34.1) Si UeOuv(X) et V' < VeOuvY) alorsle diagramme



THEOREME DE DUALITE 235

AU) @ [(H ) (V) —=—— [V
Loy @ pyrv L opvv
AU R (A )V gy [T

est commutatif

342) Si U < UeOuv(X) et VeOuv(Y) alors le diagramme

AU @ fAH (V) _tew @)Uy @ fi(A ) (V)

Pu. v @ Lfyor o) l Lowu, vy

’ . H() (V
AU) @ [(H y) (V) WRG FH) V)

(ot Fyp est le morphisme induit par le morphisme canonique dextension
re v A g — A y) est commutatif.

(34.3) w, est fonctoriel par rapport @ /.

344) Si o = @ ; alors py = B Hy, .

Jjed JeJ

Démonstration. 1l suffit de définir, pour tout U € Ouv(X) et V € Ouv(Y),
une application bilinéaire

WU V) (U) x 1A o) (V) = e @47) (V).

Rappelons que o/ @ A4 est le faisceau des sections de l'espace etale
AQA) = U 4, @ A,

xeX
Soit te fi(A ) (V) = T (f (V) #). Donc te (Unf~Y(V); A); de
plus le support | ¢t | de t est fermé dans f~ (V) et 'application St =V
est propre.
Soit encore s € &7(U). Considérons I'application
FUNfHY) > PARA)

definie en posant, pour tout x e U n f~}(V),

AX) = Puag-1, vl8)x @ 1L,
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On adonc FeI(Unf~YV); #4®#) ([T]; chap. 4, 4.9). Comme

|V Fl = 1 puns-n, oS 0Tt = | t],

le support || de F est ferme dans f~YV), si bien qu'on peut étendre
F par zéro sur f~YV)\U ~n f~}V) pour obtenir une section

re F(f‘ V) A RK).
Soit un compact K < V; alors f”,I[ ) est compact car
Fil(K) = (£ HK)nl) [ r
et /~}K) n|t|est compact par hypothése. Il en résulte que
rele (f TV LRA) = fAdRH) (V).
On définit alors I'application bilinéaire u(U, V) en posant
WU, V)(s;t) =r

Les propriétes (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3) et (3.4.4) se vérifient par calculs directs
a partir de cette deﬁmtlon.

3.5. Designons par
1_[! Hom(=/(U) @ f(A y) (V); B(V))
le sous-espace de

Hom(a/(U) & fiA ) (V); B(V))

(U, FleOuv(X) = Ouv(¥)

des familles de morphismes

WU, V): (U) & filA y) (V) — B(V)

qui vérifient les conditions suivantes:

(3.5.1) Si UeOuv(X)et V' < VeOuv(Y) alors le diagramme

WU, ¥)

A(U) @ f[1(A ) (V) B(V)
laow) @ Prvv L L
A(U) @ f1lA ) (V') VI BV

est commutatif.
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(35.2) Si U = UeOuv(X) et I € Ouv(Y) alors le diagramme

.EZ.“-"(U} @ f'(u?gb) [V] ]ﬁ{[-'] @ "_U'.U'[V]___ Cf(U\} @ f‘(ft] (VJ

Pu.u by lf!{f{.'r){"’} i l ‘MU’ V)

, o - BV
AU ® [iH o) (V) ITAT (V)

est commutatif.

16. LEMME. Pour tout <7 € Sh(X) et 2 e Sh(Y) il existe un isomorphisme
¥, 5 Hom(; f(#) - [] Hom(/(U) @ (A v) (V) B(V))

qui vérifie les propriétés suivantes:

(36.1) W, 5 est fonctoriel par rapport d o/ eta X4.

362) Si o = @A, alors Vg5 =[]%u, 2

JjeJ jelJ
‘363] SI f.';g = 1_[ ﬁl (IfOl'S ‘Pﬂ“@ = l_[ tPJ’f.fﬂj .
iel iel

Démonstration. Par définition un morphisme € Hom(«; f! (%))
consiste en une famille

U} veousix) € I] Hom(‘czi’(b"]; Hom( f1(A y); ﬁ])

UeOuv(X)

de morphismes compatibles avec les morphismes de restriction et si s € .&/(U)
alors W(U) (s) est une famille

W) (5) Mlyeowmn € [T Hom{f (A y) (V); B(V))

VeOuv(Y)

de morphismes compatibles avec les morphismes de restriction. Pour tout
UeOuv(X) et Ve Ouv(Y) on définit un morphisme

WU, V) e Hom(/(U); Hom(f (A ) (V); B(V))

en posant (U, V) (s) = W(U)(s) (V) pour tout se «/(U). De plus on a un
isomorphisme canonique

O(U, V): Hom(./(U); Hom(f (A ) (V); B(V))
— Hom(o#(U) @ f1(A ) (V); B(V)).




238 P.-P. GRIVEL

On pose alors WU, V) = ®U, V) (\(U, V)). Les conditions (3.5.1) et (3.5.2)
sont satisfaites.

En effet la condition (3.5.1) est équivalente & la commutativité du
diagramme

[y vy VUG )

Pv v { Lopvw

Hy) (V' BV
JA ) (V) TR (V)

et cette commutativité resulte des conditions de compatibilité des morphismes

W(U) (s) (V).

De méme la condition (3.5.2) est équivalente a la commutativité du
diagramme

AUy _WUY)  Hom(f(# ) (V); BV))
Pu, v i l HOm(FU’.U[V}; 1@{”}

A(U) Hom(f (A ) (V); (V)

W', v)

et cette commutativité résulte des conditions de compatibilité des mor-
phismes W(U).
On peut donc définir le morphisme ¥, 4 en posant

q’ﬁ,.@[‘l’) = {‘-L’[Ua V)}(L".V]EOuv{XJXqu(YJ
Les propriétés (3.6.1), (3.6.2) et (3.6.3) se vérifient immédiatement par calculs
directs.
On obtient le morphisme réciproque de ¥, 5 en associant a la famille
{ll](U, VJ}(U.V}EOUV(X’KDUV{Y} € l_l' H{)m(@f[U] ® f'(‘YIIJ (V}-r 33( VJ)
le morphisme de faisceaux Y:./ — f! (%), défini en posant, pour tout

U e Ouv(X) et s e o/(U), Y(U)(s) = Wy(U) ou Wy (U): f(A ) = # est le mor-
phisme de faisceaux donne, pour tout V' € Ouv(Y), par _

V(U) (V) = U, V) H(W(U, V) (s).
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37. Démonstration de la proposition 3.3. Si o/ € Sh(X) et % e Sh(Y) on
définit un morphisme

b, »: Hom(f(s7); #) » Hom(<; f1(B))

de la facon suivante. Soit ¢ € Hom(f”(s/): %); pour tout Ue Ouv(X) et
I e Ouv(Y) considérons le morphisme

WU, V) = o(V)e wU, V): (U) @ fi(A ) (V) = BV,

ou p(U, V) est le morphisme défini dans le lemme 3.4. Il résulte immedia-
tement des proprietés (3.4.1) et (3.4.2) et des conditions de compatibilité
des morphismes @(}), que les morphismes (U, V) satisfont les conditions
(3.5.1) et (3.5.2). On peut donc poser

}“a'.a?(fp} = lp;f.lﬁi ({‘J’(Ua V)}w, ¥)eOuv(X) xouvm}-

Plus explicitement, si U e Ouv(X), V e Ouv(Y), se ./ (U) et te f1(A ) (V)
on a

rey.a(@) (U) () (V) (1) = o(V) o (U, V) (s;1).

De cette derniére formule il découle facilement que la condition de compa-
tibilite (3.2.1) est satisfaite si on remarque que par définition on a

£ V) = 1) ()
pour tout V' € Ouv(W) = Ouv(Y)
el [ HM#)(U) = fL(B)(U)

pour tout U € Ouv(W') = Ouv(X).

La bifonctorialite de A est une conséquence de (3.4.3) et (3.6.1). De plus

les propriétés (3.3.1) et (3.3.2) sont des conséquences de (3.4.3), (3.6.2) et
(3.6.3).

3.8. 1l faut montrer maintenant que le morphisme de faisceaux
otz Hom(f [ (A); B) > f Hom(sd; [ (B))

&t un isomorphisme. D'aprés le N° 3.2 il suffit donc de montrer que le
merphisme
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hos,: Hom(f ¥ (#); B) - Hom(sZ, [, ; ()

est un isomorphisme. On commence par considérer le cas ou &/ = R,
On note A le morphisme Ay, 5 défini dans la proposition 3.3.

3.9. LeEMME. Pour tout ouvert U de X, le morphisme

A Hom(ff_[RU}; %) - Hom(R,; [ (#))

x

est un isomorphisme.

Démonstration. L’isomorphisme canonique g: # ; = Ry, @ # ([Go]
chap. II, 2.9) induit un isomorphisme g: Hom(fff(RU]; B) — [LAB) (V).
D’aprés ([Go], chap. II, Remarque 2.9.1) on a aussi un isomorphisme cano-
nique h: Hom(Ry; f1(#B)) — f1 (%) (U). Pour démontrer que X est un iso-
morphisme, il suffit donc de demontrer que le diagramme

3

Hc:-m(ffr(RU];;ﬁ] — Hom(Ry; f(#)

N
f5(#) (U)

est commutatif.
Notons 1 la section unité de R, au-dessus de U. Soit V e Ouv(Y)
et te fL1( ) (V). 11 est immediat, d’apres les definitions, que 'on a

WU, VY (L) = g(f (M) (1)
Soit ¢ € Hom{f‘fr[Ru); 28). On a alors, compte tenu de la formule du N° 3.7,

h(M@)) (V) (1) = Me) (U) (1) (V) (1) = o(V) o p(U, V) (1; 1)
= o(V)eg(f ' (M) () = gle) (V) (1):

ainsiona h=% = g.

3.10. PROPOSITION. Pour tout <7 € Sh(X) ettout % e Sh(Y) le morphisme
hor.a Hom(f 7 (s/); %) - Hom(ss ; [1())

est un isomorphisme.
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Démonstration. La démonstration se fait en trois etapes.

i) Soit UeOuv(X) et supposons que &/ = R, ; alors Ag, s est un
isomorphisme d’apres le lemme 3.9.

i) Supposons que ./ = @ Ry. Daprés (3.3.1) on a hy 5 = Mhg, #>
donc A, s est un isomorphisme d’apres I'etape i).

iii) Soit =/ un faisceau sur X.

D'aprés le corollaire 1.3 on peut trouver une suite exacte
2P > -0

ol les faisceaux 2 et 2 sont de la forme @ R, . Considérons le diagramme

commutatif

0 0
l !
Hom(f " (</); ) o2 Hom(./; [,(#))
! !
Hom(f[(#): ) _*#3 _ Hom(?: [l(#)
l !

Hom[ff/(.@.}; B) k3, @ Hom(2; f1 (%))

Les colonnes de ce diagramme sont exactes car les foncteurs Hom[f‘ff(—}; B)
et Hom(— ; f! (%)) sont exacts gauche. Les deux fleches Ay 5 et A, 5 sont
des isomorphismes en vertu de I'¢tape ii). On en déduit alors aisément que

).y €St un isomorphisme.

311, COROLLAIRE. Pour tout </ € Sh(X) et tout 7% e Sh(Y) le morphisme
de faisceaux

Ao " gfﬁm{ffr(&f’h B) = [ H ool ; [\ (B))

et un isomorphisme.
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4. LE THEOREME DE DUALITE

41. Soit f:X — Y une application continue entre espaces localement
compacts telle que le foncteur fy soit de dimension cohomologique finie, -

Supposons pour toute la suite de ce paragraphe que l'anneau R est
noethérien. D’aprés le théoréme 1.5 on peut trouver une fi-résolution
0 - Ry — 4 du faisceau R, par des faisceaux plats.

42. Si &/ e ObK(X) on définit un complexe double j'fﬁ(pﬁ’ ) en posant
[f7 (9]¢ = 779, les différentielles étant induites par  celles
de A et de o respectivement. En prenant le complexe simple associé
on en deduit un foncteur, encore noté fff, de K(X) dans K(Y).

Si #" € ObK(Y) on peut encore définir un complexe triple

Hom(f () B
en posant
[fm(ff' (L) B = Hoom f‘!f_pf,m"‘*); @),

les différentielles étant induites par celle de 2, de .« et de # respec-
tivement. Le complexe simple associé a ce complexe triple est canoniquement
isomorphe au complexe simple associé au complexe double des homomor-
phismes du complexe simple associé au complexe double ff’ (/") dans le
complexe 4# . '

4.3. D’une fagon analogue on définit un complexe double f';f.-(,ﬁ'} en
posant [_f}-(ﬁ&‘}]”“‘ = flfx,_p(gg‘*}. En prenant le complexe simple associé
on en déduit un foncteur, encore noté f, -, de K(Y) dans K(X).

On peut aussi définir le complexe triple #oum{eo/ "; [ (#)) en posant

(Homld ™ [LAB NP = Homlsd %5 [y (B)

Le complexe simple associé a ce complexe triple est canoniquement iso-
morphe au complexe simple associé au complexe double des homomorphismes
du complexe .« dans le complexe simple associé au complexe double

[ (B,
4.4, PROPOSITION. [l existe un isomorphisme de complexes de faisceaux sur Y

A Hoom '(f'!’“'[.pf']; B) o> [ Hoom (' fLAB)) .

Démonstration. Le corollaire 3.11 fournit, pour tout (p, ¢, r) e Z x Z x Z,

un isomorphisme I
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wpar. [fﬂa;w(f‘:‘/.{';f.];L@‘)]p.q‘r — [f*__}?:&:m('ﬁ-';f!‘f_(gg-l]jp.qd’

compatibles avec les différentielles. On en deduit un isomorphisme de
complexes triples. En passant aux complexes simples associés on obtient
I'isomorphisme A .

45. Rappelons ([Gr], corollaire 3.10) qu'on definit le foncteur _f'! comme
¢tant le foncteur dérivé du foncteur 1 -.

46. THEOREME. Soit ./  un objet de la catégorie dérivee D7 (X) et
A" un objet de la catégorie dérivée D(Y). Dans la catégorie D'(Y)
on a un isomorphisme canonique

R #om (Rf(); B) = RER Hom (475 [1(B).

Démonstration. Soit =/ € ObD (X) et soit 0 - Ry = 4 une fi-réso-
lution du faisceau constant R, par des faisceaux plats (théoréme 1.5).
Ona o @Ry =.o/ donc 0= .o/ — o/ ® & est une résolution de
</ par des faisceaux fi-mous (proposition 1.4) donc fi-acycliques ([Gr]
lemme 2.10).

Comme par hypothése f) est de dimension cohomologique finie le foncteur
Rf1: D(X) = D(Y) existe et est donné par Rfi(e/) = fff (.7 ); il induit un

foncteur Rf1: D™ (X) — D (Y) ([H] chap. I, corollaire 5.3).
Maintenant soit # € ObD"Y) et soit 0 - # — #  une résolution
injective de # . On a évidemment

R(ﬁ(»‘wz. o {f1 X lK"tl’})] = R Hom « {Rf'l X 1Db1”)
donc ([H] chap. I, § 6).
(4.6.1) R #om (R} B) = .}f’.ﬂﬁm'(‘f‘:{‘(‘ﬁ? JHEAD

D'un autre coté les faisceaux [ (7 ) sont injectifs (corollaire 2.9), donc les
faisceaux A oo (of "5 f1y(F) et fotom (47 f1-(F) sont flasques
([Go] chap. II, lemme 7.3.2 et théoréme 3.1.1). On a ainsi ([H], chap. I,
prop. 5.4)

R(f yodt o (I [3)) = RS o R Hom’ o (L xR -).

Done

(452)  RfRHom (4 fAB) = [ Hom (" fl-(F).
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Le théoréme résulte alors du fait que les membres de droite des égalités
(4.6.1) et (4.6.2) sont isomorphes en vertu de la proposition 4.4.

4.7. Appliquons le théoréme 4.6 au cas ou « = f(#'). Comme les
foncteurs f, et #ome sont exacts gauche, en appliquant le foncteur coho-
mologique H°, puis en prenant les sections globales, on obtient un iso-
morphisme

Homp (R f1(f1(#): #°) = Hompux(f(#): 1)

Limage de 1f‘f

e, PAT cet isomorphisme permet donc de définir une fléche
d’adjonction

Rfye f" — lpuy) -

APPENDICE A

LES MODULES PLATS SUR UN ANNEAU NOETHERIEN

A.1l. Soit R un anneau commutatif unitaire et soit E un R-module. On sait
que le foncteur —@E est toujours exact a droite. On dit alors que E est
un module plat si ce foncteur est aussi exact a gauche. Cette condition est
equivalente au fait que pour tout R-module M et M’ et pour tout homo-
morphisme injectif u: M’ — M, 'homomorphisme u®1;: M'QE - MKE
est encore injectif ([Bo2], chap. I, § 2, prop. 1).

A.2. Soit a un idéal de R. L’inclusion j: a — R induit un homomorphisme
j:a®E — E obtenu en composant 'homomorphisme j®1; avec Iisomor-
phisme canonique RQE = E. On a alors le résultat suivant ([Bo2], chap. I,
§ 2, N° 3, remarque 1).

LEMME. Pour que E soit un R-module plat il faut et il suffit que,
pour tout idéal a de R de type fini, lhomomorphisme j:a®E — E
soit injectif.

A3. LEMME. Seit E un R-module de présentation finie et soit {Fi}i
une famille de R-modules. Alors 'homomorphisme canonique

c:EQ(]F) - [[(E®F)

iel iel

est un isomorphisme.
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Démonstration. Soit L, iLU Y E 0 une présentation de E, dans
laquelle les R-modules L, et L, sont libres de type fini. Considérons le
diagramme commutatif

Lo(lF) = JlL®F)

iel iel
¢ | Lo
Lo® (1 F) = [T
L Loy
E@(lF) > [JE®F)
iel il
! l
0 0

dans lequel les fleches verticales sont induites par ¢ et | et les fleches
horizontales sont les homomorphismes canoniques. Comme le foncteur
produit tensoriel est exact a droite et le foncteur produit est exact, les
colonnes de ce diagramme sont exactes. Les homomorphismes o, et o,
sont des isomorphismes d’aprés ([Bol], chap. 2, §3, corollaire 3 de la
proposition 7). Il en résulte que o est un isomorphisme.

A4. PrOPOSITION. Si {F;},.; est une famille de R-modules plats sur un
anneau noethérien R, alors le R-module []F, est plat.
iel
Démonstration. Soit a un idéal de R de type fini; comme R est noethérien,

le R-module a est de présentation finie ([Bo2], chap. 1, §2, lemme 8).
Considérons le diagramme commutatif

ﬁ'@(HFi} 4 HF-‘

iel iel

o ! Jj

i

H({I@Fi)

iel
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ot o est un isomorphisme d’aprés le lemme A3 et j' = []j; est injectif
iel

d’aprés I'hypothése et le lemme A.2. Il en résulte que j est injectil et par

suite le lemme A.2 montre que le module | | F, est plat.

iel
APPENDICE B:
LE FONCTEUR D
B.1. Reprenons les hypotheses du N® 2.1 mais supposons que Y est un
point. Alors fiy = [(X;—), X est un espace localement compact de
c-dimension finie et ¥ est un faisceau ¢-mou et plat ([Gr] 2.5.1 et 2.9.1).
D’aprés la proposition 1.4, pour tout faisceau .o/ sur X, le [faisceau
o @A est c-mou.
Soit encore N un R-module.
B.2. On définit un foncteur contravariant
D(—): Sh(X)? — Sh(X)
en posant
D(sZ) = f',o.(N). {
Plus précisément D(.</) est le faisceau defini en posant
D(.eZ) (U) = Hom(I"((«/ @4 )y); N)
pour tout U € Ouv(X) et
Py, v = Hom(ry y:1y)

pour tout U’, U € Ouv(X) tels que U' = U.

B.3. Dans ([Bo], V, § 7) le théoréme de dualité est démontré, d’une fagon
un peu indirecte, a I'aide du foncteur D. On notera que la propriété fonda-
mentale suivante du foncteur D est une conséquence facile de la proposition
3.10 si on remarque que D(Ry),y = D(Ry) = [, (N).

B.4. THEOREME (A. Borel). Il existe un isomorphisme de foncteurs

p: D(—) = #om(— ; D(Ry))

¥y
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