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SUR LA COHOMOLOGIE REELLE
DES GROUPES DE LIE SIMPLES REELS

PAR A. GUICHARDET er D. WIGNER

ABSTRACT. — A simple Lie group G has a nontrivial continuous 2-cohomology group H? (G, R) (which
is then 1-dimensional) if and only if the symmetric space G/K admits a G-invariant complex structure.
Explicit cocycles are constructed for these nontrivial cohomology classes. We also give some results
for H2? (G, Z) and H? (G, T).

0. Introduction

Le but de ce travail est de construire explicitement des 2-cocycles réels différentiables
pour tous les groupes de Lie simples réels qui admettent de tels cocycles non triviaux.
Notre construction est basée sur la décomposition de Cartan G = K.expp ou K est
un sous-groupe compact maximal de G et g = f+p la décomposition de Cartan de g;
pour les groupes considérés, il existe des morphismes non triviaux de K dans T; on choisit
un tel morphisme u et on pose vy (g) = u (k) pour tout g = k. exp P € G; on peut alors
définir un 2-cocycle réel différentiable f par

£ (g1 82) = %ﬁ arg (b0 (81) 10 (25) 00 (21 82)~ 1),

ol arg est une détermination continue de la fonction argument.

La construction ci-dessus présente le défaut de faire intervenir explicitement la décom-
position g = k. exp P, pas trés aisée a calculer; c’est pourquoi nous construisons (2 1’aide
de l’action de G dans le complexifié de p) une autre fonction v ayant méme argument que
v,, mais plus simple a calculer. On peut aussi définir v (g) comme étant le jacobien complexe
de I’action de g a I’origine de G_~K, espace hermitien symétrique que ’on plonge dans un
espace vectoriel complexe au moyen du plongement d’Harish-Chandra; on a d’ailleurs
v(g) =u(J (g, 0) ou J est le « facteur d’automorphie canonique » décrit dans [10],
chap. II, § 5.

Nous déduisons de 1a des descriptions explicites des 2-cocycles boréliens 4 valeurs
dans Z et dans T.

Par ailleurs les groupes de Lie simples considérés ici sont aussi caractérisés par le fait
que G 7K est un espace hermitien symétrique, et sont donc bien connus: ce sont, 4 un revé-
tement fini prés, les groupes SU (p, q) avec p, g = 1; SO, (2, g¢) avec ¢ = 1 ou q = 3;
Sp (n, R) avec n = 1; SO* (2n) avec n = 2; et enfin deux groupes exceptionnels. Nous
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278 A. GUICHARDET ET D. WIGNER

calculons explicitement la fonction v pour les groupes des quatre premiéres grandes classes;
le résultat obtenu est particuliérement simple dans le cas de SU ( p, g), puisqu’alors, repré-
sentant un élément g de ce groupe par une matrice

p q
P<g11 g12>
q\ 821 822

on peut prendre la fonction v (g) = det g;;. Dans le cas de SL (2, R), on peut prendre

. 1 N a b
v(g)—i(a+d+zb—1c) pour g—(c d)'

Les auteurs tiennent a remercier J. Dixmier et I. Satake pour les enseignements biblio-
graphiques qu’ils leur ont fournis.

1. Préliminaires

Soient G un groupe de Lie semi-simple réel connexe de centre fini, K un sous-groupe
compact maximal, g et ¥ leurs algébres de Lie, g = I+p la décomposition de Cartan. La
cohomologie relative de g par rapport a ¥ a coefficients réels est définie par

Hs(g’ f; R) = Homl(As P, R)

(rappelons qu’ici I’opérateur cobord du complexe considéré est identiquement nul). La
cohomologie de G a coefficients réels, i. e. les H* (G, R), peut étre définie indifféremment
a I'aide de cochaines différentiables, ou continues (¢f. [4]), ou boréeliennes (cf. [1] et
[13]). A tout s-cocycle différentiable f sur G on peut associer d’abord un s-cocycle diffé-
rentiable £ vérifiant

fl(gl, LR ] gs)= fl(ko_lglkl’ kl_lgszs LIRS ] ks——llgsks)

pour tous gy, ..., &, € G et tous ky, ..., k,€ K; puis un s-cocycle A f’' e H* (g, f, R) par

S

Afl(Xb "'5Xs)= Z

gg—— f'(expt; X, ..., €Xpt; X)) |1=...=05
ceCs cdtl...dts ot s %o ltx 9, =0

on obtient ainsi un isomorphisme de H®(G, R) sur H*(g, f, R) (voir démonstration en
appendice).

On démontre aussi, mais nous ne 'utiliserons pas, que H*(G, R) est isomorphe a la
cohomologie réelle de G, K ou G est une forme compacte quelconque de G.

LEMME 1. — On suppose G simple. Alors :

(@ [p,p] =%
(b) la représentation adjointe de t dans p est irréductible;
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COHOMOLOGIE REELLE DE GROUPES DE LIE SIMPLES REELS 279

(¢) les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H?>(G, R) # 0;

(i) Hom, (A% p, R) # 0;

(iii) il existe un opérateur linéaire J dans p, permutable a ad ¥, de carré —1 (i. e. une
structure complexe ¥-invariante);

(iv) G/K admet une structure complexe G-invariante;

(v) le centre % (%) de T est non nul;

(vi) Hom (%, R) (ensemble des morphismes d’algébres de Lie) est non nul.

(d) si les conditions ci-dessus sont remplies :

(i) On a dim H? (G, R) = dim Hom,; (A*’p R) = dim Z (f) = dim Hom (£, R) = 1;

(ii’) il existe Zoe Z (¥) tel que J = ad Z, |p, ce qui entraine que J est antisymétrique
pour la forme de Killing B.

(iii") en associant a toute ¥ e Hom (f, R) la forme (X, Y)—~® (X, Y) =Y (X, Y],
on obtient un isomorphisme de Hom (£, R) sur Hom, (A® p, R);

(iv)) Hom, (A® p, R) est nul pour tout s impair;

(v') la structure complexe G-invariante sur G /K est hermitienne.

Tous ces résultats sont classiques et se trouvent a peu prés dans [2], chap. VIIL

Les groupes G vérifiant les conditions équivalentes du lemme 1 ¢ sont, & un revétement
fini prés (qui ne change pas la cohomologie réelle) les suivants :

M SU(p, 9P 92 1;

(D) SO, (2,9),g =1 ou g = 3 [SO¢(2,2) n’est pas simple];

di Sp(n, R),n = 1;

(IV) SO* (2 n), n = 2 [SO* (2) n’est pas simple];

(V) la forme réelle de E4 de caractére — 14 (rappelons que le caractére de G est le nombre
dim p—dim ¥);

(VD) la forme réelle de E, de caractére —25;
(¢f. [2], chap. IX).

2. Construction de 2-Cocycles sur G

A partir de maintenant on suppose vérifiées les conditions équivalentes du lemme 1 c.
On notera E D’application ¢ — e?™ de R sur T; si v est une application de G dans C*,
on note J,, v sont cobord (m signifiant « multiplicatif ») :

0nv(81, 82) = v(g1).v(g2).v(g gz)_1~

D’aprés le lemme 1 on obtient un élément quelconque ® de H? (g, f, R) en posant, pour
Xy, Xz €0,
(D(Xls XZ) = \P([Xl’ X2 ])’

ol V¥ est un morphisme de ¥ dans R. On va maintenant construire des 2-cocycles diffé-
rentiables sur G admettant pour dérivés les divers @; il va naturellement intervenir des
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280 A. GUICHARDET ET D. WIGNER

morphismes de K dans T admettant les ¥ comme différentielles. Rappelons que ’appli-
cation (k, P) > k. exp P est un difffomorphisme de K x p sur G.

THEOREME 1. — Soit v une fonction différentiable de G dans C* vérifiant les conditions
suivantes :

(a) la restriction de v @ K est un morphisme non trivial de K dans T;

(b) la restriction de v a exp p est strictement positive et K-invariante;

(¢) v(k.exp P) = v (k).v (exp P) pour tous ke K et Pep.

Notons u la restriction de v a K et D u, sa différentielle en e; posons w (g) = v (g)/| v (2) |
pour tout g € G. 1l existe un unique 2-cocycle différentiable réel f sur G vérifiant E o f = 0, w
et f (e, e) = 0. De plus

1) f(g1,8)=0 si g, ou g, appartient 3 K,
()] [ (g1 82) = f (ko ' g1 ks, ki g2 ky), VgieG, kek,
) A Ki Xp) == Du (X, X, ¥Xiep.
Démonstration. — Notons tout de suite que (2) est une simple conséquence de (1)

et du fait que f est un cocycle.
Les hypothéses faites sur v entrainent

(4) amw(kgla g2) = amw(gl, g2 k)’ Vgiec}, kGK,
&) Onw(gy, 82) =1 si gyoug,ekK.

donc J,, w passe au quotient en une application différentiable ¢ de KN\ G x G /K dans T,
comme K\ G et G /K sont simplement connexes, il existe une application différentiable
¢ de KN\GxG_K dans R vérifiant

Eog=¢, ¢(Ke eK)=0;
on a, en vertu de (5) :
(6 0(Ke,x)=¢(y,eK)=0, Vx,y.

Posons f (g1, g2) = ¢ (K g4, g, K); f est différentiable, vérifie Eof =0, w et aussi (1)
a cause de (6); f est un cocycle car

Ecdf =0,(Eof)=1

et, comme G est connexe, d f = 0. Démontrons enfin (3). Pour cela nous utiliserons le
lemme suivant :

LEMME 2. — Pour X, X, ep on a

2
2miAf (X, X,) =

(w(expt; X;.expt, X;)—w(expt, X,.expty X;))
14t

pour t;=t,=0.
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COHOMOLOGIE REELLE DE GROUPES DE LIE SIMPLES REELS 281

Démonstration du lemme. — On peut supposer X, et X, linéairement indépendants;
prenons une base Xj, ..., X, de g commengant par X, X,, et les coordonnées canoniques
de deuxiéme espéce correspondantes : tout élément de la forme exp¢; X; ... exp ¢, X, a
pour coordonnées ¢y, ..., t,. On a, pour ¢, et ¢, voisins de 0, en notant 9;,9;0;, ... les
dérivations partielles :

27mi. f(expt; Xy, exp, X,) = log(w(ty, 0,0, ...). w(0, 5,0, ...).w(ty, 15,0, ...)" 1),

i(idf:m) =0, w(e)—w(, t,,0, ...)" .0, w(0, t5, 0, ...),
dtl t1=0
2
(idem) . =0, w(e).0,w(e)—0,0,w(e)
dtl dtz t1=t2=0
= iw(exthl) .iw(exthZ)
dt t=0 dt t=0

2
-4 w(expty X, .expt, X,)
dt, dt,

9
t1=t2=0

d’otr le lemme.
Fin de la démonstration du théoréme. — En vertu du lemme 2 et d’une formule classique
relative aux groupes de Lie (¢f. [2], p. 96), on a
21 Af Xy, X) = (X, Xy 0) (€)— (X X, ) (€)
= —Dwe([Xl, X ]) = “D“e([xl’ X, ])
C.Q.F.D.

Remarque. — On peut exprimer le théoréme 1 sous la forme plus simple suivante :
f est la détermination continue (qui existe d’aprés le théoréme) de la fonction

(81> 82)— 2—11; arg(v(g,).v(g2).v(g;:82)™Y)

égale a 0 au point (e, e).

Remarque 2. — On trouvera dans [14] et [15] des procédés plus généraux mais moins
explicites pour associer a tout élément de H" (g, f, R) un n-cocycle sur G.

3. Construction de fonctions v vérifiant les conditions (), (b), (c) du théoréme 1

Remarquons tout d’abord que f ne dépend que de w = v/| v |, donc que de u = v |;
en fait f est méme indépendant de u & un facteur constant prés, car si I’on part de u" au
lieu de u, on obtient le cocycle nf. Pour obtenir une fonction v vérifiant (a), (), (¢), on
peut évidemment se donner u € Hom (K, T) et poser v(g) = u (k) si g = k.exp P; mais
le calcul explicite de w nécessite alors la connaissance de la décomposition g = k.exp P,
qui n’est pas trés aisée a calculer. On va indiquer un autre procédé permettant d’obtenir
des fonctions v.
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282 A. GUICHARDET ET D. WIGNER

THEOREME 2. — Notons g, ¥, v, les complexifiés de g, ¥, p, J une structure complexe
f-invariante sur p; pour g € G on note encore Ad g action adjointe de g dans g.; on note
pS et p; les deux composantes T-irréductibles de p, : p* est ensemble des éléments de p,
de la forme X+iJX avec X ep. On note 11 le projecteur de g, sur p; parallélement a
t.+p; pour g € G on note T, I’opérateur C-linéaire suivant dans p} :

T,=T-Adg |,z-
Alors la fonction v définie par v (g) = det T, vérifie les conditions (a), (b), (c) du théoréme 1.

Démonstration. — Soient ke K et Pep; on sait que Adk permute & II et que
(ad P)" (p.) est inclus dans ¥, pour n impair et dans p, pour # pair; notons IT’ (resp. I1") le
projecteur de p, sur p) parallélement & p. (resp. de g, sur p, paralléelement a f); on a
II=1II'-II" et

Tiexpp =I'cI"0Adko ), (n!)"' (ad P)"
n=0

s
=AdkoIl'oII"0 Y. (n)~ ' (ad P)"

n=0

»d

=AdkoIl's ) 2n!)~*(ad P)*"

n=0

=AdkoIl'echadP |,s:.

ol

Ceci démontre la condition (c); ensuite la restriction de v & K est évidemment un morphisme
de K dans T; il est non trivial parce que, notant Z, un élément du centre de f tel que

adZ,|,=1J, ona

T =e "] our tout réel ¢.
exp tZog p
La restriction de v a exp p est K-invariante parce que
-1,
Tk.exp Pk-1 = Tk'Texp p- Tk s

reste & voir qu’elle est strictement positive. Pour cela définissons un produit scalaire hermi-
tien (|) sur p, par la condition que (X |Y) = B (X, Y) pour X, Y € p, ol B est la forme
de Killing. Utilisant le fait que J est B-antisymétrique (lemme 1 ¢), on vérifie immédiate-
ment que p; et p, sont horthogonaux; donc IT" est hermitien. D’autre part, pour tout
Pep, (ad P)? |, étant B-symétrique et positif (ad P)* |, est hermitien et positif. Mais

Texpp =Ips+ 21 M'eQ2nY) *@dP)* | ;
n= »d

Texp p est donc égal & I plus un opérateur hermitien positif; son déterminant est donc
strictement positif.
C.Q.F.D.

Nous allons maintenant donner deux autres définitions de la fonction v du théoréme 2.
Notons G, le groupe simplement connexe d’algébre de Lie g., K, le sous-groupe d’algébre
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de Lie f,; posons P, = exp pZ; supposons G plongé dans G,. On sait (¢f. [2], chap. VIII,
§ 7) que P, est un sous-groupe abélien de G,, difféomorphe & p? par ’application exp,
dont nous noterons log I’application réciproque; que 1’application naturelle

P_xK.xP, -G,

est un difféomorphisme du premier espace sur un ouvert du second contenant G (on
peut donc écrire tout g € G sous la forme

g=-expp_(g).k(g).expp. (),

et enfin que I’application g — p_ (g) passe au quotient en une injection M de G, /K dans
p, A image ouverte (plongement d’Harish-Chandra). L’action naturelle de g€ G sur
G/K se transporte par M en une action, notée A,, sur Im M.

Pour g € G, on définit encore T, par la formule du théoréme 2.

THEOREME 3. — Pour tout ge G, v(g) est égal au déterminant de I’opérateur
Ti oy = Adk (g) |v:’ et aussi au conjugué du déterminant de la différentielle de A, au
point 0,

Démonstration. — Ecrivons g = exp p_.k.exp p, la décomposition de g; on a

Tg=Hoe"d"' oAdkoe*P+

|v£—* ’

comme p) est une sous-algébre abélienne on a aussi
— ad p- i
T,=Ice* P cAdk |,+;

mais (ad p_)" (p]) est inclus dans ¥, pour » impair, dans p,” pour n = 2 (vérification facile),
donc nul pour n = 3; on a donc :

T, = Adk |,q
ce qui établit la premiére assertion. Pour démontrer la seconde, considérons les applications
M N
G/Kc—»P_—>G_ /K, P,;

soit X un élément de p_, f une fonction C* sur G_“K_ P, identifiée & une fonction sur G_;
on a

(A X (f +N) = (- NE)() = & f g-exp1X)
- %f(expp_.k.expp+ .exptX)
- ditf(expp_ k.exp (t. e ?* (X))
- ditf(expp_.k.exp(tx+tadp+ X)+ é(adp+)2(X)))
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284 A. GUICHARDET ET D. WIGNER

= gf(expp_.k.exth)
t

= dif (exp p_.exp(t.Ad k(X))
t

= (Ad k (X))Ag 0) (f ° N),
d’ou :
Ag Xo = (Ad k (X))Ag 0)»

ce qui démontre la seconde assertion.

4. Description de H? (G, Z) et H2 (G, T)

Il s’agit ici de la cohomologie définie a 1’aide de cochaines boréliennes; on note s une
section borélienne de ’application E : R— T. On prend ici pour u un générateur du
groupe Hom (K, T).

THEOREME 4. — L’application f = f—0 (s o w) appartient a Z* (G, Z); sa classe dans
H? (G, Z) est un générateur de ce dernier groupe, qui est isomorphe a Z.

Démonstration. — 11 résulte de [1] théoréme 4, que l’application de restriction

H? (G, Z) - H?(K, Z) est un isomorphisme. D’autre part dans la suite exacte de
cohomologie

H'(K, R) > H'(K, T) = Hom(K, T)— H?(K, Z) » H*(K, R),

les termes extrémes sont nuls, donc a est un isomorphisme; il en résulte que H? (G, Z)
est isomorphe 4 Z. Par ailleurs il est clair que f est un 2-cocycle entier non trivial. Il suffit
maintenant de montrer que la classe de f |xx1< dans H? (K, Z) est un générateur; mais
flxxx est égal & —0 (s o w) puisque f]KXK =0etw |K = y; autrement dit la classe de
f~ [KXK dans H? (K, Z) n’est autre que o (#); notre assertion résulte alors de ce que u est
un générateur de Hom (K, T).

THEOREME 5. — Soit k un nombre réel; E o kf est un 2-cocycle différentiable de G
dans T, qui est trivial si et seulement si k est entier. Si de plus le groupe fondamental . (G)
est sans torsion, tout 2-cocycle borélien de G dans T est équivalent @ un cocycle de la forme

E o kf.

Démonstration. — 1l est clair que E o kf est un 2-cocycle différentiable, trivial si k est
entier. Inversement supposons E o kf trivial; alors kf est équivalent dans Z* (G, R) & un
cocycle entier, et il en est de méme de kf; le théoréme 4 implique alors que k est entier.

Supposons maintenant 7; (G) sans torsion; les résultats de [1] entrainent que
H3®(G, Z) = 0 ; enfin la suite exacte de cohomologie montre que I’application
H2? (G, R) = H% (G, T) est surjective.

Remarque 3. — L’hypothése « m; (G) sans torsion » est vérifiée pour les groupes
SU (p, 9), Sp (n, R), SO* (2 n), SO, (2, 1), mais pas pour SO, (2, g) pour ¢ = 3; on doit
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COHOMOLOGIE REELLE DE GROUPES DE LIE SIMPLES REELS 285

remplacer ce dernier par un revétement d’ordre 2 ayant pour sous-groupe compact maximal
SO (2) x Spin (g). Sans cette hypothése on peut seulement affirmer que H3 (G, Z) est
fini (*) (toujours d’aprés [1]), et donc que I’image de H? (G, R) dans H? (G, T) est d’indice
fini.

5. Exemples

On va examiner ici les cas (I) a (IV), laissant les groupes exceptionnels pour un travail
ultérieur. On notera M ( p, ¢, C) I’ensemble des matrices complexes a p lignes et ¢ colonnes;
M; (p, g, C) (resp. My (P, ¢, C)) le sous-ensemble de celles qui sont symétriques (resp.
antisymétriques) (?). Pour éviter des confusions on notera E x E le complexifié d’un espace
vectoriel réel E, et (X, Y ) ses éléments (plutét que E @ i E et X+iY). Pour chacun des
exemples étudiés on décrit successivement G, K, g, son involution de Cartan 6, f, I’élément
Z, de T qui définit la structure complexe J de p, p, J, p/, 'opérateur T, du théoréme 2,
v (g) = det T,, une fonction v" plus simple que v vérifiant aussi les conditions (a), (b), (c)
du théoréme 1; et enfin une forme bilinéaire alternée f-invariante @ sur p.

Cas (D).

G est I’ensemble des matrices complexes

p q
g=P<g11 g12>
q\ 821 822

verifiant gjg* =j et detg =1 ol j = <(I) _01)

K est ’ensemble des matrices ci-dessus ol g,, = g,; =0, g, € U(p), 2,2 U (9)
et detgu.det g22 = l

g est I’ensemble des matrices complexes

X = (Xil XIZ)
Xi2 Xz
ou X;, et X,, sont antihermitiennes et Tr X;; +Tr X,, = 0.

0(X) =—-X*.
f est I’ensemble des matrices ci-dessus ou X;, = X,; = 0.

Zo=ﬂ(i1/p 0 )

p+q\ 0 iljq
, . 0 R . ,e .
p est l'ensemble des matrices X = R* 0 ou ReM(p, q, C); on [lidentifie a

M (p, ¢, C) par X « R; alors J (R) est le produit ordinaire i R.

(*) Et isomorphe au sous-groupe de torsion de m, (G).
(®) Dans le cas ou p = gq.
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286 A. GUICHARDET ET D. WIGNER

p) est I'ensemble des couples (R, i R) ol R e M (p, ¢, C); on I'identifie 3 M (p, ¢, C)

par (R, i R) & R. Alors
T,(R) =g, Rg3,
v(g) = (detgy,)" (detg,»)",
v'(g) =detgy,
[en fait on peut montrer que v (g) = (v' (g))**1] :
®(X;, X,) =iTr(R;R¥—R,RY).
Cas (ID.

G est I’ensemble des matrices réelles
2 g

g= 2(811 812)
q\821 822
‘. , . .. 1 0 ,
vérifiant gj g =j, detg=1, detg,; >0, ou j= 0 —I K est l'ensemble des
matrices ci-dessus ol g, = g2; = 0, g1{ €SO (2), g5, €SO (9).

g est I’ensemble des matrices réelles

— Xll XIZ
X‘(KH X,

ou X, et X,, sont antisymétriques.

0(X) =—"X.
f est I’ensemble des matrices ci-dessus ou X;, = X,; = 0.
0 1
0
-1 0
Z, = _
° 0 |0

p est ’ensemble des matrices
[ 0 X
x= ('Xlz 0 )
ou X,;,eM(2,q, R); X,, est composée de deux lignes X;,;, X;5,; on identifie p 2
M(l, g, C) par X & R = X,,,+1i Xj,,; alors J (R) est le produit ordinaire i R.

p} est identique & celui du cas (I) en remplagant p par 1.
Calcul de T, : écrivons

_(A B _[ %11 G412
g—<c D>EG’ A—(an ay )

(Bl), C=(C,Cy), B;= (bij)’ C= (cij)’

i

B B,

D=(djk): j,k=1,---"1-
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Alors :
1 1 . .
Tg(R) = — E(Bl +i Bz).'R.t(Cl - iCz)+ 5(_011 +azz+ laz — lalz).R.’D

1 . . 1 . .
v(g) = detl:" E(b1k+lb2k)(clj—l‘:2j)+ E(a11+a22+la21—'a12)djk:|

j,k=1,...,q
, oo 1 . .
v'(g) = 5(“11*’“22”"’“21"“12)

(en fait on peut montrer que v = v’ lorsque ¢ = 1, et cela reste probablement vrai dans le
cas général).

® est donnée par la méme formule que dans le cas (I).

Cas (IID).

G est ’ensemble des matrices réelles
n n

g = "(811 g12)
n\ 8 822
verifiant gj'g =j ou j = < —(-)I (I))
k k
k = 11 12)
(_k12 k11

kiy'kyg+kys'kip =1,
k11tk12—k1z'k11 =0;

K est ’ensemble des matrices

avec

K est isomorphe a U (n) par k &>k, +iky,.
g est I’ensemble des matrices réelles

X X
X = [ 21 12 )
(X21 —Xi11

ou X,, et X,, sont symétriques.

0(X) =-X.
f est ’ensemble des matrices
X X
X = 11 12)
(_X12 X11
ou X,; est antisymétrique et X,, symétrique.
Zy =(1/2) .
X X
X = 11 12 )
(Xu —Xi1

p est I’ensemble des matrices
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 38



288 A. GUICHARDET ET D. WIGNER
ou X,, et X,, sont symétriques; on ’identifie & M, (n, C) par
X o R=X;—-iX;,;
alors J (R) est le produit ordinaire i R.
p} s’identifie, par le méme procédé qu’aux cas précédents, & M; (n, C); alors :
1 . . . ,
T,R) = Z(gu +822+i812—i821) R/ (811 +822+i812—i821),
1 2n
v(g) = (deti(gu +822+ig12— ig21)> s

, 1 . .
v'(g) = deti(gu +822+i812—i821)s

® est donné par la méme formule que dans les cas précédents.

Cas (IV).

G est I’ensemble des matrices complexes de la méme forme qu’au cas (III) mais vérifiant
g'g=1Tlet gjg* =

K est le méme qu’au cas (III).

g est ’ensemble des matrices complexes

X X
X = 11 12 )
("tXm —X11

ou X, est antisymétrique et X,, hermitienne.
0 (X) =—-X*.
T est le méme qu’au cas (III); idem pour Z,.

p est I’ensemble des matrices de la méme forme qu’au cas (III), mais o Xy, et X,
sont imaginaires pures et antisymétriques; on 1’identifie 8 M, (n, C) par la méme formule
qu’au cas (III); la suite est identique a celle du cas (III).

6. Remarques diverses

Remarque 4. — Considérons le groupe G = Sp (1, R) = SL (2, R); on a, pour tout

a b
, 1 _
v (@) = 5(a+d+zb—lc);
le 2-cocycle f est égal au produit de 1/2 = par une détermination continue de la fonction

argd,w ou w(g) =1 (g)/| v' (g) | Notons maintenant argcont cette détermination
continue. D’autre part notons argz, pour tout ze C* D’argument de z vérifiant
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—n £ arg z < w; suivant le théoréme 4, on obtient un 2-cocycle entier borélien ¢ équi-
valent a f en posant
27Q(gy, g,) = argcont o, w(g,, g,)—arg(a, +d, +ib, —ic,)
—arg(ay+d,+iby,—icy)+arg(a;a,+ ... —id  c,).

On utilise en Théorie des Formes modulaires un 2-cocycle entier borélien voisin du nétre
(¢f. [5] ou [8], §3.2) :
2n'¥ (g, 82) = arg(ic, +d,)
+arg! by +d, d?+l(cl a;+d; ¢;) —arg(c, by+d,dy+i(cya,+dyc,)).
1Cy + d2
Par ailleurs, pour les groupes Sp (n, R) Dupont a donné dans [6] un 2-cocycle sous la
forme d’une intégrale.

Remarque 5. — Pour chacun des exemples (I) a (IV), p s’identifie 4 un espace de matrices
complexes, et de plus on peut définir un 2-cocycle sur g par la méme formule :

® (R, Ry) = iTr(R;R3—R, RY).
Ceci suggére de définir, pour tout entier s, un 2 s-cocycle complexe ®; par
DRy, ..., Ry)= Y &.Tr(R,R¥...R,,.  ,R¥);

ceSas

on a alors ® = i ®}; on peut ensuite faire des cup-produits de ces cocyles et poser

s — BSt S
D =0 LD,

avec s = s;+...+s, Nous avons vérifié que pour G = SU (p, q) et pour s = 1, 2, 3,
les cocycles ainsi obtenus engendrent H?*; on peut conjecturer que c’est encore vrai pour
tout s. Par contre ce n’est pas vrai pour G = SOq (2, g); pour ce groupe on a en effet :
— pour g impair
dimH2’={ Lsios=0,1,...,9,
0 sinon,

— pour g pair

1 si §s=0,1,...,q9/2—-1,q/2+1, ..., q,

dimH*=<{ 2 si s=gq/2,
0 sinon.

Or pour un s donné les divers ®;  _ sont proportionnels a la s-iéme cup-puissance
de ®}. Un cocycle non proportionnel & celui-ci pour s = ¢/2 est le suivant :

R,,
R,,
Ry, .., Ry Y, g det .
ceCGyy .
R“Zs—l
L RUZ: -

(on considére chaque R; comme élément de M (1, g, C)).
Nous espérons revenir sur ces questions dans un travail ultérieur.
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APPENDICE

IsomorPHISME DE H"(G, E) sur H"(g,{, E).

Pour tout G-module différentiable E, W. T. Van Est a démontré I’existence d’un tel
isomorphisme en utilisant la suite spectrale qui porte son nom; nous construisons ici un
isomorphisme explicite. On note U la représentation de G dans E.

D’aprés [4] et [11] on a deux résolutions fortement injectives de E :
0-E->C’>C'> ...
0-E->Q°-»Q' - ...

C" est I’ensemble des applications différentiables de G"*! dans E, notées habituellement
(80, 15 - > &) S [80 (81> - - -5 &) ], et vérifiant les relations suivantes :

flgo(gss ---»8)]=0  sil’undes g appartienta K(i=1, ..., n),
f[go(gp sy gn)] = f[goko(kt;lgl ki, kflgz ky, ..oy kn_—llgnkn)]
pour tous g; € G, k; € K; ’action de G est donnée par
0 Ngoess - 8] =Uy f [ 80 (81, - - 8]

et Iopérateur cobord par

©Bfgo®1 -->8)]=S[8081(82 ---> 8n]
+.§1(—1)if[g0(gl’ s> 8i8it1> o gn)]

+(—1)nf[g0(g1’ sy gn—-l)]'

Q" est ’ensemble Q" (G, 7K, E) des n-formes différentielles C* sur G 7K a valeurs dans E;
si © est une telle forme, et X, ..., X, des vecteurs tangents en un point x de G /K, on note
o, (X;, ..., X,) la valeur de ® sur X, ..., X,; si maintenant X, ..., X, sont des champs
de vecteurs tangents, on note o (X;, ..., X,) la fonction x — o, (X;, ... X,).

L’action de G sur Q" est donnée par
(yo0), = U,e0,-1,°D,7T,-1,

ol 7, est ’application x+v.x et D, t, — sa différentielle au point x; I’opérateur cobord
est donné par

@)Xy, - X)= Y (=D X 0Ky, - Xsy oy X))
i=1
+ Y (=D o([(X0 X Xy o 0r Xis s Xy, o, X))
i<j

X;.0o Xy, ..., )A(i, ..., X,) désigne la valeur prise par le champ de vecteurs X, sur la
fonction o (X, ..., X;, ..., X,)).
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Notons C*@ (resp. Q*©) le sous-complexe de C* (resp. Q*) formé des éléments G —inva-
riants; les cohomologies de C*C et Q*C sont canoniquement isomorphes, celle de C*S
n’est autre que H* (G, E); de plus tout morphisme de complexes T de C* dans Q* com-
mengant par id : E— E induit I’isomorphisme canonique entre les cohomologies de
C*CG et de Q*C. D’autre part on obtient un isomorphisme S de Q*® sur le complexe
Hom;, (A* p, E) en associant a toute forme différentielle G-invariante sa valeur au point e K.

On va utiliser le morphisme T défini comme suit : a toute f € C" associons la n-forme
différentielle T’ ( f) sur G définie par

i > > d
T (N Xy, ..., X,) =Zsumf[g(exptlxw oo expt, X, )]
[+ 1+ n

(la dérivée est prise pour #; = ... =t, =0; X désigne le champ de vecteurs invariant
a gauche associé a X € g on voit facilement que T’ (f) provient d’une forme différentielle
sur G /K; c’est cette derniére forme qu’on note T (f'). La seule chose & vérifier est que T
est compatible avec les opérateurs cobords & de C* et d de Q*; car ceci fait il sera clair
qu’en composant TS : C*¢ — Q*S avec S, on obtiendra ’application f’ > df ' considérée
au paragraphe 1.

Vérifions donc que T’ (8 f) = d (T’ (f)) pour feC" . On a
TGN, Xy, -o0s Xp)

= Z%ﬁ{f [g.expt; X, (expt2 Xqys - - -5 €XP 1, X,)]
(4] 1 n

+n§ (=1 f[glexpt; X, - .., expt; Xy,
; X €XPtiy1 Xggyps -« > €XD 1 Xq,)]
+(=1"f[glexpti Xe,s -, exptn-lxon-l)]};
le dernier terme est nul; en utilisant la formule de Hausdorff on obtient
T3 f)yXys - - > X,)

dn
= Zscdt—dt{f[g.exptlxw(exp 1 X6y - - > €Xp 1, X,.)]
o 1+ n

n—1 . 1
+ z (_1)lf[g(exptlxols ey expititH‘l
i=1
X[ Xg> Xorar b -+ > €XP t,,X,")]}
=Y (-Y"X.TN,XKp -5 Xjs oo X))
j=1

+.Zj('~l)i+j'T'(f)g([Xi: Xj]’ Xl, -",Xiy "',Xj, "'1Xn)

= d(TI (f))g(il’ SRR )zn)
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