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V.A. ROHLIN (1919-1984) 

Vladimir Abramovich Roh1in est ne a Baku Ie 23 aOut 1919. II 

commenca ses etudes universitaires en 1935 au departement de mecanique 

et mathematiques de l'universite de Moscou. Ses professeurs furent 

A.I. P1esner (son consei11er scientifique officiel), L.S. Pontryagin, 

P.s. Alexandrov, A.N. Kolmogorov. En 1940, 11 terminait ses etudes dans 

ce departement et restait la pour un 3eme cycle (naspirantura ll
, une pe­

riode de trois ans durant laquelle on prepare sa "these de candidat n). 

En 1941, quand l'Allemagne attaqua I'U.R.S.S., Rohlin rejoignit Ie 

corps des vo1ontaires du Peuple (unites militaires non entrainees). 

Son unite fut encercle et Rohlin fait prisonnier par les allemands. 

Ensuite, il reussit a s'echapper, a rejoindre l'armee sovietique et 

finit la guerre comme traducteur militaire (Rohlin parlait couramment 

I'allemand). Immediatement apres la guerre Rohlin fut emprisonne par 

la securite de l'armee (comme ce fut Ie cas pour de nombreux anciens 

prisonniers de guerre) mais fut libere a la fin de l'annee 1946. 

De 1947 a 1952, Roh1in travailla a l'institut mathemat1que 

Steklov de Moscou comme assistant chercheur dans Ie departement de 

Pontryagin. II s6utint avec succes sa these de candidat ("Espaces de 

Lebesgue et leurs automorphismes U
) en 1948 et son doctorat ("les clas­

ses les plus importantes de systemes dynamiques avec une mesure inva­

riante U
) en 1951. 

En 1952, Rohlin partit de Moscou pour Arkhangelsk ou il fut 

professeur de mathematiques a l'institut des Bois et For~ts. De 1955 

~ 1957, 11 enseigna a l'institut pedagogique d'Ivanovo, et de 1957 a 
1960 dans un institut similaire a Kolomna. En 1960 Rohlin quitta 

Kolomna pour Leningrad ou il fut professeur au departement de mathema­

I iques et mecaniques de l l universite de Leningrad pendant vingt et un 

.Ins. II fut Mis a la retraite en 1982 bien qu'il fftt toujours un cher-

ix 
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cheur tres actif a ce moment. V.A. Rohlin est mort d'un arr~t du coeur 

Ie 3 decembre 1984. 

Rohlin a travaille dans differents domaines des mathematiques. 

Ses principaux champs d'activite furent la theorie de la mesure, la 

theorie ergodique, la topologie et la geometrie algebrique reelle. Au 

debut, la theorie de la mesure et la theorie ergodique prevalurent. 

Dans les annees 1940-1949 il accomplit nombre de travaux fondamentaux 

qui influencerent grandement Ie developpement ulterieur du sujet. La 

periode suivante (1950-1958) debute avec ses plus celebres investiga­

tions topologiques - elles sont presentees dans les papiers reunis dans 

ce volume. A la m~me epoque il publia aussi des resultats fondamentaux 

sur Ie cobordisme et les classes caracteristiques. En 1958, alors que 

la notion d'entropie venait d'@tre introduite par Kolmogorov dans la 

theorie ergodique, Rohlin revint a cette derniere. II organisa et di­

rigea un semina ire de theorie ergodique a l'universite de Moscou, dont 

ltactivite fut une etape decisive dans Ie developpement de la theorie 

ergodique (il habitait alors a Kolomna a environ 100 km de Moscou, et 

devait prendre Ie train pour Moscou chaque semaine). A partir de 1965, 

Rohlin etudia principalement la topologie. Ses recherches concernent 

les classes caracteristiques, les varietes de basse dimension et la 

topologie des varietes algebriques reelles. L'etat actuel de ce der­

nier sujet est largement dft a Rohlin. 

Rohlin etait un brillant conferencier. Ses conferences se 

remarquaient pour leur elegance et leur lucidite. Sa conversation et 

ses ecrits frappaient par une attention soignee envers la langue. L'ac­

tivite pedagogique de Rohlin fut a son sommet a Leningrad : avant son 

arrivee la topologie moderne y etait inconnue et c'est Rohlin qui ren­

dit la topologie tres populaire parmi la communaute mathematique de 

Leningrad. II crea Ie premier coumde topologie pour jeunes etudiants 

en U.R.S.S. et concut un systeme complet d'etudes topologiques pour 

les futurs topologues. A Leningrad, Rohlin crea une ecole scientifique 

dont les membres travaillent maintenant dans differents domaines des 

mathematiques. Son contact et sa collaboration influencerent auss! de 

nombreux autres mathematiciens. Sa largeur d'esprit et sa profonde 

comprehension des gens et des choses attiraient a lui de nombreuses 

personnes pourtant bien dlfferentes. Sa perte sera durement ressentie 

a Leningrad aussi bien que dans la comrnunaute mathematique internatio­

nale. 
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Introduction 

Les articles rassembles iei datant d'epoques et de lieux va­

ries, cette courte introduction propose quelques reperes pour les met­

tre en perspective. Pour une introduction generale, avec de nombreuses 

references, aux varietes de dimension quatre voir Mandelbaum [Man, 1980 

Pour une histoire des rapports personnels entre Rohlin et son theoreme 

voir l'appendice a la premiere partie de ce volume. 

xv 
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Sans doute Ie premier resultat specifique a la dimension 4 

est la remarque de Pontriaguine [P1, 1949] (independamment due aussi a 
Milnor [Mi, 1956) s'appuyant sur Whitehead [W2, 1949]) comme quoi deux 

varietes fermees, orientees, simplement connexes ont m@me type d'homo­

topie oriente si et seulement si elles ont des formes quadratiques 

d'intersection isomorphes (plus tard, Wall [Wa, 1964] montrera m~me 

que dans ce cas les deux varietes sont h-cobordantes). Ensuite Rohlin 

continuant Ie travail de Pontriaguine sur Ie ca1cul des groupes dlhomo­

topies 7f + (Sn) pour p = 0,1,2 (cf. par exemple [P2, 1955]) s I atta-n p 
que au cas p = 3 et, puisqu' il utilise la methode di te de Thom-

Pontriagulne, est nature1lement amene a calculer Ie groupe de cobordis­

me des varietes orientees de dimension 4 et a noter qulune variete 1is­

se fermee simplement connexe admettant une structure spin (ce qui equi­

vaut a dire que sa forme quadratique d'intersection ne prend que des 

valeurs paires) a une signature divisible par 16 [R1, 1952]. II est a 
signaler que ce dernier resultat est strictement lie au fait que 

7fn+3 (Sn) C:! 'O../2411. En fait, Rohlin commence par "prouver" que 

7fn +3 (Sn) C:! 'O../12Zl puis se corrige et obtient simultanement Ie bon re­

sultat pour 7f 3(Sn) et sa formule pour la signature. Ces resultats n+ 
furent annonces en 1952 dans une serie de quatre notes aux comptes ren-

dus de l'academie des sciences sovietiques. Ce sont ces notes qui sont 

iei traduites et largement commentees pour la raison que les methodes 

geometriques qu'elles recelent furent longtemps oubliees. En effet, 

l'importance des resultats de Rohlin n'a certainement pas echappee a 
ses contemporains, mais profitant des puissantes methodes algebriques 

inaugurees par Serre [Se, 1951] pour calcu1er les groupes d'homotopie, 

i1s renverserent la vapeur et classiquement la formule de Rohlin se 

deduisit de la connaissance de 7f 3(Sn). C'est la preuve que l'on n+ 
trouve chez Milnor-Kervaire [MK, 1958] ou Ie resultat est etendu aux 

varietes lisses fermees presque parallelisables de dimension 4n. Si­

gnalons cependant une petite extension par Kervaire-Milnor [KM, 1961] 

du theoreme de Rohlin qui mettait 1'accent sur les spheres caracteris­

tiques d'une variete de dimension 4 preparant ainsi les extensions a 
venire Cette remarque avait aussi une saveur plus geometrique que la 

formulation de Rohlin et se revelera utile en relation avec l'invariant 

d'Arf des noeuds (voir Robertello [Rob, 1965]). 

Le theoreme de Rohlin donne bien sftr des restrictions sur les 

formes quadratiques realisables comme formes quadratiques d'intersec­

tion d'une variete lisse fermee simplement connexe de dimension 4. Par 

exemple la forme ES ne peut @tre ainsi representee. Mais aucune autre 
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restriction ne sera trouvee avant la contribution recente de Donaldson 

[D, 1983] qui dit qu'une forme definie n'est ainsi realisable que si 

elle est standard. Pour sa part Freedman [F1, 1982] a montre que toute 

forme quadratique est realisable comme forme d'intersection d'une (par­

fois deux) variete topologigue fermee simplement connexe de dimension 4. 

L'importance et l'ubiquite de ce resultat de Rohlin sont tel­

les qu'on Ie retrouvait derriere la plupart des articles sur la dimen­

sion quatre mais aussi dans d'autres domaines, de maniere parfois inat­

tendue. Voici trois exemples importants : 

1) Le resultat de Rohlin permet de definir Ie ~ invariant 

d'une sphere d'homologie entiere de dimension 3 comme suit (cf. [EK, 

1963] ou [HNK, § 7]) : on sait(*) qu'une telle sphere x borde une va­

riete lisse de dimension 4, simplement connexe et dont la forme qua­

dratique d'intersection est paire. Alors la signature de Y,o(Y), est 

divisible par 8 et on considere ~ (X) = a ~y) mod 2 comme un element 

de ll/2~ qui est defini independamment du choix de Y grace a la 

formule de Rohlin. Les classes d'homologie cobordisme (H-cobordisme) 

des spheres d'homologie entiere s'organisent en un groupe e~ et ~ 
induit une application bien definie et surjective ~: e~ ~ ~/2ll. 
De nombreux resuitats epars ont ete etablis concernant ce ~-invariant 

(voir Mandelbaum [Man, 1980]). Citons Ie dernier resultat (hiver 1985) 

sur Ie sujet : il est dQ a A. Casson (non publie) et utilise des idees 

ct methodes recentes. II existe un invariant A(X) Ell associe a tou­

te sphere d'homologie entiere orientee X qui n'est pas un invariant 

de H-cobordisme mais verifie A (X) = JJ. (X) mod 2. De plus 

A(-X) = -A(X) si -X designe X munie de I'orientation opposee et 

A(X) =0 si X est une sphere d'homotopie. Une propriete supplementai­

re un peu technique suffit a caracteriser A uniquement. 

2) De maniere plus surprenante, la formule de Rohlin et Ie 

u-invariant sont au coeur de l'existence de varietes topologiques de 

dimension> 5 sans triangulation combinatoire [Sb, 1970] et de l'even­

luelle possibilite de les trianguler malgre tout (de maniere non com­

i>inatoire) [GS, 1976], [Ma, 1976]. 

3) Cappel et Shaneson [CS, 1976] ont construit une variete 

Icrmee de dimension 4 ayant Ie type d'homotopie simple de mp4 (en 

(*) Voir les commentaires dans ce volume pour une preuve selon les me­

thodes originelles de Rohlin. 
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fait homeomorphe [F2]) mais non diffeomorphe a mp4. La construction 

s'appuie sur l'existence d'un champ de reperes particulier du tore T3 

qui etait deja au coeur des notes de Rohlin. Pour montrer que leur va­

riete n'est pas diffeomorphe a mp4, Cappel et Shaneson utilisent une 

formule etendant Ie theoreme de Rohlin analogue a celIe signalee ci­

dessous mais la demontrent en s'appuyant sur Ie theoreme de Rohlin. 

Ce rOle fondamental du theoreme de Rohlin conduisirent au de­

but des annees 70 divers topologues a en chercher une comprehension 

plus directe et plus geometrique. En particulier I'hypothese spin fut 

supprimee et la formule generalisee en une congruence entre la signa­

ture de la variete et l'auto intersection et l'invariant d'Arf associes 

a une surface orientable caracteristique (clest-a-dire duale a la deu­

xieme classe de Stiefel-Whitney de la variete). Voir Casson (non publie), 

Freedman-Kirby [FK, 1978], Matsumoto [Mat, 1978]. 

Rohlin lui-m~me connaissait cette formule(*) [R4, 1972] et 

l'utilisait pour demontrer des conjectures de Gudkov sur la topologie 

des courbes algebriques reelles. Motives par les raisons ci-dessus et 

ce m~me probleme nous avons etendu la formule au cas des surfaces ca­

racteristiques non orientables [GM, 1977]. Extension dont Matsumoto a 

immediatement donne sa propre preuve. Ces deux preuves entierernent geo­

metriques et elementaires sont reunies dans ce volume. 

Le probleme de la topologie des courbes algebriques reelles 

(1ere partie du 16eme probleme de Hilbert) conduit naturellement a 
l'identification de la variete quotient de ~p2 par l'involution corn­

plexe. lei Marin reconnalt une variate diffeomorphe a s4 mettant un 

point final aux recherches de Massey [Mas 2, 1973] et Kuiper [Kui, 

1974]. 

Bien avant tout cela, Whitney [Wy, 1940) dans un des premiers 

papiers sur la theorie des fibres etudiait les plongements de surfaces 

F dans m4 et montrait que F.F = 2X (F) mod 4 au X (F) designe la 

caracteristique d'Euler de F et F.F l'auto-intersection de F dans 

m4 (toujours nulle si Fest orientable). II conjecturait aussi que 

F.F ne pouvait prendre que les valeurs: 2X-4, 2X, 2X+4, ... ,4-2X. 

Crest d'abord Rohlin qui faisait une petite tentative contre 

cette conjecture [R2, 1970] en s'appuyant sur la remarque de Kervaire­

Milnor signalee plus haute Mais c'est Massey [Mas 1, 1969] qui demon-

(*) Depuis longternps, voir l'appendice historique de Viro et Harlamov. 
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trait la conjecture grAce a une utilisation astucieuse d'un corollaire 

du theoreme d'Atiyah-Singer [AS]. AussitOt, Rohlin [R3, 1971] ~t HSiang­

Szczarba [HS, 1970], par la m@me methode, obtenaient de nombreuses mi­

norations du genre d'une surface realisant une classe d'homologie d'une 

variete simplement connexe de dimension 4 (sans pour autant clore Ia 

question. Par exemple, pour savoir quelles classes d'homologie de 

s2 x S2 sont realisees par des spheres lisses plongees, i1 a fallu at­

Lendre les resultats de Donaldson, voir Kuga [Ku, 1984]). 

Cette etat de choses a naturellement conduit les topologues 

~ donner des preuves directes, aussi elementaires que possibles, des 

corollaires du theoreme d' Atiyah-Singer utilises. C' est ce que fai t ici 

pour nous C. Gordon dans Ie cas de l'action d'un groupe fini sur une 

variete de dimension 4 (une telle preuve pour Ie cas d'une involution 

d'une variete lisse de dimension quelconque revient a Janich et Ossa 

[JO, 1968] et pour Ie cas de l'action d'un groupe fini sur une variete 

de dimension queiconque a P. Gilmer (voir l'article de Gordon». 

Ce m@me theoreme a ete ensuite utilise par A. Casson et C. 

Gordon pour etudier Ie groupe de concordance des noeuds classiques. 

II'exposition donnee ici, qui date de 1975, a fait I'objet d'une secon­

de presentation la completant reG, 1978]. L'appendice de P. Gilmer si­

qnale les developpements qui ont suivi cet important article. 

Enfin nous concluons Ie volume avec une redaction de trois 

('onferences fondamentales de A. Casson qui sont a l'origine des grands 

developpements recents de Freedman et Quinn. Si la seconde conference 

de Casson (qui fut peut-etre pensee la premiere) rappelle la construc­

I ion de la variete de Whitehead [W1, 1935], la premiere frappe par son 

uriginalite autant que par sa relative simplicite. Rappelons au lecteur 

que Freedman, suivant les idees de Casson et realisant plusieurs prau­

e'sses techniques a obtenu une classification complete des varietes to­

pologiques fermees simplement connexes [F1, 1982]. Tout ceci, ainsi 

que les developpements associesdeQuinn [Q, 1982], [E] se situe dans 

I~ ligne des arguments de la topologie diff~rentielle de dimension 4 

inauguree par Rohlin (nourrie par l'affluent des idees de la topologie 

qcometrique a la Bing) et en est un aboutissement. Plus recemment en­

('are, l'introduction par Donaldson [D, 1983] d'objets elabores par les 

I Jhys iciens dans Ie suj et, a fait ec later les idees que l' on se faisa! t 

::ur les varietes lisses de dimension 4 (par exemple il existe une infi­

nite de structures lisses sur m4! [G, 1985]). Voir [FU] et [L) .. 

A8ut 1985 
Les Editeurs. 
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1. SUR UNE APPLICATION DE LA (n+3)-SPHERE DANS LA n-SPHERE 

R [15] 

1. Enonce du resultat. 

Nous allons designer par '11 r(Sn) Ie r-eme groupe d f homotopie de la n-sphere 

Sfl, par f2 l' application de Hopf de S3 dans 52 [4] et par E l' operateur de 

suspension de Freudenthal [3 J . P050ns 

n-2 n-2· ( ) 
fn = E f2' g2 = f2 f3' h2 = f2 f3 f4' gn = E g2 == fn fn+l ' 

n-2 ( ) ( ) hn = E h2 = fn fn+ 1 fn+2 n iil: .3 

l'i convenons de noter de la meme maniere l' application et sa classe d I homotopie . On 

suit que 'lTJ (S2) est un groupe cyclique libre engendre par f2 (6 J et que "n+
1
(Sn) 

pour n ~.3 et 11 2(Sn) pour n ~ 2 sont cycliques d f ordre 2 engendres respective-
n+ _ 2 

ment par f et g ([ 11 J, [3 J, [15 J) . On sait egalement que Ie groupe 11 ~(5 ) est 
n n ", 

(.''yclique d'ordre 2 de generateur h2 ([15J, [6J), mais les groupes l1n+
3

(Sn) pour 

II ~ 3 n' ont pas ete calcuh~s completement. A I' inverse, on a entierement determine 

le comportement de 11 homomorphisme E sur 11n+
3

(Sn) pour n 2: 3 «(7], [18], [3]), 

lIlors qu I il reste inconnu sur "5(52) . Nous allons demontrer dans cette note que, 

I lour n ~ 3, I' application h est homotopiquement tri vi ale et que par consequent 
2 n 

t. 1T 5(5 ) = 0 • 

Remarquons d I abord que chacune des identites h == 0 (n ~ 3) entraine toutes 
n 

Il'!:i autres. En efiet, cornme l'homornorphisme E est injectif sur '"6(53) et sur 

1T 3(5n) pour n ~ 5 ([ 7J ,[3 J) et que dans 117(S4) son noyau a une intersection nulle 
ll+ 

dvec le sous-groupe E116(5J ) [18J, En- 3 est une injection de '"6(53) dans 17n+
3

(Sn) 

(II ::::= 4) . Nous allons done nous contenter de demontrer I' identite h = 0 pour n grand 
n 

2. Construction d' applications selon Pontriaguine. 

Toutes les varietes considerees seront desormais lisses et compactes (avec ou 

,'-;llllS bord). Soit Mk, k = r - n, une sous-variete close de dimension k, connexe 

Ull pas, de I' espace euclidien Rr clos en une sphere Sr par un point aI' infini. 

supposons donne, en chaque point a E Mk, un systeme F (a) de vecteurs orthonor-
n 

IlidUX v 1(a), ... ,v (a) norrnaux a Mk et qui dependent continuement de a. Le champ 

dp r'eperes (F IMIR) definit de la maniere suivante une application de 5 r dans Sn: 
n 

5 
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un voisinage Ur de Mk se decompose naturellement en un produit de Mk et d' un 

disque yn de dimension n, de sorte que tout x E UI' s' ecrit : x == {a(x) , 11 (x)} , 

ou a(x) E Mk et 1, (x) E yn; on complete V
n par un point q pour en faire une sphere 

sn et on pose f(x) == 1, (x) si x E Ur , et f(x) = 4 si x E Sr - Ur . Une construc-

tion analogue est possible pour Ie cas ou Mk est une \lariE~te pl~ngee dans Ie demi-

r r b d Mk- l 1 b d Rr - 1 d Rr , elit" espace R 1 de R , ayant son or dans e or e l' a con Ion 

Gue la partie FO du champ F induite sur Ie bord Uk- 1 soit dans Rr - 1 • Nous obtenons 
n n 

une application du disque de dimension r dans Sn qui coincide sur Ie bord 5 n- 1 

de ce elisque avec I' application obtenue a partir du champ de reperes (F~ \M
k

-
1
) • Ce 

champ sera appele bord du champ (F I Mk) . 
-- n 

J. Champ de reperes de l' application hn . 

Soit e
l

, ... ,en+
3 

une base orthonormee de R
n
+) (n ~ 2) et R6 Ie sous-espace 

de R
n
+3 engendre par e

1 
' e2 ' eJ ' e

4 
• On not era xl ' x2 ' x) , x4 les coordon­

nees dans cette base de R~. Soit T5 Ie 2-tore plonge de la maniere habitueIIe 
4 

dans Ie sous-espace x4 == ° de RO : 

xl == (4 + 2 cos 0l2) cos 0: 1 
(0 ~ a l' 0!2 < 27T) , 

J 2 4 et scit TO Ie J-tore, bord du voisinage unitaire de TO dans RO : 

xl == [4 + (2+cos atJ) cos a 2J cos 0l1' x2 = [4 + (2+cos a J ) cos "'2J sin ~1 ' 

x3 == (2 + cos Clt)sin a 2 ' x4 = sin "'3 (os Q:l,a2 ,ot3 < 21T) • 

Notons n(a) Ie vecteur normal unitaire exterieur a T3 dans R4 au point o 0 
a = (a

1
, Q:2' ~3) E T~ et posons : 

u
1
(a) = n(a)cos(a

1
+a2 +0£3) - e5 sin(tX l +0:

2
+ cx) 

u2(a) == n(a) sin (a 1 + 0!2 + 0:
3

) + e5 cos (0: 1 +"2 + OJ) , 
o 

u
3 

= e6,···,un == en+3 , Hn(a) = {u
1
(a), ... ,un(a)} 

On verifie aisement que I' application de Sn+ 3 dans Sn qui correspond au champ 

de reperes (HO I T3) appartient a la classe h . 
n ~ n 

Considerons maintenant Rn
+) com me bord du demi -espace R~+4 . D' apres le 

nO 2, on aura prouve hn = 0 si 11 on trouve dans R~+4 un champ de reperes 

(Hn I M4) de bord (H~ 1 T~ . 

La variete la plus simple de bord T~ est le produit d I un 2-tore et d' un 2-disque. 

( t) II faut lire x3 = 2 sin cx2 (voir les forrnuies sui vantes) N. d. T . 
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Cette varh~te ne convient pas dans Ie role de M4 , car Ie champ H~ ne SI etena pas 

~ur cette varh~te: son 2-tore axial est toujours pour HO un cycle caracteristique n 
au sens de [17] [20 J • 

4. Construction de la variete M4 . 

Soient R 4 I' espace euclidien, T2, T3 des tores plonges dans R 4 de Ia meme 

maniere que T~ , T~ Ie sont dans R6' et (;1 ' 1;;2 ' C3 des cercies sur T3 definis 

respectivement par les equations 0!2 = cx) = 0, ~ = 01 = 0, "'1 = "'2 = o. CompIe­

tons R4 par un point pour en faire une sphere 5 et designons par K4 et E4 res­

pectivement les parties exterieure et interieure a T3 dans 54 . E4 est Ie produit 

d 1 un 2-tore et d ' un 2-disque, avec T2 pour tore axial. Poussons Ie cercle t3 de 

T3 aIr inteI'ieur de K4 , enievons un voisinage de ce cercle, produit du cercle par 

un 3-disque et recollons a sa place Ie produit d I une 2-sphere et d I un 2-disque par 

un diffeolDorphisme. Ce recollement peut se faire de deux fa~ons homotopiquement 

differentes. La premiere fa~on transforme s4 en un produit direct p4 de deux 

2-spheres, I' autre conduit a un produit tordu de ces deux spheres. Nous allons choisir 

la premiere maniere et noter L 4 la partie de p4 en laquelle se transforme alors K4. 

Dans L 4 , prenons une 2-sphere I;2hOmologlJe(t}au 2-tore Cit
1 

+ Cit
2 

+ Cit) = 0 conte­

nu dans T3; enlevons un voisinage de l;2 ,produit d 1 une 2-sphere et d 1 un 2-disque, 

et recollons-Ie d I une maniere homotopiquement differente. Alors p4 se transformera 

en une variete 0 4 , alors que L 4 deviendra la variete cherchee M4 de bord T3 . 

Les varietes M4 et Q4 ont les proprietes suivantes, qui seules seront essen­

tielles pour la suite : 

a) Pour tout recollement a M4 du produit d 1 un 2-tore et d' un 2-disque, 

Ie 2-tore axial de ce produit devient un cycle caracteristique [17] [20 J. En parti­

culier, T2 est un 2-cycle caracteristique de Q 4 . 

b) Le nombre caracteristique de Pontriaguine X22 [12] [13 J de la 

v arif~te Q 4 est nul. 

5. Construction du champ (Hn I M4) . 

La construction explicite du champ (Hn I M4) dans R7+4 de bord (H~ I T~ 
serait fastidieuse, et nous allons nous contenter de la preuve de son existence. Pour 

n suffisamment grand, il existe un plongement de 0 4 dans Rn+4 qui envoie M4 
--------------------------------
(t) Une telle 2-sphere n I existe pas; cf. 11 article IV et les commentaires (N.d. T.) 
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dans R~+4, qui identifie canoniquement les tores T3 C Q4 et T~ (en identifiant 

les points de TJ et T6 ayant les memes coordonnees Q1 ' cx2 ' Q3)' et pour 

lequel Ies n-plans normaux a Q 
4 aux points du tore T~ tombent dans Rn+ J . Comme 

T2 est un 2-cycle caracteristique de la variete Q4 , il existe un champ de reperes 

( G I M 4) sur M4. En modifiant, s I il Ie faut, Ie signe de l' un des vecteurs de ce 
n 

champ, on obtient que son bord (G~ I T~ soit oriente de Ia meme maniere que Ie 

champ (H~ \ T~ , et en comparant (G~ \ T~ et (H~ 1 TQ ' on obtient une applica­

tion ({J du tore T~ dans la variete r n des rotations de 11 espace euclidien de dimen­

sion n . Aucun des champs G~ et HR ne s' etend sur E4 , et pour les deux, Ie 

tore T2 est un cycle caracteristique (cf. nO J et nO 4 a». Comme Ie groupe fondamen­

tal de r a deux elements, cela entraL'1e que I' application 'P est homotopiquement 
n 

tri viale sur Ie cercle '3. En enlevant E4 et en recollant a M4 a sa place Ie produit 

d' un 2-tore et d' un 2-disque de maniere a ce que ce soit l:1 ou '2 qui devienne 

homologue a 0, nous voyons que <p est homotopiquement tri viale egalement sur ces 

cercles. Elle est de plus homoIogiquement tri vi ale en dimension J ce qui decoule de 

la nullite de X
22

{Q4) (cf. nO 4, b». Mais toute application d'un J-tore homologi­

quement tri viale en dimension 1 et 3 est homotopiquement tri viale . II en est ainsi 

de fP et on peut donc obtenir Ie champ (H~ I T~ par deformation du champ 

(G ° I T~ . Le champ de reperes (H I M4) de bord (HO I TJ \ qu Ion cherche, s' obtient 
n n n 0' 4 

en prolongeant cette deformation en une deformation du champ (G 1M) • 
n 



II. CLASSIFICATION DES APPLICATIONS DE LA (n+J)-SPHERE 

DANS l.A n-SPHERE 

R [16 ] 

1. Considerations preliminaires. 

Dans ce travail, nous utilisons la methode de Pontriaguine de reduction de 

problemes homotopiques a des problemes de champ de reperes [ 15 J. On S 1 appuie 

sur les definitions du nO 2 de ma note [I J. Les classes d 1 homotopie des applica­

lions sont notees de la meme maniere que Ies applications elles-memes. Fixons une 

base e
1

, ••• , e
r 

de R
r et soient R~+l Ie sous-espace de Rr engendre par 

c
1

, ••. ,ek+
1 

et S~ la sphere-unite de R~+l . Les classes d l applications engendrees 

par Ies champs de reperes (F n IMk) C HI', r = n+k, ou Mk = s~, sont appelees 

spherigues et engendrent Ie sous-groupe spherigue 17
0(EP) de 17 (Sn) . Le groupe 
I' I' 

,"O{sn) est canoniquement un groupe quotient du groupe 'I1
k
(r) , k-eme groupe d I homo-r n 

lopie de la variete r des matrices orthogonales d 1 ordre n de determinant +1 . En 
n 

cffet, soient 'P une application de S~ dans r n' n(a) Ie vecteur normal unitaire 
+-" '. Sk d Rk+l . t E Sk F ( ) 1 ' . d ' ex_erleur a ° ans ° au pOin a 0' n a e repere-lmage u repere 

{n(a) , ek 2' .• " ek = e } par la matrice 'P (a) et f II application de Sr dans Sn 
+ +n r k 

engendree par Ie champ (F n ISO) . La classe de 'P determine celIe de f et lion 

ecrit f = D<p. Alors D est un homomorphisme surjectif de '"k(r) dans .. O(S") . 
n I' 

La variete r admet un plongement canonique I dans r 1 : la matrice 
n n+ 

IIY.'.II = I (11i' .. 1I) est definie par y,'.;:: i' .. , y.' 1 = y' 1 .;: ° (i, j = 1, •.• ,n) ; 
1J lJ 1J lJ 1,n+ n+,J 

y 1 1 1 = 1 • Ce plongement est relie a II operateur de suspension de Freudenthal 
n+ ,n+ 0 ° 1 

[3 J par ED;: D I. En particulier, E 11 (Sn) c '11 1 (Sn+) . 
r r+ 

4 Passant au cas k = J, nous allons considerer les points x E R comme quater-

!lions ayant e 1 ' e2 ' e
J 

' e4 pour unites et noter xy et (x,y) respectivement Ie 

produit et Ie produit scalaire de deux quaternions x, y. Le groupe '") (f) est 

(. 'yclique libre engendre par la cia sse de 11 application "") definie par : 

<P
3

(a) ;:: II" .. (a) II , 'Y .. (a) = (ae. 1 a- 1, e. 1) (a E 5 0
3 ; i, j;:: 1,2,J) . Le groupe 

lJ lJ 1+ J+ 
'I1~(S) est cyclique engendre par f) = D ~J . La classe f

J 
a ete etudiee par 

I H~ers et Massey [1 J. n decoule de leurs resuitats que f) n 1 est pas divisible par 

2 et que I' ordre du groupe '"6(5J ) est pair. On sait egalement que cet ordre est 

di visible par ) [16] . Le groupe 'I1)(f4) est la somme directe de deux de ses sous-

9 
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groupes cycliques libres ayant pour generateurs 'P4 , '/.>4 definis par 'P4 = I~3~' 

ltJ
4

(a) = Ib/ .. (a)II, y .. (a) = (a e. ,e.) (a E 5
0
3 ; i, j = 1, 2,3,4) . Le groupe '11°7(54) est 

1J 1J 1 J 
1a somme de deux de ses sous-groupes cycliques engendres par f4 = D cp 4 = E f3 et 

g4 = D I/It' On voit aisement que g4 est Ia classe de I' application de Hopf de S7 

dans 5 [5 J, de sorte que Ie sous-groupe {g4} est libre, et on sait que E est 

une injection du groupe 176(53) dans '"7(5
4
) et que Ie groupe '"7(5

4
) est somme 

directe des sous-group€5 EfT 6Ul) et {g4} [7 J. Ainsi, 1T~(S4) est somme directe 

des sous-groupes E 11~(S3) et {g4} . Le groupe '113 (In) , n;a 5, est cyclique 

libre engendre par ~ = In-
4 ~4 . Le groupe 17 0 3(5n) , n ~ 5, est cyclique de gene-n n+ 

rateur g = D ¢ = En-4 g4' et on sait [3 J que E est un isomorphisme de 11 3(5n) 
n n n+ 

sur 'I1
n

+4(Sn+1) pour n ~5. Enfin, Ie noyau de l'homomorphisme I de 'I1
3
(r4) dans 

113 (rS) est cyclique de generateur X4 = 'P 4 - 2 lJJ 4' et il s I avere que Ie sous-groupe 

cyclique de 'I1~(S4) engendre par h4 = D X4 = f4 - 2 g4 est Ie noyau de I' homomorphis­

me E sur Ie groupe 'IT 7( S4) tout entier. On sait que ce noyau est cyclique et on a 

determine, en des termes difierents des notres, un generateur h de ce noyau [ 18 J . 
Nous utiliserons Ie fait que I' invariant de Hopf y (h) = ± 2. Notons que y (h4) = 

= y (f4) - 2y(g4) = -2 . Comme Eh4 = EDX4 = D1X4 = 0, on a : h4 E {h}, 

h4 = It. h, y (h
4

) = It. y (h) , A = :t 1 et h4 = ±h . 

2 • Enonce des principaux resultats. 

Le groupe 11'6(53) est cyclique d'ordre 6 et engendre par f3 • Le groupe 

17
7
(S4) est somme directe du sous-groupe d' ordre 6 engendre par f4 et du sous­

groupe cyclique libre engendre par g4 . Le groupe '11
0
+

3 
(Sn) pour n ~ 5 est cycli­

que d 'ordr'e 12 de generateur g . En particulier, 1T 'l(Sn) = 17'°+3(5n) (n ~ 3) • n n~ n 

En vertu de ce qui a ete dit dans Ie nO 1, il suffit de prouver que 

a) pour n grand, '"0+3(5
0
) = 1T~+3(Sn) 

b) pour n grand, 12 go = 0 • 

II decoule des resultats de L. S. Pontriaguine [15 J que, dans toute classe d' ap­

plicatioos de Sr dans Sn, il en est une qui est engendree par un champ 

(F I Mk) c Rr et que tout champ (F I Mk) C R r qui engendre une application homotope 
n n 

a zero, est Ie bord d' un champ (F ~, Mk+ 1) defini dans Ie demi -espace R~+ 1 (de bord 

Rr) de 1 'espace Rr + 1 . II en decoule aisement que Ies affirmations a) et b) sont 

equi valentes aux affirmations : 

a I) pour n grand et tout champ (F 1M3) C Rr tel que M3 n 53
0 

= ¢" 
n ' 
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II existe un champ (Gn I M4) c R7+4 de bord (F n \ M3) + (F~ I s~ cow-pose du champ 

(I" 1 M3) et d I un certain champ (FO 
I S3, ; 

n n 0' 

b I) il existe dans R~+4 un champ (Hn I N4) de bord (H~ 1 sQ con st ruit 

,',;('10n Ie schema du nO 1 a partir d I une application de la classe 12 ~n • 

3. Construction du champ (G
n 

I M4) • 

Soit M~ une variete orientee dont Ie bord M~ est diffoomorphe a M3 ; on peut 

pl'ouver qui une telle variete existe pour toute variete orientee close M3 • Plongeons 

M~ dans R
n

+4 de telle maniere que Ie bord M~ coincide avec M3 et que les plans 

lIormaux a M~ aux points de ce bord tombent dans R
n+ 3, et essayons de prolonger 

I-'ll de MJ a M~ tout entier. Nous obtiendrons dans M~ une classe z2 = z2(M~) 
d I homologie (absolue) modulo 2 dont chaque cycle peut etre realise comme cycle 

l 0 aracteristique • Cette classe ne depend pas du plongement de M~ dans R
n

-t4 satis­

fdisant aux conditions enoncees. Si la variete M~ est close (Ie bord M; est vide), 

dlors z2(M~) est simplement la 2-classe caracteristique homologique [17] [20] . 

Nous allons montrer qu I il existe un M~ avec z2 = 0. Le champ F n pour une telle 

variete M~ peut etre etendu en un champ Gn defini sur M~ dans Ie complement du 

voisinage spherique v4 d I un point. Posons M4 = M~ - V4 et plongeons M~ dans 

1~1l+4 de maniere a ce que M4 tombe dans Rn+4; son bord M{ + s~ , ou S{ est 

1<, bord du disque v 4
, coincide avec M3 +s~ et les plans normaux a M~ aux points 

de ce bord tombent dans R
n+ 3 . Nous obtenons Ie champ vouiu (G

n 
1 M4) • 

Prenons d l abord un M~ connexe arbitraire. On peut rendre nul Ie premier 

~Iloupe d I homologie de M~ par exemple en enlevant les voisinages d I un ensemble de 

('hemins fermes a 11 interieur de M~ formant une base de ce groupe, et en les rempIa­

l;~int par des produits de 2-spheres et de 2-disques. On peut considerer alors la 

( 'Lasse z2 comme reduction modulo 2 d I une classe d I homologie entiere Z 2 . Nous 

dUons montrer que Ie nombre d I auto-intersection i (Z2 ,Z2) de la classe Z 2 peut 

l~lre rendu nul. Soient Q4 Ie plan projectif complexe oriente, Q~ Ie complement du 

volsinage spherique d I un de ses points, 0 2 une droite projective orientee dans Q~ 
pt :;2, (]2 les classes d r homologie entiere et d J homologie modulo 2 qu I elle definit. 

(~hoisissons une orientation de M~, enlevons de M~ Ie voisinage spherique de l' un 

lip ses points et recollons a sa place Q ~ en prenant soin d I accorder les orientations. 

Nous obtenons une nouvelle variete Mt du type de M~, et on deduit facilement, du ~ait 
que 0'2 est la 2-classe caracteristique de la variete 0 4 , que 

/.~·\M~) == z2(M~) + 0'2 • Cette classe est 1a reduction modulo 2 de la classe entiere 
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Z 2 = Z 2 +:;2, et on a : 

i(Z2,Z2) = i(Z2,Z2)+i(r;2;~2) = i(Z2,Z2)±1 , 

ou Ie signe depend de l' orientation de 04 . En repetant cette operation un nombre 

suffisant de fois et en choisissant une orientation convenable de 04 , on obtient une 

variete M~ et une classe Z 2 telles que i (Z 2 ,Z 2) = 0 . 

Soit p2 une surface orientee close a 11 interieur de M~ qui represente Z 2 

(cf. [20], §23). Comme i (Z2 ,Z2) = 0, un voisinage U4 de p2 se decompose en 

un produit de p2 par un 2-disque (cf. [20J, §18). Plongeons p2 dans RJ c R4 

comme sphere avec anses et faisons de R4 une sphere 84 en lui ajoutant un point. 

Soit E4 un voisinage de p2 dans R4 et ~ Ie diffeomorphisme nature! entre U4 et 

E4 . Prenons dans 54 - E4 un cercle enlace avec p2, enlevons un voisinage de ce 

cercle et, apres avail" recolle a sa place Ie produit d 1 une 2-sphere et d' un 2-disque 

de maniere a tranformer S4 en un produit p4 de deux 2-spheres, recollons 

M~ - U4 et p4 - E4 a 11 aide de ~ . On obtient une nouvelle variete M~ du type de 

Mt. Et~ndons F n sur M~ - U
4 

et construisons un champ de reperes quelconque 

sur p4 - E4 ayant la meme orientation. Soient C~, ... ,C 1 ; c~, ... ,C2 des bases 

de l'homologie du bord pJ de p4 - E4 telles que i(C~,4) = 6a;J' ef soient 
1 1 . 1 1 C , ... , C ceux des chermns C 1 ' ... , C sur lesquels les deux champs obtenus a, a q p 

ne sont pas homotopes. A I' interieur de p4 - E4 , prenons une sphere E2 homologue ( 

(dans p4 - E4) au cycle C: + •.. + C2 ; enlevons un voisinage de E2 (produit 
""'1 Q q 

de Z;2 par un 2-disque) et recollons Ie meme voisinage d' une maniere homotopiquement 

difierente (cf. I, nO 4). Alors M~ se transforme en une variete du type de M~ pour 

laquelle z2 = 0 . 

Notons pour la suite que, dans Ie cas ou M~ est close, les operations precedentes 

la transforment en une varh~te qui avec M~ borde une variete orientee de dimension 5. 
Done, si la classe caractenstique z2(M~) d I une variete close M~ est la reduction 

modulo 2 d' une classe entiere z2 telle que i (Z2 ,Z2) = 0, alors il existe une 

variete close N~ , telle que z2(N~) = 0, et qui borde avec M~ une val"iete orientee 

de dimension 5 . 

4. Construction du champ (Hn I N4) . 

Nous allons montrer qu I il existe une variete close or~entee N~ dont la 2-classe 

caracteristique z2 est nulle et dont Ie nombre caracteristique de Pontriaguine X
22 

(t) Une telle 2-sphere n I existe pas; cf. 11 article IV et les commentaires (N. d. ' T .) 
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( [ 12 ] [ 13 j) est :t 24 ( t). Pour tout plongement d 1 une telle variete aans Rn+4, on 

f )eut construire un champ de reperes H defini sur Ie complement d' un voisinage sphe-n 
I'ique v4 dlun de ses points. Posons N4 

= N~ - V4 et plongeons N~ dans Rn+4 

de maniere a ce que N4 tombe dans R~+4; son bord oriente s{ coincide avec la 

. ....,phere s~ et les plans normaux a Nt aux points de ce bord tombent dans Rn+3 . 

Nous obtenons Ie champ voulu (Hn I N4) • Le fait que son bord (H~ 1 s~ correspond, 

scion Ie schema du nO 1 a une application de s~ dans rn de la cIa sse 12 ¢n' de-

t 'oule de ce que X22 = ! 24. En effet, on peut voir par un calcul que la multiplicite, 

dU sens de Pontriaguine [13], de la singularite de type X
22 

qu' a au centre de V4 

Ie champ construit sur s~ selon Ie schema du nO 1 a partir d I une application de s~ 
Llans r~ de la classe A ljJn' est ± 2A, et dans notre cas cette multiplicite est X

22
• 

Sait 06 Ie plan projectif complexe oriente perce de 9 trous spheriques et 

soient oj (j = 1, ..• ,9) des plans projectifs complexes perces d' un trou spherique 

l ~t ayant 11 orientation opposee. R ecollons 06' ... ' Q~ en accordant Ies orientations 

pn une variete close M~ et notons t~ (j = 0, 1 , ••• ,9) la classe d I homologie entiere 

J' une droite projective dans Q1 . p;sons Z 2 
= 3 Z;~ + l;~ + ..• + Z;;. La classe 

z2 reduite modulo 2 est la classe caracteristique z2 de la variete M~ et 

i (Z2,Z2) = 9i(~~,E~ +i(z:~,E~) + ... +i(E~,E~) = ! (9 - 1 - ..• - 1) = 0 . 

Donc (cf. Ia fin du nO 3), il existe une variete close N~ telle que z2(N~) = 0 et 

qui borde avec M~ une variete orientee de dimension 5. Cette derniere propriete 

l'ntraine que X22(N~) = X22(M~) (cf. [12J, thecreme 3), alors que X22(M~) = +24 

(cf. [13 J, §3, E). Ainsi, z2(N~) = 0 et X22(N~) ;;;; ± 24 • 

5. Remarques. 

Les techniques de ce travail permettent de demontrer facilement que 

x 22(M4) == 0 (mod 3) pour toute variete close orientee M4 et que, si z2(M4) = 0, 

on a X
22

(M
4

) == 0 (mod 24) • 

( t) Le lien entre I' existence d I une variete de dimension 4 telle que z2 = 0 , 

X 22 ~ 0, et I' etude des applications de Sn+3 dans Sn a ete indique par 

I 'ontriaguine [12 J . 

mais 



ill. TOUTE VARIETE DE DIMENSION 3 BORDE UNE VARIETE DE DIMENSION 4 

R [17] 

1. Enonce du resultat. 

Par variete, on entend dans cet article, une variete lisse compacte, avec ou sans 

bord. On dit qu' une variete Mk borde si elle est diffeomorphe au bord d f une variete 

Mk+ 1 , orientable si Mk est orientable. Le resultat de cet article est que toute 

variete close de dimension 3 borde. Ce theoreme peut etre applique a la classifica­

tion des applications d' une (n+3)-sphere dans une n-sphere (cf. II, nO 3) et a ete 

conjecture (dans Ie cas orientabIe) par L. S. Pontriaguine [12] . 

Nous ne considererons que Ie cas orientable. Par la suite, la variete M3 est 

supposee connexe. 

2. Plan de la demonstration. 

Le point de depart est Ie fait suivant 

A. Si une variete orientable close M3 peut etre plongee dans R5 , alors M3 borde. 

Pour deduire de ce lemme Ie theoreme general 7 nous allons detinir deux operations 

0
1 

et O
2 

qui transforment les varietes orientables closes en des varietes du meme 

type et qui possooent les proprietes suivantes : 

B. Toute variete orientable close M3 peut etre transformee ~ar un nombre fini 

d' operations 0 1 et O2 en une varh~te qui se plonge dans R · 

c. Si l'une des varietes 0l(MJ) Q!:!.. 02(MJ) borde, il en est de meme pour M3 • 

3 · Definition des operations 0 1 et O2 · 

Soit K un tore soli de dans M3 avec les coordonnees differentiables Q, ~ , 11 , 

aU Q: est la coordonnee cyclique et ~ 2 + 112 ~ 1 . On retire 11 interieur de K et on 

transforme Ie tore ~2 + 112 = 1 qui borde maintenant la variete en une bouteille de Klein 

en identifiant les points (Ct ,~ ,11) et ( O! + 'IT , S , -1]) . Alors M3 est transformee en 

°1(MJ ) · 
Soient K' et K" deux tores solides disjoints ayant des systemes de coordonnees 

( O! , ~ , TI) du type precedent et qui induisent des orientations opposees dans M3 . On 

retire les interieurs de K I et K" et on identifie les tores ~2 + 112 = 1 en identifiant 

les points ayant les memes coordonnees (O!, ~ ,77) . Alors MJ est transformee en 02(M3), 

14 
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4 . Demonstration du lemme 8. 

Un point x E M est <lit point multiple d' une application f de l' ensemble M , s I il 

l'xiste un point y E M tel que y ~ x, mais f (y) = f (x) . S' il n 1 existe qu' un seul y 

qui a cette propriete, on <lit que x est un point double. II decoule des resultats de 

Whitney [21 ] qu' il existe une application lisse f de M3 dans R' qui ales proprie­

Les sui vantes : 

a) Ie rang de f en chaque point de MJ est egal a .3 ; 

b) tous les points multiples de f sont des points doubles et sont disposes sur des 
• • • • , 11 r II ,n 

courbes lisses diSJolntes closes C
1 
,C2 , •.. ,Cp ; C1 ,C1 

,C2 ,C2, ... ,C ,C de telle 

maniere que C. recouvre deux fois f (C.) (i = 1, •.. ,p) et f (C '.) = f (~~) (j = 1, •.. ,q) 
1 1 J J 

c) les plans de dimension 3 tangents a f (MJ) au point f (x) = f (y) (x ~ y) ont une 

intersection de dimension 1 pour tout point double x E MJ . 
I 11 I II .3 

Soient K., K ., K. des voisinages toriques des courbes C., C ., C. dans M 
1 J J 1 J J 

uyant des coordonnoos (a, ~ ,TI) (cf. nO 3). En retirant les interieuI"s des tores 
1 II -3 5 

K., K ., K ., on a un plongement de la variete M a bord, ainsi obtenue, dans R • 
1 J J 

Si l' on effectue sur Ie bord de M3 les identifications decrites dans Ie n°.3 pour chaque 

i et chaque j, on obtient une variete close N.3 qui est Ie resultat de l' application 

a MJ de p operations du type 0
1 

et de q operations du type O
2 

. Les identifica­

tions correspondantes sur Ie bord de f (MJ) peuvent etre effectuees dans R5 , et 

Claus obtenons ainsi un plongement de N3 dans R5 . 

5. Demonstration du lemme C. 

Supposons que M~ = 0 1 (M
J) est Ie bord d I une variete orientee M~ . Dans Ie tore 

~ 2 + 1'/2 = 1 dans M3 , on pose ~ = cos fJ, 11 = sin ~ et I' on considere que a et f3 
sont les coordonnees de la surface 8 2 (bouteille de Klein) liees par la relation 

(01. ,/3) = (ex + 1T , -/1). On inciut ce systeme de coordonnres dans un systeme de cooroon­

nres differentiables a, /3, s (- 1 s; S :5 1; ex et fJ cycliques comme precedemment) 

den.nies dans un voisinage ferme U3 de B 2 dans M{ et liees par Ia relation 

(a ,/3 ,s) = (cc + 17 ,-P ,- s), et telles que 8 2 soit definie dans U3 pal" l' equation 

s = o. II existe un voisinage de M~ dans M~ diffeomorphe au produit de M~ par un 

segment. En consequence, on peut indure Ie systeme de coordonnees a, fJ , s dans 

un systeme de coordonnees differentiables Q:, {J , s, t (-1 $ t:s; 1; a, f3 cycliques ; 

-1 ::::; s::; 1) definies dans un voisinage ferme V4 de 8 2 dans M~ et lires par la 

relations (ex. ,/J ,s, t) = (a + 11 ,- f3 ,- 5, t) et de telle maniere que U3 soit defini dans V4 

par 11 equation t = 1 et donc que 8 2 soit definie par les equations 5 = 0, t ':: 1 • 

Soit w4 la partie de V4 ou s2 + t2 ::::; 1 et soit p3 Ie bord de W4 : 52 + t 2 
= 1 • 



16 

On pose dans W4 , s = P sin r , t = P cos Y et 11 on considere ex, f3 ,y comme 

etant des coordonnees dans P 3 liees par Ia relation (a , J3 , y) = (a + 1r ,- J3 , - ')I ) ; 

B 2 est alors definie par ')I = o. On retire W4 de M~ et on la rec01le d' une maniere 

differente en utilisant Ie diffeomorphisme 01.' = ex, f3' = 'Y, y' = ~ de son bord p3 . 

Alors M~ se transforme en une variete orientable M~ (ayant Ie m~me bord M~) et 

8 2 est definie dans pJ par 11 equation P = 0 • Dans w4 , cette equation definit une 

variete QJ de bord 8 2 ; en decoupant M~ Ie long de 0 3 , on obtient une variete 

orientable de dimension 4 dont Ie bord est diffeomorphe a M3 • 

Dans Ie cas aU c' est 02(MJ) qui borde, Ia demonstration est analogue. La seule 

difference est dans Ie fait que c' est dans un voisinage d' un tore T2 (et non d 1 une . 

bouteille de Klein B 2) qu Ion introduit les coordonnees a, f3, s et t, et de plus 

celles-ci ne sont liees par aucune relation. 

6 . Demonstration du lemme A. 

Kneser [8 J a donne une methode qui permet, par eliminations successi yes des 

singularites, de transformer un k-cycle dans une variete combinatoire de dimension 

k+ 1 en une variete de dimension k qui lui est homologue. Cette methode, legerement 

modifiee, permet egalement de transformer une membrane dans Rk+2 dont Ie bord est 

une variete orient able ~ plongee dans Rk+2 en une variete orient able Mk+l de 

bord ~. Ceci a un sens combinatoire. En particulier, Mk est un sous-complexe 

de Rk+2 et Mk+1 est un sous-complexe d1une subdivision du complexe Rk+2. Dans 

ee sens combinatoire, on peut done dire qu I une variete orientable close ~ dans 

Rk+2 borde une variete ocientable ~+1 • 

Si maintenant on a un plongement lisse d' une variete orient able M3 dans R5 , 
nous Ie rempla~ons par un plongement combinatoire proche M~ ; construisons ensuite 

une variete orient able M~ de bord M~ et introduisons sur Mi une structure diffe­

rentiable [2] • Cette derniere peut ~tre choisie de maniere a ce qu' elle induise 

sur Ie bord 1a structure differentiable initiale. 



IV. NOUVEAUX RESULTATS DANS LA THEORIE 

DES VARIETES DE DIMENSION 4 

R [18j 

On sait que toute surface close orientee est Ie bord d' une variete orientee de 

dimension 3 • Dans ma note ill, il est demontre que toute variete close orientee de 

dimension 3 est Ie bord d I une variete orientee de dimension 4. Le theoreme analogue 

pDur les varietes orientees de dimension 4 est faux ; par exemple, Ie plan projectif 

,'nmplexe ne peut etre un bord. Dans cette note, on donne une condition homologique 

Ilt~Cessaire et suffisante pour qu' une variete close orientee de dimension 4 puisse etre 

Ip bord d' une variete orientee de dimension 5. II s' avere que to ute variE~te close 

l.1 'ientee de dimension 4 devient un bord apres qu' on lui ait ajoute un certain nombre 

lip plans projectlfs complexes convenablement orientes. A I' aide de ce resultat, on 

.J 1 'pi ve a exprimer Ie nombre caracteristique de Pontriaguine ([ 12 J, [13 ] ) en fonction 

til'S invariants homologiques de la variete. Des resultats analogues sont obtenus pour 

I PS varietes non-orientees. De plus, a partir des resultats de cette note, on corrige 

I' erreur contenue dans mes notes I et IT consacrees au calcul du (n+3)-eme groupe 

d I homotopie de la n-sphere. 

1. Definitions. 

Par variete, nous entendrons une variete lisse compacte, avec ou sans bard. Pour 

h)ute variete orientee Mk, on note - Mk la meme variete munie de 11 orientation 

I )pposee, et a toute paire Mk, Nk de varietes orientees, on associe leur somme 

f\lk + Nk (reunion disjointe de J< et Nk) et leur difference Mk _ Nk = Mk + (_Nk) . 

~ '<. mvenons de dire qu I une variete orientee Mk borde au encore qu' elle est homologue 

,J zero, et de noter Mk I"V 0, s' il existe un diffeomorphisme preservant l' orientation 

l'IILre Mk et Ie bord d' une variete orientee Mk+1 • Convenons ensuite de dire que 

~ It \UX varietes closes orientees Mk et Nk sont homologues, et de noter Mk I'V Nk , 

lo['sque Mk - ~ t"¥ o. En vertu de ces definitions, les varietes closes orientees de 

dimension k se repartissent en classes d'homologie et ces classes forment un groupe 

"d<.litif, Ie k-eme groupe d' homologie, que nous allons noter IIj,k. Des considerations 

( "ernentaires montrent que les groupes IIj, 1 et :)2 sont nuls, alors que Ie resultat de 

IlIll note III affirme la nullite de :l3 . 

Le groupe :}4 n' est pas nul et il contient meme un sous-groupe cyclique infini. 

1';11 effet, soient P 4 Ie plan projectif complexe muni de son orientation naturelle, 

17 
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s un nombre entier et s p4 la variete compo see de s exemplaires (disjoints) de la 

variete p4, si s;::: 0, ou de -s exemplaires de la variete _p4, si s < o. Le 

!::ombre caracteristique de Pontriaguine de sp4 est 3s (cf. [13J, §3, E), alors 

qu I il est nul pour toute variete homologue a zero (cf. [12] , theoreme J). Les varietes 

s p 4 sont donc deux a deux non homologues . 

Soit M4 une variete close orientee arbitraire de dimension 4. Notons B Ie 

second groupe d' homologie reduit de M4 et (x, y) , x, Y E B, Ie nombre d I inter­

section des classes d' homologie x et y • Alors (x, x) est une forme quadratique 

entiere a discriminant :!:' 1 definie sur Ie reseau B . La signature de cette forme 

sera appelee signature de la variete M4 et notee (1 (M4) . II est clair que 
a (_M4) = _ (] (M4) . 

2. Principaux resultats. 

Une variete close orientee M4 de dimension 4 borde si et seulement si sa signa­

ture a = C1 (M4) est nulle. Dans Ie cas general, M4 est homologue a la variete (] p4 .. 

Ainsi, Ie groupe d' homologie :)4 en dimension 4 est un groupe cyclique libre engendre 

par la classe d 1 homologie du plan projectif complexe p4 . Le nombre caracteristigue 

de Pontriaguine X22 de la variete est donne par 
4 4 

X
22 

(M ) = 3 (1 (M ) • 

Ces theoreme sont des consequences directes des 5 lemmes sui vants 

a) Pour tout M4 , il existe un s tel que M4 f'V s p4 

b) Si M 4 
f'V N4 , alors (1 (M4) = C1 (N4) ; 

c) (] (s p4) = s ; 

d) Si M4 f'V N4 , alors X
22

(M4) 

4 e) X22(s P ) = 3 s · 

Les propositions d) et e), deja citees, appartiennent a Pontriaguine. Le lemme b) 

est demontre a I' aide des theoremes de dualite classiques. Le lemme c) est evident. 

La difficulte principale reside dans la demonstration du lemme a). Elle se deroule de 

la maniere suivante. n est facile de demontrer que, la variete M4 etant donnre, il 

existe une variete connexe M~ qui lui est homologue, dont Ie groupe fondamental est 

tri vial et qui admet un plongement dans l' espace euclidien R 7 . Dans R 7 , on peut 

toujours construire sur M~ un champ de vecteurs normaux dont les points singuliers 

sont isoies et sont d I indice ! 1 .. En enlevant des voisinages spheriques des points 

singuliers et en les remplac;ant par des plans projectifs complexes troues de la m&me 
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lIIuniere, on transforme M~ en une variete M~ c R 7 sur Iaquelle il existe un champ 

de vecteurs normaux sans point singulier. II est clair que M4 '" M~ + m p4 , ou m est 

llll nombre entier. Sait S 7 la sphere obtenue en ajoutant un point a R 7 et soient L 7 

Ie complement d' un voisinage regulier de M~ dans S7 et U5 Ie generateur du groupe 

d I homologie entiere relative de L 7 en dimension 5 choisi en accord avec l' orientation 

de la variete M~ . II se trouve que parmi les cycles relatifs de la classe U5 , on 

peut trouver une variete dont Ie bord est homologue, au sens du nO 1, a la variete 
4 4 4 4 4 4 4 4 

M2 - n P , ou n est un nombre entier. Donc M2 '" n P et M i"V M2 + m P i"V (m+n) lP 

k R emargue . Notre connaissance des groupes d' homologie 2 pour k > 4 se reduit 

pour l' essentieI, a ce que I' on sait des nombres et des residus caracteristiques de 

Pontriaguine ([ 12 J, [13 J). Com me les nombres et les residus caracteristiques de 

In somme de deux varietes sont Ia somme des nombres et des residus caracteristiques 

lies deux varietes, et que ces nombres et residus sont nuls pour une varh~te homologue 

a zero (cf. [12], theoreme 3), chaque nombre caracteristique en dimension k definit 

un homomorphisme du groupe 2k dans Ie groupe des entiers, alors que chaque residu 

caracteristique definit un homomorphisme dans Ie groupe des entiers modulo 2. A 

L 1 exception de la caracteristique d' Euler (qu' il convient de considerer ici cornme 

residu) et du nombre caracteristique X
22 

de dimension 4 trouve dans Ie present 

travail, aucun de ces invariants n' a ete calcule. Seules les varietes de dimension 

di visible par 4 ont des nombres caracteristiques (cf. [12], §6, D). II est interes­

sant de noter que la definition de la signature donnee ci-dessus pour les varietes de 

dimension 4 admet egalement une generalisation aux varietes de dimension divisible 

par 4 (il faut alors entendre par B Ie (kA) -erne groupe d' homologie reduit de la 

variete Mk), et que la signature d'une telle variE.~te est nulle, si la variete borde. 

3 • Le cas non-oriente. 

NegIigeons maintenant les orientations et considerons les varietes closes de 

dimension k qu 1 elles soient orientables ou pas. Si la variete Mk est diffeomorphe 

au bord d' une variete Mk+ 1 (orientable ou non orien table), nous allons dire que Mk 

est homologue a zero modulo 2 et ecrire Mk t".J 0 (mod 2) • A toute paire de varietes 
k k k k . k k M ,N correspond leur somme M + N , et on dira que M et N sont homologues 

modulo 2, et on ecrira Mk i"V Nk (mod 2), si cette sornme est homologue a zero 

modulo 2. Les classes d' homoiogie modulo 2 des varietes closes de dimension k 

forment un groupe additif, Ie k-eme groupe d 'homologie modulo 2, que nous allons 

noter hk . Tous Ies elements non nuls du groupe hk sont evidemment d 1 ordre 2 • 

Des considerations element aires montrent que Ie groupe h 1 est nul, alors que Ie 
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groupe \12 a deux elements (son generateuI' est la classe du plan projectif reel p2: 

si la c~racteristique d I Euler d I une variate M2 est paire, M2 '" 0 (mod 2), sinon 

M2 '" p2 (mod 2». II decoule des resultats de rna note ill que Ie groupe ~ est nul. 

n s' avere que Ie groupe h 4 a deux elements (t) et qu 1 il est engendre par Ia. c;Iasse du 

plan projectif complexe p4 • Une variete close M4 est homologue a zero modulo 2 

si et seulemant si sa caracteristiQue d' Euler est paire. Si elle est impBire, 
M4 #'V p4 (mod 2) • 

4. Le (n+J)-eme groupe d' homotopie de la n-sphere. 

Au calcul de ce groupe sont consacrees mes notes I et n. Elles contiennent une 

erreur qui a conduit a des resultats incorrects. Cette erreur sera maintenant corrigee. 

Nous utiliserons les notations fI (Sn), 11 O(Sn) , f (n ~ 3) et g (n 2! 4) de la 
r I' n n 

note II et Ia notation hn (n 2: 2) de la note I • Dans I, on affirme que. hn == 0 pour 

n ~ J . En realite, la classe hn n I est nulle pour aucune valeur de n . La preuve 

s' appuie sur Ies resultats de la presente note. En effet, on peut prouver par les 

methodes de la note I que hn == 0 (n ~ 3) est equivalent a 11 existence d I une variete 

close orientee Q 
4 ayant les deux proprietes sui vantes (cf. I, nO 4) : 

a) II existe dans Q 
4 un tore lisse T2 qui d I une part a un voisinage E4 decom­

posable en un produit de T2 et d' un 2-disque, et qui d' autre part est un 2-cycle 

caracteristique de la variete 04 et Ie reste si on enleve E4 de 0 4 et on Ie replace 

d' une maniere (lisse) differente ; 

4 
b) X 22 (0) = 0 • 

D' apres les resultats de Ia presente note, Ia condition b) est equivalente a I' affir­

mation que Ia variete 0 4 borde, et on peut demontrer que ceci contredit Ia condition a). 

L' erreur de la note I apparalt dans Ie nO 4 a 11 endroi t aU intervient la sphere 1; 
2 . En 

realite, il n I existe pas de sphere ~2 ayant les proprietes annoncees. Cette erreur 

est repetee dans Ia note II (nO J, paragraphe 3) ou elle a entraihe 11 affirmation 

erronnee 12 g = o. En realite, la construction decrite au no 4 de II , conduit a I' ega-n 
lite 12g = h (~o) • Comme 2h = 0, on a 24g = o. L'egalite fl )<S4) = flO 3(54) n n n n n+ n+ 
prouvee au nO J de n l'este vraie (dans sa demonstration, au lieu d' appliquer implici-

tement I' egalite h = 0, il convient d I utiliseI' I' egalite h = 12 g ) • Donc, les 
n n n 

generateurs des groupes fln+
3

(Sn) (n ~ J) sont correctement indiques dans II , mais 

leurs ordres sont en realite deux fois plus grands : 

116 (83) est un groupe cyclique d I ordre 12 de generateur f3' Ie groupe 

"7(S4) est somme directe de son sous-groupe cyclique d'ordre 12 engendre par -f4 

( t) Ceci est faux; cf. les commentaires (N. d . T .) 
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4 
et du sous-groupe cyclique libre engendre par g4' Ie groupe 1I'n+3(5 ) pour n ~ 5 

est cyclique d' ordre 24 et est engendre par gn. t 

5. Une relation entre les cycles caracteristiQues. 

Nous avons identifie l' ordre de I' element gn comme etant la moith~ de Ia valeur 

minimale que peut prendre Ie nombre caracteristique X 22 d 1 une variete orientee M4 

de dimension 4 d~nt la classe caracteristique z2(M2) de dimension 2 est nulle 

(cf. II, nO 4). Comme cette valeur minimale du nombre X
22 

est 48 ,.' on a : 

X
22

(M4) == 0 (mod 48) ~ a (M4) == 0 (mod 16) pour toute variete M4 telle que 

2 4 z (M ) = 0 (cf. n, nO 5). 

Ce theoreme a une application interessante. Whitehead [19] et Pontriaguine (14 ] 

ont demontre que Ie type d I homotopie d' une variE.~te close M4 connexe et simplement 

connexe est determine par Ie type arithmetique de la forme quadratique (x , x) (cf. nO 1). 

Cependant, la question de l' existence d' une variete dont la forme (x, x) a Ie type 

arithmetique donne (etant entendu, bien sur, qu' on se limite aux formes entieres de 

discrimi.nant +1), restait ouverte. Nous pouvons donner une reponse negative a cette 

question. Par exempIe, la forme (x,x) ne peut pas etre definie positive, de rang 8 

de discriminant +1 et ne prendre que des valeurs paires (une telle forme a ete cons­

truite par A. Korkine et G. Zolotareff [9] ). En effet, si Ia forme (x, x) d I une 

variete M4 simplement connexe ne prend que des valeurs paires, alors z2(M
4

) = 0 

(cf. [22J) et par consequent (] (M4) == 0 (mod 16), donc a (M4) ~ 8 • 

t Dans leur note [10 J ,Massey et Whitehead affirment egalement que h ~ 0 
3 n n 

(n~3) etquelesgroupes "6(S) et 1fn+
3
{S) (n~5) sontrespectivementd'ordre 

12 et 24 (la structure exacte des groupes 'IT J(Sn) n I est pas determinee dans [10]). 
n+ 

A la lecture de la note, on voit que ces resultats sont obtenus par des methodes complet. 

tement differentes des miennes. 



[3] 

[5 ] 

[6 ] 

[7J 

[8 ] 

[11 J 
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COMMENTAIRES SUR LES QUATRE ARTICLES PRECEDENTS DE V .A. ROHLIN 

par 

Lucien GUILLOU et Alexis MARIN 

A la fin des annees 40, Pontriaguine ramene Ie calcul des groupes 17 .(Sn) . n+l 
~, des problemes de cobordisme pour des varietes de dimension i dans Sn+l munis 

Lie trivialisations de leur fibre normal. II obtient ainsi", .(Sn) pour 0 SiS 2 (t) 
n+l 

A sa suite, Rohlin prouve en 19;1 que toute variete orientee close de dimension 

trois borde et calcule geometriquement Ie groupe 11n+
3
(8n) • Le result at qu'il donne 

est faux (a cause d I une utilisation abusive du lemme de Whitney en dimension quatre). 

Mais I' annee suivante, il et8blit, toujours par des methodes geometriques, que la 

signature realise un isomorphisme entre Ie groupe de cobordisme des varietes orientees 

c loses de dimension quatre et les entiers. Fort de ce resultat, il cornge son calcul 

Lie 11 n+ 3 (S n) et obtient Ie celebre theoreme de Roblin: la signature d' une v mete 

close presque paralItllisable de dimension quatre est divisible par seize. 

Entre temps Ie calcul de 'IT 3(Sn) a ete effectue par des methodes de throne 
n+ 

Je I' homotopie (Serre ; Massey-Whitehead), puis Thom a ramene Ie calcul des groupes 

de cobordisme a celui de groupes d I homotopie d I espaces de Thom qui se calculent a 
1 ' aide de suites spectrales. Des lors, toutes les demonstrations des resultats de 

I~ohlin ont utilise ces machines homotopico-algei>riques. Ceci est dommage car les 

articles de Roblin n I utilisent que de la geometrie et donnent des demonstrations bien 

plus claires et economiques de ces resultats. D I autre part, et nous y insistons dans 

I es commentaires, ces articles resument 11 essentiel des methodes geometriques utilisees 

,Iusqu' aces dernieres annees en dimension quatre (en fait jusqu I a la revolution Casson­

Freedman-Donaldson: les annees 80 I). 

Serge Ochanine a traduit du russe les articles de Roblin, mais meme en fran­

(,.: ais ces articles restent tres denses et d I un abord difficile," Le but de ces commentai.­

I'es est donc de faciliter au lecteur de 1984 leur lecture en demontrant les affirmations 

de Rohlin qui ne semblent pas immemates. 

(t) Un expose detaille de tout cela, pouvant servir d I introduction aux textes de Roblin, 
l ~st : L. S. Pontriaguine, Smooth manifolds and their applications in homotopy theory, 
Amer. Math. Soc. Translations, sere 2, IT (1959), 1-114 (traduit de Trudy Inst. 
steklov 45 (1955». 
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Nous avons ecarte un systeme de renvoi en bas de page du texte de Roblin 

pour reprendre les commentaires article par article. Ceci a I' inconveru.ent de no us 

obliger souvent a paraphraser Ie texte original et a etre long; nous avons cependant 

cherche a renvoyer Ie plus possible en appendice ceux des commentaires dont la 

lecture n 1 est pas indispensable a Ia comprehension du texte de Roblin. Nous renvoyons 

aux introductions de chaque chapitre pour un resume de leur contenu. 

Nous suggerons au lecteur Ie chemin sui v ant : lisez les articles de Rohlin, 

si vous avez compris, fermez les commentaires, ils ne vous apporteront nen. Sinon, 

lisez les comment aires , puis relisez Roblin. Vous vous apercevrez que tout y est dit 

en 17 pages. 

Nous tenons a remercier Vlad Sergiescu, pour, il y a presque dix ans, nous 

avoir donne une esquisse de traduction qui nous a ~rrnis de comprendre, sans theorie 

d I homotopie, Ie theoreme de Rohlin. Saluons aussi Serge Ochanine pour sa traduction 

precise et Francis Bonahon pour avoir ronge, en bon cob aye , les premieres versions d. 

ces commentaires. Admirons enfin la belle frappe que Bernadetta Barbichon a donne 

des articles et des commentaires. 
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I. Sur les deux premiers articles. 0 .•.••...•.•.....••.•• J 
1. Le tore T6 et Ie champ de reperes Hn .............. . . . . . . . 4 

2. La vanete M4 et Ie champ H.............................. 5 
n 

· Appendice A: l' application de Hopf et ses suspensions . . . . . . . . .. 11 

· Appendice B: la variete L 4 · ... · . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . 14 

· Appendice C: surfaces caracteristiques · · · · .. · . · . . . . . . . . . . . . . 19 

• Appendice D: la varh~te M~ , les surfaces d I Enriques 

n S I t . .).. articl et Ies surface K3 •••••••••••••••• 21 . ur e rolsl~me e. 

1. Cercles de points doubles d 1 une immersion genen.que 27 

2. La methode de Kneser pour lisser les cycles d I une variete 
combinatoire. . . . . . . . . . . ... 32 

ill. Sur Ie guatrieme article. 

1. Ie groupe 0 4 .................................... 0 • • • • • • • • 55 

2. Ie groupe h 4 • · · · · • · . · · • · · · • · • • • · · 0 • • • • • •••••••••• 0 • • • • • • • • 61 

J • corrections aux deux premiers articles de Roblin . . . . . . . . . . . . .. 62 

· Exercices : • 0 4 ,.°), h) ...........................•... 66 

. 03P1n =0 ••••.••••••.•••••••••••••••.•••.••• 67 
n spin ... n t·· tif 69 · Il' 4 1114 es InJec · · · • · · · . • · · 0 • • • • • • • • • 

varietes de dimension quatre pIon gees dans ]R7.. 70 
3 6 . noeuds S C S .. 0..................... . . . . . . 71 



I . SUR LES DEUX PREMIERS ARTICLES R[15],R[16] 

Soit T~ Ie tore de dimension trois pionge de maniere standard dans l' espace 

('lIclidien E n+3 • Apres avoir decrit Ie champ de n-reperes H~ normal a T~ que 

I ~()hlin considere, nous reprenons en detail la construction d' une variete M
4

, de bord 

T~, plongee dans 1R~+4 (= 1R + x :Rn+3) , et munie d' un champ de reperes normal qui 

,J'll\ndrait H : c' est la partie geometrique de la premiere note qui se trouve exposee 
n 

dans les paragraphes 4 et; • Une telle construction conclurait a la nullite de l' element 

II E 11 ':)(Sn) obtenu par construction de Pontriaguine sur Ie champ de repere HnO • 
II n+,.., 

N{}us rejettons dans l' appendice A la verification de l' affirmation de Rohlin selon 

Idquelle h est la composee de trois suspendues de l' application de Hopf. Ced permet­n 
t 1'4.1 au lecteur de relire la premiere note et de comprendre la deuxieme note dont les 

lIIethodes geometriques sont analogues. 

La faute de la premiere note (en fait, hn est d I ordre 2 !) reside en ce que dans 

II' construction de M4 on a suppose que la classe d I homologie d I un tore plonge dans une 

v,lrtete L 4 simplement connexe est representee par une sphere plongee. Comme Ia 

vdr'iete L 4 est explicitement donnee, il est tentant de regarder de plus pres ce contre-

• ~x ","mple au lemme de Whitney, c' est ce que nous ferons dans I' appendice B ou nous 

VP['rons que L 4 s I obtient par chirurgie d' indice zero sur les anneaux boromeens, Ie 

fOI'e T2 etant la chirurgisee de la fibre de I' enlacement fibre que constituent les 

III 1I1eaUX boromeens. 

L' appendice C est un rappel des definitions et des propriE~tes des surfaces 

t ,u'acteristiques. 

Le lecteur aura remarque que l' exemple fondamental qui intervient dans la 

dt'llxieme note est la variete M~, l' eclate d' un plan projectlf en ~euf points. Nous en 

dOllnerons la description sui v ante dans l' appendice D : La varh~te M~ est la reunion 

III un plombage ES et de la variete obtenue en attachant a T2 x 0 2 trois anses Ie long 

( 1(" trois axes du tore T3 = () (T2 x D2) "les framing etant -1" • (En choisissant les neuf 

III)j nts comme les points fixes d I un pinceau de cubique, T2 x D2 est un voisinage d I une 

, IIhique lisse du pinceau et les anses proviennent de deux cycles evanes!=ents pour Ie 

plll<:eau et d I un di viseur exceptionnel.) Ceci nous permettra de donner une decomposition 

.HI.dogue des surfaces d' Enriques et des surfaces K3. 
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'I 

~ 
1. LE TORE T~ ET LE CHAMP DE REPERES H~ " 

1 
Soit T02 un tore de revolution dans 11 espace euclidien 1R3. Le tore T30 est ~~ 

243 ~ 
Ie bord d 1 un tube E autour de TO dans:R . Un point a de TO est repere par ses -! 

coordonnees (0:1,0::2 , Q3) ou O:i E lR/21T Z, 0::3 : T~'" 1R/21T Zest une trivialisation :; 

du tube E telle que a3 1 (0) soit Ie bord d 1 un collier exterieur a T~ dans JR3 et --

(0: 1 ' Q2) provient, via la projection du tube E , f'l: T~'" T~, du systeme de COOf'- ~ 
donnee paraliele-meridien sur Ie tore T~. Pour tout point a de T~, on designe par f 

n(a) Ie vecteur normal unitaire sortant. 

Soit e
1 
,e2 , ... ,en+3 1a base canonique de JRn+3 (n 2 2) . On considere 

H~ = {u1, •.. 'Un} Ie champ de reperes normal a T~ dans 1Rn+3 defini par 

1 
ul(a) = n{a} cOS(Ql+Q!2+Q)) - e5 sin(O:l+a 2+Q 3) 

u2(a) = n(a) sin(Q!1+0::2+CX3) + e5 cos(Q!1+CX2+0!3) 

3 <· < ui = e3+i pour - 1 - n • 

Roblin considere ce champ de reperes car i~ produit par la construction de 

Pontriaguine I' element h de 11' 3(Sn) represente par la composition de trois sus-n n+ 
pendues successi ves de l' application de Hopf : 

Enf En- 1 f En- 2f 
Sn+3 2 .. Sn+2 2 .. Sn+l 2 ... Sn 

Ii' 

hn 
(ici f

2
: 53... S 2 est I' application de Hopf et E est la suspension). 

Comme la verification de ce fait est independante des arguments geometriques 

de Roblin, 'nous 1a rejettons a I' appendice A. Nous allons expliquer comme Rohlin 

"prouve" que hn est nul, en faisant border au couple (T~,H~) un couple (M4 ,Hn) ou_ 

M4 est une sous-variete propre du demi-espace R~+4 (= {(~,xl' •.. ,xn}E ]Rn+4IXu2!: O}), 

de bord T~, et Hn un champ de reperes normal a M4 etendant H~ . 

Rohlin commence par enoncer, a la fin du §3, la proposition suivante 

PROPOSITION. Pour tout plongement propre qJ: T2 x 0 2 ... 1R~+4, tel que 

tp (0 (T2 x D2» = T~, II arne 'P (T2 x 0) est un cycle d' obstruction a etendre Ie champ 

de repere H~ . 

Demonstration. Soit CPO: T2 x 0 D2 ... T~ la restriction de r,p au bord. On 

peut supposer que 'PO conserve l' orientation. Identifions T2 x 002 a T2 x T 1 = T~ ; 
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Ie diffeomorphisme <PO est alors homotope a un diffeomol'phisme lineaire ~~. Par la 

construction de Pontrlaguine, on obtient une sous-variete M2 de ip (T2 x D ) de bord 

'P
1
(*x dD2) et munie d'un champ de reperes normal{v

1
,v

2
} dans <p(T2 x D2) dont la 

restriction au bord est {TfP1( o! ), TfPl<k)} (t) · 
1 2 

Considerons Ie couple (C ,H~+2) ou C est Ie cercle ~1(* x oD2) et H~+2 
est Ie champ de reperes {T'Pl(O~ ), T'Pl(c)~~' u" ... ,un). L 'ame 'P(T

2 
x 0) est un 

cycle d I obstruction a etendre Ie thamp de reperes H~ si et seulement si Hg ne 5 I etend 

pas au-dessus de M2; cela a donc lieu si et seulement si Ie couple (C ,H~+2) ne 

borde pas. Rappelons Ie lemme de Pontriaguine 

LEMME 1. (C, H~+2) est un cercle dans ~n+ 3 muni d I un champ de reoeres normal 

H~+2' n::::: 1 . Soit v 1 un champ de reperes tangent a . C.. Alors, Ie couple (C, H~+2) 
ne borde pas si et seulement si l' application f: C -+ V n+3 ; f(x) = (v 1 ,H~+2) 
represente 11 element nul de tTl (V n+.3) . (V n+3 est l' espace des reperes de R

n
+3 , il 

est isomorphe a GL(n+J ,N).) 

Dans Ie cas qui nous occupe, l' invariant de Pontriaguine de (C, H~+~ est la 

restriction a ~1(* x oD2) de : 

F: T~--tVn+J 
d 0 0 

F(O!l' 0!2,aJ ) = (T'P,(d""Ci:)' T'Pl~)' T'Pl(~)' u" ... ,un) • 
.3 1 2 

Comme "'1 est un diffeomorphisme lineaire pre servant 1 'orientation, Fest homotope 
o 0 0 a F 0: F 0(0: 1, 0!2' a J) = (~, ~ , C)(i: , u1' · · ., un) · En regardant sur la base 

1 2 3 
canonique de T~, on voit que F induit zero sur Ie 171 (*). Ceci acheve la demons-

tration de l' affirmation du §.3. 0 

Demonstration du lemme 1. 

Soit M2 une surface orientable connexe bordant Ie cercle C dans R~+4 • Le 

fibre normal a M2 dans R~+4 est trivial (car il est orientable et M2 a Ie type 

d 1 homotopie d I un compl~e de dimension un). L I obstruction a etendre Ie champ de 

peperes H~+2 a M2 est done un element rode 111 (V n+2) (~Z/2Z car n+2 :::! 3) · 

(t) Le couple (<PO(*X()D2),{(T<PO(o~ ), TfPO(o~ )}) borde (CP(*XD2),{T'P<C)~ ),Ttp~~ )}), 
1 2 1 2 

comme Ie diffeomorphisme 'P1 est homotope a 'Po Ie couple 

('P1(*XD
2
), {Ttpl(;;,:/,T'Ph~2)}) borde (M2, {v1,v2}) • 

( :f:) Le lecteur pourra se reporter, pour Ie verifier, au dernier paragnaphe de l' appendice A 
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L' obstruction a etendre Ie champ de repereS (eO' v 0) en un champ de reperes tangent a 
M2 est un element r 1 de 'IT 1(V 2) (~z); cet element est impair car il est ega! a 1a 

caracteristique d- Euler de M2. Soit r: C -. V 0+4 donne par [(x) = (eO,f(x» et 

considerons )i 0 et y lIes images de r 0 et "Y 1 dans 1T 1 (V n+4) par les inclusions 

canoniques. On a dans "1 (V n+4)' r = r 0 + Y 1 • Le lemme suit de ee que 

"'1 (V n+ J) ... 111 (V n+4) est un isomorphisme et que y 1 represente l' element non nul. 0 

2. CONSTRUCTION DE LA VARIETE M4 ET DU CHAMP Hn • 

Soit K4 l' exterieur du tube E dans la sphere s4 , Ie compactifie 

d'Alexandroff de R4 (S4 = R4 Uoo). La chirurgie transformant K4 en la variete L 4 

simplement connexe peut se voir plongee dans D5 (= R5 U (0) de la maniere sui vante : 

Soit d un disque fibre du tube E et c: S4 x [0,2J ... D5 un collier du bord 

Considerons :, = C(K x [0,2] U d x 2) ; la variete L 4 sera Ie bard d I un voisinage 

regulier lisse de .£, pince sur C(T~ x [0,1 J) (t). La variete p4 = L 4 U E est Ie 

bord d' un voisinage regulier du complementaire d' un 2-disque denoue dans D5 ; elle 

est done diffeomorphe a s2 x S2. On designe par n Ie champ de vecteurs normal a 
L 4 dans R~ etendant n (voir la figure 1). 

c (dx2.h./];f----:_--r 
I • .. '-~ 

11 

Figure 1 : la variete L 4 

(t) On peut prendre pour L 4 Ie bard de l' ensemble des points a distance < € de 1-, 

au €: 0 5 ... [o,eoJ est une fonction c(X) telle que £-1(0) = c(s4 x [0,1 J) et 

e- 1(ed = D5 - c«(0,J/2f) et eO -aSsez petit. 
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LEMME 2 • .§2!!, ~ L 4 , Ie deux tore T = {,c (al , Cl 2 ' 0:3), t) I a 1+0:2+ClJ ;;= O} • 

II y a sur L 4 - T un champ de reperes Hn etendant Hg pour leguel T soit un cycle 

d I obstruction. 

definie par Demonstration. Soit f: L 4 - T -+ ~/27FZ 
a) f(x) = IF pour x bors de c(i x [0,1]) ; 

if(c(a1,cx2 ,O:3,t» _ (1_tle1 0: 1+£l£2+0:3)_t 
b) e - i (a +0: +O! ) 

Il( l-t) e 1 2 J - til 
pour c(a

1
, a

2
,a

J
,t) dans 

c(TO x [O,lJ) - T • 

(voir la figure 2). 
'" f'OoJ f"ooJ 'I. 4 n suffit de poser Hn = u1' ••• ,un' 00, pour a E L 

u
1
(a) = R'(a) cos(f(a» - e5 sin(f(a» 

u
2

(a) = ma) sin(f(a» + e5 cos(f(a» 

ui(a) = ei +J , .. pour 3 S i:::; n · o 

-1 

Figure 2: construction de Hn; la fonction f • 

Rohlin suppose alors que la classe d'homologie du tore T dans la variete 

simplement connexe L 4 se represente pal" une sphere plongee 1:; 2 • Nous sommes 

en dimension guatre et Ie lemme de Whitney ne Sl applique pas; nous verrons en fait, 

dans Ie guatrieme article, gu r une te1le sphere n I existe pas. Supposons cependant, 

comme Rohlin, l' existence de ~2 et suivons la suite de II argument. 

Montrons tout d I abord comment on obtiendrait aujourd I hui la variete M4 et Ie 

champ Hn (en fait H2) . Nous expliquerons ensuite les arguments de Rohlin. 

Remarquons tout d I abord que la sphere E2 borde un disque ~3 plonge dans 

R~ et ne co up ant la variete L 4 qu' en son bord : 

La sphere E2 borde certainement un disque D dans R~ ; poussons l' interieur 

de D au-dessus de N~ et mettons-le en position generale, nous obtenons un disque Dr 

immerge dans R~ de bord !; et dont II interieur' est dans ~~+ (= {xO' •.. 'x;) E ~~ 
lx; > O}) . On peut supposer que Ie nombre algebrique de points doubles de D I est 
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zero. Le lemme de Whitney fournit alors Ie disque t? . 

6 ~ 
A

3 

(\-. f 0 
~~D ctj/ . '-L L L 

Figure 3 : construction du disque 113 

Le disque t:? permet de faire une chirurgie plongee SUI' la sphere ~; soit 

M4 ct:R~ la variete obtenue par cette chirurgie. Le champ de reperes H~ s I etend au 

complementaire du cercle co-ame de la chirurgie ( t) ; comme ce cercle est de 

codimension trois dans M4 et "i(V 2) = 0 pour i > 2, Ie champ H2 Sl etend en fait 

en un champ de repere5 H2 normal a M4 • 

La technique de 1a chirurgie piongee n'existait pas en 1951 , et Rohlin nous 

offre une toute autre construction. 

La construction de M4 selon Rohlin. 

Soit V un tube aut~ur de la sphere ::;2. Comme 11 auto-intersection de 1;2 

est nulIe, il y a un isomorphisme de tube entre V et un tube produit ~ 2 x D2 • 

Soit l/J: E2 x S 1 .... ~2 x S 1 Ie diffeomorphisme detini par : 

,(x,y) = (xy, y) 

(ici, on a identifie 1a sphere E2 a t.: U co et Ie cercle S 1 au cercIe unite de c:;). 

Soit ;p Ie diffeomorphisme correspondant de a v . Rohlin pose alOI'S 

M4 = L 4 - V U VI et 04 = p4 - V u V' = V4 U E 
~ ~ 

aU V' est un deuxieme exemplaire du tube V • 

Rohlin degage alors les p~prietes sui vantes des varietes ~ et 0 4 : 

Proprlete a). Pour tout recollement a M4 du produit d' un 2-tore et d I un 2-disque, 

Ie 2-tore axial de ce produit devient un cycle caracteristlque. 

Propriete b). Le nombre caracteristlque X22 de la varlete 0 4 est nul. 

(t) car la sphere 1:;2 est homologue au tore T et H~ s I etendait au co~lementaire 
de r par Ie lemme 2. 
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Demonstration des proprietes a) et b) • 

Remarquons tout d I aOOrd que V U VI est Ie 52 fibre non trivial sur la 
l]) 

sphere S 2 , V et V I etant les restrictions de ce fibre a deux des hemispheres de la 

base S2. En collant a Q x [0,1], Ie long de V x 1 , un exemplaire de S2 ~ OJ , 

Ie nJ -fibre non trivial sur la sphere S2, on obtient un cobordisme oriente entre p4 

et Q4. La propriete b) en decoule car Ie nombre de Pontriaguine X
22 

(t) est un 

invariant de cobordisme oriente et P 
4

, un produit de sphere, borde. 

Plongeons Ie cobordisme precedent dans 1R~+4, par un plongement etendant 

11 inclusion de Q 4 
x 1 dans R~+4 • La propri<~te a) decoulera alors de la Proposition 

o 4 
et de ce que Ie champ Hn s I etend au deux sque1ette de M • 

En eHet, comme la sphere Z;2 est homologue au tore 1'2, Ie champ de repere 

H
O 

s' etend au complementaire de V dans L 4 , l' arne 1:;2 de V etant un cycle 

d ~obstrUCtion. Mais L 4 - V = M4 - V' . Si l' arne 1;21 de V' atait aussi un cycle 

d1obstruction, on pourrait (en arrondissant les angles en oV = oV') construire 

un champ de reperes normal a V U V' dont un cycle d'obstruction sermt 
~ 

~2 U 1:;'2, or ce cycle est nul en homo1ogie modulo deux; cela contredit Ie fait que 1a 

seconde classe de Stiefel-Whitney de V ~ VI (~52,($ S2) est non nulle (c'est Ie 

dual de !;2) (voir la figure 4). D lj; 

r 

o 

Ht~~--. ____ ..L..........,j~ HO r t-o--...... ,. .. - ,- ... - - -.".. ... ~ 
'til tV.1 L M4- Y '\. L,L 

fC· 

Si H~ ne 5' etendait pas au 2-squelette de M
4

, on aurait w 2(V ld V') = 0 ! 
l/J 

Figure 4 

( I) En Iangage moderne, X22(Q4) = (p 1 (M4) , [M4]) est Ie premier nombre de Pontria­

glline. Les notations originelles de Pontriaguine provenaient d I une description explicite 

ll(~s cJasses de Pontriaguine en terme · des cycles de Schubert dans 1a grassmannienne. 



Les indications precedentes devraient permettre au lecteur de comprendre la 

construction du champ Hn donnee au §5; indiquons cependant Ia variation suivante 

de l' argument (qui utilise la definition mocierne des classes de Pontriaguine) • 

Comme nous venons de Ie voir, Ie champ H~ s' etend au 2-squelette de M4 • 

Puisque 11 2(V n ) = 0, il s' etend aussi au complementaire d' un point mO de M4 et 

I' obstruction a II etendre a u4 est un element x de 11.3 (v n) . Complexifions; comme 

Ie champ H~ se dectuit du champ (n, e5 , ... , en+.3) par une application 

g: T~'" SO(2) C GL(n,:R) et que I'inclusion 50(2) -+ GL(2,t:) ... GL(n,£) est nulle 

en homotopie, Ie complexifie du champ H~ s I etend en un champ de reperes detini sur 

0 4 - mO ' I' obstruction a I' etendre a \1 est Ie complexifie Xc E ft3(V n(C.» de x • 

Or, "'3 (V n(C» est isomorphe a Z pour n > 2 et Xc represente Ie nombre de 

Pontriaguine de 0 4 , il est done nul par la propriete b). On conclut que x lui-meme 

est nul de ee que, pour n ~ 5, Tf3(V n(R» ... '113 (V n(C» est injective. (Si n = 3, 4 , 

on peut aussi conclure a la nullite de X en utilisant que la classe d I Euler du fibre 

normal a Q 4 dans 1Ro+4 est nulle et la description explicite des stabilisations 

"'3(Vi) ... 1T,3(Vi +1) pour i = .3 et 4 (cf. § 23-6 du livre de Steenrod, the topology of 

fiber bundle).) 
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APPENDICE A 

DESCRIPTION DE L'APPUCATION DE HOPF BT DE SES SUDPENSIONS 

Considerons 53 la sphere unite de (:2 et S2 la sphere de Gauss 

S2 = C U 00 = CP 1 • L' application de Hopf H: S3 ~ s2 est la restriction a la 

sphere 53 de la projection canonique 11: (:2 - 0 ~ C U co = CP 1 detinie par 
y 

17 (X, y) = X • 

La projection stereographique de pole (0, i) de 53 sur C ~ N fixe Ie cercle 

go = H-1 (0) • Une equation parametrique de Co est : 

X = cos Q + i sin Q, Y = 0 • 

50it n( ex) = cos O!. e
1 

+ sin ex. e
2 

Ie vecteur normal unitaire exterleur a Co dans ex 0 

la base reelle canonique de C ~ Nest e
1 

= (1,0), e2 = (i,O) et e
3 

= (0,1). Le 

cercle C € = H-1 ( e ) est l' intersection avec 53 de la droite .complexe d' equation 

€ x - Y = o. Cette droite coupe C x 0 avec nombre d' intersection + 1 et done Ie .. 
nombre d I enlacement e (C Ii: ,C cJ des deux cercles C € et Co vaut + 1 • Le champ de 

repere produit par la construction de Pontriaguine sur l' application de Hopf est donc 

parametre par F 2 : R/21TZ -+ V2 3' ou Vest I' espace des p-uples de vecteurs , p,n 
independants dans ~n. F 2(ex) = (cos ex .n{a) - sin a .e

3
, sin ex .n(ex) + cos Q! .e

J
} 

(voir Ia figure 5) . 

'nCo) 

Figure 5 

Soit f2 l' application produite par la construction de Pontriaguine sur Ie champ 
, -Il-2 ).. 

de repere F 2 et fn = r,;-- f2 la n-2-t::me suspension de f2 · 

Pour simplifier les calculs, nous prendrons pour modele de la sphere sn Ie 

compactifie d I Alexandraff 2 B2 x I n-2 U co de 282 x I n-2, ou I = ] -1 , 1 ( et 
°2 ( 2\ 2 2 B = { xl' x~ E R Xl + x2 < 1} • 

L' application fn+2 est alors definie par les fOl'muies sui vantes 
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. (. 1 0 2 On 
- 81 X = «, +x,) cos 0:, ,1 +x,) sm 0:, x2~x3' ••• ,xn+.) E 8 x B o~ 21 

(exES; (x
l
,x

2
) EB2 ; (X3 , ... ,xn+2)E2I) 

.. 02 'tn 
fn+2(x) = (2 cos Q .x 1 - 2 sm Q .x2 ' 2 SIn ex • x 1 + 2 cos a .x2' x3, e. • "'n+2) E 2(B Xl) 

- Sinon, f (x) = 00 • 
n+2 

En substituant, on obtient pour hn = fn 0 fn+ 1 0 fn+2 : 

- Si, ecrit en colonne, 

x = 

(1 + t (l+t (1+COSeY U1+Sin YU2) cos(r -,B»cos (fl-a» cos ex 

(1 + t (1 + t (1 +cos y u1 + sin Y u2) cos ('Y - ~» cos ~ - at» sin Q 

t (1 + t (1 +cosyu
1 

+ sin y u2) cos (y -p» sin (fJ - a) 

~ (1 + cos Y u 1 + sin II u2) sin (-y - (J ) 

t (1 + cos 'Y u1 + sin Y u2) 

xn+J 

o 2 On 1 1 1 
avec (u

1 
,u

2
) E B , (x6 , ••• ,xn+J ) E 2 I , (~, {3 , y) E S x S x S 

( ( ° 2 ° n-2 hn x) = 2u1 ,2u2 ,x6 , •• • ,xn+
3
) E 2 (B x I ). 

- Sinon, h (x) = co • 
n 

En faisant une homothetie de rapport 4 et Ie changement de variable, 

a 1 = ex, Q! 2 = {3 - ex , Q 3 = "Y - (J, et done y = a 1 + 0: 2 + ex 3 ; 

on obtient les formules de Roblin : 

h~ 1 (0) est Ie tore ~ plonge de la maniere habituelle dans 1R 4 41Rn+ J 

x
1 

= (4 + 2 (1 +cos (
3
) cos 01.

2
) cos Q!1 ; 

x
2 

= (4 + 2 (1 + cos 0:
3

) cos 01.
2

) sin a
l 

xJ = 2( 1 + cos a J} sin a 2 

X4 = sin 01.) 

ou (a l , Clt
2

' O!)} E T3 

O . >t:!. X. = pour 1- J 
1 
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Si n(a) est Ie vecteur normal unitaire exterieur a T~ dans N
4 au point a 

de coordonnees (O! 1 ' a 2' O! 3)' Ie champ de rep ere normal produi t par hn est : 

u1(a) = n{a) cos (~1 + Qt2 + 0!3) - e; sin (0: 1 + 0:2 + cx) 

u2(a) = n(a) sin (0: 1 + 0:2 + (i.3) + e5 cos (CX 1 + 0:2 + IXJ> 

Terminons cet appendice en remarquant que, si I' on restreint Ie plongement 

decrit ci-dessus de :r3 dans T~ a I' un de ses facteurs, disons Ie cercle des tl:k den.ni: 

par Q!. = 0:. = 0 «i, j , k) etant une permutation de (1, 2, J» , les vecteurs o~ et 
o 1 J 0 i 

cO(. sont constants, alOl'S que (oak ,n(a)) decl'it une base du plan e1 ' en+l ; cette 

J base effectue un tour comp1et quand Q k varie de 0 a 271 • II en est de m~me 
de la fonction de lR/Z dans SO(2) ~ GL(n) qui fait passer du champ de repere 

o . (COS Qk sin CXk) , 
(n{a) ,e;, ••. , e +3) au champ H = (u1' ••• , u) (elle aSSOCle. a a O:k) 

n n n -SIn ~ cos K 

Cela demontre que l' application F 0: TJ ... V n+J induit zero sur Ie 11 1 • Rappelons 

que l' on a considere cette application pour 1a demonstration de l' affirmation du § 3 ; 

elle est donnee par : 
2) 0 0 

F o(cx1, 0!2' Q3) = (so: '00: 'go: ,u1'···, un) 
1 2 J 
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APPENDICE B. 

QUELQUES DESSINS DE LA, VARIETE L 4 ET DU TORE T • 

UNE DECOMPOSITION EN ANSES DE L 4 • 

Considerons Ie tore standard T~ dans 

N3 
C R J U 00 = S3 tel que Rohlin Ie decrit 

au paragraphe 3. 

Soit V Ie tube unite aut~ur de T~,J 
il est diffeomorphe a T~ x I . Dans Ie complementaire 

de V, il Y a deux disques D 1 et D 2 de bord un 

, 

meridien de TO x -1 et un paralleJ.e de TO x 1 respecti vement • Des bicolliers aut~ur 

de D1• et D2 forment deux anses d'indice deux, Hl et H2 ; notons a 1 et a2 
leurs co-ames : 

V UH1 UH2 est diffeomorphe a une sphere epaissie s2 x I plongee de 

maniere standard dans S3 • Faisons apparaJt.re cette sphere epaissie en retournant 

la figure precectente comme un gant : 
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Epaississons la situation precedente en considerant la sphere 53 comme 

l' equateur de 54 . Le voisinage V devient V = V x I et les anses H 1 et H2 

deviennent Hl = H1 x I et H2 = H2 x I. La reunion V UH1 UH2 est diffeomorphe 

a 52 x I x I : 52 x n2 ; Ie complementaire est un tube 0 3 x 51 autour du cercle 

enla~ant T5 dans 54 . Remplac;ons ce tube par 52 x D2 pour creer p4 (~52x 52). 

Soit H] = D; x D:" u~ an~ d' indice 2 remplissant la moitie de 52 x D2. Le complemen­

taire dans p4 de VUH1 UH2 UH
3 

est alors D:x02 un disque de dimension quatre. 

Decrivons I' enlacement de 5.3 sur lequel s' attachent les anses duales de H1, H2 et H
3

• 

v ~---- U~----~ v 
t! / 
, I " . " .. ~-- .... --~---.. ~--- .... - .. - -, 

S1 

Pour Hl et H2 , les cercles d' attachem~nt 51 et 52 des anses duales 

sont les doubles des co-ames de Hl et H2 • 

Elles sont situees comme suit dans la moitie 5 1 x D2 de S 1 x 52 
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Le cercle d' atiachement 53 de I' anse duale de H) est * x oD.; I' enlacement 

obtenu est : 

on rec.onnal.t 

£es a.nnea.UX Borrotnee ns 

! 

Les tri vialisations des tubes autour de chacun des trois anneaux ont nombre 

d' enlacement 0 : On peut Ie sui vre dans Ie 11 cinema" precedent ou remarquer que ce 

sont les seules tri viaiisations qui donnent une homologie de rang trois sur Ie bord de 

la vari(~te L 4 obtenue par chirurgie (rappeions que oL 4 
= T~ • 

Nous allons maintenant faire apparaftre la structure de tore sur Ie bord de L 4 

vue comme trois anses a nombre d' enlacement 0 attachees sur les anneaux borromeens. 

Soit p la rotation d' angle ;!T de S3 qui permute les trois anneaux borromeen 

L'image de chacun des trois anneaux dans Ie quotient 5 3/P est un noeud trivial n . 

Le comp!(~mentaire de n admet une fibration en disques telle que chaque disque coupe 

I'image de l' axe de p transversalement en trois points. Le complementaire des 

anneaux borromeens est donc fibre ; la fibre F est un revetement cyclique d' ordre 3 

ramifie SUI" trois points du disque, c' est un tore a 3 trous. Cette fibration s' etend 

en une fibration en tores de oL 4 la variete chirurgisee avec fibre F = F U D 1 U D2 U D3, 
_ A 

ou les D. sont des disques dans Ie bord de l' anse duale de H. • La fibre Fest 
1 1 

invariante par I' extension naturelle de paL 4 et represente Ie tore T2 d I equation 
3 

C(1 + C(2 + 0:3 = 0 dans TO • 
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--

~------v--------~ de ~~e .Ie f 
'--...... -----~ 

SA 

Terminons cet appendice par quelques exercices. 

1) Calculer la monodromie de la fibration des anneaux borromeens. En decIuire que 

1a monodromie de la fibration correspondante de 0 L 
4 est l'identite : vous aurez 

verifie directement que la varh~te de dimension 3 presentee par la donnee de 

'~-y chirurgie '\::7" est Ie tore T3 · 

o 
2) II s 1 agit de determiner les diffoomorphismes de T~ qui s I etendent a L 4 et 

d' en deduire qu I une variete obtenue en colI ant T2 x D2 a L 
4 

est diffeom0Il>he soit a 
p4 = 52 x 52, soit au "produit tordu" de deux 2-spheres 52 ~ 52 (~C1P2 -# (- C1P2» • 

a) Prouver que si un diffoomorphisme du tore T~ s I etend a L 4 , il fixe 

1a classe d' homologie modulo deux du tore T. [Indication : Tout diffeomorphisme du 

tore ~ conserve 1a structure Spin provenant du champ de repere H~ (voir App. C), 

une extension de 'P doit conserver . I' obstruction a etendre a L 4 cette structure 

Spin. ] 

b) Prouver qu' un diffeomorphisme agissant par une permutation des coor­

donnees de T~ s' etend a L 4 (utiliser la presentation en anses de L 4) • 

c) Prouver que Ie diffeomoI'phi
1
5me lineaire de T~ de matrice (~ ~) 5' etend 

en un diffeomorphisme de 54 induisant (2 1 1.) sur T~. [Soit V 1 = 51 xD2 un des 

deux tares solides bordant T6 dans 53 (1' autre est V 2 = D2 x S 1) • Considerer 

11 epaissi V 1 = S 1 x DJ de V 1 ' remarquer que S4 - V 1 ~ D2 x S2 et utiliseI' Ie fait . 

que 17 1 (SO(3» est d' ordre 2. ] 

En deduire que (~1 ) 5' etend a L 
4 

• 
1 
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d) En faisant dans 54 - T~ des "twists de Dehn" aut~ur de V 1 et de V 2 ' montrer 

que : .) 1 diff ' hi li" d t' (1 1 1 \ et (1 1 1 '. I es eomorp smes nemres e ma rIce 11. , • ,1J 
s' etendent a 54 mais non a L 4 • 

(1 1 \ 
ii) Ie diffeomorphisme lineaire de matrice 1 11. s t etend a L 4 . 

\. I 

e) Deduire de b) et c) qu' un diffoomorphisme lineaire Sl etend a L 4 
si sa matrlce 

est congrue modulo 2 a une matrice de permutation. Deduire alors de d) que, pour 

un diffoomorphisme lineaire, la condition necessaire de a) est aussi suffisante. 

f) Prouver que tout diffeomorphisme 'fJ du tore T3 est isotope a un diffeomor­

phisme lineaire. [5upposer que 'P induise 1'identite sur Ie Hl ; se ramener par un 

argument de cercle Ie plus interieur au cas ou fP(T2 xO) n T 2 xO = ~; se ramener 

alors au cas ou 'P induit l'identite SUI" T2 x 0 ; reprendre I' argument pour se 

ramener au cas ou <p induit l'identite sur T2 x 0 U T 1 x 0 x T 1 U 0 x T2; conclure 

en utllisant Ie theoreme de Cerf: Diff+( 53) est connexe. ] 

g) Soit 'P un diffeomorphisme de T3 et M! la variete obtenue en collant L 
4 a 

2 2 T x D au moyen de cp : 

4 4 2 2 4 2 2/ 
MIp=L ~T xD =L UT XD/{oL4=~3X~Ip(X)E~=T2xOD2=21(T2XD2)}. 

Prouver que : 

i) Si Pl 0'1': T2 -+ T2 est de degre impair, M: est diffeomorphe a 
p4 = Mid (~S2xS2);et il y a un diffeomorphisme entre L 4 UT2xD2 et L 4 .~ T2X02 

qui preserve la decomposition (avec p 1 : T2 x 0 2 ... T2 la projec:on naturelle). 1 

ii) Si p,OIp : T
2 

... T2 est de degre pail', M! est diffeomorphe au "prodUit 

tordu" S2 ~ 52 de deux 2-spheres (52,c 52 ~ ClP2 1/ (- t:1P2» et il y a entre deux 

tels Mcp un diffeomorphisme preservant la decomposition. 
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APPENDICE C. 

SURFACES CARACTERISTIQUES 

Soit M4 une varh~te orientable de dimension quatre. Une surface F2 ~ 
M4 est caracteristigue si elle est un cycle d lobstruction a tri vialiser la restriction au 

2-sguelette du fibre tangent aM: II y a une tri vialisation t du fibre tangent M hors 

de F et pour tout disque D transverse a F I' obstruction a etendre t au-dessus de 

D est I' element non nul de 11
1
(50(4» ~ Z/2Z (rappelons que comme M est orientable, 

son fibre tangent se reduit a SO(4». Ceci revient a dire qu I elle est duale de Ia seconde 

classe de Stiefel-Whitney \\V2(M) de M • 

Rohlin utilise la meme notion pour Ie fibre normal. On voit que c' est la 

meme chose en appUquant a N = M - F la remarque suivante. 

Remargue. 50it Nn une sous-variete de R N , 2 < n < N-2 . II Y a une bijection entre 

l' ensemble des classes d' homotopie de tri vialisation des restrictions au 2-squelette de 

N des fibres tangent TN et normal vN de N. Cette bijection associe a Ia trlvia­

lisation t de TN \ N [2 ] la classe d I une tri vialisation tide II N I N [2 j telle que t e t' 
soit homotope ala trivialisation standard de TRN (si n S 2, il faut remplacer Ie 

fibre tangent par Ie fibre tangent stable). 

Par exemple, la bijection precedente fait correspondre a la tri vi ali sation 
() () () 3 0 

(001. ,~, ~) de TO' invariante par translation, Ie champ de repere normal Hn 
123 

que" Roblin considere. 

Une classe d' homotopie de tri vialisation de Ia restriction au 2-squelette du 

llbre tangent stable d' une variete est une structure Spin sur cette variete. 

II y a une autre definition d' une surface caracteristique d I une variete 

orient able M4: Une surface p2 est caracteristigue dans M4 si, pour tout cycle 

modulo 2, ~2 de M4 , ~ ~ . i; == 1; • F mod 2 (Ie point designant 11 intersection 

homologique). Llequivalence des deux definitions est la formule de Wu dont nous allons 

donner la demonstration geometrique sui vante : 

Supposons Ie cycle ~2 represente par une surface G2 • Soit 'T'G Ie fibre 

I angent a G et II G Ie fibre normal a G dans M. Comme Ia variete ambiante M est 

orientable, les fibres 'T G et v G ont tous deux meme obstruction w 1 a I' orientabi-

I He. Soit C et C' deux cercles transverses representant cette obstruction. Soit X 

1111 champ de vecteurs tangent a G et Y un champ de vecteurs normal a G, chacun 
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non nul hors d' un voisinage d' un point (gx et ~ respecti vement) de G - cue' . 
Soit X' un champ de vecteurs tangent non nul hors de gx U C et formant la ,; 

-avec X une base de TG ; soit Y' un champ de vecteurs normal non nul hors de 

gy U C • et y formant une base de II G . Hors de {gx' gy' en C I }, les trois vecteurs 

X , Y , X' + Y' sont independants, Us se completent en un champ de repE!res tangent a M \ 
,I 

deHni sur G - {gx' gy , en C'} • L t obstruction a etendre ce champ a G est J 

(S (X) + (S (y) + C n C I mod (2) aU C9 (X) , 1 f obstruction a etendre X, est la caracte­

ristique d'Euler X{G) de G, et ~(y) I'obstruction a etendre Y, est G.G • 

Mais, pour une surface G2 , on a X (G) + ( w 1 (G»2 = 0 Ipod(2) ; l' obstruction a tri via1i~ 
Ia restriction a G2 du fibre tangent a M est donc G2• G2 , ce qui etablit l' equi v a- ' 

lence des deux definitions. 0 

Remargue. Dans la deuxieme deti.nition, il faut tenir compte de tous les cycles 

modulo 2 et non seulement de ceux qui sont reduction modulo 2 de cycles entiers : 

Pour la surface d' Enriques dont nous allons donner une deSCription dans 11 appendice D, 

la surface vide n' est pas caracteristique bien que ~.!; == 0 mod (2) pour tout cycle 

entier ~. Cependant, si H
1
(M;Z/2Z) = 0, tout element de H

2
(M;Z/2Z) est 

reduction modulo 2 d'un element de H
2
(M;Z) • 
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APPENDICE D . 

LA VARIETE M~ DE ROHLIN, 

LES SURFACES D'ENRIgUES ET LES SURFACES K3. 

Dans Ie second article, Rohlin a besoin d' une variete M~ de signature -8 

et possectant une surface caracteristique d' auto-intersection nuIIe. Pour l' obtenir, 

il fait Ia somme connexe d'un plan projectif complexe C1P2 et de 9 exemplaires de 

- C1P2 , Ie plan projectif complexe munit de l' orientation opposee: M~ = ClP
2 # 9( -ClP2) 

1a surface caracteristique Fest une surface representant la classe d I homologie 

f = (3, 1, •.• , 1) E Z ~ z9 .~ H
2
(t:1P2> Et1 (H

2
(-t:1P2»9 ~ H2(M~) • (On a choisi ClP 1 

muni de son orientation complexe comme generateur de H
2

( €:]p2) ; pour 

X = (xO,x
1

, ••• ,x
9
) e Z ~ Z9 = H

2
(M1>, on a : 

999 
X2 

= x02 - ,; x~ , donc on a modulo 2, X2 == xO- 1; x. = JxO - 1; x. = X.f , 
i= 1 1 i= 1 1 i= 1 1 

9 
et la classe d I bomologie fest caracteristique ; d I autre part, f2 = 32 - !; 1 = 0 .) 

i=l 

La variete M~ • 

Soient dans t:1P2 deux cubiques Co et Coo d I equations F 0 = 0 et F 00 = 0 

telles que la couroe generique C
to 

du pinceau engendre ( t) par Co et C"" soit 

lisse. Ce pinceau definit une application rationnelle 'P: C1P2 ----~ C1P 1 definie 

pour X dans ClP2 bors de Co ncoo par: 'P(X) est I'unique t tel que X E Ct . On 

obtient apres 9 tklatements de t:1P2 une surface algebrique Cp2 sur laqueUe 

11 application 'P devient bien definie. 

composee de { 
9 eclatements 11 

La variete Cp2 est diffeomorpbe a la variete M~ de Rohlin et la transfor­

mee stricte Ct d I une courbe lisse du pinceau est dans la classe d I homologie de f . o 
En effet, un eclatement en un point X lisse d' une courbe C sur une surface 
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aiget>rique M correspond a faire une somme connexe de paire (M,C) II <_Cp2 ,CP 1)" 

Comme toutes les cubiques lisses sont diffeomorphes par un diffeomorphisme 

ambiant de C1P2 , on deduit de ce qui precede que Ie type de diffeomorphisme de la 

paire (£1P2 ,Ct) ne depend pas du choix du pinceau. Le jeu maintenant consiste a 
A 2 A 

etudier 1a topologie de (ClP ,C) en choisissant un pinceau explicite. 
A 

Comme 1a fibre Cto est lisse, elle a un voisinage en produit diffeomorphe 

a C
to 

x 0 2 
';E T2 x D2; posons N~ = M~ - int (C

to 
x t 0 2) , c' est une variE~te de 

bord Ie tore de dimension trois T3 . 

PROPOSITION 1. Les diffeomorphismes de TJ qui s'etendent a N~ sont ceux Qui 

preservent l' orientation. 

Demonstration. On choisit un pinceau tel qu' une base de I' homologie d' une 

fibre generique Cto soit representee par deux cycles evanescents se contractant 

vel'S deux fibres singulieres ordinaires (t) C
t1 

et C
t2

• Soient 0
1 

et O
2 

des 

disques que ces cycles evanescents pal'courent au coul's de leur contraction, tels que 

<P(D1) U lP(D2) soit un arc a p1onge, joignant t1 a t2 , pass ant par to et ne 

rencontrant aucune valeur critique de 'P autre que t1 et t2 : 

( t) c' est-a-dire il'reductibles avec un seul point singulier qui est quadratique non 
degenere. 
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Ajoutons a Ct x D2 deux anses Hl et H2 d1indice 2 Ie long des disques 

0
1 

et O2 • Soit V = C~o x 0 2 U H 1 U H2 la variete obtenue, on peut faire en sofie 

que V soit la preimage par 'P d' un disque D contenant l' arc a dans son interieur. 

Soient e un di viseur exceptionnel de C1P2 rencontrant transversalement 

les fibres generiques et 0
3 

= e - V. Ajoutons a Cto x 0 2 une troisieme arise 

d'indice 2 Ie long du disque D3 pour former : 
2 

P = Cto x D UH
1 

UH2 UHJ = V U H3 

Posons enfin 0 = P - int (Ct x t D2); Ie bord de 0 est : 

o Q = 0 Q U t) Q °ou () 0 = C t x t 0 D2 = T3 
+ - + 0 

Dans Ie tore ~ = Ct x (,) D2, les cercles d' attachement sont des paralleles 
o 

disjointes aux axes de coordonnees , les tri vialisations des tubes autour de ces 

cercies different de -1 de Ia tn vialisation invariante par translation. 

Comme la signature de N~ est non nulie (eIIe vaut -8), un diffeomorphisme 

de N~ preserve I' orientation. La proposition decoule alors du lern: .le sui vant : 

LEMME. Tout diffeomorphisme preservant I'orientation de T3 = g +0 s' etend en un 

diffeomorphisme de Q identite sur 0_ . 

Demonstration. En faisant tourner aI' interieur de V 1a fibre Ct autour 
o 

des fibres singulieres Ct et Ct ' on produit des diffeomorphisrnes de Q identite 
1 2 

sur t) _ 0 et induisant SUI" T 3 = 0 0 des diffeomorphismes lineaires g 1 et "'2 de 
1 1· 1 + 

matrices ( 1 ) et (1 1 .J. 
1 1 i 

La variete 0 a un diffeomorphisme (3 d' ordre 3 induisant sur T3 == 0 Q 
+ 

lUI diffeornorphisme Q: isotope a Ia permutation cir~ulaire des coordonnees. (Si on 
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choisit pour cercles d l attachement des anses H1, H2 , H3 les cercles d l equation 

y = Z = 0, Z = x = t, X = y == j, Ie diffoomorphisme iJ donne par 

[J (X, y ,Z) = (z + ~,x, y + t) permute les cercles d ' attachement et les trivialisations 

des anses: il s I etend a Q .) En conjuguant a 1 et 0:2 par des puissances de [3 , 

on realise toutes les matrices eIementaires et donc par composition tout SL(n, Z) . 

Le lemme suit alors de ce que tout diffoomorphisme du tore T3 preservant l' orienta­

tion est isotope a un diffoomorphisme lineaire de SL(n,Z) (voir les exercices de 

l' appendice B) • r:J 

PROPOSITION 2. La variete 0 decrite dans la demonstration de la proposition 1 

admet un plongement dans Ni te1le que Ie complementaire N1- 0 soit un plombage 

ES defini negatif. 

COROLLAIRE. Le bord interieur 0 _0 de Q est une sphere de Poincare. 

Demonstration de la proposition 2. II s I agit d I etudier explicitement un 

pinceau particulier. 

Soient € > 0 fixe et t dans (:; considerons Ie polynome fe t(x) = x3 + Je2x - t 

Pour t I:. ! 2i e3 , ce polynome a trois racines distinctes. Si t = to est reel, une des 

l~acines Xt est reelle, les deux autres xt et xt sont complexes (Im(xt ) > 0) • 
o 0+ 0- 0+ 

Quand t parcourt Ie segment [ to' ! 2i e;3], les racines Xo et x:t vont se confondre. 

Considerons Ie pinceau des cubiques C € t d I equation 

F € t(X, Y ,Z) == Zy2 - x3 - 3 e2 Z2X + t z3, OU, en coordonnees affines, y2 = x3 + 3e2x - t . 

Le nombre 6: etant fixe, posons Ct = C € t • Soient to E 1R , par exemple to = 1, et 

YO+ et 10- les deux courbes de Ct definies par 10±= {(x,y, 1) E Ct \ x E [~,Xt j} 
o 0 0 ~ 

Ce qui precMe prouve que Y 0+ et }' 0- sont deux cycles evanescents formant une base 

de H1(Ct ) et allant mourir sur les courbes singulieres C . 3 et C . 3. Les 
o ~€ -ae 

9 points fixes du pinceau sont au-des sus du point ai' infini (0, 1 ,0) sur I' axe des y 

et forment une chaine lineaire de points infiniment proches; soient e 1, ••• , e9 
les 

di viseurs exceptionnels correspondants. Les fibres singulieres de 'P: ClP2 ... elP 1 

sont· -1 3 A -1 . 3 A -1 A 8 
• I(J (-2iE:) = C-2i€3, I(J (2J.e:) = C2iE:3 et I(J (eo) = Ceo i~1 ei 

et I' on a dans f'lP2 la configuration sui vante : 
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v 

I.e compiementaire de Q dans C)p2 est un voisinage regulier de C"" G ei ' 
i=l \ . • est un plombage ES defini negatif. 0 

I ~emargue. Le lecteur pourra faire tendre € vers 0 dans les constructions prece­

dentes et reconnrutre 1a sphere de Poincare sous les trois manifestations sui vantes : 

- bord d 1 un plombage ES ' 

- () Q - , 
- result at de la chirurgie d I indice 1 sur le noeud de treUe 

k = ({x,y) \ y2 == x3 } , ou 53 = {(x,y) E £2 \ \x1 2 + \y\2 = 1} . 

Pour que 1es orientations coincident, il faut prendre un plombage ES defini 

positif (dans Cp2 1a variete Q et Ie plombage ES defini negatif sont de paM et 

~)I autre de leur bord commun). 

Les surfaces d' Enriques et K 3 . 

Une surface d r Enriques est une surface elliptique obtenue en faisant deux 

II 'ansformations logarithmiques d' ordre 2 sur deux fibres lisses de la surface 

1'llipUque 'P: {"p2... elP 1 obtenue a partir d tun pinceau de cubiques (voir par 

t. \xcmple Griffith-Harris, Principles of algebraic geometry, Wiley Interscience, 

p. 594-600). 
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Supposons que les deux fibres C + et C sur lesquelles on va faire les 

transformation logarithmiques soient dans un voisin age en produit autour d I une courbe 

lisse Co que 1'on a suppose trivialise de la forme Co x 2D2 de fa~on a ce que C:t 

corresponde a Co x :t 1 (ici a n 2 = {z E t: \ \ z I :$; a}) . Les deux transformations 

logarithmiques ont pour effet de remplacer Co x 2D2 par 

R = Co x (2D2 - t D2) / (x,y) I"V (X+T, y-l) , ou .,. est un element d'orore 2 

dans Ie groupe de la courbe elliptique Co ;en identifiant Co a T2, on peut prendre 

T=(t,O). 

Ceci donne la decomposition suivante de la surface d I Enriques: E = N~ U R 

Remarque. En faisant operer sur Co x D2 des diffeomorphismes de monodromie, on 

• .0 

peut changer a volonte I' element .,. . Cet argument de monodromie etait d 1 ail leurs 

implicitement utilise quand on a ecrit que les transformations logarithmiques sur C et C 
+ -

correspondent au meme 'T Iorsque 11 on identifie C et C avec Co a 11 aide de Ia 
+ -

trivialisation du tube Co x 2D2 • 

Le revetement double d I une surface d' Enriques est une surface 

notre exempIe, elle est diffeomorphe a 
K = N~UCOX(2D2_tD2)UN~ r;t N~ l! N~ , 

~ 

KJ; sur 

ou Ie diffeomorphisme de recollement ~: T3 = 

~ (x ,Y ,z) = (x + t ,y , - z) • 

()N4 ... ()N'4 = T3 est donne par 
1 1 

Remargue. Si on recolle au moyen de ¥,I : T3 = d N~ ... 0 N~ = TJ , ~I (x, Y ,z) = (x,y ,z) , 

on remarque que Pon obtient la meme variete K (t) roais que ceUe-ci est un revetement 

de C]p2 ramifie sur deux fibres lisses: c I est Ia resolution du revetement double de 

Cp2 ramifie sur la reunion de deux cubiques lisses. Le lecteur est invite a montrer 

qu' elle est diffeomorphe au revetement double de t::p2 ramifie sur une sextique 

lisse et plus generalement a trouver des diffeomorphismes explicites entre les exemples 

de surfaces KJ algebriques qu I il a rencontrees. * (Pour de tels exemples, voir les 

chapitre VIII et IX (et surtout leurs exercices) . du livre de Beauville, Surfaces alge­

briques complexes, Asterisque nO 54.) 

(t) 'P' est isotope a ~; d I ailleurs la proposition 1 permet de remplacer lP par 
n I importe quel diffeomorphisme de degre -1 . 

( *) On sait grace a la thoorie des periodes des surfaces K3 que toutes Ies surfaces K' 3 
sont diffeomorphes. 



II. SUR LE TROISIEME ARTICLE: R [17] 

1. CERCLES DE POINTS DOUBLES D'UNE IMMERSION GENERIQUE 

La partie 1a plus imporiante des comment aires sur Ie troisieme article est 

11 explication de 1a methode de Kneser pour lisser les cycles combinatoires de codimen­

sion inferieure ou egale a deux dans une variete. 

Nous nous contentons ici d 1 expliciter les modeles pour les cercles de points 

doubles d I immersions generiques que Rohlin utilise pour 11 eliminer ces points 

doublesll • 

Rohlin prend une variete orientee M3 de dimension trois. Pour montrer qu I elle 

borde une variete orientee w4 de dimension quatre, il considere une immersion gene­

r'ique f: M3 -':lRS et introduit, pres des cercles de points doubles, les modifications 

~1 et (92 lui permettant de construire une v~iete N3 cobordante a M, et possectant 

lin plongement dans N; . La variete N peut etre triangulee comme sous-polyedre de 

U~5 ; Ie fait qui elle borde resultera alors de la methode de Kneser-Rohlin appliquee a 
1 il trace X d' une contraction de N en 1 r origine de N 5 : 

X = {y E 1RS \ 3 x ~ N , t E [0, 1] tel que y = t x} • 

Cette trace X est une chaine polyedrale de codimension un dans 1R5 et de bord homo­

logique oX = N. Le theoreme de Rohlin-Kneser (theoreme 3 du chapitre suivanO permet 

(Ie remplacer X par une sous-varh~te W de :IRS de bord N . 

La modification (92 n I a pas de mystere: c I est une simple "chirurgie ronde 

plongee, d' indice un" (Rohlin utilise implicitement son analogue en dimension quatre 

Jorsqu'il calcule 0.4 dans le quatrieme article); la modification (91 est moins connue. 

Nous analyserons done les cercles de points doubles; nous decrirons explicitement des 

lHodeles plonges des modifications (91 et (92 et remarquerons que Ie cas qui conduit a 
I ~l modification la plus subtile ~ 1 ne peut se produire en dimension quatre, ce qui 

pxpEque que, quand il ealcule 04 dans Ie quatrieme article, Roblin eonsidere triviale 

l '('tte partie de la demonstration, alors qu I il Y consacre 11 essentiel de la redaction du 

j I uisieme article. 

51 
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§1 • CERCLES DE POINTS DOUBLES D'IMMERSIONS GENERIQUES. 

S . t f .. n+ 1....... V2n+ 1 . . ~ .... " ( t ) t d . 't' 01 : M...... une ImmerSlon g~.Ilerlque en re eux vane es 

closes orientees de dimension n+ 1 et 2n+ 1 respecti vement . 

L I ensemble singulier 1; de fest une collection de cercles sur laquelle la 

restriction de f, f1 : 1; ... f(!;) , est un revetement double (explicitement 

~ = {x E M I 3 x' ~ x, f(x') = f(x)}) . 

Soit c une composante connexe de f (!;) que l' on identifie a ~/7TZ ~ [0,11 J/O'" 'It. \ 

Soit T une tranche transverse au cercle c en le point parametre par 0 = 11 • II Y a 

un voisinage l! (c) dans la varlete V tel que si on le decoupe le long de la tranche T , 

on obtient une variete l! T (c) diffeomorphe au produit [0, 'It ] X ~n x N n ; de plus, 

l' image reciproque f- 1 (f(M) n l! T (c» est diffoomorphe a {O, 1} x [0,11 ] X ~n , 

I' application f etant donnee dans ces cartes par 1a formule f( u, t , x) = (t, ux, (l-u)x) , 

u E {O, 1}, t E [ 0, 'IT] , x E R n (la composante II u = on va sur Ie If facteur vertical II 

[ 0, 'IT ] X 0 x R n de [ 0, 1T ] x R n x R n , 1a composante "u = 1" allant SUI" Ie II facteur 

horizontal" (0, 'IT] x N n x 0 (voir la figure 1». 

'V(e) 

Figure 1 

Remarquons que, comme la variete M est orientable, Ie cercle r-1(c) a un 

voisinage en produit dans M et les identifications sur Ie bord de 1a carte 

{O, 1} x [0, 1T ] x R n pour obtenir un voisinage de r-1 (c) peuvent ~tre choisies comme : 

(t) Une immersion f: Mn+l -+ V2n+1 est generique si pour deux points distincts x et 

x r de M tels que r(x) = f(x I), les images Tf (T M) et Tf ,( T ,M» par l' application x x x x 
tangente a r des espaces tangents en x et x I sont transverses dans T f(x) V , l' espac~ 
tangent a v en f(x) = f{x') • 
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(*) 1) (u, 'IT ,x) ~ (1- u,O,x) si Ie revetement f1 est non trivial sur c . 

2) (u,fI' ,x) "'-1 (u,O,x) sinon. 

Les identifications qui produisent u(c) a partir de 'l! T (c) sont alors 

cas 1) (1J' ,y ,z) r>J (O,z,y) 

cas 2) (11 ,y, z) f"J (O,y,z) 

Dans les deux cas I' application fest donnee par : f (u, t ,x) = (t, ux, (1 - u)x) • 

Dans Ie cas 1), Ia monodromie de recoilement de u T (c) est l' application 

(y , z) .... (z, y) qui echange les coordonnees du produit 1Rn 
x Rn; comme la variete 

ambiante Vest orient able , cette monodromie conserve I' orientation et la codimension 

n de I' immersion doit etre paire: nous avons etabli que Ie cas 1) ne peut se produire 

que si la dimension de la variete M est impaire. 

Precisons que Ies eoordonnees ci-dessus ont ete choisies dans I' orientation de 

la variete M (t) 

§2. LA VERSION AMBIANTE DES MODIFICATIONS <9, .!! <9
2 

de ROHUN. 

L I idee des modifications (91 et (92 est de faire une elimination dependant conti­

nument du point t de c de la singularite de point double isole formee par f(M) dans 

une tranche T t normale a c au point t (figure 2). 

I 

Les modifications /9
1 

et <9
2 

vues dans une tranche T
f 

Figure 2 

f(1 tl,i~~Jr) 

f(Q!)ft~tO') 

( t) Si 11 on veut tenir compte de 1 'orientation de la variete ambiante V, il faudra dis­

tinguer dans chacun des cas ci -dessus deux sous-cas sui vant que les coordonnees pro­

duites donnent ou non l' orientation de V. Comme 11 orientation de V ne joue aucun 

role ici (seule son orientabilite a ete utili see pour montrer que si M est de dimension 

paire seul Ie 2e cas se produit), nous n I entrerons pas dans cette distinction plus fine. 
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Precisement, Rohlin en1eve a la variete M les tores- solides Ki correspondant 

aux points dont 1a coordonnee x verifie \x \ ~ t (un seul tore dans Ie cas 1) et deux 

dans Ie cas 2»; i1 produit alors un plongement de la variete N obtenue par identifica-
o 0 

tion sur Ie bord de M - K en rempla9ant, sur M - K, 11 immersion f par Ie plongement 

g. En notant, pour m E f- 1(tr(c», m = (u, t,x) , x = (x
1

, •.. ,X
n

) E N n , Ie plonge­

ment g est defini par : 

1) Si m ¢ r-1(u(c» ou Ix \ 2 1, g(m) = f(m) • 

2) si t 5 \x l :5 1 , g(O, t,x) = (t, 'P( lx \ )(-x
1 
,x

2
' .•• ,Xn) , x) 

g{l,t,x) = (t,x,cp(!x 1)(-x
1

,x
2

, ••• ,xn» , 

ou 'fJ: [t, 1] -+ [0,1] est une application COO 

t 'P(t) = 1 ; .;pl(t) = -1 ; 'P(n)(t) = ° pour 

t <,0(1) = 0; ",(n)(1) = ° pour n 2! 1 ; 

t 'P' (t) < 0 pour t "" 1 (voir la figure 3) 

telle que 

n>2 . , 
3/2. " 

1 

.. , .. .. .. , 
" 

Figure 3 : Ie graphe de cp 

Pour \x \ = t , }I application g identifie (u;t ;x1 ,x2 ' ••. ,xn) a 

(1 - U; t; -Xl ,x
2

' ••. ,xn) · Ce sont les identifications qui produisent la vaiiete N • 

Pour ceux qui preferent des equations implicites, donnons, dans Ie cas n = 2 , 

1 'equation sui vante de la partie d' un plongement de N se trouvant dans la carte lJ (c) : 

° = F( t, y , z) = y. z + (,Q ( I y \ 
2 + \ z 12) 

(ou on identifie 1R2 a C et proionge f{J par : 
{ 

f{J(t) = 3/2 - t pour 0< t:5 t 
cp(t) = 0 pour t:i! 1. ) 

Le point de vue "anses rondes" et II anses ron des tordues" qui resulte des 

formules et des dessins ci-dessus nous permet de voir que les modifications &1 et &2 

conservent 1a c1asse de cobordisme oriente de M 

Pour (92' il suffit d I ajouter a M x I une If anse ronde" 

H = [0,1 j x [O,ft ] x Dn /(u,O,x) ~ (u,fT ,x) en identifiant les pOints de H parametres 

par (O,t,x) et (1;t;x
1

,x
2

, ••• ,xn) aux points de Mx 1 parametrespar «O;t;x);l) 

et «l;t;-x
1
,x

2
, •.• ,Xn);1). 

Pour la modification (91 ' on fait la meme chose avec l' n anse ronde tordue" 

Ii = [0,1] x [0, fT ] x Dn / (u; O;x1 ,x2 ' •.. ,xn) IV (l-u; fT ;-x
1 

,x2 ' ... ,xn) : c I est une 

variete orientable et I' image de Ia partie d ( [ 0, 1 J) x [0, tT j x Dn / ~ du bord de H 
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sur laquelle se fait Ie recollement est connexe; on a donc bien un cobordisme oriente. 

§3. LES FORMULES DE ROHLIN. 

Roblin utilise Ie meme cobordisme: la variete qu I il nomme W
4 

est Ie fibre 

tordu en disques, ayant une section, sur 1a bouteille de Klein 8 2 ; la varlete 0 3 

est la restriction de ce fibre a une courbe unilaterale de B 
2 

: la variete W4 decoupee 

Ie long de 0 3 est un fibre en di~ques sur Ie ruban de Mobius M2; c 1 est notre anse 

tordue H (avec nos coordonnees, Ia fibration est 11 application 11: H -+ M2 donnee par : 

rr(u; t ;x1 ,x2 '··· ,xn) ...... (u,x1) , 

ou on prend (0, 1 j x D 1/ ( 1 ,x) '" (0, -x) comme modele pour 1a bande de MObius M2 , 

et on prend Ie carre D 1 xD 1 comme modele du disque D2 co-arne de H) . La variete 

W4 decoupee Ie long de OJ est un cobordisme oriente entre Ie bord d' un voisinage 

regulier de 0 3 : un tore solide ~et Ie fibre en cercles associe au fibre en disques sur 
M2 • 

Le jeu que Rohlin effectue avec les coordonnees angulaires consiste a montrer 

que Ie fibre en cerc1es associe a ce fibre en disque est diffeomorphe au fibre non trivial 

en intervalles sur la bouteille de Klein (par lequel on remplace Ie tore K de la 

variete M pour former N). Ce fait se voit directement : 

Soit en remarquant qu I un fibre (en cercIes) sur la bande de MObius M est un 

voisinage regulier de sa restriction a I' arne de M; ici cette restriction est une bou­

teille de Klein dont un voisinage regulier dans Ie fibre (en cercles) non trivial sur la 

bande de MObius est un fibre non tn vial en intervalles. 

Soit en considerant les deux espaces comme fibres, non tri viaux et d I espace 

total orie!ltable, en anneaux sur Ie cercle. (n suffit de composer les fibrations definis­

~ant ces espaces avec les fibrations M2 -+ S 1 et B 2 
-+ S 1 respecti vement .). Sur 

notre modele, la fibration sur la bouteille de Klein 8 2 est (u,t,x) I-t (t,x) (cas n = 2 

de notre modele) • 



2. LA METHODE DE KNESER POUR LISSER LES CYCLES 

D'UNE VARIETE COMBINATOIRE 

Une tentative de demonstration combinatoire de "4 = Z 

INTRODUCTION. 

La courbe Co d I equation x.y = 0 a une singularite isolee et peut etre approchee 

par des courbes lisses C ed' equation x. y = € • La methode de Kneser ([K]) que nous 

allons presenter est une generalisation de cette deformation de lissage au cas ou, au 

lieu d I avoir des singularites isolees de varietes alge'briques, on a seulement un sous­

polyoore d' une variate combinatoire qui verifie certaines hypotheses homologiques. 

Enon~ons 1 'un des resultats que I' on obtient par cette methode. 

THEOR EME 2. Soit Kn un sous-complexe fioi oriente (t) de dimension n d I une 

varh~te triangulee tf1+1 de dimension n+1 . On s.uppose que la chaine K definie 

par les n simplexes (orientes) ~ K est un cycle a coefficients entiers. Alors,J! 

existe une subdivision de M et un sous-complexe N de cette subdivision qui est une 

sous-variete orientee localement plate de M et homologue sur les entlers au cycle K • 

Dans Ie cas ou M est orient able , on montre aujouro' hui ce theoreme en utilisant 

la transversalite de Thorn: Le dual pour Poincare de 1 r element de Hn(M,Z) defini 

par Ie cycle K est un element de H l(M,C, M;Z) (si M est non compacte, la remplacer 

par un voisinage compact de K), on represente alors ce dernier element par une appli­

cation f de M sur Ie cercle S 1 , constante sur Ie bord 0 M et transverse a un point 

de S 1 (distinct de f( 0 M». Remarquons que dans Ie cas ou la variate M n' est pas 

orientable, une II demonstration mod erne II de ce theoreme n' est pas aussi aisee, alors 

qu'il ne suffit que de tres legeres modifications de la methode de Kneser ([ K ] qui 

(t) Chaque simplexe de dimension maximale nest muni d I une orientation. 

56 
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date de 1924) pour attraper, dans tous les cas (que la variete M soit orientable ou 

non), Ie theoreme de lissage cohomologique: tout element de H 1(M;Z) se represente 

par une sous-variete de codimension un, plate et transversalement orientee. 

Mais 11 interet d 1 exposer cette methode aujourd 1 hui est autre. Rohlin, dans 

I' article ([R J) ou il montre que Ie groupe de cobordisme des varietes orlentables de 

dimension trois est nul, enonce une methode de Kneser a bord qui peut etre vue comme 

le commencement d' une "machine combinatoire" de Kneser qui permettra de lisser les 

cycles de codimension deux ; il est nature! d I essayer de poursui vre ; on se trouve 

bloque fa l' etape suivante, mais on recolte une demonstration du calcul du groupe de 

cobordisme 0 4 sembiable a celIe de 03 = o. Cependant, nous ne reussirons pas a 
donner une demonstration combinatoire du theoreme de Rohlin, et devrons soit nous 

restreindre aux varietes difierentiables, soit utiliser Ie theoreme de Wall d 1 unicite des 

fibres normaux P L en codimension deux; mais ce theoreme n' a pas de demonstration 

satisfaisante (on utilise Ie theoreme de Schoenflies en petite dimenSion, Ia theorie des 

anses de Smale en grande dimension, et on a besoin du theoreme de Cerf: Diff(S3) 

est connexe, pour faire Ie pont I). Nous noterons que Ie theoreme de Rohlin implique 

Le theoreme de Wall eIementairement (par des arguments qui sont les memes pour toutes 

Les dimensions) et demandons done une demonstration combinatoire et eIementaire dans 

le sens precedent du theoreme de Rohlin. 

Au paragraphe 1, nous exposerons la construction fondamentale. Le paragraphe 2 

est consacre a I ' analogue non orientable du theoreme 2 enonce ci -dessus; Ie 

theoreme 2 sera demontre au paragraphe 3. Le theoreme de Rohlin (lissage, en fixant 

Le bord, d' un polyedre K, oriente, dont Ie bord homologique est une sous-variete 

Localement plate de codimension deux) sera" etabli" au paragraphe 4; ce resultat 

permettra, dans Ie paragraphe 5, d' etablir 1 ' analogue du theoreme 2 en codimension 2. 

Le paragrapJie 6 sera consaere a la difficulte technique, signalee plus haut, rencon­

tree dans la preuve du theoreme de Rohlin; nous echouerons au paragraphe 7 en 

tentant de generaliser Ie theoreme de Rohlin en coclimension deux, mais recupererons 

I a demonstration de n 4 = Z annoncee plus haut. Nous terminerons enfin par des 

exercices indiquant, entre autres, comment obtenir les resultats sur H 1(M,Z) , 

H '(M,Z/2Z) , H2(M,Z) en utilisant la methode de Kneser. 
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§ 1. LA CONSTRUCTION FONDAMENTALE· 

Commen~ons par rappeler certaines notions de topologie combinatoire. Soit 0' 

un simplexe d' un complexe simplicial K. Le site de (] ~ K (ou I f etoile de a 

dans K, en anglais star) est Ie sous-complexe de K forme de toutes les faces des 

simplexes dont a est une face, on Ie note St(a ,K) • La lice de a ~ K (en 

anglais link) est Ie sous-complexe forme des faces, disjointes de CJ , des simplexes 

dont a est une face, on la note L( CJ , K) • Si K I designe la premiere subdivision 

barycentrique de K et g. sont Ies simplexes de plus grande dimension de a' = f1 n K' , ' 
1 

toutes les lices L( a. ,K I) sont egales, on note cette lice commune L( 0' , K I) ; la 
1 

reunion des sites St(a., K') forme Ie site de a dans K' que I' on note St(a,K I) • 
1 -

Nous utiliserons·les faits connus sui vants : 

( 1) Le site de a dans K' est isomorphe au joint de a et de la lice de a dans 

K' : St( a ,K ') t;t a * L( cr , K 1) (I'isomorphisme est simplicial si a est triangule , 

par 0' n K') . II en resulte que la frontiere du site de a dans K' est isomor-

phe au joint du bord de a et de la lice de a dans K 1 : 

o St( a ,K t ) ~ 0 0' * L( cr , K I ) 

(2) Un sous-complexe Kn d'une variete combinatoire ~+q est une sous-variete 

localement plate de M si et seulement si pour tout simplexe a p de K la paire 

de lices (L(a ,M), L(cr ,K» est une paire de spheres denouee (de dimension 

(n-p-1+q, n-p-l». 

,---------- L( a, K ' ) 

/ 

Figure 1. Site et Lice 
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Soit Kn un sous-complexe de dimension n d I une varh~te triangulee Af+q 
de dimension n+q. Nous dirons que K a des singularites de codimension c si. 

K - K[n-c] est une sous-variete localement plate de M (K[n-c] designe Ie n-c 

squelette du complexe K) . Cette propriete se traduit techniquement de la maniere 

suivante : 

Pour tout i, 0 S i ~ c, et tout n-i simplexe an- i de K, la paire des lices 

de a dans M' et K' (:Knfv1I), (L(a ,M'),L(o- ,K'» est PL isomorphe a la paire 

standard de spheres denow~es (Si-l+q , Si-l) • Un simplexe pour lequeUe cette pro­

priete est violee est dit singulier. 

Nous pouvons maintenant presenter la construction fondamentale 

Soit a un (n-c) simplexe d 1 un sous-complexe ayant des singularites 

l 'n codimension c. La lice L( (j ,K I) est alors une sous-vaI'iete localement plate 

Vc- 1 de dimension c-l de la lice L( 0 ,M I) qui est une sphere de dimension 
lJ+c-l (t) . 

Si la lice V borde WC une sous-variete localement plate de la sphere L( (J , M I) , 

Kneser Eilimine la singularite du complexe K en rempla~ant K par : 

K 1 = K - St( 0- ,K I) U 0 a * W (voir la figure 2). 

Designons par M 1 une subdivison de M qui triangule K 1 comme un sous­

\'omplexe. HoI'S du site St(O,M') Ie complexe Kl ' tout comme K, a des singularites 

I'n codimension c. SUI' St( a ,M') - 0 a, K 1 est une sous-varoUite localement plate (:1=). 

Done, les seuls simplexes l' qui peuvent voir leur paire de liee (L( T ,M~), L( T ,K;» 

lIIodifiee sont ceux de 00, mais ils sont de codimension c+ 1 • Bien sur, pour gagner 

(IUelque chose, il faut effectuer cette modification simultanement sur tous les n-c 

simplexes singuliers de K, ce qui peut se faire en ayant pris soin de subdi viser une 

rois de plus (pour tous les simplexes a n- c de K[n-c] nK', les sites st(O' ,K") 

Il' ont en commun que des points de (0) • 

( I) Demonstration de cette affirmation : soient ~ un j simplexe de V = L( 0 ,K) et 

T Ie (n-c+j+l) simplexe du site St(o ,K I) dont l' est la face opposee a a. La 

paire de lices (L(r ,L(o- ,MI», L(T ,L(a ,KI» est simplicialement isomorphe ala 

I >aire (L(T, M I ), L(T, K ' » qui est denouee car K est singulier en codimension c et 

T est hoI'S de K[n-c J (dim T = n-c+j+1 2: n-c+l car j ~ 0). 

( I: ) 
car W n K = 0 W = V puisque St( a ,M') n K = St( (j ,K') (c I est pour avoir cette 

IH\)priete que l' on a travaille dans la premiere subdivision barycentrique) • 
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(J est Ie segment Act, ; St(u,M) est 
Iloctahedre union des quatre tetraoores 

AOA1BiBi+l (i = 0,1,2,3) ; 

60 

St( a, K) est I' union des quatre triangles 

AaA1Bi · 

West 11 union des segments 

b
1
b

12
b

2 
et b

J
b

30
b

O 

abstraitement K 1 est: 
B) 

L( g , M I) est un octogone 

(b .. 1 est Ie barycentre de AOA
1
B.B. 

1,1+ 1 1, 
b
i 

est Ie barycentre de AO,A
1
B

i
J 

L( g , K ') est forme des quatre points 
bO,b

1
,b2 ,b3 • 

Le complexe K 1 plonge 

Figure 2. La construction fondamentale dans un cas ou n = 2, q = 1, c = 1 • 
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Remarquons Ie lien entre cette construction et la deformation C € de l' intro­

duction: Si une hypersurface algebrique d' equation f = 0 possooe une singularite 

isolee au point x, on peut prendre pour variete W la fibre de Milnor de Ia singula­

r'ite, que l'on sait isotope a St(x,M') n {f-1(e)} • 

Tout Ie probleme dans la suite est de trouver des hypotheses garantissant 

L ' existence de la variete W: un probleme de "surface de Seifert" pour une sous­

variete localement plate de la sphere. 

§ 2. LE THEOREME DE KNESER (COEFFICIENTS ENTIERS MODULO 2) 

THEOREME 1. Soit une variete de dimension (n+1) M avant une triangulation T 

ot soit Kn un sous-complexe fini de dimension n ~ T qui soit un cycle modulo 2 . 

AloI's, il ~ a une sous-variete localement plate N de M, homolor:ue a K modulo deux 

et gui est un sous-complexe du 2n-eme subdi vise barycentrique T 2n) de T • 

Demonstration. Supposons construit un sous-complexe K. de M. = T(2i) qui 
1 1 

soit singulier en codimension i+1 et homologue modulo deux a K (on commence la 

l'ecurrence avec KO = K et on posera N = K ). 

S · t 1 (' 1) . 1 n d K[n-(i+1) J n K' ou' K[. n-(i+l)] Olen a1,·.· ,aN es n- 1+ SImp exes e iiI 

est Ie n-{i + 1) squelette de K. et K', est Ie subdi vise barycentrique de K, . Soit V. 
" 1 1 1 J 

la lice L(a., K.); elle borde une sous-variete localement plate W. de la sphere 
" J 1 J 

L( a ., M .) : Si i = 0, puisque KO = K est un cycle modulo deux, chaque V. est 
J I J 

forme d 1 un nombre pair de points et donc borde une reunion disjointe , d' arcs W .. dans 
" J Ie cercle L( a . , M .) (voir la figure 2); si i::> 0, C 1 est parce que toute variete de 

.J 1 . 

t 'odimension un disconnecte une sphere simplement connexe. 

Comme les sites st( a, , M'~) ne se touchent qu' aux bords des simplexes a., on 
J 1 J 

peut appliquer simultanement dans les sites de tous les a. les modifications de Kneser 
J 

pour obtenir : N" N 
K. 1 = (K. - U St(u.,K » U 00, *w .. 

1+ I. 1 J.. 1 J J J= l' J= 
N 

I ,a reunion des joints U g, * W. fournit une homologie modulo deux entre K. et 
j=1 J J 1 

K. 1 • 0 1+ 
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§ 3. LE THEOREME DE KNESER (COEFFICIENTS ENTIERS) 

Demonstration du theoreme 2. Supposons construit un sous-complexe oriente 

de dimension n, K. , d' une subdivision M. de M qui soit singulier en codimension 
1 1 

i+l et homologue sur les entiers a K (on commence la recurrence avec KO == K et 

lion posera N = Kn> . 

Nous utiliserons les memes notations que dans la demonstration precedente et 

choisissons une' orientation pour chaque n-{i+l) simplexe O'j • Comme Ie complexe Ki l 

est oriente, 1a lice L(O.,KI~) est une sous-variete orientee V. de codimension un de 
" J 1 J 

1a sphere L( 0" . , M .) • 
J 1 

AFFIRMATION. n existe une sous-variete Wj orientee, de codimension zero de la 

sphere L( a . ,M'~) telle que w. n v. = () W. ~ ~ et les orientations coihcident. 
J 1 J J J 

En effet, pour i == 0, puisque K est un cycle sur les entiers, V. est forme 
J 

d' un nombre pair 2k de points disposes sur un cercle, k d' entre eux exactement 

etant affectes d' une orientation positive; il y a done un arc dans Ie complementaire 

dont les extremites sont d r orientations opposees. Pour i > 0, il suillt de prendre une 

composante de V. la plus interieure. 
J 

On effectue la modification de Kneser partielle sur les W. en posant 
N N N J 

K ~ = (K. - U St(C1.,KI~» U 00'. * W. U a. * (V.- oW.) • 
1 1 j= 1 J 1 j= 1 J J j= 1 J J J 

La reunion des joints ~ a. * W. fournit une homologie entre K. et K ~ (voir figure J) 
j=l J J 1 1 

Le complexe K ~ peut encore ~tre singulier en codimension i+l , mais il est 
1 

plus simple que K. : detinissons la comp1exite de K. comme etant Ie maximum des 
1 1 

nombres de composantes connexes de V., la lice L( CJ • , K'~) ,Cl
J
, parcourant les sim-

J J 1 
plexes singuliers de dimension n-(i+l) . Remarquons que pour toute subdivision de 

K ~ , les seuls simplexes singuliers de dimension (n-(i+l» sont des simplexes .,n-(i+l) 
1 1 " qui sont inclus dans un a. et que, pour un tel simplexe, la lice L( T ,K. ) est P L 

J 1 
isomorphe a V. - () W., donc K ~ a une complexite moindre que celIe de K. et, par 

J J k 1 k 1 
recurrence, on obtient K. de complexite nulle et on pose K. 1 = K. . 

1 1+ 1 

Remarquons que les theoremes 1 et 2 admettent des formes relatives: Si Ie 

complexe K est, pres d I un ferme une sous-variete localement plate (orientee pour 

Ie theoreme 2), on peut imposer a la varlete N d I ~tre egale a K pres de ce ferme 

il suffit de n' effectuer les modifications de Kneser qu r aux simplexes a. singuliers 
J 

(ceux pour lesquels la paire de lice (L( 0' . , M'~) , L( 0' . , K'~» n I est pas une paire de 
J 1 J 1 

spheres denouee) . 
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1 1 
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(L(o ,M~) ,L(a ,K~» 
1 1 

La complexite de K. est 6 
1 

La comolexite de K ~ est 4 
1 

Figure 3. La modification de Kneser partielle 

§ 4. LE THEOREME DE RORUN 

THEOR EME 3. .§.2!! Kn un sous-complexe lini, oriente, de dimension n d I une 

variete triansulee Mn+l de dimension n+1 . On suppose que Ie bord de la chalne K 
definie par les n simplexes orientes de K est une sous-variE.~te localement plate 
On-1 ~ M . 

Alors, il y a une subdivision de M et un sous-complexe de cette subdivision 

qui est une sous-variete localement plate, N , ~ M, de bord la sous-variete Q et 

homologue, modulo Q et sur les entiers a la ehafne K . 

Demonstration. Tout d' aOOrd, nous dirons que Ie complexe K est singulier en 

codimension c si K - K[n-e] est une sous-variete localement plate de bord Q- K [n-c] 
cela se traduira techniquement par : 

i) Pour tout (n-i) simplexe de Q (0 ~ i < c), la lice L(a ,K') est un disque 

localement plat dans la sphere L(a ,M') de bord L(a ,Q') (rappelons que, puisque Q 

est une sous-variete localement plate, cette derniere lice est une sphere denouee) . 

ii) Pour les (n-i) simplexes de K - Q (0 -< i ~ c) , la meme condition qu 1 auparavant. 

Supposons construit un sous-complexe oriente K. d! une subdivision M. de M , 
1 1 

singulier, en codimension i+l et homologue modulo Q a K (Ie bard homologique de 

K. est done la sous-variete Q). Nous utiliserons les memes notations que dans la 
1 

demonstration du theoreme 2. 

La lice L(a. ,K'~) est une sous-variete localement plate et orientee V. de la 
J 1 J 

sphere L(a.,M'~), qui n' a un bord non vide que si i 2! 1 et si Ie simplexe cr. est dans 
J 1 J 
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Q, auquel cas Ie bord de V. est L( 0"., K1~ n Q) qui est une sphere denouee S. . 
J J 1 J 

Supposons d' abord i ~ 1 et O"j dans a . 
11 

AFFIRMATION. II Y a un disque D. de dimension i loealement plat dans L(O".,M.) 
J J 1 

de bord Sj et tel que : 

a) Sur un voisinage regulier R. de S., les varietes V. et D. coincident. 
o J J J J 

b) Le cycle (0. UV.) - F) est trivial en homologie entiere dans 
II 0 J ~ 

E. = L(a.,M.) - R. , II €Xten.eur de R .• 
J J 1 -J J 

Complement. a) Si 0". n' est pas dans Q, l' affirmation est vraie pour 
J 

D. = R. = 9l (vrrue aussi si i ~ Q) • 
J J 

b) Si i = 0 et a. est dans Q, I' affirmation est vraie avec R. un voisinage 
J J 

regulier de D j . 

Le complement n' est que Ia traduction de ce que, sur les entiers, Ie bord homo­

logique de K. est la sous-variete Q pour i = 0 et pour i ~ 1 , H.(L(a. ,M'~»= 0 • 
1 1 J 1 

Pour I' affirmation, comme la sphere S. est denouee, elle borde un disque D. de 
J J 

dimension i • Par existence de collier de S. dans D. et V. , et de bieollier aut~ur 
J J J 

de D. et V. dans L( a . ,M'~), on peut, dans un voisinage de S., interpreter D. et 
J J J 1 J "l 

V. eomme les traces de deux sections de deux fibres normaux as. dans L( a . ,M .) • 
J J 1 1 

Faisant appel au theoreme de Wall ([W]) d' unicite des fibres normaux en codimension 

deux, on peut, apres une isotopie de D., supposeI' que les deux fibres sont egaux et 
J 

done les deux sections different par une application de S. dans Ie eercle S 1 . Comme 
J 

les deux sections sont homologues sur les entiers (car D. et V. sont orient abies) , 
J J 

l' application de comparaison e?t tri vi ale en homotopie; Ies deux sections sont 

isotopes et lion peut realiser la condition a) (e I est ici que I' on utilise la condition 

d' orientabilite; voir dans Ies exercices 3b) et 3c) ce qui se passe sans la condition 

d,' orientabilite) . 

Comme E. a Ie type d' homotopie d' un cercle, Ia condition b) est automatique­
J 

ment verifiee pour i 2: 2, et pour i = 1, il suffit de faire des sommes connexes de 

I' arc D. avec des cercles bords de petits disques transverses as. (ou si I' on 
J J 

prefere, enrouler D. autour de S. (voir la figure 4» . 
J J 

Terminons, aI' aide de I' affirmation, la demonstration du theoreme 3 . 
. VI . " ( II SOlt (] . e barycentre du SImple (]. et e. = a. * L (]" M .) Ia cellule duale de 

J J J J J I 
Considerons Ej x [t, 1 ] ([ t , 1 ] etant la II moitie exterieure" de 11 intervalle [0, 1 ] 

(J •• 

J 

de joint ; voir la figure 5). Dans Ie bord de E. x [t, 1 j, eonsiderons Ia sous-

variete T. == (V. n E.) x 1 U (V. n QE.) x [t, 1 ~ U (D. n E.) x t . Avec 1 'orientation 
J J J J J J J 
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qu I elle herite de V., la variete T. borde homologiquement dans E. x [ t , 1 ] , 
J J J 

donc 

par la version relative du theoreme 2 signalee a la fin du paragraphe precedent, T. 
J 

borde dans Ej x [t, 1 June sous-variete W j .. Posons alors : 

, ( 0) [1 ] 
Wj = WjUVj-~ x "2,1 

N N N 
et K. 1 = K. - (U st(a.,K'~)) U (00. * W.) U a. * (D. x t) .. 

1 + 1 j .= 1 J 1 j.= 1 J J j = 1 J J 
N 

La reunion U a. * W. est une homoiogie entiere entre K. et K. 1 .. 
J J 1 1+ 

i=l 
(Remarquons que, contrairement a ce qui se passe dans les theoremes prece-

dents, les joints a. *W. ne sont pas plonges dans L(a.,K'~) bien que les deux reu-
J J J 1 

nions dans Ia formule definissant K. 1 Ie soient.) 1+ 

Signalons l' exercice 3a) ou une demonstration plus naive est presentee • 

V. 
J 

.--, , , 
," , , \ , , 

• , 
I , 

I ' 
I ,-- ~.... I' , ,," .... , " 
~ D

j \!~/ .... 
s. / .. .; Oisque transverse 

J ' S a j 

V. 
J 

DI. 
J 

'''S'I , , 
----'_" ) 

I 

" " ',---'" 

Figure 4. L I enroulement de D j aut~ur de 5 j 

COROLLAIRE. Soit On-1 une sous-variete orientee localement plate de codimension 

deux de Mn+1 dont la classe fondamentale est nulle dans Hn_1(Q,Z) .. Alors, il y a 

dans M une surface de Seifert S pour Q: une sous-variete S orientee de dimen­

sion n, localement plate dans M dont Ie bord soit Q • 

Demonstration.. On applique Ie theoreme 3 a un complexe Kn qui realise une 

Ilomologie a zero de M .. 0 

Ht'margue. Dans Ie cas classique ou Mn+1 = 53 et 0 est un enlacement oriente, on 

1)( 'ut choisir un point x dans 53 d' au lion voit 11 enlacement 0 immerge avec 
o 



La variete W. 
J 

() o. 
J~ 
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r 1 .. 
E.XL2",1J 

J 

La cellule duale e. 
J 

~ ") L(a.,K. 
J 1 

Figure 5. La construction finale de la demonstration du theoreme 3. 
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seulement des points doubles transverses. Prenons pour K Ie cone sur Q issu de ce 

point (voir la figure 6). La demonstration se simplifie car si 1 'on applique aux.aretes 

singulieres de K (qui sont hors de II enlacement Q) la modification de Kneser (celIe 

du theoreme 2 ; comme la lice a quatre points, on peut Ie faire en une seule fois !), 

Ie complexe K devient une sous-variete localement plate saul au point de cone. On 

lui applique la modification de Knesel' et l' on obtient la premiere demonstration de 

construction de surface de Seifert due a Frankl et Pontriaguine ([FPJ) ; on remar­

quera qui elle donne la meme surface que II algorithme de Seifert ([S J). 

b 

x 
o 

(L(O ,S"3),L(a~K » 
o 

x 
o 

S=K 
2 

On a perce deux fenetres dans Ia surface de FrankI-Pontriaguine du noeud de trene 
(pour voir ce qui se passe "a 1 ' interieur" ) 

Figure 6. La construction de Frankl-Pontriaguine 
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§ 5. LA METHODE DE KNESER EN CODLMENSION DEUX 

THEOREME 4. Soit K
n 

un sous-complexe fini, oriente, de dimension n =d' une 

variete triangulee Mn+2 de dimension n+2" On suppose que la n-chame R a coef­

ficients entlers definie par K est un cycle. 

Alors, il y a une subdivision de M et un sous-complexe N de cette subdivision 

qui est une sous-variE.~te, orientee, localement plate de M, homologue sur les entiers 

au cycle R . 

Demonstration. Elle est analogue a celIe du theoreme 2 . Nous utilisons les 

m~mes notations. Remarquons que, puisque Ie complexe K. est oriente, une orienta­

tion du .simplexe a. (E (K ~n-i J ) I) determine une orienta~on de la lice V. = L( a . ,K'~) . 
J 1 J J 1 

Le corollaire du theoreme 3 permet de construire une surface de Seifert orientee W j 

pour V.; Ia suite de la demonstration est identique a celIe du theoreme 2. W 
J 

§ 6. RETOUR SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME DE ROHUN 

L I enchafnement des theoremes 2, 3 et 4 semble etre Ie debut d 1 une recurrence 

pour lisser les cycles de toute codimension. On sait depuis Thorn que ce reve est 

impossible; il nous semble cependant interessant de mettre en marche la 11 machine 

de Kneser" et de tirer des informations geometriques des faits qui la font caler : 

nous tenterons au paragraphe 7 une demonstration d 1 un theoreme de Roblin en codimen­

sion deux qui echouera, mais nous fournira un calcul du groupe de cobordisme C~ • 

Un argument du § 4 ne se generalisera pas, c' est l' utilisation du thooreme de 

Wall. Ce paragraphe est consacre a I' etude du theoreme de Wall, et a une version 

affaiblie du theoreme de Roblin n 1 utilisant pas Ie theoreme de Wall; c I est cette 

version que nous generaliserons au § 7. 

6. 1 . Une esguisse des arsuments seometriques du thooreme de Wall. 

Par la theorie des immersions, Wall reduit son thooreme au fait que si un 

noeud differentiable de codimension deux (sn+2,I;n) est trivial dans la catE~gorie PL, 

il est trivial dans la categorie differentiable (I;n est une variete differentiable PL 

isomorphe a la sphere Sn standard). Esquissons la demonstration que Wall donne 

de ce fait. 

Par unicite des voisinages reguliers PL et Ie theoreme de lissage de Hirsch, 
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un tube autour de En est diffeomorphe a Sn x D2 en position standard dans Sn+2 

en prenant une section du tube, on trouve r;n et Sn x 1 plonges dans Sn x S 1 . A 

11 aide d I une grande translation du revetement infini cyclique Sn X N , on a deux 

relevements disjoints de Sn et 1:n dans Sn x R; soit A la region compacte com­

prise dans Sn x 1R entre ces exemplaires de Sn et de Z;n. En enroulant Ie revete­

ment infini cyclique autour de r;n, on peut voir A plonge dans Sn et former 

t.. n+ 1 = !;n x I LJ A L; Dn+ 1 un disque d' homotopie bordant 1; n (voir la figure 7) • 

~n D2 r 
/-J x 

...... __ nn+l ___ _ 

Figure 7. L I enroulement de Wall 

Si n 1= 3, 4, on conelut par Ie theoreme de Sehonflies ( t ) qui est vrai dans 

ces dimensions (elementairement par Schonflies et Alexander pour n = 1, 2, et par 

In theorie des anses de Smale pour n 2: 5) . Wall traite les cas restants (n = 3 est 

Je plus difficile) par un brillant retablissement qui utilise d 1 une maniere essentielle 

1a theorie des anses et Ie theoreme de Cerf: Diff(S3) est connexe. 

Ce theoreme utilise donc les resultats les plus profonds de Ia topologie differen­

tielle et surtout est non eIementaire dans Ie sens suivant: bien que vrai en toute 

dimension, les arguments pour Ie prouver sont differents sui v ant les dimensions. 

6 .2. Le theoreme de Roblin impligue Ie theoreme de Wall. 

II est tout d' aOOrd clair que l' affirmation du paragraphe 4 implique Ie theoreme 

de Wall: Considerons Vn+1 une surface de Seifert lisse pour Ie noeud (sn+2, r.;n) . 

Par 11 affirmation, 1";n borde un disque Dn+ 1 qui est localement plat presque diffe­

r'entiable et egal a v pres de ~n (donc pres de son bord tt, Ie disque Dn+1 est 

une sous-variete lisse de sn+2) . En appliquant Ie theoreme de lissage en codimension 

I de Hirsch, il y a une isotopie presque differentiable fixe pres du noeud ~n qui 

Dn+ 1 . 't' li d sn+2 II 1 Itt li pousse sur une sous-varle esse e . n y a qu une s rue ure sse 

sur un disque PL compatible avec la structure PL (grace a la theorie d' obstruction 

( I) Indiquons au lecteur 11 exercice 5 OU un autre lien entre Ie probleme de Scoonflies: 

l \1 les fibres normaux en codimension deux est etabli. 
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au lissage de Munkres, ou si 1 'on prefere au theoreme de structure en produit de 

Hirsch) . Le noeud ~n bordant un disque differentiable est donc trivial. 

Voyons maintenant que la forme relative du theoreme de Rohlin (t) implique 

Ie theoreme de Wall. 

Considerons (sn+2, 1:n) x I l' epaissi du noeud (Sn+2, 1:n). Soit V une sur-

face de Seifert lisse pour ~n et D un disque presque differentiable tri vialisant Ie 

noeud PL. Pres de Sn+2 x 0, considerons l' epaissi V x [0, € J de V et pres de 

Sn+2 xlII epaissi D x (1- ~ , 1 ] de D et compietons sur Ia partie restante de 

Sn+2 x I par K, une homologie modulo If1 entre ces deux surfaces de Seifert. La 

forme relative du theoreme de Rohlin nous donne une sous-variete localement plate W 

de Sn+ 1 x I de bord () W = V x 0 U ~n x IUD xl. 

Soit (E,F) un voisinage regulier de ~n x I dans 1a paire (Sn+2 xI , W) • Par 

existence de voisinage en collier de ~n x I dans W et unicite de voisinage regulier 

de Z;" x I dans Sn+2 x I, la paire (E,F) est isomorphe a (~nXD2xI, I:nxlx I) , 

et done son "bordn «()E,Fn oE) t;;t (1:n XD2xI, ~nx I) est une concordance entre 

() Eo n V et 2) E1 n D (Ei = E n Sn+2 x i) • En voyant EO inclus dans E, , on cons­

truit un disque D1 egal a V (donc lisse) sur EO et e~al a D hors de El . 

(Rappelons que par unicite de voisinage regulier, El - Eo ';t () Eo x I .) (voir la 

figure 8). 

) , 
, J 

, I 
, I : 

V ,,/ ,,/ .: : 
~.- W ~.- - .,,: 

.............. I 
/~ 

D 

Figure 8 

( t) On impose N = K pres d I un sous-ensemble de K aupres duquel Ie complexe K est 

une sous-varh~te localement plate. Cette forme relative du theoreme 3 a lieu comme 

pour les theoremes 1 et 2 et pour exactement les memes raisons (voir la remarque 

cloturant Ie paragraphe 3). 
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La fin de la demonstration est identique a celie du premier paragraphe de 6.2. 

On a laisse au lecteur dans 1 t esquisse precectente Ie soin d' appliquer les theoremes 

de triangulation de Whitehead pour les changements de catE~gorie implicites entre 

pf'esque differentiable et lineaire par mo~eaux. Remarquons aussi que ces theoremes 

de Whitehead, comme Ie theoreme de lissage de Hirsch (corol1aire du theoreme de struc­

ture en produit) que l' on a utilise ici, sont, contrairement aux arguments de Wall, 

elE~mentaires en notre sens. 

Rappelons que Rohlin a enonce son theoreme en 1951 (t) et n I avait a sa dispo­

sition ni Ie theoreme de Wall, ni surtout ce que Wall utilise; malgre de nombreuses 

tentatives, nous ne sommes pas arrives a donner de demonstration elementaire du 

theoreme de Rohlin (et par la meme du theoreme de Wall) (:I=) • Nous allons elucider 

cette difficulte en prouvant de maniere e.tementaire une forme affaiblie du thooreme de 

Wall au point sui v ant • 

6 .3 . Une methode de Kneser lisse. 

II s' agit de faire toutes les constructions pour avoir a effectuer les modifica-
00 

tions de Knesel' sur des paires de lices qui sont des paires de varietes C lisses 
00 

car, dans la categorie C , il Y a existence et unicite des fibres normaux (et ce 

elementairement) . 

Pour cela, il faut modifier Ies hypotheses des theoremes 1, 2 et J, en demandant 
00 

~l la variete ambiante d I etre C et aussi, pour Ie theoreme 3, il faut que Ia sous-

variete Q soit une sous-variete lisse. Le complexe K devra etre un sous-complexe 
go 

d I une triangulation C de M possectant une subdivision barycentrique pour laquelle 
00 . 

les ceUules duales sont des sous-varietes C • Ceci s' obtient relativement facilement 

( t) Bien' qu I il enonce son theoreme en toute dimension, Rohlin ne I' utilise que pour un 

l.'omplexe de dimension quatre dans 1RS ; en ce cas, la demonstration de 11 affirmation 

tJue l' on peut tirer du premier paragraphe de 6 .2 et de 6 . 1 n I utilise que Ie theoreme 

d 'Alexander-Schonfliess et n' est pas anachronique. 

(*) En suivant la machine de theorie des immersions dans I' article de Wall [W] , Ie 

I(.\cteur astucieux pourra par une double recurrence etablir d I un seul coup les theoremes 

de Rohlin et Wall, mais, du moins pour 1a recurrence que nous avons montee, elle 5' ap­

puie sur une faute de frappe dans 11 article de Wall : les obstructions pour 1a theorie de 

li~sage des sous-varietes de Haefliger -sont dans Hi(M,2 1) pour existence et Hi(M,M 
. 1 1- J 1 

pour unicite et non, comme I' ecrit Wall page 6, H1+ (M, r? 1) pour existence et 
1-

lli(M,r~ 1) pour unicite ! 
1-
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00 

de Ia maniere suivante: on munit Ia variete d 1 une metrique riemannienne C et lion 

part d 1 une triangulation quelconque. Alors, il y a un E: > 0 dependant de la triangula- '., 

tion de depart telle que Ia triangulation a des subdivisions arbitrairement fines dont 

tous les simplexes sont d' epaisseur ( t ) superieur a € • 

Soit K une telle subdivision et (I un simplexe de cette subdivision de sommets . 

kO,kl' · • · ,kp. On note e(a) I' ensemble des points a meme distance de tous Ies ki 
et plus pres de chaque k. que des autres sommets de K • Alors, si Ia subdivision 

1 

K est suffisamment fine, Ies e( a) sont des sous-varietes lisses isomorphes a un 

polyMre convexe. Les e(O') forment Ies cellules duales pour une subdivision de K 

isomorphe a la subdivision barycentrique. (Sans subdiviser, Ie resultat est encore vrai , 

c' est un Ierome celebre de Munkres ([M] theoreme 1 .4).) On prendra alors pour ~, 

lice L( a ,M) une sphere lisse situee dans l' interieur de e( a) et se deformant radia­

Iement sur Ie bord de e( a) • 

On modifie Ia definition d' etre singulier en codimension i+ 1 en demandant a K. 
00 1 

d' etre une sous-varh~te C hoI's du squelette de dimension n - (i + 1) de K. . On 
1 

remarquera alors que pour tout simplexe OJ de dimension n - (i + 1), la lice L( 0 . , K'~) 
est I 'intersection transverse de K_K[n-(i+l)] avec L(a.,M") et que, si lion p;end

1 

J 
soin d I arrondir Ies coins de K. 1 situes en K. n «() a. * L( (I., Mil) - 0 a.), Ie complexe 

1+ 1 J J J 
K. 1 construit par Ia modification de Kneser est singulier en codimension i+2 . 

1+ 

Nous iaissons au lecteur courageux Ie soin de rem gel' Ies modifications des 

arguments des paragraphes 1 a 5 sui v ant I' esquisse ci -dessus (c I est en vue de ces 

modifications que l' on a prefere la preuve ecrite du theoreme 3 a celle indiquee dans 

l' exercice 3a)). 

Nous indiquerons dans l"exercice 4 comment, en utilisant des triangulations de 

Munkres t on peut batir "a la Kneser" 1a theorie d' Haefliger d' obstruction a lisser 

une sous-variete PL Iocalement plate d I une varlete lisse .. 

( t ) C' est le rapport du diametre SUI" Ia distance du barycentre au bord du simplexe. 
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§ 7. LA NON-TRIVIAUTE DE (\4 FAIT ECHOUER UNE TENTATIVE DE 

DEMONSTRATION DU THEOREME DE ROHLIN EN CODIMENSION 2 

Soit K n un sous-complexe oriente de dimension n d I une variete lisse hf+2 

de dimension n+2; on suppose que Ie bord de la chaine K definie par les n simplexes 

orientes de K est une sous-variete lisse Qn-1 de M .. Tentons de lisser K en sui­

vant la methode du paragraphe 4 moJifiee comme indique dans Ie paragraphe precedent, 
00 

pour Que les paires de lices soi~nt des paires de varietes C . On peut construire un 

complexe K. lisse hors du n - (i + 1) squelette de K, de bord Q et homologue 
1 

modulo Q a K, et ce pour i = 0, 1, 2 ,3. Pour i::: 3 , il faut utiliseI' dans la demons-

tration de 1 'affirmation Que les deux sections du fibre normal a L( a . , Q), une sphere 

de dimension deux dans L( a . , M) une sphere de dimension cinq, sont Jisotopes ( t) car 

elles different par une appli~ation de S2 dans S2 nulle en homologie done triviale en 

homotopie. 

A 11 etape suivante, les deux sections different par une application de 53 dans 

S2. Or 113{S2) est infini cyclique, engendre par 1 r application de Hopf. Remarquons 

que Ie cy lindre de 11 application de Hopf est un plan projectif troue plonge dans la sphere 

s6 vue comme Ie joint de s3 et S2, Ie bord est une sphere s3 non nouee. On peut 

done remplaeer Ie disque 0 par une somme eonnexe de plans projeetifs troues. 

Si la variete Q dont on etait pam est de dimension quatre, on vient de voir 

qu I on peut Iisser K hoI'S du zero squelette de Q et que, quitte a faire des sommes 

connexes avec des plans projectifs, on peut !isseI' K . On vient de donner pour Ie eal­

cuI du groupe de cobordisme oriente de dimension quatre, une demonstration analogue a 
celle que Roblin a donnee pour Ie groupe de eobordisme oriente de dimension trois. 

Remarque sur Ie role du § 6. Si on n I avait pas pris scin de travailler dans la categorie 

lisse, on ne pouvait pas faire Ie dernier argument: 11 n' y a pas unicite du fibre normal 

pour une sphere de dimension trois dans s6 • 

R appelons que Ie groupe (pour Ia somme connexe) des spheres differentiables 

( t) De~ cette dimension, nous ne pouvons utiliser Ie theoreme d' Haefliger et Wall 

d' unicite du fibre normal dans Ie domaine stable; on a deja besoin ici des modifica­

tions du § 6.3 . Nous verrons cependant dans I' exerciee 6 que les arguments de 6. 1 et 

6 .2 donnent I' unieite dans ce cas limite. A 11 etape sui vante, on ne peut s' en tirer, 

1a non-unicite produit des noeuds differentiables non triviaux de S3 dans S6 (voir Ia 

r'emarque a la fin de ce paragraphe). 
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de dimension trois nouees dans 8
6 est isomorphe aux entiers. Soient S3 c S6 et 

Y une surface de Seifert pour ce noeud; Ie fibre normal a Y dans S6 est de dimen­

sion deux et a f E H2(V; Z) comme classe d 1 Euler. Alors, I' isomorphisme entre Ie 

groupe des noeuds et Z est donne par : 
[oY] )-t signatur: de (Y) - fof (t) 

Soit () V un noeud differentiable non trivial; comme en codimension trois, il 

n 1 y a pas de noeud P L, Ie noeud 0 V borde un disque D • On interprete des colliers 

de oD dans D et OV dans V comme deux sections de deux fibres PL normaux au 

noeud. S I il Y avait unicite des fibres normaux, on pourrait supposeI' que ces deux fi­

bres coihcident. Quitte alors a remplacer Ie disque D par une somme connexe V I de 

plans projectifs troues, plonges comme cylindre de 1 r application de Hopf (qui veri fie 

signature (V I) = fl 0 fl), on peut supposer que les deux sections (collier interieur a 
V et V' respecti vem~t) coincident. L' argument de la demonstration du theoreme 3 

fournirait alors un cobordisme W entre V et V', ce cooordisme etant en produit 

sur Ie bord; donc : 
~ signature (V) = signature (V 1 ) 

\ f 0 f = fl 0 fl 

ce qui contredit I' hypothese signature (V) - fo f ~ 0 . 

On a verifie une fois de plus Ie "fait experimental" suivant: II faut passer par 

la categorie differentiable pour montrer qu 1 une variete PL orientee de dimension 

quatre et de signature nulle borde une variete orientee de dimension cinq. 

EXERCICES 

0) Faire fonctionner la methode ce Knesel" pour les sous-complexes infinis, localement 

finis. 

1) Soit M une variete triangulee . 

a) Soit C 1 un 1-cocycle a valeurs entieres qui ne prend (sur chaque arete de 

la triangulation) que les valeurs -1 , ° , 1 . Soit N la reunion des cel1ules duales 

des aretes (J teUes que C 1 «(J) ~ 0 . 

Preuver que Nest une sous-variete combinatoire localement plate et normale­

ment orientee de M . 

Indication: C 1 donne naissance a une unique application f: M -+ S 1 = [0, 1 J;br'ool 
cellulaire et lineaire sur chaque simplexe de M. Remarquer alors que N = f- 1(t) . 

b) Soit C 1 un 1-cocycle a valeurs dans Z /2Z. Soit N defini comme en a). 

Prouver que Nest une sous-variete combinatoire localement plate de M . 

( t ) cf. les commentaires sur Ie 4 e article, exercices. 
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Indication: Prouver que la restriction de C 1 a chaque simplexe se rel.eve un 

I-cocycle a valeurs entieres ne prenant que les valeurs -1 , 0 et 1 . 

c) Soit c 1 un 1-cocycle a valeurs enieres sur M. Prouver qu' il y a une sub­

division de M et un cocycle pour cette subdivision representant la meme classe de 

111(M;Z) que C 1 et ne prenant que les valeurs -1 , 0 et 1 . 

) \ 
~'l) Montrer que 1 'on peut, a partir du § 3, remplacer la condition IIle complexe K est 

t)1 'iente et est un cycle" (relatif pour Ie theoreme de Rohlin) par "chaque simplexe de 

~Iimension maximum n de K est muni d' une orientation normale telle que~ pour tout 

,';1 mplexe C1 de dimension n-1 de K, la somme des orientations obtenue sur la lice 

1.(o,M) est nulle (dans Ie cas du theoreme de Rohlin, nulle si (] E K-Q et egale a 1 

:~i (] E Q, etant suppose que Q est muni d' une orientation normale). 

Etablir ainsi la version cohomologique d~ la methode de Kneser. 

b) Donner une demonstration moderne des theoremes prouves dans 11 exercice 

~! . a) (qui ne sont differents des theoremes du texte que dans Ie cas ou M est non 

(lI'ientabIe) • 

Indication: Utiliser 1a transversalite de Thorn sur des applications de M dans 

IHlP
oo

, S 1 et Cp2 representant les elements de H l(M,Z/2Z) , H l(M;Z) , H2(M;Z). 

Trouver une "demonstration moderne" des theoremes du texte quand M est non 

~ lI'ientable . 

j) a) Une autre demonstration du thooreme de Roblin. 

a. 1. Par les methodes du § 3, se ramener au cas ou, pour chaque simplexe a. 
dl' K [n-(i+l)] (] Q, la lice L(C1. ,K'~) est connexe et ou il n 1 y a pas d' autres J 

J 1 
II - (i+l) simplexes sil1guliers. 

a.2. Remplacer, dans l' affirmation du § 4, la condition "Ie disque D. est egal 
J 

.1 I a variete V. pres du bord" par IIIe disque D. est transverse a la variete V." 
J J J 

t'l modifier la condition homologique pour qu' elle s 1 applique a cette situation. 

Prouver que D. U V. est Ie bord oriente d I une region W. que cette reunion 
J J J 

(I("coupe . (Attention, les orientations des composantes de W. ne sont pas compatibles 
J 

.JV<"C une orientation ambiante.) La connexite de V. est indispensable pour cet 
J 

,11'~ument . 



a.J. Prouver que K. 1 
1+ 

a les propriE~tes requises. 
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N If N N 
= (K. - U St(a.,M.)) U «()cr.*W.) U (0. *0.) 

1 i= 1 J 1 i= 1 J J i:::: 1 J J 

b) Considerer Ie noeud tori que trivial (2, 1) 

il borde un disque D et une bande de Mobius M 

se coupant en un segement [a, b ] (voir la figure). 

Soit K3 Ie polyectre borne, limite par DUM dans R3 • On considere 

NJ = K U cone sur D; c' est un polyedre de dimension trois d~nt Ie bord, comme 
D 

chall1e a coefficients Z/2Z, est un plan projectif M U cone sur (oM) ~ Np2 • 

b. 1 (pour les illusionnistes). Prouver que la lice L(b, N3) est un disque, 

en Iaissant supposer que "par symetrie" il en est de meme pour L(a,N3); "demontrer" 

que N3 est une vartete combinatoire. 

b .2. Demasquer I' illusionniste en montrant que L( a, N3) est une bande de 

Mobius. 

c) Utilisant ce phenomene et les idees de a), donner une preuve de ce que Ie groupe 

de cobordisme des surfaces est engendre par la classe du plan projectif lRP2 • Cette 

preuve n r utilise pas Ia classification des surfaces. 

4) Soit Nn une sous-variete PL localement plate d' une variete coo, MI+Q. Toutes 

les triangulations ont les proprh~tes degagees au §6 ("Coo et a cellules duales sous. 
ex:> 

varietes elf) et triangulent N comme sous-complexe. 

On suppose que hors du (Il-c)-squelette de N, la sous-varh~te Nest une sous-
00 

variete C . 

a) Soit a. un n-c simplexe de N InN [n-c j. Prouver que la paire de lices 

(L(a. ,Mil) ,L(a.,J,r» est un lissage du noeud standard PL (Sn+q-c-l, Sn-c-1) . 

pro~ver que I! cochwl1e qui associe a un n-i simplexe a. de N' n N[n-c]la ciasse 
J 

de concordance de ce lissage et 0 aux autres n-c simplexes de N' est une cochai~le 

(il faudl'a en pamculier expliciter comment ses coefficients sont tordus). 

b) Soit ak un n - (c-l) simplexe de N' . PreuveI' que, en modifiant la paire 

de sites (St( ak ' M"), St( Uk' N" ») (qui est une paire de boules lisses standard 

(Bn+q-c-1, Bn-<: -1» par un lissage arbitraire (mms identite sur Ie bard), on peut 

modifier la cochaine con,struite en a), par un cobord. 

En deduire la theorie d' obstruction de Haefliger au lissage des sous-varietes 

PL d' une variete COO ([H). 

,', 

.' 
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c) Si on est en codimension un, les coefficients de 1a theorie dJobstruction 

,';( }nt nuls; il est tentant d I essayer d' appliquer cette methode co~crete de lissage au 
00 

,'dS ou la sous-variete N a un bord qui est une sous-variete C de commension 2 

t'l en exigeant de ne pas bouger Ie bord N au cours du lissage (par les remarques du 

~Il (), cela donnerait une demonstration eIementaiI'e du theoreme de Wall!). 

Faire cette tentative et voir que, lorsque I' on fait la construction sur un simple­

\ (' de Q, on trouve comme obstruction une classe de concordance de disque de Seifert 
()() 

( , du noeud trivial. 

Dans l' exercice sui v ant, nous verrons que la nullite des classes d I isotopies des 

( Ii sques de Seifert lisses implique Ie theoreme de SchOnflies, . 

,;) a) Par isotopie d' Alexandre, prouver qu I un isomorphisme PL h: Sn+Q ... Sn+q 

I (,I que h \ Sn = id I Sn est isotope aI' identite a travers des isomorphismes fixant Sn 

("p ramener au cas OU h est I' identite au voisinage d' un point de Sn) . 

b) Soient D~+ 1 et D~+ 1 deux disques de Seifert P L du noeud trivial 

( ,11+2 Sn) P '"1 " hi PL h 5 n+2 Sn+2"d tit..c. Sn s , . rouver qu 1 y a un Isomorp sme : -t 1 en t: sur 

1"1 tel que h(D 1) = D 2 (utiliser ties colliers autour de D 1 et D 2 et I' unicite des 

llisques de codimension zero). 

A partir de ce point, une demonstration en toute dimension, pour illusionnistes, 

Ihl theoreme de Schonfiies . 

c) Par Ie theoreme de Wall d' unicite des fibres normaux PL en codimension 

(It 'UX, se ramener au cas ou 1 'isotopie ht, decoulant de b) et a), respecte un voisi­

lIilge regulier E de Sn . 

n+2 0 
d) Soit F = 5 - E et F n Ie revetement cyclique a n feui11es de F'. 

prouver qu' il y a un entier n et deux releves du disque D 1 dans F n' D 1 

c" D l' , tels que si hnt est Ie releve de l' isotopie construite en c), 1a trace de 

1I111 (D1) ne coupe pas D; x [O,lJ • 

Soit dans F n Ie releve hn1{D 1) de D2 . Par extension des isotopies, prouver 

qtl<.' la region comprise entre hn1 (D1) et D; est en produit. 

En dectuire que, dans Ie cas ou D 1 et D2 sont disjoints, la region 

1III ' Us delimitent dans F est un disQue. 

e) Soit 'P: Sn -t Sn+1 un plongement PL localement plat. Voyant 1a sphere 
II 

~ ) comme la reunion des hemispheres nord D + et sud D _, deduire de ce q':ll precede' 

1111(' "demonstration" du theoreme de Scoonfiies, . 
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f) Demasquer l'illusionniste: on ne peut effectuer l' etape c) car Wall ne 

prouve pas l' unicite a un parametre des fibres normaux en codimension deux. Dans la 

categorie differentiable, cette unicite a lieu. "Le theoreme de Wall ne permet pas 

"-
.f. 

I 
:J 

d' affirmer que, en codimension deux, les sous-varh~tes PL sont aussi bonnes que les "i 
sous-v arietes lisses If • 

Question. Y a t-il des contre-exemples aI' unicite a parametres des fibre.3 normaux 

PL en codimension 2 ? 

6) a) Toute section d' un fibre normal PL a une sphere s2 dans S5 , non 

enlacee avec la section nulle borde un disque (par la forme relative du theoreme 4, 

lui faire border une surface de Seifert V'. Sachant que V = V UD3 borde une 

'. 

variete spin n I ayant que des anses d' indice 2, faire la chirurgie plongee sur V pour 0 

la transformer en un di~que .) 

b) Deduire de 6 .a), 5.a) et 1 f analogue de 5.b) en codimension trois, l' unicite . 

des fibres normaux a s2 dans S5 . 
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III. SUR LE QUA TRIEME ARTICLE: R [ 18 ] 

Dans cet article, Rohlin calcule Ie groupe de cobordisme oriente de dimension 

quatre fll4 (qui est engendre par la classe de Cp2 et isomorphe a Z , l'isomorphisme 
4 X22(M) < [M] ,P1 (M» 

etant 'P: G 4 ... Z, 'P ([ M J) = 0' (M) = 3 ( = 3 ) ), et il utilise ce 

calcul pour corriger les deux premiers articles. Nous suivrons Ie plan de Rohlin : 

Au I § 1, nous expUquerons comment Roblin construit un cobordisme oriente d' une 

variete de dimension quatre quelconque a une somme connexe de plans projectifs comple­

xes. Le § 2 est consacre au calcul du groupe de cbbordisme non oriente des varietes 

de dimension quaire (Rohlin enonce un resultat faux qu' il a corrige ulterieurement). 

Dans Ie § 3, nous expliquerons la correction des deux premiers articles et, en particu­

tier, l' affirmation de Rohtin selon laquelle "4=.z implique que la composee de trois 

suspendues successives de 11 application de Hopf est non nulle dans '11 3(Sn) , contrai-
n+ 

rement a ce qui a ete IIdemontre l1 dans Ie premier article. Nous terminerons par une 

serie d' exercices portant sur les quatre articles de Rohlin et indiquant comment on peut 

obtenir a 11 aide des methodes geometriques de Rohlin pratiquement tous les enonces 

produits depuis 1951 et portant sur les differents types de coborclismes des varietes 

de dimension inferleure ou egale a quatre, les structures spins sur ces varietes et les 

corollaires qui en decoulent en theorie des noeuds clifferentiables. 

§1. CALCUL DU GROUPE DE COBORDISME ORIENTE r~4 (§2 du texte) 

Apres avoir remarque qu' il suffit de montrer que la classe de (:p2 est un 

generateur de 0 4 , Rohlin considere une variete M4 orientee de dimension quatre et 

affirme : 

A) II existe une varlete M~ cobordante a M et admettant un plongement dans 

L 'espace euclidien 1R 7 • 

79 
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En effet, un theoreme de Whitney assure l' existence d I une immersion en posi­

tion generale f: M~ 1R 7 • Nous avons vu dans les notes sur Ie troisieme article 

que les cercles de points doubles de f (M4) ont, dans M4 , des revetements tri viaux : 

des chirurgies rondes plongees d' indice un ( t) fournissant un cobordisme de M a 
une sous-variete M1 de R7 • 

B) La deuxieme etape consiste a montrer que : Une somme connexe M2 de la 

varh~te Ml avec des plans projectifs admet un plongement dans ~7 dont Ie fibre 

normal a une section partout non nulle. 

La classe d' Euler du fibre normal a une sous-variete orientee d' un espace 

euclidien est nulle: Ie fibre normal a M~ dans R 7 a done une section qui est non 

nulle sur Ie 3-squelette de M1 • L' obstruction a trouver une section non nulle definie 

sur tout M1 est un element de 17)<52) • Ce dernier groupe est cyclique engendre par 

l' application de Hopf h: S3.... S2. II enste done une section s du fibre normal a 
Ml dans m7 , non nulle hors d' une reunion disjointe et linie de boules Bi de Ml ' 

telle que l' obstruction a I' etendre en une section non nulle sur la boule B. soit 
1 

I' application de Hopf h ou son opposee - h: si B. x D3 est une carte, definie sur 
1 

"7 • 
la boule B i' d' un tube T 1 autour de M, dans ~; , la section s est donnee sur 

2) B. par s(x) = (x, ± h(x» • Le cyclindre de I' application de Hopf (ou de son opposee) 
1 

est homeomorphe au plan projectif troue (muni de I' orientation complexe ou de l' orien-

tation opposee) et adrnet un plongement dans Ie bord du tube T 1 ' qui se recolle avec 
N 0 

s (M
1 
-.u S.) pour fournir Ia variete M2 cherchee. La variete M2 etant sous-

1=1 1 

variete du bord du tube T l' son fibre normal a une section partout non nulle (un champ 

de vecteur exten.eur a t)T 1 par exemple). 

Voici quelques formules justifiant les affirmations precedentes. Si un point du 

plan projectif troue CP~ est rep ere par ses coordonnees homogenes [xO,x1,x2 j 
(IXo 12 $ \X

l
12 + IX212) , si la sphere s3 est la sphere unite de .:2: 

53 = {(Xl ,X2) E (:2 I lX1 \2 + \X2 1
2 

= 1} et si la sphere 52 est la sphere de Gauss 

5 2 
= CP 1 

= ([ U 00 , l' homeomorphisme entre Ie cylindre de I' application de Hopf, 

C(h) = S3 x [0,1].11 S2/(X, 0) f"oJ h{x) , et Ie plan projectif troue CP~ est donne par 

[(Xl ,X
2
), t]~ [t,X

l 
,X

2
] «X

1
,X

2
) E 53, t E [0, 1]) . 

(t) Ce sont les modifications &2 du troisieme article. 
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II sera utile pour la suite de voir M2 comme un eclatement de M1 • Pour ceci, 

:alpposons que pres du bord, eB. x 52, de la carte B. x 52, la section s est donnee 
1 .1. 2 

par s (Y 1 ' Y 2) = (Y l' Y 2 ; Y l/Y 2) • Une equation de la vanete M2 dans Bi x 5 est 

o = f (y 1 ' Y 2 ; Z). = Y 1 - Z Y 2' ou si I' on prefere en coordonnees homogenes 

o = F (Y l' Y 2' [XO,X1 J) = Xo Y 1 - Xl Y 2 • 

Suivant que la carte de la boule B. est ou non dans I' orientation de la variete 
1 

f\.11 ' on obtient des modeles pour les cas ou I' obstruction est I' application de Hopf 

II: 53 .... 52, hey l' Y 2) = Y 2/Y 1 ' ou son opposee. 

c) La troisieme etape consiste a construire dans Ie bord d I un tube T 2 autour de 

M2 une sous-variete M) diffeomorphe a une somme connexe de M2 et de plans pro­

J('cUfs c~mplexes et telle que sa classe fondamentale [M)] soit nulle dans 

114 (s 7 - T2) I' homologie du complementaire du tube T 2 dans la sphere S 7 
= 1R 7 U 00 • 

Supposons ceci realise, il existe alors une sous-variete orientee N5 de S 7 - T2 
,It\ bard M); comme M3 est diffeomorphe a une somme connexe de la variete M de 

(I{'part et de plans projectifs complexes, ceci prouve que Ie groupe de cobordisme 

(lI'iente de dimension quatre est engendre par Ie plan projectif complexe Cp2. La 

v tlr'iete N peut s' obtenir : 
7 0 

1) Soit en lissant par la methode de Kneser une chmne U 5 de S - T2 dont Ie 

1)( )('d homologique est la variete M) ; 

2) Sait par la methode de Thorn: il y a une application f: 0 T 2 ... C1P(n) trans­

Vl'l'se a CP(n-1) et telle que f -1 «(Jp(n-1)) = M3 ( t). Si X est Ie generateur de 

( I) L'application fest la construction de Thorn sur une application fO: M3 ... ClP(n-1) 

I I assifiant Ie fibre normal a M) dans 2) T 2 (rappelons que C1P(n) - pt est isomorphe 

.1 )' espace total du fibre canonique sur C1P(n-l) et donc C1P(n) est homeomorphe a 
I I t'space de Thorn de ce fibre.) 
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H2(CF(n) ,Z) , Ia classe r* (X) E H2(a T 2;2'.) s' etend en une classe Y E H2(S7_T2;Z)(t\~~ 
Sf nest suffisamment grand (n 2: 3 suffit ici) , il Y a une extension 'P de fa;',,: 

7 0 * · 
S - T2 telle que Y = 'P (X) . On peut supposeI' '" transverse a C1P(n-l) et poser 

",:.: 
N = cp-1(ClP(n-1» . 

11 nous reste a expliquer la troisieme etape. ~:. ~ 

Soit M; un exemplaire de la variete M2 dans Ie bord du tube () T 2 qui est 
':. 

11 image de M2 par une section partout non nutle. Notons 'IT: () T 2 -. M2 Ia projection .. ~. 

du tube. 

AFFIRMATION 1. II existe une surface orientee F2 ~ M~ telle que Ie cycle 

M ~ U 11- 1(F) soit nul en homologie dans S 7 - T
2

• (1T- 1(F) est orientee par 11 orien­

tation somme directe de celIe de F et de celle du fibre normal a M~ dans oT 2) • 

,. , 
:;:; .. 

···.'1 
'. 

., 

AFFIRMATION 2. II existe une sous-variete M) de dT2 homologue dans oT2 !! ',,,: 
M~ U 1T-

1(F) et diffeomorphe a une somme connexe de la variete M2 et de plans projec-

tifs complexes. Plus precisement, il y a un ensemble fini {m
1

, •.• , m} de pOints de .n 
-1 -1 P 

M2 tel que 11 (mi) = 'IT (mi ) n M) est une sphere d' auto-intersection ± 1 dans M) 

et 11~ : M)-n-1({m
1

, •.. ,mp}) -. M
2

- {ro" ••. ,rop } est un diffeomorphisme. 

Demonstration de l' affirmation 2. 

a) L 1 idee est d I enrouler Ia section s autour de la surface F comme cela 

est suggere dans la figure sui vante . 

I 

~ ______ ~~~ __ ~M1 
-_._.-

Figure 1: 11 enroulement 

(t) Cela decoule de ce que, comme f ~ (X) est dU~ pour Poincare de [M)] E H 4( aT t ' 
Y sera Ie dual pour POin~are de U 5 E H5(S 7 - T

2
, 0 T 2; Z), ou U5 est une homologie 

a zero de M) dans s7 - T2 . 

:.: 
:. , 
p 

,'.~ 

1 
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Cette figure est quelque peu trompeuse car, sur la figure, Ia codimension de F 

dtU1S M2 est un, et donc les fibres normaux a s(F) dans s(M~ = M ~ et n-1(F) 

,',unt triviaux. Ce n' est pas toujours Ie cas et les eclatements vont etre imposes par 

1(' fait que ces deux fibres normaux ne sont pas necessairement isomorphes. 

b) Commen90ns par introduire des modeles. Soit II Ie fibre normal a 

M ~ = s{M2) dans aT 2' il est oriente. Considerons-le comme un fibre en droites 

('lnnplexes. Le tube T 2 est une somme directe de " et d I un fibre tn vial de dimension 

1'.5elle un et Ie bord de T 2 s I identifie au projectifie du fibre II: oT 2 - {-s(M
2
)} iii' E(1I 

pI aT 2 ~ E{v) U -s(M~ ou chaque fibre 11-
1 (m) ~ C est compactifie en une sphere de 

l ;auss par 00 = - s{m} • Pour les formuies qui vont suivre, il vaut mieux introduire m 
til'S coordonnees homogenes et voir oT 2 comme Ie fibre en droites projectives complexe 

pl'ojectifie du fibre II (;9 € ou € est un fibre complexe trivial de rang 1 . Un point P 

(It \ aT 2 est represente par ses coordonnees homogenes 

[x ,T ] ou 
p p 

X E E(£I) , II (X ) = p = ,,(p) 
p P 

T E E(e) , € (T ) = p = 7T (p) 
P P 

(X , T ) ~ (0, 0) 
p p 

et [X ,T ] = [X' ,T'] si et seulement s I il Y a un A E (: 
p p ,p P 

A ~ 0 tel que X = A X et T I = A T 
p P P P 

(on designe par E(.;) l' espace total d' un fibre ~). 

Soit IL Ie fibre normal a s(F) dans M ~ lui aussi considere comme un fibre en 

(Ir'Oites complexe induisant son orientation et supposons que son espace total est plonge 
I 

duns M2 au moyen d I un tube au~our de la surface s(F) • SUI" E(~} , on a 1a restriction 

(It I fibre II et Ie fibre 11-* (p.); soit t la section canonique du fibre p. * (11-), elle est 

lion nu1le bors de 1a section nulle 

(p.*(p) = {(x,y) E E(~)xE(~) 'p.{x) = s.t(y)};t(x) = (x,x) ) . 

I ) ar abus de notation, on designera par p. * (p.) un fibre sur M~ etendant JJ * (IJ ) et tel 

que 1a section canoniQue t s' etende en une section non nolle sur M; - s(F) • 

c) En utilisant les notations precectentes, une equation du cycle s(M~ U 'IT -1 (F) 

[x ,T ] E s(M2
1

)o U 7t- 1(F) si et seulement si X ® t (p) = 0 E II ~ }J * (IJ) • 
p p P 

Soi t e: une section du fibre . £I ~ J.L * (IJ.) , transverse a la section nolle pres de 

I La surface F et a support dans un voisinage de F. La variete M) cherchee est M € 

II 'equation : 

si et seulement si X ~ t(p) = € (p) ® TEl/ ~ JJ.* (IJ.) 
p p 

( ~ (II ~ J.L*(IJ» ~ € ) • 
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Cette equation definit une sous-variE.~te de dT 2 telle que si {m
1

, ••• , m } est 

l'ensemble des zeros de e sur F, la restI'i~on '/r: M3 - '/r-l({m
1

, ..• ,mp}) .. 

... M2 - {m
1
,··· ,mp} est un isomorphisme et '/r \mi) = 'Il'-l(mi) n M3 est une sphere 

Sid I auto-intersection :t 1 dans M3 (t). La vaI'iete ~ est homologue a M~ U s(F) 

car, quand t decrit [ 0, 1 J, Mte: balaye une homologie entre MO = M; U s(F) et 

o 

Demonstration de l' affirmation 1. 

Comme H4(S7) = 0 , par position generale, il existe une chatne polyedrale C 

telle q~e: 1) Ie bord homologique oC de C est M~ = s(M
2

) ; 

2) pres de son bord, la chafue C est dans S 7 - T2 
3) ~ - oC est transverse au tube T 2 • 

Soit F une surface dans M2 homologue au cycle ~ = M2 n (C - oC) • Le 

cycle t)T 2 n (C - oe) (= 1T-l(~) par la condition de transversalite 3» est donc homo­

logue dans oT 2 a 11-
1 (F) • L' affirmation decoule de ce que C - T2 est une chmne 

de bord ~T2 nc = M; U (oT2 n(C - oC» • 0 

(t) Si 11 (p) = p n I est pas dans F, t (p) est non nul et l' equation den.nit un unique 

[X ,T ] E n-1(p) . 
p P 

Si 7T(p) = Po est dans F, soit u une coordonnee complexe pour F autour 

de Po et v une coordonnee de fibre du fibre normal j.L. LI equation devient : 

X v = e: (u, v)T, ou e: est une fonction telle que, si € (u,O) == 0, ~ €(u,O) inver sible 

(condition de transversalite), on a bien l' equation d I une variete lisse Me: . De plus, 

si v = ° et € (u,O) = 0, on peut choisir Ies cartes de sorte que € (u,O) = € U : 

11M3 est un eclatement algebrique de M2 ". Le signe de l' auto-intersection du diviseur 

exceptiannel 17-
1(U,O) est -1 au +1 suivant que la carte (u, v) est ou non dans 

11 orientation de M
J 

• 
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§2. CALCUL DU GROUPE DE COBORDISME NON-ORIENTE h4 (§3 du texte) 

Le resultat que Rohlin enonce dans Ie § 3 est faux: I' espace projectif reel 

D~lP4 et Ie plan projectif complexe Cp2 sont independants dans h4 (ils sont detectes 

par les nombre de Stiefel-Whitney (w 1)4 et (w
2
)2). Rohlin devoile cette faute dans un 

urticle ulterieur (Homologies intrinseques, Doklady 1953, 89 nO 5, p. 789-792) et y 

cnonce Ie resultat correct: h4 est isomorphe a Z/2Z e Z/2Z, les generateurs 

etant lRP 4 et C1P2 . 

La demonstration devrait etre la sui vante: Soit M4 une variete de dimension 

4uatre et p3 c M4 une sous-variete duale de la premiere classe de Stiefel-Whitney. 

Soi t s une section, transverse a la section nulle, du fibre normal a P dans M et 

soit S == s -1 (0) • Dans Ie cas ou M = 1Rp4, on peut prendre P = mpJ et S == lRP2 ; 

comme lRP2 engendre ~e groupe h2 de cobordisme des varietes de dimension deux, on 

peut, quitte a rajouter cet exemple, supposer que S borde une variete de dimension 

trois eJ . La variete Pest orientable (voir exercice no I 0», et donc Ie fibre 

J lormal a S dans P est Ie fibre d I orientation de S et s' etend en Ie fibre d' orien­

Lation II de G3 . Le fibre normal a p3 dans M4 s' etend en un fibre JJ sur l' es­

pace total de II qui, hors de G3 , est trivial. Collons l' espace total E(IJ) du fibre 

rL a M4 x [0, 1 J; nous obtenons un cobordisme de M4 a M 14 dont I' hypersurface 

caracteristique associee p' a un fibre normal trivial. 11 ne reste plus qu' a utiliseI' 

Ie fait que P I borde une variete H4 orientable (d I apres Ie 3e article) pour obtenir 

un cobordisme de M' a une variete orientable Mil (voir la figure 2). 

On vient en fait de repeter les arguments geometriques de la suite exacte de 

I ~ohlin : 0 -+ h -.-.... () 1 ~ h 2 ' 
n n n- n- n-1 

ou Ia deuxieme fleche assode a la classe de Mn les classes de P duale de w 1 (M) 

l~t de 8 n- 2 l' auto-intersection de P dans M (la premiere neche est l' oubli) . 

Fisure 2 
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§3. CORRECTION DES DEUX PREMIERS ARTICLES (§4 du texte). 

A . Correction du premier article, hn f: 0 . 

Soit h la classe dans 'If J(Sn) de Ia composee de trois suspendues sucees-n n+ 
si ves de I' application de Hopf (n 2: 2) . Dans Ie premier article, Roblin a montre que 

la nUllite de h est equivalente a l' existence d 1 une varh~te orientee fermee 0 4 telle 
n 

que : 

a) II y a dans Q4 un tore T2 possectant un voisinage en produit E4 = T2 x D2 

tel que T2 est une surface caracteristique dans 0 4 et reste surface caracteristique 

dans Ia variete obtenue en enlevant E4 de 0 4 et en Ie recollant d' une maniere 

difierente . 

4 b) Le nombre de Pontriaguine X
22

(0) est nul. 

Rohlin remarque alors que, grace au calcul de °4 , Ia condition b) est 

equi valente a 
b I) 04 est Ie bord d' une varh~te orientable N5 . 

Le fait que h est non nul est done reduit a l' affirmation suivante n 

AFFIRMA TION . Les conditions a) et b I} sont contradictoires. 

Demonstration de I' affirmation de Rohlin. 

PROPOSITION. II existe une sous-variete G3 ~ N5 telle que: 

1) Le berd de G3 est Ie tore T2 . 

2) II Y a sur Ie 2-squelette de N - G, une tri vialisation du fibre tangent a N 

d~nt G est un cycle d I obstruction. 

Demonstration de l' affirmation ai' aide de la proposition. 

Par dualite de Poincare, Ie noyau de H
1
{T2;Z/2Z) -+ H

1
(G3 ;Z/2Z) est de 

rang un. Soit C une courbe simple fermee dans Ie tore T2 dont la classe d'homolo­

gie modulo 2 engendre ce noyau et soit F C G3 une surf'ace connexe de bord C. La 

restriction a F du fibre normal a GJ dans N5 a une section s partout non nulle (t) . 

Soit F 1 et C I les images de F et de C par cette section (on choisit la courbe C J 

dans T2 x S 1 , Ie berd du tube E4 auteur de T2 dans 0 4) • Soit 'P un diffeomor­

phisme de T2 x S 1 tel que 'P ( * x S 1) = C I ( :J:) • 

(t) car la surface F a Ie type d I homotopie d I un complexe de dimension un . 

( =J:) Un tel diffeomorphisme existe car la courbe C est isotope a une courbe lineaire 
dans Ie 2-tore T2 ; la courbe C' sera alors isotope a une courbe lineaire dans 
Ie 3-tere TJ = T2 x 51 
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Dans la variete x4 = Q 4 - E 4 U'P E4 , Ie tore T2 n' est pas caracteristique 

cur la trivialisation de la restriction du fibre tangent a la courbe * x gD2 s I etend a 
)( x 0 2 puisqu' elle s' etend a la surface F . Ceci contredit la condition a). 0 

Demonstration de la proposition. Puisque Ie tore T2 est caracteristique dans 

I u variete Q 4 , il y a au-dessus du 2-squelette de Q - Tune tri vialisation t du 

n bre tangent stable de Q dont T realise un cycle d' obstruction. 

Soit KJ ~N5 une chafne modulo 2 de bord homologique T2, obtenue comme 

(''yc1e d I obstruction a etendre a N5 la tri vi ali sation t . II s I agit de prouver que 11 on 

peut prendre pour KJ une sous-variete G3 de N5 . 

La chaine K3 est en codimension deux mais a coefficient modulo 2. La 

methode de Kneser en codimension deux ne peut s I appliquer brutalement car elle exige 

tine chaine orientee (a coefficients entiers). Cependant, les premieres etapes de 1a 

methode fonctionnen~ (car tant un nombre pair de points dans la sphere S 2 , tant un 

l 'nlacement dans 1a sphere s3 possedent une surface de Seifert ; voir les notes sur la me­

hode de Knesel). Nous pouvons done supposeI' que hors de son zero squelette, Ie complexe 

1\ Jest une sous-variete. En connect ant par un arbre tous les sommets pres desquels 

1\ 
3 n' est pas une sous-variete, et en contractant cet arbre, on peut supposer qu I il n' y 

i..l qu' un seul point Xo de K3 pres duquel K3 n' est pas une sous-variete. 

La lice (1) de Xo dans K3 est alors une surface M2 sous-variete de 1a lice de 

x 0 dans N5 , une sphere de dimension quatre. On peut supposeI' que 1a surface M2 est 

(,'onnexe : il suffit de rajouter a KJ des cones issus de Xo sur des epaissis bi dans 

I'(XO,N') d' arcs ai joignant les composantes de M2 (voir 1a figure 3). 

Figure 3: Rendre la surface M connexe 

( F) Lice est 1a traduction que l' on a donne du terme anglais Hlink" dans les notes sur 
La methode de Kneser. 
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La sous-varil~te K3 - L(X
O

,K3) realise un cobordisme du tore T2 a la surface ':: 

M2; on en deduit que l' auto-intersection de la surface M2 dans la sphere 54 = L(xo,N))··:' 
2 3 4 .. ~ 

est nulle. En ce cas, la surface M borde une surface de Seifert W dans 5 : on :':; 

procede comme dans I' etape c) du calcul de n 4 efiectue au § 1 (t). 11 suffit alors de :(, 

poser G3 = (K3 - L(X
O

' N» U W. Le cone Xo * W realise 11 homologie modulo 2 entre ~: 
K3 et G3 • ,. 

, 

B. Correction de la demonstration de l'egalite 'lTn+3(5
n

) = 7T~+3(5n) ['IT~+3(Sn) est 

l'image du J-homomorphisme J: 113(50(n» -+ l1n+3(5n) ] · .: .. , 

Dans Ie deuxieme article, Rohlin a montre que toute variete stablement paralle- .. " 
.' ,:~:~ 

lisee de dimension trois, M3 , est cobordante, comme variete stablement parallelisee a 
une variete stablement parallelisee en produit p2·x S 1 ou p2 est une surface 

orientable (*) 
~ , 

AFFIRMATION. Une variete stablement parallEilisee en produit p2 x 5 1 est cobordante .~{ 
comme variete stablement parallEilisee a une union disjointe de tores T3 . ..:::." 

Demonstration. Soi t N3 la trace d tune chirurgie d I indice zero ou un sur P 

telle que, si elle est d I indice un, son cercle d I attachement separe P . Alors, la '~ 
~ 

parallEilisation s I etend a I' arne de Ia chirurgie donc a N3 . Ceci permet de se ramener O;!~ 
d I aboI'd au cas ou P est de genre superieur ou ega! a un , puis au cas ou Pest une 

union disjointe de tores. 

( t) Pour I' enroulement, les dimensions sont celles que I' on voi t sur la figure 1. Dans 

les formules qui sui vent les fibres reels de rang 1 remplacent les fibres complexes de 

rang 1 . II faut remarquer de plus que, comme la sphere 54 est orientable, le fibre 

II Q9 IJ * (IJ ) est trivial et on peut choisir la section € sans zeros sur F 1 
(ici F 

1 
est la 

couroe de Ia surface M2 autour de laquelle on veut enrouler). Pour Ie lissage, on uti­

lise soit la methode de Kneser a coefficients modulo 2 , soit Ia methode de Thorn en 

utilisant lRp(n) au lieu de Cp(n) (il faut n > 4 ici). 

( * ) Esquissons l' argument: M3 est bord d I une variete simplement connexe Q 4 (car 

~CI 

;'.:. 

h 

$ 
".' 
'.:1 

"3 = 0) • La dellXieme classe de Stiefel-Whitney W2(Q4) est representee par une surfa~: 
orientable p2 (car comme H

1
{Q4) = 0 , Ia reduction modulo 2 p: H2{Q4 ;Z) ... H2(Q4 ;Z/2 

est surjective). En faisant des sommes connexes de paires de (Q4,p2) avec des 

(Cp2 ,Cp1), on peut supposeI' que p2 a un voisinage en produit E4 ~ p2xD2 . La 

variete stablement parallelisee Q4 - E4 fournir Ie cobordisme cherche. 
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I )emonstration de I' egalite 11 J(5n) = '((0 3(5
n

) • - n+ n+ 

Elle se I"eduit aux deux lemmes sui vants 

I.EMME 1. 5i h E 'IT J(5n) est Ia composee de trois suspendues successives de 
- n n+ 

P application de Hopf, hn e 11~+J(5n) . 

I,EMME 2. Modulo "'~+3(5n), to ute paralleIisation stable du tore TJ est congrue a 

la paI"alieJ.isation triviale ou a hn • 

Demonstration des lemmes 1 et 2. On remarque tout d' abord que deux paralle­

lisations stables sur une vaI"iete MJ connexe qui coihcident SUI" Ie l-squelette de MJ 

sont homotopes dans Ie compiementaire d I une boule de M3 (car 11 2( 50(n» = 0) ; elies 

different donc pal" un element de 'IT 3 (50(n» , Ies elements de 11 n+ 3 (5n) qu' elles definis­

sent sont donc congrus mod~o 1T~+3(5n) . 

Ceci suffit a etablir Ie lemme 2, car, si la restriction a l' un des facteurs de 

TJ de la parallelisation stable est tri viale, la paraliEllisation est congrue modulo 

11° 3(5n) a une parallelisation qui s' etend au tore solide T2 x D2 correspondant ; 
n+ 

sinon la parallelisation est congrue modulo 'IT~+3(5n) a fln . 0 

Pour etablir Ie lemme 1 ~ il suffit de considerer Ia variete M~ du deuxieme 

article. Cette variete contient un tore caracteristique T2 ayant un voisinage en pro­

liuit T2 x D2; il suffit de remarquer que la restriction a chacun des facteurs du tore 

TJ 
= ()(T2 XD~ d' une parallellsation stable definie sur M~ - T2 est non triviale. Pour 

Le troisieme facteuI", c' est parce que Ie tore T2 est caracteristique ; pour les deux 

autI"es, cela se voit sur Ie modele que nous avons propose pour M~ a I' appendice D 

des commentaires sur Ie premier article: M~ est I' eclate £F2 de ElP2 en neuf 

points fixes d 1 un pinceau Ct de cubiques ; Ie tore T2 est 1'image directe Co de Co 
une cubique lisse du pinceau. Une base de I' homologie du tore T2 est representee 

par des cycles evanescents, ils bordent donc dans M~ des disques qui ont une auto­

intersection -1 si on les pousse par un champ de vecteurs qui, SUI" Ie bord, est tangent 

au tore T2: la parallellsation stable induite sur les deux premiers facteurs de TJ 

est aussi non triviale et h est congrue modulo 'ITO 3(5n) a cette parallEllisation 
n n+ • 

stable de TJ , qui est nulle car elle S 1 etend a M~ -~2 . 0 



EXERCICES 

I. LES GROUPES DE COBORDISMES 04 ' "3' ~. 

0) Soit Mn une vanete de dimension n, vn-1 une sous-variete duale de w l(M) , 

prouver que Vest orientable. [Indication: sinon Ie fibre " normal a v dans M 
o 

serait Ie fibre d I orientation (pourquoi ?) et M = (M - E(;) U E(" ) serait orientable. ] 

Ce resultat dO a RohIin se trouve dans 1 J article 11 Le plongement d I une variete 

de dimension J non orientable dans un espace euclidien de dimension 5 II, Dokl. Akad. 

Nauk. SSSR 160 (1965), pp. 549-551 (en russel ; traduction anglaise Sov. Math. Dokl. 

6 (1965), pp. 153-156. Cet article est splendide surtout si on Ie compare a la seule 

alternative existant dans la litterature pour plonger dans R 5 une vaI"iete de dimension 

3 non orientable (cette alternative de Wall utilise la suite spectrale d' Adams !). II 

est bien dommage que cet article soit meconnu. (II semble que pour Ie critique odes 

Math. Reviews, un isomorphisme de fibre est l' identite sur la base, 

alors que Roblin permet, dans cet article, n' importe quel difieomorphisme sur la base.) 

1) Donner une demonstration de 'I.) = 0 en s I inspirant des methodes du 4e article. 

Deux possibilites : 

a) Plonger M3 dans N 6 et enrouler une section du fibre normal aut~ur de 

cercles pour la faire border homologiquement (puis geometriquement) dans Ie comple­

mentaire de M dans 56 (on evite ainsi les modifications ~1 et $2). 

b) Soit, MJ etant plongee dans R 5 , enrouler une section du fibre normal 

pour la faire border homologiquement dans Ie complementaire de M dans S 5 . 

2) Varlantes de n 4 = Z • II s' agit de se passer de I' operation de chirurgie 

ronde $2 • 

a) Plonger M dans 1R8 • Par enroulement SUI" des cercles, trouver une sec-

tion qui borde homologiquement dans Ie complementaire de M dans S 8 . Lisser une 

homologie hors de son O-squelette par la methode de Kneser en utilisant que toute 

varit~te orientable de dimension i dans s3+i, 0 S i :$ 3, borde une surface de Seifert 

orientable. On arrive a un cobordisme de Maune variete qui se plonge dans 57 . 

Continuer comme Rohlin Ie fait dans Ie 4e ou Ie Je article (voir Ie dermer paragraphe 

des notes sur la methode de Kneser) . 

b) (d l apres Melvin) Si M , simplement connexe, est immergee dans JR7 , 

prouver qu' un cercle C de points doubles borde un disque D dans M4 disjoint des 

90 



91 

uutres cereles de points doubles. Eliminer alors les points doubles de C pal" une 

('Ilirurgie plongee d I indiee deux : 

3) Le groupe de cobordisme non orientable h 3 est nul. 

a) Demontrer qu I une variete non orientable de dimension 3 borde par un 

argument de suite exacte de Rohlin. 

b) Demonstration coli ant aux methodes des 3e et 4e articles. 

b. 1) Montrer que toute variete de dimension 3 est eobordante a une variete M 

plongee dans R 5 (pour eIiminer les points doubles d I une immersion en position gene­

t 'ale, seul un cas nouveau appaI'aJ.1:: cercle de points doubles a revetement trivial, 

c.'hacune des eomposantes ayant un voisinage non orientable dans la variete de depart). 

b .2) Prouver qu I il Y a un cere Ie C plonge dans M hoI's duquel Ie fibre normal a 
Maune section non nulle, l' obstruction a etendre cette section a un disque transverse 

au cercle C etant ± 2 E 'IT 1 (SO( 2) ) . 

b .3) Eelater M Ie long du cercle C pour trouver une variete Ml plongee dans :lR5 

dont Ie fibre normal a une section partout non nulle, la variete Ml etant cobordante 

, I M U V ou Vest l' espace total d' un fibre en plans projeetifs reels sur Ie eercle. 

I'rouver qu I un tel fibre est toujours trivial, donc V ~ S 1 x~p2 = d (D2 x~1P2) . 

l )perer alors sur M 1 eomme dans 11 exercice 1. b) (mais en utilisant 11 homologie 

modulo 2). 

I~emarque : II semble necessaire d10perer ainsi car la methode de Kneser a bord ne 

fonctionne pas dans Ie cas non orientable. 

IT. LE GROUPE DE COBORDISME O~Pin DES VARIETES DE 

DIMENSION 3 MUNIES DIUNE STRUCTURE SPIN EST NUL. 

La nullite du groupe de cobordisme spin en dimension 3 est equivalente ala 

~.;urjectivite du J-homomorphisme J: 11
3

(So(n» .... 11n+
3

(Sn) pour n 2: 3 (dans la termi­

Ilologie de Rohlin, '11 3(8n) = frO 3(Sn». Rohlin a montre ce fait dans Ie 2e article 
n+ n+ 
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(corrige par Ie 4e article). Les exercices suivants permettent de voir ce result at plus " 
. ~ 

directement en sui v ant la demonstration du 3e article. J 

1) a) Soit M3 une variete de dimension 3 munie d' une structure spin s . 

Montrer que lion peut choisir 11 immersion de M dans N 5 de fa\=on a ce que la varh~te :: 

plongee M1 ,se dectuisant de M par les operations <91 et (92' possede une structure . 

spin s1 telle que (M
1

,s1) est spin cobordante a (M,s) (immerger M x D2 dans Ia 

structure spin donnee). 

b) Remarquer que si une varlete MJ est plongee dans lR5 , Ie nul cobordism. 

construit dans Ie Je article est une variete spin (mais la structure spin induite sur Ie 

bord peut etre differente de la structure spin donnee !) • 

c) Soient s et s I deux structures spin sur une variete M de dimension 3. 

Prouver que la variete spin (M,s)ll (M,-S') est spin cobordante a (F ~s 1,5") oU 

F ~ S 1 est l' espace total d' un S 1 fibre sur une surface F d I espace total orientable 

et de classe d I Euler nulle. 

Prouver que : (i) (F fSS 1 
,5 11 ) 11 (R1P2 ~S 1 

,Sill) est spin cobordante a une 

union de (lR1P2 ~S 1 ,sm) ; 

(ii) R1P2 ~S 1 est diffeomorphe a 1R1P3 # lR1P3 la somme 

connexe de deux exemplaires de 1Rp3 ; 

(ill) toute structure spin sur lRp3 borde (un fibre sur la 

sphere S2 de classe d l Euler ± 2 suivant la structure). 
Spin 

Cone lure que 03 = 0 • 

2) a) Soit M un sous-fibre non orientable d I un fibre trivial S 1 x D2 sur Ie 

cercle. Soit MI Ie fibre orthogonal. Soit f: S 1 xD2 
-t S 1 XD2 Ie diffeomorphisme 

qui, en identi~ant S 1 xn2 a M W MI , s' ecrit id ~ -id . 

a. 1) Prouver qu' il y a un entier n tel que Ie diffeamorphisme f soit 

isotope a (z, t)....... (z, z2n+ 1 t) . 

a .2) En dectuire qu I un diffeomorphisme de lRpJ de degre -1 echange 

les deux structures spin de lRJP3 (il faudra d' abord definir l' image d' une structure 

spin par un diffeomorphisme, preservant ou non I' orientation) . 

b) Donner une demonstration par I' absurde de a. 2) (construire une vanete 

spin de dimension 4 de signature ± 2) . 
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m. INJECTIVITE DE L'QUBU n;PID-. 04 . 
Soit M une variete de dimension 4 munie d' une structure spin et de signature 

Ilulle. 

a) Prouver qu1il y a une variete M, de dimension quatre, simplement connexe, 

spin cobordante a M et pion gee dans :R 7 .. 

b) i) PreuveI' que Ie fibre normal a Ml dans ]R7 a une section partout non nulle. 

[Indication: considerer sa premiere classe de Pontriaguine4O J 
Soit E un tube autour de Ml dans ~ 7 • 

ii) Prouver qu IiI Y a une section s du fibre normal dont l' image est dans 0 E , 
o 

4ui borde homologiquement dans Ie complementaire B et dont 11 auto-intersection goo me-

trique dans 2,) B consiste en deux exemplaires paralieles F 0 et F 1 d' une surface F 

til auto-intersection nulle dans Ml .. [Indication: enrouler une section dorutee par 

b . i) autour d I une surface 'G C Ml ' prouver que Ml spin entrafue que [ G ] est un 

double dans H2(M;Z), utiliser que la signature de Ml est nulle pour conclure que 

L' auto-intersection de G dans M1 est nulle .. ] 

c) Soit W' une surface de Seifert bordant s(M
1
) dans R7 et G J I' auto-

7 "" "" intersection de W dans ~ : G est orientable et 2,) G = F 0 U Fl. Soit G obtenue 

en collant F 0 a F 1 par II l1identite" ; attention! G n I est pas orient able • 

1) Montrer que M 1 est spin cobordante au bord 2,) (G d r un fibre en disque 

(G sur G • 

2) Construire un cobordisme V de G a H tel que : 

i) Ie fibre (G S 1 etend en un fibre 'V dont la restriction a H est tri viale .. 

ti) la structure spin sur Ie bord de ~ G 51 etend en une structure spin sur Ie 

hord de ~V: elle induit done une structure spin sur 2,) ~H = H x S 1 qui est spin cobor­

dante a la structure de depart. 

Construire une variete spin K4 de bord H telle que la structure spin sur 

II x S 1 s r etende a K x S 1 • 

d) Procecter abstrai tement . 

Soit 0 5 une variete bordant M4 (cal" signature (M4) = 0).. Construire une 

( 'hafne polyectrale GJ dans Q5 representant w 2(0.5) • Appliquer 1a methode de 

K neser comme dans 1a proposition de J . A pour lisser GJ , prouver que Ie w 1 (G3) 

pst represente par une surface F orientable a fibre normal trivial dans GJ , 

(.'ontinuer alors comme en c) .. 
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IV. CONTROLE DES ECLATEMENTS, THEOREME DE HAEFllGER-BOECHAT, 

NOEUDS DE S3 DANS S6 • 

1) Soit M4 une sous-varit~te de dimension 4 de ~7 • Soit s une section de son 

fibre normal non nulle dans Ie complementaire d I un point xO; soit ; Ie fibre de 

rang 2 defini dans Ie complE~mentaire de Xo comme supplementaire de la section s; 

soit enfin F une surface representant la classe d I Euler de ~ . 

a) Prouver que F est un cycle caracteristique de M ([Fj2=W2(M) EH2(M;Z);[F~ 
la reduction modulo 2 de [F] E H2(M;Z». 

b) Prouver que 11 obstruction a etendre s en une section partout non nulle 

est - p. F : Ja (M) E :z = IT 3 (52) • L I eciatement consiste alOI'S a faire la somme connexe 

avec F. F : 30- (M) plans projectifs complexes avec l' orientation opposee: la signatuI"l 

de la variete eclatee est CJ (M~ - F. F • [Indication: calculer la premiere classe de 

Pontriaguine du fibre normal aM. ] 

c) Prouver que si on si on avait enroule la section s autour d ' une surface disjo1l 

de Xo et representant une classe X E H2(M; Z) 1 il aurait fallu eclater F.X + X 2 points 

(1 . t d· t a(M) - F.F - 4F.X - 4X.X a(M) - (F + 2X)2 ) a signa ure eVlen : 4 = 4 

Prouver que la classe d 1 Euler du fibre normal a la section eclatee est 

F + 2X - z; lldiviseurs exceptionnels". 

2) Theoreme de Haefliger-Boechat. 

a) Deduire de 1) que si M admet un plongement dans R7 , il y a une surface 

caracteristique F E H2(M,Z) telle que : F. F = signature de M . 

b) Reciproquement, si M4 simplement connexe possede une surface caracteris­

tique F telle que F. F = signature de M, prouver que M admet un plongement dans 

:N 7 : Soit ~ Ie fibre de rang 2 sur M de classe d I Euler F et II Ie fibre de rang 3 

obtenu en tordant ~ Q1 € de -0 (M) E; Z = '7T3(S2) = P *('lT3(~O(3») (P: 80(3) -+ S2 est 

l' evaluation sur Ie premier vecteur de base) • 

b.1) PreuveI' que 1 r espace total E(II) de II est parallEilisable et qu IiI Y a 

une application f: (E(II),o(E(II»)'" (S4 xnJ,S4XS2) de degre un (pour la deuxieme 

projection, utiliseI' Ia construction de Thom sur Ie fibre normal a une If section eclateefl 

obtenue a partir de la section (0, 1) de II sur Ie complementaire de a points dans 

M (ou II Qf ; ~ €) • 

b.2) Ajouter k = rg H2(M) anses d'indice 3 pour obtenir une equivalence 

d'homotopie 'P: v 7 = (E(lI).~ 03 x 0 4 ,o) -+ (S4 xD3,o). Prouver que V7 est 
1=1 

diffeomorphe a 54 x 03 . Conclure. 



95 

3) Noeuds differentiables de S3 dans 56 • 

Soit un noeud forme par une sphere s3 pJongee difierentiab1ement dans 56 . 

i) Prouver qu' il y a une surface de Seifert V
4 

pour ce noeud et qu' apres 

d 1 eventuelles sommes connexes avec Ie cylindre de I' application de Hopf ou de son 

l )pposee, deux telles surfaces de Seifert sont cobordantes. 

ii) Soit F la classe d' Euler du fibre normal a v4 dans S6 . Prouver que 

signature ~e V-F. FEZ est un invariant qui ne depend que du noeud et que tous les 

t. 'ntiers sont realises. (Pour la realisation, utiliser une immersion generique de 11 espace 

I.otal d' un fibre en disque de classe d 1 Euler 3 sur Ie plan projectif troue CP~ ; 
l 'omme CP~ est I' espace total d 1 un fibre en disque sur la sphere S2, une immersion 

t.tenerique est un plongement.) 

iii) Prouver qu tun noeud d' invariant zero est trivial. [Faire la chirurgie plongee 

sur une surface de Seifert simplement connexe, de signature nulle, en remarquant que 

I'on peut choisir, pour V, une somme connexe de plans projectifs V = #n Cp2 #n,"",cp2 

t cIs que 1a classe F scit une classe diagonale (c I est une consequence des theoremes 

de Wall : 1) Il existe m, n tels que V #m Cp2 # n - Cp2 est diffeomorphe a #k C1P2 # e _~p2 

2) Ie groupe des diffeomorphismes de V = # Cp2 #. - Cp2 est transitif 

sur les elements primitifs, caracteristiques, de norm: 0 de p H2(V ,Z) .] 
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UNE EXTENSION D'UN THEOREME DE ROHLIN SUR LA SIGNATURE 

Lucien GUILLOU et Alexis MARIN 

INTRODUCTION. 

C I est un probleme fondamental et non resolu que de savoir quelles formes 

quadratiques peuvent etre realisees comme formes d' intersection H
2
(M; Z) x H

2
(M; Z) 

-. Z dtune varlete orientee fermee lisse M4 de dimension quatre. 

Hecemment, M. Freedmann [Fr] a montre que toute forme quadratique peut etre ainsi 

pealisee par une variete topologigue et dans Ie cas lisse, Donaldson [D ] a monire 

que, parmi les formes deti.nies positives, seule 1a forme tri vi ale est representable. 

En general, si M4 est une variete fermee orientee de dimension quatre et si F2 est 

une surface fermee orientable dans M4 representant dans H
2
{M;Z/2Z) un element 

dual ala deuxieme classe de Stiefel-Whitney w
2
(M) , l' algebre nous dit que 

(J (M) - F • F = 0 mod 8 [MH, II §5J ou F. F represente l' autointersection de la classe 

d I homologie de F et a (M) la signature de la forme d I intersection sur H
2

(M ;:R) • 

Dans Ie cas ou M est tisse, Rohlin [R2] a donne une formule explicite calculant 

(J (M) - F • F mod 16 en fonction de l' invariant d'Art d I une certaine forme quadratique 

q: H2(F;Z/2Z)'" Z/2Z . Ceci generalisait son vieux resultat de 1952 [R1J disant 

que (] (M) = 0 mod 16 si F = f6 (resultat qui disait deja que certaines formes quadrati­

"lues ne sont pas representables comme ci-dessus par des varietes tisses, par exemple 

ES ' cf. [MH, II §6 J). 
Nous donnons ici une formule sembI able dans Ie cas ou F n I est pas necessairement 

orientable. Ces surfaces caracteI'istiqUes non orientables se rencontrent naturelle­

ment dans l' etude du 16e probleme de Hilbert ([Mar 1] [A' J) . D I ailleurs, Ie papier 

[R2J de Rohlin est consacre a ce probleme. 

Notre but principal ici est d I Moncer et de prouver notre generalisation d I une 

maniere simple et directe, sinon la plus eIegante, ,8 la suite de nos commentaires aux 

travaux de Rohlin [GMJ j . Nous renvoyons a l' article de Matsumoto (Mat] pour un 

point de vue et une preuve un peu different&. Le papier de Freedman et Kirby (FK) 

qui donne une preuve de la formule de Rohlin contient aussi des motivations et commen­

taires que nous ne repetons pas. (t) 

Signalons' enfin Que les articles recents de T. Fiedler [Pi j et Turaev [T ] 

traitent de questions voisines. 

( t) Notre formule a ete annoncee en 1977 [GM 1 j et nous avons donne une premiere 
version du Dresent texte en 1980 [GM2] (elle contient malheureusement Qu~ques betises) 

97 
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I. - ENONCE DU RESULTAT. 

Nous travail10ns dans la cab~gorie des varietes lisses compactes. Soit ~ une 

vanete de dimension n et soit yn-2 une sous-variete de codimension 2. On dit que 

Vn- 2 est caractenstique si il existe une triviallsation du fibre tangent a M - V au­

dessus du 2-squelette de M qui ne s I etend a aucun 2-disque transverse a P pour une 

triangulation du couple (M, V) , cf. (GMJ, I appendice C] • On notei: V c.." M 

l' inclusion de V dans M • 

Soit M4 une variete fermee, orientee de dimension 4 et soit p2 une surface 

fermee caracteristique (non necessairement orlentable) dans M telle que 

i*(H1(p2jZ/2Z» = {a} c: H 1(M;Z/2Z) • Alors, on peut definir une forme quadratique 

naturelle q: H1(F;Z/2Z) -+ Z/4Z, associee a la forme dlintersection homo!ogique 

sur F, telle que la generalisation suivante de la formule de Roblin (R2j alt lieu 

THEOR EME • On a: 0' (M) - F . F = 2Q (M, F) mod 16 aU a (M) designe la signature 

de la variete orientee M, F.P 11 auto-intersection de F dans M (cf. [W]) !! 
Q (M,F) 1 I invariant de Brown de la forme guadratique q associee au couple (M,F) 

(cf. [8] et Ie paragraphe sui v ant) . 

Rappelons que F.F peut etre commodement defini. comme suit : Soit s une 

section, n' ayant que des zeros simples, du fibre normal a F dans M ; on pousse 

legerement F selon s pour obtenir une surface F' et un diffeomorphisme {{J: F'" Fl. I 

Maintenant Fnpi = {x E F \({J(x) = x} est tini. Etant donne a E FnF' , on choisit .' 

une orientation locale C9 pres de a pour F, ce qui definit une orientation locale 

<p ( (9) pres de a pour Fl. Si 11 orientation CS E& 'P «9) pres de a pour M coincide 

avec 11 orientation donnee de M, nous donnons Ie signe € (a) = + 1 a a et Ie signe -1 

dans Ie cas contraire. Clairement, € (a) ne depend pas du choix de CS pres de a . 

Alors, F.F = ~ € (a) . 
aE FlIFI 

Remarque. Si la surface Fest orientabIe, la forme quadratique q prend ses valeurs 

dans 2.Z/4Z t;;t Z/2Z et a(M,F) qui vaut alors 0 ou 4 s'identifie au quadruple 

de 11 invariant de Arf de q: on retrouve la formule connue de Rohlin [R2J • Rappe­

Ions que Ie cas F == ~ est tres celebre, il date de 1952 et est aussi du a Roblin (R1]. 
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II. - LES FORMES QUADRATIQUES SUR LES Z/2Z-ESPACES 

ET LIINVARIANT DE BROWN 

(ef. (B j , [BLLV, appendices ]) 

Soit V un espaee vectoriel sur 'Z/2Z de dimension finie n, muni d' une 

forme bilineaire (x,y)'" x.y symetrique, non degeneree a valeurs dans Z/2Z • 

DEFINITION 1. Une forme quadratique sur V a valeurs dans Z/4Z est une appli­

cation q: V'" Z/4Z verifiant : 

q (x + y) = q(x) + q(y) + 2x .y , 

ou 2: Z/2Z'" Z/4Z est l'unique homomorphisme non nul. 

Remargues et exemples. 

1) On a q(O) = q(O+O) = q(O) + q(O) + 20.0 = q(O) + q(O) , d'ou q(O) = 0 . 

2) Sur V = Z/2Z il n I y a qu' une forme bilineaire symetrique non degeneree : 

Ie produit du corps Z/2Z. Et on a : 

o = q( 1 + 1) = q( 1) + q( 1) + 2 1. 1 = 2q( 1) + 2, done q( 1) = ± 1 • 

II Y a done deux formes quadratiques, q+ et q_, sur un espaee de dimension un 

3) Si q: V'" Z/22. est une forme quadratique ordinaire sur Ie corps Z/2Z 

(ef. [MH, Appendix 1 J) , alors q = 2 q est une forme quadratique sur V a valeurs 

dans Z/4Z . 

DEFINITION 2. Une forme quadratique q: V .... Z/4Z est neutre slil existe un sous­

espaee H c V de dimension moitie sur lequel q est nulle (et alors H est ega! a son 

orthogonal pour Ia forme bilineaire) • 

On definit de la maniere usuelle la somme orthogonale de deux formes quadrati­

ques; remarquons que si V = V 1 ~ V 2 est une decomposition orthogonale pour Ia 

forme bilineaire, alors q = q I V 1 fh q IV 2 • 

En quotient ant Ie semi-groupe des formes quadratiques ainsi obtenu par Ie semi­

groupe des formes neutres, on obtient Ie groupe de Witt WQ(Z/2Z;Z/4Z) des formes 

quadratiques sur les Z/2Z espaees vectoriels a valeurs dans Z/42: (ef. [SLLV, 

appendices j) • 

Si q: V .... Z/4Z est une forme quadratique et si x E V, on pose 

lp (x) = exp ¢.! q(x» = i q(x) • 
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DEFINITION :3. L I invariant muitiplicatif de Brown de Ia forme quadratique q. est Ie 

nombre complexe : 
y(q) = (~)n ~ lJl(x) 

V4 xEV 
(ou n = dim V) 

PROPOSITION. L' application y etablit un isomorphisme entre Ie groupe de Witt 

WQ(Z/2Z;Z/4Z) et Ie groupe des racines huitiemes de l' unite. 

En notations additives, on ecrira : 

a : WQ('Z/2Z;Z/4Z)~ Z/SZ, ou y = € otX , 

avec e: Z/8Z~ {racineshuitH~mesdel'unite} donnepar e(l)=exp(i;)= V;i. 
Remargue. Si Ia forme bilinOOire est isotrope, i. e. verifie x • x = 0 pour tout x de V 

la forme quadratique q ne prend que des valeurs paires: 0 = q(2x) = q(x) + q(x) ; de 

sorte que q = 2 q, ou q: V -+ Z/2Z est une forme quadratique ordinaire, l/J ne 

prend que les valeurs + 1 et - 1 et I' invariant de Brown y de q est Ie classique 

invariant d I Arf de q qui vaut + 1 si la forme represente plus sou vent 0 que 1 , 

et - 1 dans Ie cas contraire .. 

Demonstration de Ia prOposition. 

LEMME 1. Y (q1 ED q2) = y (ql) y (q~ • 

1 n1+n2 '" . ql (x). q2(y) 
Preuve. y (ql fh q2) = (Vi) LJ 1 1 = 

xEV1,yEV2 

n q (x) n q (y) 
= ( tk) 1 ~ i 1 ] [( tk) 2 E i 2 ] = y (q 1) Y (q2) .. 

v2 xEV
1 

v2 yEV
2 

LEMME 2. Si la forme guadratigue q est neutre, y (q) = 1 . 

Preuve. Soit He V un sous-espace de dimension moitie sur lequel q Sl annule .. 

Soit V = HEfJ L une decomposition en somme directe. Alors, si n = dim V 

= ( 1 ) n [ ~ (~( -1) ~ .. h lP ( e » + card (H) ] 
Vi tEL-tO} hEH 

La quatrieme egalite suit de ce que la forme bilineaire etant non degeneree, pour 

e f: 0, la forme lineaire <p sur H donnee par 'P(h) = e.h est non nulle (H est egal 

a son orthogonal) et donc prend Ia valeur 0 autant de fois que la valeur 1 
(dim (Ker tp) = dim H-l) .. 
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LEMME 3. Si Ia forme bilineaire n I est pas isotrope, V se decompose en une somme 

orthosonale d' espaces de dimension un • 

Preuve. Puisque I' application x -+ x.x est lineaire, Ia non degenerescence fournit 

c E V - {a} tel que pour tout x E V, c.x = x.x. Si dim V ~ 2, il existe y distinct 

de c tel que y.y = 1 (si e.c = 1 et y.y = 0, alors (c+y) .(e+y) = 1) et V se 

decompose en (y) W (y).l • Puisque y est distinct de e, la restriction de la forme 

bilineaire a (y).1 est non isotrope (si z.z = c.z == 0 pour tout z E (y).1, alors 

c E ((y) .1 ) J. = (y». On termine par induction sur dim V • 

LEMME 4. Si q est une forme guadratigue a valeur's dans Z/4Z, alors 

4 (Ii q) = q ~ q e:. q ~ q est isometrigue a 4 (Ei (-q). Et done 8(~ q) est neutre. 

Preuve. Soit W = V E& V ~ V E& V et soient 'P. : V -+ W, i = 1, 2,3 ,4, Ies applica-
1 

tions 'P
1
(x) = {O,x,x,x} ; 'P

2
(x) = (x,O,x,x) ; 'P

3
(x) = (x,x,O,x) ; 'P4(x) = (x,x,x,O) • 

On a 4 (~ q) ('P. (x)) = 3 q(x) = - q(x} , et 'P. (V) orthogonal a 'P.(V) pour i # j . 
1 4 1 J 

L I isomorphisme cherche est E£) 'P. : V ~ V $ V e V -+ W • 
. 1 1 . 1= 

Pour conciure la preuve de la proposition, Dn note que puisque q ~ q est 
+ -

neutre, Ie Iemme 3 applique a q ttl q $ q montre que WQ(Z/2Z;Z/4Z) est cyclique, 
+ -

engendre par la classe de q (exemple 2) et d' ordre un diviseur de huit par Ie Iemme4. + . 
Les Iemmes 1 et 2 assurent que y est un homomorphisme. Finalement, on verifie que 

l+i i11 .. ., .. . . , r (q+) = -v2 = exp ti) est une raCine hUltieme prImitive de I' umte . 0 

Remarque. II est maintenant facile d I etablir que l' invariant de Brown d' une forme 

quadratique, son rang et I' iso~pie ou I' anisotropie de la forme bilineaire associee 

determinent sa classe d I isometrie . 

m. - DEFINITION GEOMETRIQUE DE LA FORME QUADRATIQUE 

q : H
1
(F;Z/2Z) ... Z/4Z 

On se place maintenant dans la situation du paragraphe I. 

DEFINITION 4. Une membrane p2 pour la surface caracteristique Fest une surface 

compacte (non necessairement orient able) immergee dans M, plongee et normale a F 

pres de son bord d P C F, et dont I' interieur est transverse a F • 

Soit f une immersion generique p2 J-:t M dont I' image f (p) est une membrane. 

Le bord de f (p) consiste en des courbes simples fermees de F; notons ~ 
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1 • obstruction a etendre Ie fibre normal en droites aces courbes dans F en un sous­

fibre de rang un du fibre normal 11 (f) de 1 ' immersion. R appelons que II (f) est defini 

par Ia suite exacte 0 .... l' (p) .... f * ( T (M» .... II (f) .... 0, ou f * ( l' (M» est Ie retire du 

fibre tangent a M au-dessus de P par f. On verifie aisement que deux immersions 

de meme image donnent lieu a des fibres normaux isomorpbes et donc que I' obstruction 

(9' ne depend pas du choix de f. Cette obstruction babite H2(P, oP; 17 1(HP 1)t) .a 

Ies eoefficents etant tordus par la premiere classe de Stiefel-Whitney w 1(11 (f» · Son 

evaluation sur Ia classe fondamentale [p, opJ E; H2(P, oP;'I1 1(~P 1)t) est un entier encore 
note (j. On pose alaI's : q I (p2) := 0' + 2P. F mod 4, ou P. F designe Ie nombre de 

points d I intersection transverse de I' interieur de P (i. e. de f(P» avec F . 

R emarque 1. Une definition plus geometrique, et souvent plus effie ace dans Ies applica­

tions, de 11 obstruction fi . est 1a sui vante : 
f'V ,...., 

Soit P une surface compacte et j: P ~ II (f) une immersion telle que : 

(i) po j: p.... P est un revetement ramifie a deux feuillets ou p designe la projec­

tion de I' espace total du fibre II (f) sur sa section nulle P . 

(ii) j est transverse a P (vu comme Ia section nulle de II (f», et j (p) n P ne 

contient aucun des points doubles de j ( p) ou de P . 

(iii) f(oP) est Ie bord d' un tube autour de oP dans F . 

Pour cbaque point a de l' intersection P n j (p), une orientation locale (9 de 

P induit (via Ie revetement poj) une orientation locale (91 de j( p). Si 11 orientation 

(t) e s' coincide avec celIe de 11 espace total du fibre II (f), on attache Ie signe € (a) = +1 

a a et Ie signe -1 dans Ie cas contraire. Clairement, € (a) ne depend pas du choix 

de I' orientation C9 pres de a . 

AlaI's, l' obstruction ~:= ~ e (a) 
a EPnjlP) 

L I existence d 1 une telle immersion j peut s I obtenir en desingulartsant I'image 

de deux sections de II (f) en position generale I' une par rapport a l' autre et par rap­

port a la section nulle de 11 (f) • Nous laissons au lecteur Ie soin de verifier que 1a 
f'V 

somme ci-dessus ne depend pas des ehoix de P et j (soit directement, soit en montrant 

11 egali te ci -dessus !). 

Remargue 2. Si P n I a pas de composantes fermees, Ia membrane Pest homotopique­

ment equi valente a un bouquet de cercles, done, par stabilite, on peut ecrire II (f) 

comme une somme directe avec un sous-fibre trivial de rang un. Maintenant deux tels 

sous-fibres tri viaux de II (f) induisent deux sous-fibres homotopes de 1/ (f) I oP qui est 
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un fibre tIi vial. En effet, si nous decri vons nos deux sous-fibres tri viaux de II (f) par 

Lies sections sans zeros s et s 1 et si d( slop, s' \ op) est la difference primaire 

dans H 1(ClP ;11
1
(:RP 1)t) ~ Z (t), on a ([5, §36J) ~(d(s I ClP, s I I ClP» = e'(.s I ClP) -e'{ s 'lop) 

ou 6 est Ie cobord H l(oP;11 l(~P l)t) ~ H2(P, oP; 7T l(RP l)t) et eI (s lop) est l' obs­

truction primaire a etendre 's 1 oP. Donc d( s ,oP, s I lop) = 0, ce qui prouve que 

!:) I oP et s I lop sont homotopes. 

Soient sola restriction a OP d 1 une section sans zeros d 1 un sous-fibre trivial 

tie rang un de v (f) et s 1 Ia section sans zeros au-dessus de oP donnee par Ie fibre 

normal en droite a op dans F. On a od( s l' so> = (=1 (s 1) -6 (SO) = e' (s 1) . Puisque 6 

l~st un isomorphisme, on peut identifier notre obstruction t!I a d(S l' .sd . Ceci expli­

que la relation entre notre definition de Ia forme quadratique q I et celle de 

Y • Matsumoto [Mat]. 

l~emar9ue 3. Les explications de la remarque 1 (ou les calculs de 1a remarque 2) mon-

I ['ent que si ~P est connexe, 1 t obstruction d est paire si et seulement si ap admet un 

voisinage annulaire dans F. En general, si toutes les composantes connexes de oP ont 

des voisinages annulaires dans F, alors (!/ = 2e'(V) , ou e(v) est I' obstruction a eten­

<.Ire un champ de vecteurs normal a op2 dans F en un champ de vecteurs (sans zeros) 

Ilormal a p2 dans lI(f) (Ie facteur 2 vient de ce que la fleche naturelle S 
1 

... mp 
1 

est de 

Llegre 2). 

En particulier, si la surface caracteristique Fest orlentable, on obtient 

q'(p2) = 2(Et(v) + P.F) mod 4. On retrouve 1a definition de Rohlin [R2J • 

PROPOSITION 1. q'(p2) ne depend que de la c1asse d'homo1ogie modulo 2 de op2 

dans F. Ceci permet de definir une application q: H1(F;Z/2Z)'" Z/4Z . 

LEMME. Supposons que (M4 , F2) soit bord de (V5, G3) ou V5 est une variete 

orientee compacte de dimension 5 et G3 une sous-variet~aracteriSti9ue (~ 
I ukessairement orientable). Soit Jl. 2 c G3 une surface (non necessairement orient able) 

telle que an F = oA, et soit P une membrane pour F (dans M) de bord ap = at... . 

Alors, q' (p) = 0 . 

Preuve de la proposition 1 (a partir du lemme). 

Si poet P 1 sont deux membranes dont les bords representent la meme c1asse 

d t homologie modulo 2, on applique Ie Iemme air union disjointe 

(M x {a}, F x {o}) J.L (M x {1}, F x {1}) de deux copies de (M,F) avec 

v5 = M x [0, 1 J, G3 
= F x [0, 1 J et ~2 une desingularisation d' un cycle modulo 2 

qui realise une homologie dans F x [0, 1 j entre ap 0 c F x {o} et oP 1 c F x {1 } 

( t) Dans Ie cas ou oP est connexe; I' extension facile au cas general est laissee 
au lecteur .. 
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(11 existence de 1l.2 s 1 obtient faeilement par les methodes de Kneser, ef. [GM3, n. 2 J) . 
On obtient alors dans oV: q(POx {a} U P 1 x {1}) = 0 = q(p 1) - q(po} puisque, avec 

II orientation de oV, M x 0 hertte II orientation opposee a celle de M. Ceci prouve 

la premiere assertion. Pour la seconde, tout l-cycle z de F peut etre represente 

par une famille de courbes simples fermees disjointes, et puisque 

i*(H1(F;Z/2Z» = {OJ C H1(M;Z/2Z) toute telle fa mille borde une 2-chaine dans M4 

qui peut etre desingularisee comme ci-dessus pour donner une membrane dont Ie bord 

represente Ie cycle z . 

Preuve du lemme (cf. Ia figure) . 

Supposons d' aboI'd que Ie bord de (12 soit connexe. L' auto-intersection de o~ 
dans Fest bord de I' auto-intersection de /::,. dans G done nulle modulo 2. Par 

suite (puisque oil. 2 est connexe), oil. 2 admet un voisinage annulaire dans F et, 

comme dans Ia remarque 3 ci-dessus, si a ( v) est 1 t obstruction a etendre un champ de 

vecteurs normal v a 21P = oil. dans F en un champ de vecteurs normal (sans zeros) 

a P dans v(f) , il suffit de verifier que a(v) + P.F = 0 mod 2. Designons par 1/ 

et JJ les fibres normaux a G3 dans v5 et a Il. 2 dans G3 , et par E( II) et E(/J ) 

les espaces totaUX des fibres en disques associes. Alors, (W,U) = (E(v l~tal"),E(IL» . 
est un voisinage tubulaire de Il. 2 dans (V5, G3) . Soient N4 Ie bord de la variete 

V - tv et H2 = (F - W) U Fr U = N n G . Clairement, H2 est une surface caracteris­

tique pour Ia variete orientabie fermee N4 . 

Soient s et s 1 deux sections de l) Ill. 2 avec s(1l. 2) et s r (Il. 2) transverses 

entre elles aussi bien qu 1 avec Il. 2 . Soit tune section de p, identique au champ de 

vecteurs v sur "OIl.2 
= oP et sans zeros pres de 112 n (s(~2) U s' (~2» . Soit enfin 

p: Il. 2 ... [0, 1 ] une fonction lisse nulle sur o~ 2 et telle que p -1 ( t) soit un voisinage 

des zeros de s et t et des points communs a s et s I • 

Alors, on peut pousser A 2 dans oW et former Ie 2-cycle de N4 

}:2 = (p _ w) Use p t (A 2) 

La formule de Wu (cf. [GM3 , I appendiee C J) dit 
2 2 2 2 

1; • 1: + I; • H = 0 mod 2 

Soit u une section du fibre normal II (f) d 1 une immersion f: P d-) M dont 

les zeros soient distincts des preunages des points doubles de f et qui coihcide avec v 

sur oP = M. L 'immersion f s I etend en un plongement local f de 11 espace total de 

1/ (f) dans M4 tel que f(u(P» soit une copie diffeomorphe de f (p) transverse a f (p) . 

Nous maintenons notre notation P pour f(P) et notons u(p) au lieu de f(u(P» • 
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Figure 
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On observe alors que Ie nombre d I intersection homologique modulo 2 P. u(p) 

(bien defini puisque oP n ou(p) = ¢} est la reduction modulo 2 du nombre d' obstruction 

a( v) (plus deux fois Ie nombre d I auto-intersection de la surface immergee P, ce qui est 

zero modulo 2). Ainsi : 

E.~ = [(p-W) U(sEfi pt)(~2)J • [u(p-W) Us' (;l) (1-p)t(a2)] 

= P.u(p)+s{~2).s,(~2) = e(v)+s(J12).sl(J12)mod2 

~.H = [(p - w) U(se pt)(d2)] • [(F- W) UFr U] = P.F + s(J12) • ~2 mod 2 . 

Or, s(A 2) . A 2 
== s(J12). s' (~2) par I' invariance homotopique des nombres d' intersec­

tion, d' ou : 
o = ~. ~ + 1; • H = a( v) + P . F mod 2 

Pour se ramener au cas o~ 2 connexe, nous enon~ons d I abOI'd Ie 

SOUS-LEMME. Soit (V ,G)' une oaire propre de varietes (Gn oV == oG) ~ oV 

connexe. Alors, il existe une sous-variete propre GI de V dont Ie bord est la 

somme connexe plongee des compos antes de oG • 

De olus, on peut choisir G I coihcidant avec G excepte dans Ie voisinage 

d I arcs plonges dans 0 V connect ant les compos antes de oG (de sorte que G et G I 

representent la meme classe d I homologie modulo 2) • 

La preuve du sous-Iemme, qui consiste a creuser des tunnels Ie long des arcs 

de I' enonce, est laissee au lecteur. 

Ensuite (on peut bien sur supposer V connexe), on se ramene au cas oV 
connexe en creusant des tunnels Ie long d' arcs disjoints de G3 et connect ant les 

composantes de oV. On peut alaI's appliquer Ie sous-Iemme et obtenir un nouveau G 

a bard connexe, toujours contenant /l.2 • Une nouvelle application du sous-Iemme au 

couple (G,1l2) acheve de no us ramener au cas o/l.2 connexe. 

II reste a appliquer encore une fois Ie sous-Iemme pour obtenir une membrane 

pour ce nouveau ~ 2 qui ne differe de I 'ancienne que dans Ie voisinage d I un arc et a 

meme fonction q I • II n I y a pas de difficultes. 
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PROPOSITION 2. L 1 application q: H
1
(F;Z/2Z) .... Z/4Z est guadratigue pour la 

forme bilineaire d' intersection de la surface F : 

q(o:+P) = q(o:) + q(,8) + 2a.f3 

Preuve. En considerant, si necessaire, (M, F) union disjointe avec (8
4 ,~p2) 

on peut toujours supposer que H
1
(F;Z/2Z) se decompose en une somme directe de 

sous-espaces de dimension un (cf. §II, lemme 3). 

On a done seulement a montrer : 

1) q (0: + f3 ) = q (a) + q (J3 ) si C'i.[1 = 0 

2) q(o;) = 1 mod 2 si Q.O; = 1 

En effet, donne 1) la decomposition de H1(F;Z/2Z) induit une decomposition 

de q, et donne 2) q est quadratique sur chaque facteur. 

Pour prouver 1), remarquons d I abord que par Ie sous-Iemme precedent on peut 

supposefl F connexe; dans ce cas, si 0:. f3 = 0, on peut representer a et [J par 

deux families disjointes de courbes fermees simples. Alors, si P et 0: sont des mem­

branes dont les bords representent a et ,8 , on rend P transverse a Q pour obtenir 

une membrane R = P U Q dont Ie bord represente ex + ~ • Clairement, q (R) = 

q(p)+q(Q) • 

Pour prouvefl 2), on represente " par une famille de courbes simples disjoin­

tes a . • Le point 1) donne q(ex) = ~ q(a.) et la remarque 3 du §I nous dit 
1 1 

q(o:.) == 0: .• a. mod 2 • 
1 1 1 

Remarque. Nous suggerons au lecteur de se construire une preuve directe de la 

proposition 2 en fabriquant une membrane pour la reunion de deux courbes se coupant 

transversalement a partir d I une membrane pour chaeune des courbes (cf. notre pre­

miere version [GM2J) • 

IV. - PREUVE DU THEOREME. 

LES EXEMPLES FONDAMENTAUX. 

Exemple A. La droite (;P 1 est caracteristique dans Ie p.an projectif complexe Cp2 ; 

Les invariants sont a(Cp2) = 1 , G:P 1 • (;P 1 
= 1, 0:(Cp2,Cp 1) = 0 • 

Exemple B. Soit c: l:p2 .... t::p2 1a conjugaison complexe. C' est une involution pre­

servant 11 orientation dont 11 ensemble de points fixes Rp2 est de eodimension deux, 

t~t done ~4 = <cp2/c est une variete lisse fermee orientable. L' exemple Best 

(~4 ,lRP2) • Nous montrons : 
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(i) ~4 est une sphere d 'homotopie: si p E ~p2 c CCp2, tout element de 

7T 1(~4 ,c(p» se represente par un lacet intersect ant lRP2 (c: 1;4) transversalement au 

seul paint c(p) . Un tel lacet se releve a a:;p2 de sorte Que c * : 7r 1 (Cp2 , p) .... 1T 1 ~4 ,c(p))' : 

est surjective et 1f 1 (Z4) = o. On conclut en caleulant la caracteristique d I Euler 

X(t4) = t (x (Cp2) + x (Np2» = t (3+ 1) = 2 • 

Remargue. Kuiper et Massey «(K ] , [Mas2] ont montre (independamment) Que I;4 est 

PL isomorphe a 54 et done diffeomorphe a 54 selon Ie difficile IIr4 = 0" de eerf. 

Recemment, A. Marin a obtenu une preuve directe et eIementaire de ce dernier resultat 

[Mar] • Rappelons qu I il Y a de nombreuses manieres de voir Que 1;4 est homeomorphe 

a 54; par exempIe, la fonction de Morse usuelle f: 4::p2 .... R , 

f ([x ,Y ,z J) = Ix t + 2~:r 12 2 induit une fonction de Morse sur I;4 avec deux points 
\x\ + \y\ + \z\ 

critiques. 

(ii) Bien sur, lRP2 c: Z;4 est earacteristique et (J (,;4) = 0 • 

(ill) L' auto-intersection ~p2. Rp2 dans ~4 est deux fois 11 auto-intersection 

Rp2. Rp2 dans l:p2 par naturalite de la classe d t Euler (cf. [Mas 1 , lemma 1]) • Ce 

dernier nombre est - X (Np2) puisQu'on peut Ie calculer en muitipliant par i un champ 

de vecteurs tangents a 1Rp2 avec des pOints singuliers simples (cf. lA, lemma 6]) . 

Donc, :Rp2. Rp2 dans 1::4 v aut - 2 • 

(iv) a (,;4 ,RP 1) = 1 : puisque H
1
(Rp2;Z/2Z) ';; Z/2Z est engendre par 

: : 

", 

RP 1 c ([;P 1 , on choisit comme membrane un des disques borde par lRP 1 dans (:P 1 

Cette membrane ne rencontre :Rp2 que Ie long de RP 1 et son nombre d' obstruction 

vaut + 1 ; en effet, considerons deux droites Ll et L2 a coefficients reels proehes 

de 4:P 1 se coupant en un point de :RP 1 ; une petite variation des coefficients du pro- " 

duit Ll .L2 d~nne une conique non singuliere qui rencontre Rp2 selon Ie bard d' un 

voisinage tubulaire de JRp 1 dans Rp2 et qui rencontre la droite (:P 1 transversale­

ment en deux points chaeun de signe + 1 (comme courbes complexes). Par consequent, _ 

cette conique fournit un revetement double de la membrane pour ~p 1 , comme dans la 

remarque 1, § m, d lOU nous concluons q(lRP2) = 1 . 

eOnique)r - -
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Considerons alors un couple (M, F) comme dans I' enonce du theoreme et remar­

qllons d 1 abord que a (M) == F. F mod 2 (en effet, toute forme billneaire symetrique non 

dcSgeneree sur Z/zz. se decompose en une somme directe dont chaque facteur est 

~;oit (1), soit (~ 6) d' element caraeteristique respectivement 1 et 0 ; done 

I".F == dim H
2
(M;Z/2Z) == a(M) mod 2). Remarquons aussi que les trois termes de la 

I'l )pmule a demontrer sont additifs sous la somme disjointe. L I exemp1e A permet alors 

d4.. \ supposer a (M) = 0, et donc F. F pair. L I exemple B permet ensuite de supposer 

,,(M) = 0 = F.F . Reste alors a montrer a(M,F) = 0; pour ceIa, on SI appuie sur 

I . EMME • Soient M une variete close orientee de dimension quatre et F c M une surfa­

('e close caracteristigue. Si a (M) = 0 = F . F, ~ (M, F) = 0 (V ,G); ou V est une 

variete orientee compacte de dimension cing et G une sous-variete caracteristique 

de dimension trois. 

Donne Ie lemme, on conclut aisement que a(M, F) = 0; en effet, il faut voir que 

I, I forme quadratique q associee a (M, F) est neutre. Le lemme du § III dit que Ie 

Ill>yau de 11 application H
1
(F;Z/2Z)'" H

1
(M;Z/2Z) induite par inclusion est isotrope. 

1)1 autre part, 1a dualite de Lefschetz montre que ce noyau a une dimension moitie de 

l'pLle de H1(F;Z/2Z); donc q est neutre. 

I ) .,euve du lemme. Puisque la signature realise un isomorphisme du groupe de cobordisme 

dl'S varietes fermees lisses orientees de dimension quatre vers Z, M = C)V5 ou V; 
pst une variete cornpacte orientee lisse de dimension cinq. Et, par la theorie des obstruc­

tions, il y a, a coefficients Z/2Z, un 3-cycle relatif G dans (V,M) , caracteristi­

que et verifiant C)G = G n M = F. Nous sommes reduits au 

SUUS-LEMME. Soit V une variete lisse orientable de dimension cinq a bord; soit - -
l;~ v JID 3-cycle relatif modulo 2 dont dC = cn oV est une surface d l auto-inter sec-

II c.)n nulle dans V . Alors, G est homologue modulo oG (et modulo 2) a une sous-

v, lriete G dans V • 

Preuve: Nous utilisons les methodes expliquees en details dans [GM3, II. 2 j dues 

.1 Kneser et Rohlin. On peut supposer G triangule et (par un argument de collier) une 

\ldc'iete pres de son bord F = C)G. De plus, G est certainement une variete hors de 

',l >11 2-squelette. En utilisant les methodes les plus simples de [GM3, II. 2], on peut 

Idcilement se ramener au cas ou G est une variete hors de son O-squelette. On reunit 

h's sommets ou G n I est pas une variete par un sous-arbre du 1-squelette de G • Le 

',I h.~ (= "starll) de cet arbre dans Vest une boule B5 de bord S4 = la lice (= link) 

t h \ cet arbre dans V . La lice de 11 arbre dans G est une surface L cobordante, par 
o 5 0 05 0 0 5 

(; - B , a F. En appUquant Ie sous-Iemme du § ill au couple (V - B , l! - B ), on 
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peut supposer L connexe. Par consequent, puisque Ie nombre d' auto-intersection 

L.L = 0 dans 54 (par cobordisme et parce que Vest orient able) , Ie fibre en disques 

E normal a L dans 54 admet une section sans zeros s. On montre alors, comme 

dans [GM3, III §3J, que s(L) borde dans 8 4 - E (au besoin en Tlenroulantll d' abord la 

section s) et donc que Lest bord d' une sous-variete de 54 . On peut alors utiliser 

a nouveau les methodes de [ GMJ, II. 2 j pour rendre G lisse dans sa classe d I homo­

logie modulo 2 . Ceci termine la preuve du sous-Iemme, done de Ia proposition 2 et 

du theoreme. 

Remargues. La fin de Ia preuve du sous-Iemme ci-dessus montre en fait Ie resultat 

suivant : 

Soit F2 une surface d' auto-intersection F.F = 0 dans une varh~te orient able 

M4 de dimension quatre et. qui represente zero dans H2(M4 ;Z/2Z} . Alors, il y a une 

variete G3 dans M4 de bord F2 • 

Ceci, joint a 11 exemple B, donne Ie 

THEOREME. Soient M4 une variete spin de dimension quatre et 

caracteristigue telle que i*(H1(F;Z!2Z» == {a} c H1(M;Z!2Z) 

F.P == -2a(M,F) mod 16 , 

ou a(M, F) est 1 'invariant de Brown du couple (M ,F) 

p2 une surface 

alors -

Ceci est une generalisation d'un vieux theoreme de Whitney [wj (1941). 

THEOREME [Whitney]. Soit p2 une surface dans Ia sphere S4, alors : 

F . F == - 2 X (F) mod 4 . 

En effet, a(M,F) == dim H2(F;Z/2Z) == X(F) mod 2 . 

L 'ingredient necessaire pour attraper la partie signature du thooreme est Ie 

resultat de Rohlin: une variete orientee fermee de dimension quatre M4 borde une 

variete orientee de dimension cinq si a (M4) = 0 • 

Ainsi, on aurait pu monter Ia preuve du theoreme principal en deux etapes 

1) Prouver Ie theoreme ci-dessus (M4 spin, en fait M4 == S4 suffit). 

2) Prouver, comme dans Ie Iemme et Ie debut du sous-lemme ci-dessus, que 

(M, p) 1L - a (M)(Cp2 ,CP 1)!L (S4 ,Fl) est bord de (V,G) avec V variete orientee 

compacte de dimension cinq et G sous-variete caracteristique de dimension trois 

pour une certaine surface F I dans S4 . 
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v. - CHIRURGIE ET COBORDISME CARACTERISTIQUES. 

On considere maintenant des triplet (M,F ,d) ou M est une variete fermee 

(n'ientee de dimension quatre, F une surface fermee caracteristique et d Ie choix 

d' une tri vi ali sation du fibre tangent a M au-dessus du 2-squelette de M - F qui ne 

,<.; I etend a aucun disque meri-dien de F (laquelle existe puisque Fest caracten.stique) • 

DEFINITION 5. Deux triplets (M,F,3) et (MI ,FI ,a l ) sont dits caracteristiquement 

c. 'obordants s 1 il Y a un triplet (V, G, C;) avec V variete orientee compacte de dimension 

('inq, G sous-variete caractenstique de dimension trois et Q. une trivialisation du 

fi bre tangent 8 V au-dessus du 2-squelette de V - G qui verifient dV = M lL (- M I ) , 

olL; = F U F ' et C; etend d et;;'. Le groupe de cobordisme ainsi obtenu est Ie 

~roupe de cobordisme caractWstigye note 04 . c 

l~emar9ue 1. Si on neglige les trivialisations dans la definition precectente, la relation 

llbtenue n I est pas transitive ([ GM 1, GM2] sont fautifs a ce point-Ia) . On peut neg!i­

ger les tri vialisations si l' on se restreint aux couples (M , F) comme dans la definition 

tlvec H1(M;Z/2Z) = 0, car alors il existe une unique trivialisation (8 homotopie pres) 

c.lu fibre tangent a M au-dessus du 2-squelette de M - F qui ne s' etend a aucun disque 

lIIeridien de F . 

Soit un couple (M, F) avec M variete fermee orientee de dimension quatre et 

F surface caracteristique tel que i*(H1(F;Z/2Z));: {O} c H1(M;Z!2Z). Et soit aussi 

c.' une courbe simple fermee de F . 

I.EMME. Le resultat (M' ,FI) d' une chirurgie de paire sur (M,F) Ie long de la cour-

1)0 c a 1a propriete gue F' est caracteristique dans M I si et seulement si q(c) = 0 • 

Preuve. Soit P une membrane pour c dans M et soit D Ie 2-disque arne de 

I i.l chirurgie dans M' • Alors, ~ == P U D est un 2-cycle de M' et 

2 (~.,;+ !;.FI) = 2(~(v) + P.F) == q(c) mod 4, aU eJ(v) est l'obstruction a etendre 

~ l P un champ de vecteurs normal 8 aP dans F (cf. la remarque 3 du § ill ; bien sur 

( , . c = 0 mod 2 puisque la chirurgie sur c est possible). Donc, si F I est caracte­

"lstique, la formule de Wu donne q(c) = 0 . 

Reciproquement, soit ~ un 2-cycle de MI que l' on peut supposer'coupant 

h'CIDsversalement en n pOints la co-arne de la chirurgie sur M' . Alors, 1; peut se 

voir (apres isotopie) comme l' union de n translates disjoints de l' arne de la chirurgie 

t" <.l' une membrane P pour nc ~ans M; donc 

2 (~.1: + ~ .FI) ;: 2 (e'(v) + P .F) == q(nc) ;: nq(c) == 0 mod 4, et F' est caractenstique 
dans M' • 
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R emargue 2. Si c est une courbe simple fermee dans F telle que q{ c) = 0, alors 

(cf. la remarque :3 du § ill), c .. c = 0 et la chirurgie sur c est possible. 

Soit (M,F,;J) un element de o~, et soit Ml une variete simplement connexe 

obtenue a partir de M par des chirurgies d' indices 2 sur des cercies disjoints de F 

telle que Ia trace de Ia chirurgie realise un cobordisme caracteristique entre 

(M,F ,a) et Ie result at (M
1 
,F ,3 1) de la chirurgl.e (t) 

PROPOSITION-DEFINITION. Dans cette situation, 1& c est une courbe fermee simple 

de F, qM (c) ( :f:) ne depend Ras du choix de M1 • De cette maniere, on definit une 

forme QUadJatique q (et un invariant de Brown a(M, F ,;J » pour Ie triplet (M, F ,3t ) • 

Et alaI's q(c) = 0 si et seulement si la trace dfune chirurgie de paire sur 

(M, F ,a;) Ie long de c est un cobordisme caracteristigue .. 

Preuve.. Soient M 1 et M2 deux chou possibles; on peut supposeI' tous les 
~ 

cercles de chirurgie en vue disjoints. Soit M la variete obtenue en faisant toutes 
I"V 

les chirurgies necessaires pour fabriquer M 1 et M2 • Alors, M est simplement 

connexe, la trace de la chirurgie de (M, F) a (M, F) realise un cobordisme caracte-
I"V '" 

ristique entre (M, F ,3i ) et Ie resultat (M, F, at) de la chirurgie, et clairement 

qM (c) = qM(c) = qM (c) · 
1 2 

Supposons maintenant que la trace d I une chirurgie de paire sur (M, F ,;j ) Ie long 

de c soit un cobordisme caracteristique, alors q(c). = 0 par Ie lemme du § In. 

Inversement, d' apres Ie lemme ci -dessus, si q( c) = 0, Ie resultat (M I , F ') de la 

ehirurgie sur (M 1 ' F) Ie long de c admet F I com me surface earacteristique dans M I .. 

Soit (W,N) Ie complementaire dans (M
1

,F) d' un voisinage de c, c' est aussi Ie 

complementaire dans (M I ,F I ) d' un voisinage de la sphere duale a la sphere d' attache­

ment de l'anse de chirurgie. Comme West simplement connexe, H1(W-N;Z/2Z) 

est engendre par les meridiens de F n N et deux tri vialisations du fibre tangent de 

W - N au-dessus du 2-squelette de W - N provenant de tri vialisations des fibres tan­

gents a M 1 - F et M 1 - F I au-dessus de leurs 2-squelettes sont homotopes (leur 

difference x E H 1 (W-N ; Z/2Z) s' annu1e sur tout meridien de F n N = F' n N) .. Done 

la trace de 1a chirurgie liant (M1, F) a (M', F') realise un cobordisme caractenstique 

par definition, il en est de meme pour celIe liant (M, F) a (M I ,F'); on conclut par 

transiti vite. 

( t ) On sait bien qu' une telle variete M1 existe toujours et qu' elle depend de la tIi via­
lisation at donnee • 

(:f:) CJM 1 designe la forme quadratique associee, au § Ill, a (M 1 ,F) . 
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On se propose maintenant de calculer Ie groupe 0 ~ • 

THEOREME. L~ suite 0 - O~~ Z$ Z$ Zjaz...1!........, Zj16Z -+ 0 est exacte avec 

>dM,F,a) == (a(M),F.F,~(M,F,J» et 17(X,y;Z) = x - (y+2z) . Autrement dit, 

(M, F ,3) i-+ (a (M),F .F) realise un isomorphisme de 0 4 sur Ie sous-groupe d'indice c 
.! de Z til Z defini par x - y pair, (x,y) e z Qi) Z • 

Preuve. (a) Si (x,y,z) E ze ZED Z/8% veI"ifie x = y + 2z mod 16 , on veut 

lr'Ouver (M,F,3') E 0 4 tel que x = a (M) , y = F.F et z = a(M,F ,;J) • Mais, c 
(1 exemple A du § IV nous rectuit a realiser les elements (O,y, z) avec y = - 2z mod 16 

t'e que 1 Ion peut faire avec une union disjointe de z ; exemples B . 

(b)( 1) Soit (M,F,3') E O~, alors a(M,F ,a) == 0 si et seulement si (M,F,3) est 

l 'aracteristiquement cobordant a un triple (N, S 2 , C;) E 0 ~ . 

En effet, si a(M,F ,3') = 0, la forme quadratique q sur H1(F;Z/2Z) associee 

.'1 (M,F ,a) admet un sous-espace isotrope de dimension moitie dont une base peut etre 

I'epresentee par des courbes simples fermees disjointes de F. La proposition pre­

Co'ooente assure que la trace de la chirurgie sur (M,F) Ie long de ces courbes sera un 

l'obordisme caractenstique et 1a surface FI obtenue verifie H1(PI ;Z/2Z) = 0, donc 

1,'1 = 52. La rectproque decoule aussi de la proposition. 

(2) Soit (M,F ,3') E 0 4 , alors a(M,F ,a) = 0 = F.F si et seulement si (M,F ,a) c 
p::;t caracteristiquement cobordant a un triple (N,fl), ~) E 0 4 . Cela suit de (1) et du c 
I'ai t que si une sphere 52 venne S 2 . S 2 

= 0, on peut ajouter une 3-anse dessus 

sans changer Ie caractere caracb~I"istique. 

(3) Entin, (M,F ,4) E n~ est nul si et seulement si a(M) = F.F = 0 = a(M,F) • c 
Ceia suit du point (2), du calcul du groupe de cobordisme ordinaire 0 4 et de l'injec-

livite de llinclusion canonique 04S ' ... 0 4 (cf. [GMJ, ill, exercicesj). pln 

l~emar9ue. La demonstration precectente a ete ecrite pour degager Ie point de vue de 

1.1 chirurgie caracteristique ; en fait, on a seulement besoin du theoreme qui assure 

11 0 X = 0, du point (a) pour avoir ker 'IT C Im( x) ; enfin, 11 injecti vi te de x demon­

tl 'ee au point (b) a deja ete etablie : c I est Ie lemme du § IV (dont 1a preuve commence 

pdl' etendre 1a structure spin donnee). Le 1ecteur en dectuira comme en [GM3, III, 

I' \ ercice III d) ] une preuve de I' injecti vite de I' inclusion canonique n~Pin .. .r ~ . 
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Dans cet appendice, nous esquissons une definition de a(M, F) qui passe par 

une immersion de F dans ]R3. Ce point de vue nous a ete explique par L. Siebenmann 

et ce sont ses explications que nous rapportons. 

1. La forme guadratigue attachee a une surface immergee dans ~3 • 

Une bande sera pour nous une union disjointe d' anneaux et de bandes de Moebius. 

· Pour une bande Q plongee dans R 3 , supposons I' arne C de la bande et son 

bord oQ oriente de maniere coherente. Alors, Ie nombre d I enlacement de C et de 

dQ donne un entier bien defini 1'(0) E Z, independant du choix coherent d'orientation. 

• T (Q) est un invariant de la classe d I isotopie, et meme de concordance, de 0 

(calculer T (0) en utilisant l'intersection de deux surfaces dans 8
4 bordant C et 00). 

· Definissons q(Q) = r(Q) mod4 . AloI's, q{Q) est un invariant de 1a classe d'homo­

topie reguliere de 0 . 

(On utilise une surface de Seifert pour 

Il faut verifier que ~~ - =Jl= 
C dans :R3 pour calculer T • 

modifie l' (Q) par un multiple de 4 • 

On se ramEme au cas r.gfji> ~ @?J ou ;(Q) vaut respectivement -2 et +2 .) 

onv'~ 
· Similairem~nrrcrue q realise un homomorphisme de 11 ensemble des classes d I homo-

topie reguliere de bandes munies de l' operation somme disjointe sur :&/4Z . D I ailleurs, 

si l' on se restreint aux bandes connexes, on obtient un isomorphisme. 

(Par homotopie reguliere, on peut d~ouer C dans N 3, ensuite utiliser 

· La forme guadratigue q: H1(F2;Z./2Z) ... Z/4Z . 

) 

Fest une surface fermee, non necessairement orientable, immergee dans lR3 • 

Si x E H
1
(F ,Z/2Z), on represente x par une bande Q C F . Apres perturbation 

de 11 immersion de F dans :R3 , on peut supposer Q plongee. La classe d I homotopie 

reguliere de ce plongement est bien definie et on pose q(x) = q( Q) • On verifie aisement 

que q{x) est bien defini. 

On remarque que q ne depend que de la classe d' homotopie reguliere de 11 immer­

sion de F dans R3 (car il en est de meme de q(Q) pour une bande Q C RJ) . 

La forme q est quadratique : q(x + y) = q(x) + q(y) + 2 x.y mod 4 • 

(En effet, Ia difference entre + et --1 r est q(~) == ± 2 .) 

114 
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· Exemp1e [8, example 1.28] . A une surface fermee orientee M2 stablement 

parallEllisee est associee une unique paralleusation de M2 x H et donc une immersion 

de M2 dans N J . Comme M2 est orientable, l'invariant de Brown de q se trouve 

dans Z/2Z = 4Zj8Z. On a ainsi une fleche de 11 ensemble 11'2 des classes d'homo­

topie reguliere des surfaces orientees immergees dans 1R3 vers Zj2Z. C 1 est un 

isomorphisme et I' element non nul de 'IT 2 peut se representer par ~~ union 

un disque. l..".,I 

2 . L 'immersion associee a une surface caracteristigue. 

Soit M4 une variete fermee orientee de dimension 4 et soit F2 une surface 

fel'mee caracteJ'istique (non necessail'ement ol'ientable). On suppose H1 (M4 ;z./~ = 0 (t). 

Puisque Fest caracteristique, i1 existe une structure spin sur M - F et done une 

trivialisation 3'0 du fibre tangent a M4 au-dessus du 2-squelette de M4 - F (ce qui 

equivaut a une trivialisation du fibre tangent a M4 au-dessus de (M4 - F) sauf un 

point) qui ne s' etend a aucun 2-disque transverse a F . 

• Puisque H 1(M;Z/2Z) = 0, deux telles structures spin coincident {leur diffe­

rence est un x E H 1 (M - F ; Z/2Z) dont 1a restriction a tout meridien de Fest nulle. 

Done x 5' etend a i E H 1(M;Z/2Z) = 0 et x = 0). 

· Soit F 0 = F - quelques points, une partie de F sur laqueUe existe un champ de 

vecteurs normal dans M . 

PROPOSITION. 11 Y a une classe d 1 homotopie reguliere d I immersions de F 0 dans 

:N3 bien definie Dar Ie Drocede suivant : 

Fixons un champ de vecteurs normal ~ a F 0 et soit 11 son complement: 

~ e; 11 == 1) (F 0' M) Ie fibre normal a F 0 dans M. Alors, l' espace total du fibre en 

disques associe a 1'/, E(rd, est un epaississement a trois dimensions de F 0 . A 

isotopie pres, il y a une unique fa~on de .faire coihcider Ie premier champ de vecteurs 

de la structure spin ;; 0 sur M - F avec ~ Ie long de F 0 poussee par ~ . Alors, 

on projette Ie champ ;.to sur E(1'/) parallelement au premier champ de vecteurs de 3'0 

pour obtenir une trivialisation Ci du fibre tangent a E(1j):::> F 0' et par suite une 

immersion g: E( 11) ... N3 .. 

(t) Si H
1
(MiZ / 2Z) est non nul, mais si (M,F) est equipe d'une tl'ivialisation du 

fibre tangent a M au-dessus du 2-squelette de M- F qui ne s· etend a aucun meridien 
de F, alors q est defini puisque F 0 pousse par ~ recupere cette tri vi ali sation 
(cf. la proposition). Comparer au § V . 
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Pour montrer la proposition, supposons que .; f , 11' , (j' et g' proviennent 

d I une autre construction. Nous allons montrer qu I il existe un isomorphisme de ~fibres 

a: I) (F o,M) ... v (F o,M) qui envoie ~ sur ~ I , 71 sur 71' et (j sur Ci' a homotopie 

pres. n s I ensui vra que g IF 0 est regulierement homotope a g I IF 0 . 

Le complement fl' de ~. est isomorphe a 11 puisque tous les deux sont deter-

mines par w 1 (I) • Done ~' , 11 I et 0:;J 0 eonduisent eomme precedemment a une tri-

vialisation a (j du fibre tangent a E( TJ 1) • Si on peut montrer que O! ;J 0 est une tri­

vialisation homotope adO ' il s" en .sui vra que a t; est homotope a Ci I • Pour montrer 

ceia, on regarde chaque eomposante de F 0 eomme une anse d 1 indice 0 avec quelques 

anses d' indice 1 attachees • Par une homotopie de fibre, on peut supposeI' que 0: est 

II identite sauf sur les anses d I indices 1 ou II est trivialise et ou 0: s' exprime 

comme une torsion lorsque l' on se deplace Ie long de I' arne d I une anse typique H . 

Comme H est contractile, on peut assurer que pres de H dans MO - F 0 (MO = M - les 

points otes a F), la trivialisation ~O est un produit de la trivialisation de 

R2 - 0 = 5 1 x R et de la tri vi ali sation standard de H = I x I. nest alors clair que 

Ot envoie 3'0 sur elle-meme (ee serait faux si ]R2 - 0 avait Ia trivialisation induite 

de celie de R 2) . 

. La elasse d I homotopie reguliere d' immersion g: F 0 ... ~3 obtenue ci-dessus 

determine une unique classe d 1 homotopie reguliere d I immersion g: F'" R3 (cela 

suit de la classification des immersions de 52 dans R3 a homotopie reguliere 
pres) (t) . 

Dr apres Ie point 1 ,a I' immersion g est associee une forme quadratique sur 

H1(F;Z/2Z) a valeurs dans Z/4Z et done finalement un invariant de Brown 

ex (M,F) E Z/SZ . 

. Nous Iaisserons maintenant Ie lecteur se convaincre de Ia coherence de cette 

definition avec la notre. Bien entendu, il est aussi possible de continuer Ia preuve du 

theoreme dans Ie langage de cet appendice. Nous allons seulement esquisser la preuve 

du lemme cle du § ill dont nous rappelons l' enonce. 

Supposons que (M4 , F2) soit bord de (V5, G3) , ou V5 est une variete orientee 

comDacte de dimension 5 et G3 une sous-variete caracteristigue. §Qi.t /12 c GJ 

une surface (non necessairement orientabIe) telle que /1 n F = 0/1 = C une courbe de F • 

Alors, q([CJ) = 0 ~ Z/4Z si [C] € H1(F;Z/2Z) est represente par C . 

( t) Remarquons que lion n' utilise pas vraiment g: F'" R3 , mais seulement 

~: F 0 .... R J dont 11 existence est e.tementaire. 
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En effet, puisque G est caracteristique, il existe une tri vi ali sation du fibre 

tangent a v au-dessus du 3-squelette de V - G • Puisque 1l.2 a Ie type d' homotopie 

d I un l-complexe, il existe un champ de vecteurs normal a GJ det1ni sur un voisinage 

de ~2 • Appelons ce voisinage Gi. Soit TJ Ie complement de ~ , ~ e 11 = II (G~, V) • 

Le long d' une copie de G~ translatee par ~ , on peut supposeI' que Ie premier vec­

teur de la trivialisation coihdde avec ~ et aussi que Ie dernier vecteur de la trivia­

lisation est normal rentrant Ie long de 0 V5 . Alors, pal" projection parallelement ali, 
on obtient une trivialisation du fibre tangent a E(71 \G~) • Par restriction au bord, on 

obtient une tn vialisation du fibre tangent a E(71 IF) ou F est un voisinage de C c c 
dans F2 qui est certainement celle utilisee dans la definition de q{ [C J) . 

De la, on dectuit une immersion g: (Gi,F~) -. (R!,R3) . On remarque alors 

que Ie nombre d 1 enlacement de C et of C est egal au nombre d 1 intersection 

g ( c)G~) • g(a2) qui est certainement nul puisque g( C)G 4) et g(ll.) sont disjoints. 

On remarquera que cette preuve, contrairement a celIe donnee au § III n I utilise 

pas la formule de Wu , i. e. l' equivalence des definitions alget>rique et homotopique 

du mot caracteristique. 
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AN ELEMENTARY PROOF OF ROCHLIN'S SIGNATIJRE THEOREM 

AND ITS EXTENSION BY GUILLOU AND MARIN 

* by Yukio Matsumoto 

This paper stems from a lecture delivered in the I.A.S. geometric 

topology seminar (1976-77) and is expository in nature. In SSl-3 

we will give an elementary proof of Rochlin's theorem on the signature 

of closed spin 4-manifolds. Our proof does not require any hard 

homotopy theory and is based on the Arf invariant of characteristic 

surfaces and the 4-dfmensional cobordism group 04. So it is s~ilar, 

in spirit, to the recent geometric proof due to Freedman and Kirby [ 3 J, 

but we think, simpler than theirs. The subsequent sections extend 

these considerations to non-orientable characteristic surfaces of 

closed 4-manifolds and obtain Guillou and Marin's congruence 

(modulo 16) [4] which involves the signature of the 4-manifolds, 

the normal Euler number (= the self-intersection number) of the character-

istic surfaces and the Z/8 Arf invariant of E. H. Brown [1 ]. 

The author is deeply grateful to Professor L. C. Siebenmann for 

many valuable comments on the earlier drafts~ 

After finishing the second draft of this paper, the author was 

shown A. Cassonts lecture notes [ 2] by C. Gordon. In the notes he gave a 

proof of Rochlin's theorem based on the Arf invariant of torus links. 

* The author is supported by the National Science Foundation. 
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The details of his proof are considerably different from ours. 

11. !h! ~ invariant. 

Let V be a finite dimensional vector space over Z/2 which 

is given a non-singular symmetric bilinear form (x, y) ~ x • y E Z/2. 

A function q: V ~ Z/2 is said to be guadratic (with respect to 

II.") if it satisfies q(x + y) = q(x) + q(y) + x • y for all x, y E V. 

Such a guadratic space (V, ., q) admits a symplectic basis 

a l , ••• , ~r' ~l' ••• , ~r e V satisfying ~i· aj = ~i • aj • 0, 

a
i 

• 6
j 

• 6ij (Kronecker's delta). As is well known, the Arf in-

variant Arf(q) EZ/2 is defined to be E~_l q(Ui)q(Si). 

In this section we will recall the definition of the Arf 

invariant of a characteristic surface of an orientable 4-manifold. 

To deal with the Robertello-Arf invariant of knots sUnultaneously, we 

will not exclude 4-manlfolds with non-empty boundary. 

Let M4 be a (compact) connected, smooth and orientable 4-

manifold. Let F2 be an orientable surface properly embedded in M4. 

2 The boundary of is assumed to be ~; or ~ Sl. 1s called a 

characteristic surface if the homology class [F2, of] e H2(M4, oMi Z/2) 

is dual to the 2-nd Stiefel-Whitney class w2 CM). An equivalent 

condition is that the intersection number (mod 2) F· x is equal to 

4 the self-intersection number x· x for every x E H2 01 ; Z/2). 

From now on we will assume that HI~4i Z) ~ (OJ. Suppose that 

we are given a characteristic surface F2, then we can define a 

2 quadratic function q: HI(F ; Z/2) ~ Z/2 as follows [10], [3]: 

Let C be a (generically) ~ersed circle in F2. Since 

Hl(M4; Z) = {o}, C bounds a connected orientable surface D ~ersed 
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D may be assumed not to be tangent to 2 F at any point • 

The normal bundle ~D of D is orientable and so trivial, because 

1 I 2 D ~ S \r ••• \t S. Note that any trivialization T: V
D 
~ D x R. 

induces a unique trivialization vDlaD ~ oD X.2 on the boundary. 

In fact, the "difference" of any two trivializations T l' T2 of 'JD 
corresponds to a continuous map g : D~ SO(2). Since aD is 

homologous to zero in D, the induced map glaD: oD -+ SO(2) is 

homotopic to zero (because 50(2) = K(%, 1». Thus the induced 

trivializations coincide. 

The normal line bundle ~C ~f C 2 in F dete~ines an orientable 

sub-line bundle in ~DI~D. Let ~(D) be the number (modulo 2) of the full 

twists of ~C in ~DloD with respect to the unique trivialization above. 

Let D.F be the number of the intersection points of Int(D) and F. 

Finally let Self(e) be the number of the self-intersection points of C 

Define q (C) (E Z/2) by 

q(C) - ~(D) + D·F + Self(e} (mod 2) • 

Lemma 1.1. The above definition gives A!!!! defined function 

2 q : HI (F ; Z/2) ~ Z/2 which 1s quadratic ~ respect !2. ~ inter-

section pairing: Hl (F2; Z/2) ~HI(F2; Z/2) ~ Z/2. 

This lemma will be proved in IS in a mo~e general setting. (Cf. 

Letrma 5.1.) 

Let Arf(F2) be the Arf invariant of q. 

Lemma 1,2. Arf(F2) depends only ~~ relative integral homology 

class [F2, of] ~ the concordance class of the embedding oF2 ~ oM4. 
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In particular, if aM4 = 0, Arf(F2) is determined by the integral 

class [F2] and we can speak of the Arf invariant of an integral 

characteristic homology class ~(i.e. the class whose mod 2 reduction is 

* dual to w2(M». We will denote it by Arf(~) • 

Another specific case is the case of knots in which M4 = n4 and 

aF2 = S1. In this case [F2,aF] = 0 ,and Arf(F2) is determined by the 

knot K = {oF + aM} • This is nothing but the Robertello-Arf invariant of 

the knot K [8] • We will denote it by Arf(K) • 

Proof of 1.2. For simpiicity assume that aF = 0 . (The other case will be 

dealt with similarly.) Let FO and Fl be closed characteristic surfaces 

4 satisfying [FO] = [F1] € H2(M ;Z). Since K(~ ,2) = MSO(2) , FO and 

Fl are L-equivalent in Thorn's sense. In other words, there is an orientable 

3-manifold V3 in (lnt M4) x [0,1] such that V3 n M x {i} = F. 
1 

i = 0, 1 . Perturbing V3 slightly, if necessary, we can assume that the 

projection p: M4 x [0,1] + [0,1] gives a Morse function p' : V3 
+ [0,1] 

on V3 • Then Fl is obtained from FO by successively attaching 

0, 1, 2 and 3-handles within M4 • 

It is easy to see that attaching O-handles or l-handles to different 

connected components does not change the Arf invariant. Consider the effect 

of attaching a l-handle to the same component of FO • The resulting 

quadratic function q' is the orthogonal sum of q 

and s: 7l/2(m). ~ /2(9.-) + ~ /2 with m and ~ corresponding to the 

co-core and core of the attached l-handle. Since m.m = t.t = 0 , 

t.rn = 1 and s(m) = 0, Arf(s) is zero. Thus 

* Any integral characteristic homology class is represented by a charac-
teristic surface. 
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Arf(q') = Arf(q). 

Therefore attaching 0 and I-handles does not change the 

Arf invariant. By duality attaching 2 and 3-handles does not 

change it either. 0 

12. ~ proof 2f Rochlin's theorem. 

We wish to prove Rochlin's theorem in the fo~ he gave in [10]: 

Theorem 2.1 (Rochlin). 1!! M4 ~A closed oriented 4-manifold 

~ Hl~4; Z) = CO), ~ ~ integral characteristic homology class. 

(mod 2) , 

where O(M4) !.!. £h!. signature.2! M4 .!!!!!. ~. ~ !!. Sh!. self-intersection 

number. 

Note that O(M4) - ~. S is divisible by 8, (ef. [7].) 

If M4 is spin (i.e., we can take 0 (zero) as 

a characteristic homology class. Then by the theorem, OeM) is divisible 

by 16. This is the classical Rochlin's theorem ( 9 ]. 

For the proof, we need two facts. 

Facts: 1) .k£ K(p, q) be the classical torus !m2S 2!!I.2!. (p, q) 

2 with P odd, q ll!!l. l!!.!m. Arf(K(p, q» - (1 - p )/8 (mod 2). 

4 2) ~ M ~ ~ connected, i-connected. closed ~ oriented 

4-manifold, l!!.!m. there exist integers t, m, n ~ 0 ~!h!! 

M4 I (t + l)P * .£Q ~ mP *' nQ, where P !!15! Q !!!.. ~ complex pro-

jective plane ~ the 22! ~~ opposite orientation, respectively, 
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Fact 1) is the "genu" of Rochlin's theorem. Using Fact 2), 

we can globalize it to obtain the Rochlin congruence. 

These two facts are more or less standard. However, we will 

give some explanations in the next section. 

Proof of Theorem 2.1. Let F2 be a characteristic surface representing 

S. By doing framed surgery on M4 - F2, we can (and will) make M4 

connected and 1-connected without affecting the fact that F2 is 

characteristic or altering the value of Arf(F
2
). 

The both sides of the formula we want to prove are additive with 

respect to the connected sum of the "manifolds and the direct sum of the 

characteristic homology classes. Thus if the congruence holds for any 

two of three pairs (MI' ~l)' (M2' ;2) and (Hl f M2, ~l ED ~2) then 

it also holds for the remaining pair. 

Let ~ e H
2

{P; Z) and ~ E H2 (Q; Z) be the generators represented 

by projective lines. They are characteristic, and the formula is easily 

checked for the pairs (P,~) and (Q, ru. Thus the above remark ~plies 

that we have only to prove the formula for the pair (M4 i (l + I)P + ~, 
S E9 ~l Q1 ••• E9 ~.t+l e 1;1 ES ••• (i9 ~.t) with some .t > O. But by Fact 2), 

M4 I (l + l)P I JQ is diffeomorphic to a connected sum mP * nQ if l 

is sufficiently large. 

Note that every characteristic homology class of the connected 

odd. Then by the additivity of the for.mula again, the proof 1s 

reduced to that for pairs (P, s~) and (Q, t~) with odd s, t. As is 

easily seen, the orientations of the manifold M4 and the characteristic 

surface are irrelevant to the proof. Therefore we have only to consider 
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the case of (P, sT:) with odd s > o. 

To compute Arf(s~) we will take the algebraic curve C of 

[ 
S 5-1 } degree s > 0: C ~ (x: y : z); x + y z - o. C is homeomorphic 

2 to S and is smoothly embedded in P except at the point (0: 0 : 1). 

At this point C has a cusp of type s s-l 4 
x + y • O. I.e t B be a 

small ball whose center is the singular point. Then C n oB4 is a 

2 4 
torus knot of type (s, s-l). Taking a smooth surface G in B 

bounded by the knot, we get a smooth surface F2. G2 U (C - C n Int 84) 

representing an. Now Arf(s~) 1s equal to Arf(F2). Arf(G2) 

- Arf(K(s, s-l». By Fact 1) this.is equal to (1 - 5
2)/8 (mod 2) 

which is nothing but (O(P) - (s~)·(s~»/8 (mod 2) as required. 0 

13. Explanation 2! Facts 1) ~ 2). 

Fact 1): The following convenient way to get Fact 1) was suggested 

by Siebenmann. Recall that the Alexander polynomial of K(p, q), 

A(K(p, q); t), is equal to (1 - t)(l - tPq)/(l - tP>(1 - C
q). 

(Cf. [11, p. 178].) Then assuming p to be odd and q even we have 

A(K(p, q); -1) • p. Levine's result [6] says that Arf(K(p, q» = 0 

or 1 according as A(K(p, q)j -1) • tl or t3 (mod 8). However, 

this is refo~ulated as Arf(K(p, q» 3 (1 - p2)/8 (mod 2). 

There is an alternative and more elementary way. This method 

applies most neatly to the case of K(s, s-l) (8 > 0) which is the 

only relevant case to our proof. We need a lemma. 

Lemma l.l. ~ p ~A double pOint 2f ~ regular projection of ~ 

oriented knot K. Let C1 and C2 be ~ ~ components of !h!. link 

which !l obtained ~ the surgery!S p along the twisted rectangle 
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shown In the figure below, L(p; K) the linking number of C1 ~ 

C
2

• If Kt !!.!h!. knot obtained!!.2m K 1?.l interchanging ~ and 

~ crossing paths ~ p, then 

Arf(K) • Arf(K') + L(p; K) (mod 2) • 

K : ;. 

~C2 

Proof. Let B4(r) be the standard 4-ball in .4 of radius r ~ o. 
3 4 Let S (r) =- ~B (r). Let us construct a surface G2 in 

B4 (1) - tnt B4(1/2) by the following movie (plus smoothing): 

~! 
) ) K' 

~~ 
(r • 1) (1 > r > 1/2) (r = 1/2) 

The boundary ee2 consists of K in 53 (1) and K' in 53 (1/2). 

Let A and B be the two circles in G2 defined by 

A = PIQl U {qr; 1/2 ~ r ~ I} U Ql/2Pl/2 U (Pr ; 1/2 $ r S I}, B = C1 

(in 53(3/4), say). Take a surface F2 in B4 (1/2) such that 

2 2 4 
Then G U F is a surface in B (I) bounded by K. Since 
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H1(G2 U F2; Z/2) - Hl (F
2; Z/2) ~Z/2(A) $Z/2(B), the difference 

Arf(K) - Arf(K') is equal to the Arf invariant of the quadratic 

function q on Z/2(A) eZ/2(B). By the figure above, q is 

computed as follows: . q (A) :I: ""(~) = 1 (~ being a surface in 

B4(1) - Int B4 (1/2) bounded by A), q(B) - V·G = Link(C1, e2) 

3 
(V being a Seifert surface of C1 in S (3/4», A·A = B·B = 0 and 

A-B • 1. Thus Arf(q)· q(A).q(B) • Link(C1, C2) (mod 2). [J 

To compute Arf(K(s, s-1» consider the regular projection 

of K(s, s-1): 

( s = S) 
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Let K(i) be the knot obtained from K(s, s-l) by interchanging 

over and under crossing paths at the points PI' P2' ••• , Pi in the 

projection. 
(s ... 2) 

Then K = K(s-l, s-2). This allows us an inductive 

calculation. Inspecting the figure above, we see that 

L(Pi; K(l~I» = i-(s-l-i), lSi S s-2. Thus by applying Lemma 3.1 

inductively, 

-s-2 
Arf(K(s, s-1» • Arf(K(s-l, s-2» + ~i=1 i-(s-l-i) • 

An elementary consideration shows 

2 t (mod 2), 8-2 " I (mod 4) 
~:1 1. (s-1-1) • 1 

(mod 2), s-2. I (mod 4) 

Therefore, starting from Arf (K(l, 0» :a 0 we have 

{o, s • 0, 1, 2, 7 (mod 8) , 
Arf(K(s, s-l» = 

1, s • 3, 4, 5, 6 (mod 8) • 

Confining ourself to odd 8 > 0, we get the desired formula 

Arf(K(s, s-I» E (1 - 8
2)/8 (mod 2). 

, 

Fact 2}: This is a consequence of Wall's theorem [14]. However, since 

his theorem is far from being elementary we will give a direct proof 

described to the author by Siebenmann. Cf. [5 ]. 

Suppose that connected, I-connected, closed and oriented 4-

manifolds M4 and N4 are eohordant to each other. Let .,; be an 

oriented cobordism between them. Decompose ~ into a handle-body 

starting from M X [0, 1]: 
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(Ai - the number of i-handles.) We can cancel 0 and 5-handles. A 

I-handle is trivially attached to M4 X [0, 1] and can be considered 

as a boundary connected sum of 4 
M X [0, 1) and an embedded 

-~ Sl 4 We do surgery on ~ along the embedded X D • 

replaced by a 3-handle trivially attached to M4 x [0, 1]. 

I 4 
5 X D • 

In the dual way we can surger out 4-handles and replace them by 2-

handles. Now we can assume that there are only 2 and 3-handles. 

4 4 Since M and N are I-connected, by looking at the middle 

level we have 

, 

where S2 X S2 is the twisted S2 bundle over S2. The fact -
S2 X S2 I P ~ S2 ~ S2 I P ~ 2P I Q [13] ~plies the existence of 

t, m ~ 0 such that 

M4 , (J, + 1) p I I.Q ~ N , (m + 1) P I mQ 

4 The signature a: 04 ~ Z gives the isomorphism so every M is 

cobordant to a~4)p. Now Fact 2) follows from the above observation. 

54. Brown's invariant. 

We will recall Brown's Z/8 Arf invariant from ( 1 ]. Let V 

be a finite dimensional vector space over Z/2 provided with a non-

singular s,mmetric bilinear fo~ (x, y) ~ x.y E Z/2. By a Z/4-

quadratic function is meant a function ~: V ~Z/4 satisfying 

cp(x + y) • ~(x) + cp(y) + 2(x·y) for all x, y e V, where 2: Z/2 ~ Zr 
is the homomorphism sending l~ 2. Such a triple (V, .,~) is call~d 

a Z/4-quadratic space. 
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The orthogonal sum X~ Y of two Z/4-quadratic spaces X, Y 

is defined as usual. A quadratic space is indecomposable if it is not 

isomorphic to the orthogonal sum of two non-trivial quadratic spaces. 

Then there are only four indecomposable spaces. 

Nantely, 

p • (1./2 (a), • cp), a.a 1111 1, cp(a) 1111 1 
+ , 

P a (Z/2(a) , . cp) , a.a 1111 1, q>(a) a -1 - , 

TO • ~/2(b) ~ Z/2(c), ., tp), b.b • c·c • 0, 

b. c 1111 1, cp(b) 1111 ep(c) - 0 

T4 - (z/2(b) (j Z/2(c), .• , cp), b.b 1111 c·c • 0, 

b.c =- 1, cp(b) 1111 ep(e) • 2 

Following ( 7, p. 112] we say that a Z/4-quadratic space 

X • (V, . , cp) 1s split if V contains a subspace H with q>(H) =- [oj, 

H·H =- (o} and dim H -= (l/2)dim V. For instance, TO and P+ (J p. 

are split. Two Z/4-quadratic spaces X and Y belong to the same 

!!!ll £!!!! if X Q) Sl ~ Y ~ 52 where the S1 are split. The Witt 

classes of Z/4-quadratic spaces form the H!!£ group W. We denote the 

Witt class of X by (X). Then (TO]· 0 and [P+l + [P.l - 0 for 

instance. 

Note the two relations: P+ <;P T4 ., p. (J P_ E9 P_ and 

p. e T4 ;t P+ ED P+ $ P+. (Under each isomorphism the standard generators 

on the right are mapped to the elements a + b, a + c, a + b + c of 

the space on the left.) These relations are WTitten in terms of Witt 

classes as [T4 ] a 4[P.] and [T4]· 4(P+]. Thus W is generated by 

(P+J and 8[P+J 1111 2[T4 ] - 4([P+J + [P.]) 1111 O. In fact, W 1s shown to 

be isomorphic to Z/8 by Brown's invariant as we see below. 



131 

Let X be a Z/4-quadratic space (V, ., ~). E. H. Brown [ l] 

considered the Monsky sum 

A(X) = r i~(x) 
xEv ' • 

The complex number A(X) takes the form V2dim Vel + i/l2)m (m e Z). 

For X is multiplicative: A(X~ Y) - X(X)A(Y) and it takes the 

required form on each of the indecomposable spaces: A(P+). 1 + i 

- /2(1 + i/{2), etc. 

Since the complex number 1 + i/VI is an 8-th root of unity, 

the integer m modulo 8 is well-defined. It is called Brown's invariant 

of X and is denoted by f3 (X) E Z/S. 

Lemma 4.1. ([ 1, nun. 1.20, ix]) If X is split. ~ e(X) - o. 

By 4.1, S gives a homomorphism W ~ Z/8, and since S(P+) - 1 

it is an isomorphism. 

Remarks. 1) ([1, Thm. 1.20, vii]) Let (V, ., q) be a quadratic 

space in the sense of 11. Then (V, ., 2q) is a Z/4-quadratic space 

and seV, ., 2q) = 4 Arf(q),. where 4: Z/2 ~ Z/8 is the homomorphism 

sending 1 ~ 4. 

2) «( 1, Thm. 1.20, vi]) For every Z/4-quadratic space 

X = (V, .,~) we have S(X):; dim V (mod 2). 

55. Guil10u ~ Marin's congruence. 

Guillou and Marin [ 4] extended Rochlin' s ~ongruence 2. 1 by 

allowing non-orientable characteristic surfaces. In this section we 

will fonmulate their congruence. A proof will be given in 16. 
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Let M4 be an oriented, connected and closed 4-manifold with 

H
1

CM4 ; z) a {Ole Let F2 be a closed characteristic surface of M4 

(in the sense of 11) which is not necessarily or1entable. Then we can 

2 define a Z/4-quadratic function ~: H1(F ; Z/2) ~ Z/4 as follows: 

2 4} Let C be an ~ersed circle in F. Since H1(M; Z) - {o , 

C bounds a connected orientable surface D immersed in M4. We may 

assume that D is not tangent to F2 at any point. As in 11, the 

normal bundle ~D is trivial and on ~Dlc is induced a unique trivial­

ization vDlc ~ C X .2. The no~al bundle of C in F defines a sub­

line bundle ~C of ~Dlc, and with the unique trivialization above 

we count the number neD) of right-handed half twists of ~C. The 

picture illustrates the right-handed twists. 

[C] 

Here [C] 1s a direction of C arbitrarily chosen, and eel' e
2

} is 

the basis of the fiber <= a2
) of ~Dlc Which satisfies 

(*) 

[rDJ being the outward 'radial' direction of D. 

Now the required form ~ is defined by 

~(D) - n(D) + 2D·F + 2 Self(C) (mod 4) 
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Lemma 5.1. c;(D) EZ/4 depends only 2!!.!h!. Z/2-homolosy class.2! 

c = cD. ll!!. function 2 
~ : Hl (F ; Z/2) ~ Z/4 1!. Z/4-quadratic. 

Let ~(F2) be Brown's invariant of the Z/4-quadratic space 

2 (H
1

(F ; Z/2), ., ep). 

Theorem 5.2. (Guillou and Marin) ~ ~ notation above ~ have 

(mod 16) J 

where F·F it ~ !!!!-intersection number 2! F (cf. [15]) ~ 

2 : 7/./8 ~ Z/16 !!.!h!. homomorphism sending 1 ~ 2. 

Corollary. (Generalized Whitney's congruence [10]) We h!!! 

(mod 4) , 

The corollary follows from 5.2 by Remark 2) of the previous 

section. Also by Remark 1) there we see that 5.2 reduces to 2.1 in 

the case when F2 is orientable. 

The rest of this section is devoted to the proof of Lemma 5.1. 

Proof of 5.1. The proof is divided into four steps. 

1) q;(D) depends only 2!l !h! immersion C. 

Let us take another tmMersed surface D' with ~D' - C and show 

that ~(Dt) - ~(D). By spinning D' around C (cf. [3, Fig. 11) if 

necessary, we may assume that the union DUD' is a smoothly Ummersed 

closed surface r. (We are assuming that the outward 'radial' vectors 
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of D and D' are exactly in opposite directions to each other at 

their boundary points.) D and D' determine the trivializations 

T and T' of vDlc = vD,lc, but they induce the opposite orientations 

on the fibers ~ &2). Let d(-T, TI) e z - rrl (SO(2» be the difference 

between -T and T' • Then 

(A) L.~ a d(-f, T') - 2D-D' & d(-T, T') (mod 2) • 

Since F2 is characteristic, r·t = t·F (mod 2), but rep is equal to 

(B) (mod 2) • 

The explanation of w1(VC)(C] is this: If Vc is orientable 

2 (w1(VC)[C] • 0) we can push E off from F near C, but if ~C 

is not orientahle (wl(~C)[C] - 1) to put E in general position 

2 with respect to F we necessarily create an odd number of intersection 

points of r2 and ! near C. 

From (A) and (B) we have 

(e) (mod 2) • 

Finally 

(D) neD') ~ neD) + 2d(-T, T') + 2w1(VC)[C] (mod 4) • 

For the number (mod 4) of the right-handed half twists of Vc in 

vD,e with respect to -T (instead of T) is equal to -neD). But 

-neD) - n(D) + 2~1 (Ve) ~ c] (mod 4). (Prooi": If neD) == 1 or 3 

mod 4, Vc is non-orientahie so w1(Ve)[C]. 1 and 

neD) + 2w1 (VC)[C] = 3 or 1 mod 4. If neD) = 0 or 2 mod 4, ve 
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is orientable and w1(VC)[C] = 0.) Therefore n(D') = -n(D) + 2d(-T, T') 

• neD) + 2wl(~C)[C] + 2d(-T, T') as required. 

(C) and (D) ~ply that neD) + 2D·F • neD') + 2D'·F (mod 4). 

This is what we wanted to prove. 

By. 1) we can write ~(C) in place of ~(D). 

2) ep(C) depends only 2!l !!!!. homotopy; class 2!. C. 

ep is clearly regular homotopy invariant of e. If C· is 

homotopic to c, C' 1s regularly homotopic to a curve which is 

obtained from C by introducing a certain number of Whitney's double 

points (small figure eights), [12, S 7]. But for a small figure 8 

on ,2 we can take a small disk D with oD. the figure 8 and 

D·F • O. It is seen that neD) = 2. Obviously Self(a figure 8) = 1. 

Thus ep(a figure 8) - 2 + 2·0 + 2.1 • 0 (mod 4). This implies that 

ep(e r) • cp(e). 

2 Now cp defines a map n1(F) ~ Z/4. 

- 2 
3) ~:"1 (F ) -+ Z/4 !!. Z/4-guadratic. 

In other words 1f C ·C' denotes the composition of loops 

then ep(C ee') • cp(C) + tp(e') + 2(C·C'). The proof is straightforward 

from the definition of ~. 

4) cp: TTl (F2) ~ Z/4 splits through Hl (F2; Z/2). 

2 By 3) ep(C· C') = cp(e'. C). l11us it splits through HI (F ; Z). 

To prove 4) we have only to note that ~(C + C) = 2~(C) + 2(C-C) 

• 2(w1 (VC)[C) + 2(w1 (~;C}[c]) • 0 (mod 4). 

This completes the proof of 5.1. 
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Proof of Theorem 5.2. --- -
We begin by checking the formula 5.2 on the key examples. 

3 
Let "" ... t be the two M8bius strips in a. 

Cap off the boundaries of ~t in a smooth way using disks ~ in 

.. ~ - {(x, y, z, w); w s oJ. Then we obtain the two embeddings of 

ap2 : ap; c .. 4 (= 54 _ (X)}). 

2 2 2 4 Assertion. !3<RP
t ) = tl, ap't. aPt =;2 !!!.!! O(S) =- o. Thus Theorem 

~ !!. !!!!!. for £h!:. surfaces R.P~ c 54. 

4 
w ~ OJ Proof. Let D be a disk in _+ = (x, y, z, w); which meets 

.3 _ 0&4 
+ 

perpendicularly along oD = C, the central circle of it1+ 
or Ttt.e The restriction \.IDle is identified with the normal bundle 

of C in .. 3 , which has an untwisted framing. Let 

a normal framing that obeys the orientation rule (*) in 15: 

[rDJ x [C) X e1 x e 2 - [ .. 4] (= (x] x [y] x [z] x [w]). In the present 

case, [r ] sa -[w] 
D 

so [C] X e l X e
2 

coincides with the usual right-

handed orientation [x] X [y) X [z] of • .3. Observing this, we can 

read the number neD) from the picture of ~± : n(D) = +1 or -1 

according as 2 C belongs to 'm.+ or 1rt.- Since D.aPt:l: 0 and 

Self (C) :II 0, we have ~(e) = tl thus SOlPi):II!l as asserted. 

Next we will prove RP;. R.P; == +2. For convenience, consider - -
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ap!. Lift 11t+ to .. 3 x [r} = (x, y, z, w); w - r > O} and make 

it slightly wider to obtain 7l't'. Let a1rt t X [0, r] be the "vertical 

annulus" in .. 3 X (0, r]. Here ant' x (r} a all{', and a1)1~' X {o} 

(c .. 3) is a closed curve parallel to the boundary o~+. Take a disk 

~. in .. ~ with ~~' - o~' X (0). We assume that 6' is isotopic in 

.4 to ~ (a Rp2 n .. 4) and intersects it in general position. Let 
- + +-

IlP' • 1'lt' u a nt' x [0, r J U ~'. 

is equal to ap'. Rp2 • 6 I.ll • 
+ + 

4 If. were oriented -
so that the orientation [R~] 1s consistent with [outward direction] 

4 3 X (the orientation of ~ .. _]. [w] x [R], then by the well-known 

relation the number 6'·6 would be equal to the linking number 
+ 

Link(~A', aA+). ' But in the present case, a~ is oriented contrarily: 

[ .. ~] is induced from [&4]. [a3] x [w] • -[w] X ra3J. Thus 

6'-6+ - -Link(06', ~4+) • -Link (or,t' X CO), o~) • -2 as asserted. 

'l1le proof of "P~. "P~ • 2 is similar. 0 

Now consider the general case. If p2 c M4 is orientable, 

Theorem 5.2 reduces to 2.1. Suppose F2 is not orientable. Then F2 

2 2 is diffeomorphic to the connected sum RP , •••• KP (say, m-copies). 

Let Cl be an embedded circle in the first copy which represents the 

2 generator of H10lP; Z/2). As in IS, take a disk D1 satisfying 

(i) ~Dl • C1' (ii) 01 is not tangent to p2 and (iii) lnt 01 n Cl = 0. 

Since the nor,mal bundle of C1 in F2 is non-orientab1e, 

~(Cl) - n(D1) + 2D1·F is equal to tl (mod 4). By spinning Dl 

around ell we can accomplish the condition that (iv) 01·F2 • 0 (mod 2) 

and (v) n(D1) - :1 E Z (without taking modulus 4). 

For instance suppose n(D1) - 1. There exists a diffeomorphism 



138 

f : Nl ~ N of a tubular neighbourhood Nl of C1 in M4 to a 

tubular neighbourhood N of C (the central circle of ~+) in S4 .. 

We can assume that f(N l n F2) = N n nt+ and f(N l n D1) = N n D, 

where D is the disk in the proof of the assertion. 

4 
Construct a new 4-manifold M' = ~ - Int N1) ~ (5 - Int N) 

and a new surface F'· (F - lnt Nl n F) ~ OlP; - lnt N nap!). Then 

H*(M'; Z) • H*(M f s2 X 52; Z). In particular, 

H
2

(M'; Z/2) =: H
2

(M; %/2) ~ Z/2(a.) E9 Z/2(S), where a. = [D
1 

U DJ and 

~ - [a fiber S of the 2-sphere bundle associated to N). 

F' is a characteristic surface of MI. In fact, since F is 

characteristic, xooF'· x-F = x·x (mod 2) for every x e H2(Mj Z/2). 

a.F' is equal to D1-F2 
5 0 (mod 2) (Condition (iv». ~.~ is also 

;; 0 (mod 2). Finally ~·F' = S·"'4 but S.11t+- ±2=- 0 (mod 2). 

Clearly ~.~ = 0 (mod 2). Thus e-F' = a·a. Therefore, for every 

y E H2 (M'; Z/2) we have y. F' • y. y (mod 2) as asserted. 

Emphasizing the ambient 4-manifold, we will denote Brown's 

invariant by ~(F2, M). Then S(F f
, M') - S(F, M) - 1. For we have 

surgered out the first copy of Rp2 in tp2 * ... I Rp2 • F2 for 

which q:>(C
1

) = 1 as we assumed. 

Give the orientation to M' which is consistent with [M] and 

is opposite to Then F' • F • - F· F - RP • RP = F· F + 2 + + (cf. 

Assertion). Thus we have F'·F' + 2~(F', H') = F·F + 2S(F, M). (The 

same equality is obtained also in the case n(D1) - -1.) 

Obviously o(M') - o(M) and F' =- &P2 * ... * Rp2 (m - 1 copies). 

Therefore, Gui1lou and ~arin's congruence (5.2) is proved by induction 

on m. 
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G:1P2/a OU KUIPER ET MASSEY AU PAYS DES CONIQUES 

Alexis MARIN 

Le quotient du plan projectif complexe (:]p2 par I' involution de conjugaison 

complexe est une variete de dimension quatre, homeomorphe a la sphere S4 comme nous 

le verrons a 1a fin de cette introduction. En 1973 et 1974, W. Massey et N. Kuiper 

uans deux notes independantes ([M] et [KJ) nous proposent des homeomorphismes, 

tlE~finis globalement, entre ces deux espaces. Kuiper precise qu' il a un isomorphisme 

I ineaire par morceaux, ce qui, en faisant appel au theoreme de Cerf r
4 

= 0, lui donne 

un diffeomorphisme. 

Les points de vue de ces deux notes semblent assez differents, mais si l' on a Ie 

courage de mener a bout les calculs explicitant l' homeomorphisme de Massey, on tombe 

exactement sur la formule donnee par Kuiper. Ce n I est pas une coihcidence: cp2/ a 

les a tous deux entrmnes au pays des coniques et nous verrons Kuiper chevaucher les 

uroi tes doubles alors que Massey restait embusque sur un cercle de rayon negatif (ce 

qui explique qu I ils ne se soient pas rencontres). La presente note a pour but d I inviter 

Ie lecteur a refaire ce voyage au pays des coniques et a voir comment G:p2/ aI' espace 

11mbiant naturel des courbes algebriques reelles planes se trouve expUque par les cour­

hes les plus simples : les coniques. Nous discuterons aussi lila structure differentiable 

llaturelle de f:p
2/a" et verrons qu' en fait II homeamorphisme de Massey et Kuiper 

l'st un diffeomorphisme. 

Terminons cette introduction par quelques indications sur I' un des moyens que 

l'hacun utilisait avant Massey et Kuiper pour reconn81tre la sphere s4 sous C£p2/(1 . 

i) Le quotient «:p2 / a est une variete topologique M • 

iiJ Le quotient de la droite a I' infini L est un disque " localement plat, 

donc plat et M est homeomorphe a M/ l, • 

iii) M/ test homeomorphe au compactifi<~ d' Alexandroff du quotient de «:p2 - L 

( = ([2) par la cOnjugaison complexe; or £,2/0 est homeomorphe a R4 • 

"" 
En resume, t:]p2/0' = M ~ M/l ~ C2 /0' ~ ~4 = 54 • 0 

i) ti) iii) iii) 

141 
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Le lecteur pourra faire fonctionner la demonstration precectente dans la categorl'~." 

lineaire par morceaux en prouvant que, et Ie quotient d I un tube autour de la droite a 
11 infini, et Ie quotient de la boule complementaire sont des disques PL. (Les disques 

sont meme differentiables, mais comme on ne sait pratiquement rien sur Ie diffeornor­

phisme de recollement, on ne peut, sans II aide de C err, rien conclure sur Ie type de 

difieomorphisme de G::p2/a .) 

Dans Ie paragraphe 1, nous deeri vons la geometrie de I' espace des coniques, 

ou no us debusquerons Kuiper dans Ie paragraphe 2, et Massey dans Ie paragraphe 3 • 

Le paragraphe 4 est consacre aux structures differentiables; Ie lecteur est donc 

invite avant ce paragraphe a laisser planer un petit nuage sur des mots tels que "est" 

(G:p 2/a est l' espace- des coniques ... ) "isomorphisme", etc... . Le paragraphe 5 

clot cette note par' quelques faits supplE~mentaires livres en exercices et que nous 

laissons a-Ia sagacite du Iecteur. 

§ 1. L' ESPACE DES CONIQUES REELLES 

. ~ 

Les coniques reelles forment un espace projectif reel C de dimension cinq. ., 

1 . 1 . (:1P2 / a est I' espace des coniques reelles, singulieres, ne separant pas Ie 

plan projectif Rp2 ( * ) . 
En effet, une telle conique est un couple de droites complexes conjuguees. Or, 

Ie plan projectif complexe dual forme des'droites de I:p2 s'identifie a CI:p2, les 

conjugaisons complexes se correspondant (par exemple par transformation polaire 

reciproque P sur la conique Cd' equation ,x2 + y2 + z2 = 0, Ie point M de o . 
coordonnees [u, v , w ] correspond a la droite d d I equation uX + vY + wZ = 0) . 

1 .2. £p2/ a borde dans II espace des conigues reelles Ie convexe K forme des 

coniques reeIIes ne separant pas Np2 f**). Donc, C1P2 / a est homeomorphe 

a Ia sphere 54 . 

l!ne conique ne separant pas 1R1P2 a une equation de signe constant sur 1R1P2. 

On peut choisir pour toute conique de K une de ses equations qui est positive sur JRp2, 

( *) i. e . des coniques reelles, ayant un point singulier isole tel un cercle de rayon nul 

(d' equation x2 + i2 = 0 ) 9 ou formees d I une droite double. 

(**) L" t'" d K t ,. . ,. In en.eur e es forme des comques reelles n I ayant pas de points reels tel 

Ie "cercle de rayon - 111 Co (d I equation X 2 + y2 +Z2 = 0). 

',:J 



143 

ce qui montre que K est un convexe de 11 espace C des coniques. 

Comme K est d I interieur non vide dans C et que ce dernier est un espace 

projectif reel de dimension cinq, Ie convexe K est homeomorphe a la boule B 5 . 

1 .3 . Geometrie des coniques singulieres. 

Les coordonnees homogenes [U, V , W , R , S, TJ d 1 une conique de C 

coefficients d I une de ses equations matricielles: (x , Y ,Z) M(ID = 0, M = 

sontles 

~~11. 
LTS WJ 

La conique correspondant a Ia matrice M est singuliere si et seulement si Ie determinant 

de M, det (.M) , est nul. L' espace g. des coniques singulieres est donc une hyper-

surface de degre trois de C. L I hypersurface S est reunion de I, l' espace des 

coniques singulieres ne separant pas (dont 11 interieur est constitue de coniques reelles 

ayant un seul point reel isole) et de X 11 espace des coniques singulieres degenerant 

en deux droites reelles. Les points singuliers de g. sont en X n I et correspondent 

aux droites doubles ; c I est Ia surface de Veronese V d I equation parametrique : 
2 2 2 U = u , V = v , W = W , R = uv, S = VW, T = wu • 

§ 2. LE POINT DE VUE DE KUIPER 

Kuiper plonge t:p2 / (J dans R1P5 au moyen de 1 t application 

>t: M..([X 1 ,x2 ,X
3

J) = [Re(Xi Xj )] l~i<j:5J. Par elimination, il trouve que I'image est 

dans une hypersurface de degre trois qui n I est autre que g. Le fait que g est forme 

des bisecantes a Ia surface de Veronese et un calcul de distance lui permettent d I affir­

mer que 11 image de Cp2/ (J est Ie bord de I' enveloppe convexe de Ia surface de 

Veronese (plus precisement la surface de Veronese V et l'image de .:p2 / a sont dans 

I' espace affine a5 defini par U + V + w I: 0, et c' est dans cet espace affine que Kuiper 

parle d I enveloppe convexe) . 

Notons que I' application ;K de Kuiper fait correspondre au point de coordonnees 

[X l 'X2 'X3] Ia conique singuliere dlequation (X1X+X2Y +X
3
Z)(X

1
X+X2Y +XJZ) = 0 . 

Cette remarque et Ie paragraphe precedent permettent d I eviter tout calcu1 dans 1a note 

de Kuiper. 

§3. LE DIAGRAMME DE MASSEY 

Soit C un point de 11 interieur de K (Ie cercle imaginaire Cdr equation 
2 . 0 

X + y2 + Z2 = 0 par exemple). Designons par r Ia conjugaison complexe de C . II 
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y a une bijection conforme 'P de C sur la sphere ronde 52 telle que qJ 0 'Y 0 qJ -1 soit 

1 r application antipodale de S2. Si E est un espace, designons par T l' involution 

qui echange les coordonnees du produit E x E; si f: E'" E est une application, on 

note f(n): En.... En I' application au produit f (X 1 ' • • · ,Xn) = (f(x 1) , · •• ,f(Xn» . 
Notons enfin G et HIes groupes de diffeomorphismes conformes de C x C engendres 

respectivement par ". et r x Id pour G et T et )'(2) pour H • 

3 . 1 . Le plan projectif complexe 4:p2 est isomorphe a C xci T, Ia conjugaison 

complexe correspondant ai' application induite par -y(2) 

L l isomorphisme est ClP2 --E-. Cp2*--L. C x CiT, ou rest la transforma­

tion polaire reciproque sur C, et ou pour une droite d ~ C]p2*, j (d) = d n c . 

II decoule de 3. 1 

3 .2 . L' espace ct1P2 I a est isomorphe a C x C IH . 

3.3. L' espace C x C/G est isomorphe a :Rp4 . 

Le groupe symetrique 64 agit, par permutation des facteurs sur c4 ; soit 

C
4
/6'4 }I espace quotient de cette action et 

i : ex c/G .... c4/e>4 i([(X,Y)]) = [(X,Y,y(X),y(Y»] 

II est clair que i est bien defini et est un isomorphisme de C xci G sur I' en­

semble des points fixes de l'involution ')1(4) de c41G'4 . L'affirmation 3.3 suivra 

alors de : 

3.3. a) L' espace projectif complexe de dimension quatre G:1P4 est isomorphe aI' es-

pace quotient c4 I (5"4' la conjugaison complexe correspondant a I' application induite 
par ,..(4) 

Pour cela considerons CP 4 comme l' espace des pinceaux de coniques (comple­

xes) contenant la coni que C . L' isomorphisme associe alors a un pinceau e Ies quatre I 

points fixes de ce pinceau: c' est un ensemble de quatre points de la conique C . 

3 .4. Le diagramme de Massey. 

Cp2 .. (t]p2/a rn ~ 54 

l3.1 (/3.2 ~ 
C x CiT -.-. C x c/H '",--revAt t 

~ . ~eemen 

cxc____ ~cxc/G j3R1P4 
~C/r xCi)' , 

p2 x R1P2 

'J 
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Massey considere Ie diagramme exterieur; l' interpretation en termes de 

{'oniques dans Ie diagramme interieur nous explique Ies identifications que fait Massey 

{It nous fait comprendre pourquoi : 

J .5 . L I homeomorphisme rn de Massey coihcide avec R 0 )L, ou R: :R; - 0 -+ 54 

est Ia projection radiale et :K 11 application de Kuiper (ici 0 est Ie point C de I' espace 

affine d I equation U + V + W ~ 0 dans Iequel Kuiper travailIe) . 

Pour ceci, nous devons preciser Ies notations sui vantes : Soient M , N , P , Q 

quatre points de la conique C; MN designe la droite passant par M et N (la tangente 

l~n Mae si M = N); et MN. PQ designe Ia conique singuliere formee des deux 

droites MN et PQ. La classe de M dans ely est notee [M] ; les classes de 

(M,N) et ([M], [N]) dans C x CiT et (ely) x (ely)/T sont notees {M,N} et 

{ [M ] , [N J} respecti vement . 
I e 

Un pinceau reel e contenant C (*) coupe Ie bard I du convexe K en deux 

points distincts, i et ii, et X en un point x (car 3- est de degre trois, voir Ia 

ligure) 

Soient P , Q , ,,(p) et "Y (Q) Ies quatre points bases du pinceau e ; on a 

tllors 

· Le point i est PQ.')I (p) )' (Q) 

et correspond aI' image de {p, Q} dans (c x ciT) '1(2) = c x c/H ; 

· Le point i' est P-y (Q).y (p) Q 

et correspond a 11 image de {p ,y (Q)} dans (C x e/T) 1(2) = c x e/H . 

· Le point x est P y (p) .Qy (Q) 

et correspond a 11 image de {[p], [Q]} dans (ely xc/y)/'T = C x c/G . 

De plus, Ies trois points i , i' et x correspondent a la classe de 

(I ) ,Q, y ( p) ,y (Q» dans C4 I G4 qui represente Ie pinceau f • Or, dans l' espace 

,tHine de Kuiper, la projection 11 0 R: R5_ 0 '~RP4 n I est autre que 11 application qui 

,I M assode la droite OM; la discussion prececiente etablit donc 11 identite des deux 

"pplications R 0 J\ et rn pour un des deux choix possibles pour I' homeomorphisme de 

( J') ou, si lion prefere, une droite e de 11 espace C passant par C . 
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Massey [rl (11 autre s I en deduisant en Ie composant, soit par i' application antipodale au 

but, soit par I' involution X -1 (i) ~ :tC -1 (i ') a la source) . 

§ 4. STRUCTURES DIFFERE:NTIABLES SUR LE QUOTIENT D-UNE 

VARIETE PAR UNE INVOLUTION AYANT UN ENSEMBLE DE 0 

POINTS FIXES DE CODIMENSION DEUX. 

4. 1 . Exemple de deux structures distinctes sur Ie quotient du plan ~2 par la 

symetrie aut~ur de l' ongine (x,y) -+ (-x,-y) . 

Sur l' espace quotient M = ~2/(x ,y) ~ (-x 7 -y), considerons les deux cartes <P1 

et 'P
2 

definies par Ie diagramme commutatif suivant : 

~. 

.. 

/-;1R2 
]R2 1r. M 

• J 

~R2 
, 2 2 2 2 ou ¥>l(x,y) = (x -y ,2xy) et l#2(x,y) ~ (3x -y ,2xy) • 

Les deux structures definies par <P1 et 'P
2 

sont telles que 1f est lisse et que 

son jet d' ordre deux est non degenere; e11es sont cependant distinctes car 'P
2 

0 'P ~ 1 

n ' est pas differentiable en l'origine ('Po 0 cp ~ 1 (u , v) ::= (2u + J u2 + v2, v». 

4.2. La structure complexe sur Ie quotient de t:: par multiplication par -1 

I1Iall structure lisse de G:]p2/0' . 

a) Soit I' espace quotient D = (:/z I"oJ -z; I' applic~tion quotient est ·notee " : <C -+ D . 

Soit U un voisinage symetrique de zero dans ([: et 'P: V = 17 (U) .... G: une carte pour 

une structure complexe sur D rendant la projection 1t holomorphe. La fonction bolo­

mOrPhe cp 0 1T: U'" C est paire et 11 on peut ecrire 'P 0 1T (z) = l# (~ 2) pour une fonction 

hoiomorphe ~. 

.~ . 

Remarquons que 11 indice ·de ramification en zero de 1a fonction 'P 0 f1 est deux I 

c I est Ie meme que celui de Ia fonction carre z t--t z 2, donc 1a deri vee ~ ,( 0) est non null •. 

et 1a fonction ljJ est inver sible au voisinage de zero. On peut done ecrire au voisinage 

de zero, (lj; -10 'P) 0 '" (z) = z 2 et 1a structure compIexe donnee coincide avec celie 

produite par Ia carte "carre" cp definie par l{J 0 ('IT ( z» = z2 . 
o 

b) Soit M une variete lisse et Tune involution lisse de M dont les points fixes 
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forment une sous-variete F de codimension deux. Supposons que Ie fibre normal a F 

soit muni d' une structure conforme. Le theoreme du voisinage tubulaire et Ie 
, 

paragraphe a) permettent de definir sur l' espace quotient M/ Tune unique structure 

Iisse rendant 11 application quotient 'IT : M -. M/T lisse et "conforme Ie long d~s fibres 

UU fibre no~mal a I 'ensemble des points fixes F". 

,Comme deux structures conformes sur un fibre normal sont isotopes, toutes les 

~tructures ainsi construites sur l' espace quotient sont diffoomorphes. Dans la pratique, 

on utilise une structure conforme sous-jacente a une metrique riemannienne. Pour Ie 

plan projectif complexe 4:p2, il est nature1 de prendre Ia metrique de Fubini Study. 

(R appelons que lion peut la definir, a un facteur constant pres, comme etant Ia seule 

invariante par Ie groupe projectif unitaire PSU(J) ; pour cette metrique, Ies droites 

complexes sont isometriques a des spheres euclidiennes rondes et Ie plan projectif ' 

reel lR1P2 possede sa metrique euclidienne usuelle invariante par Ie groupe orthogonal 

SO(J) .) Si on ne s'interesse qui a la structure conforme sur Ie fibre normal a 1R1P2 , 

()n peut la definir plus directement comme Ia transportee par multiplication par i de 1a 

structure conforme euclidienne de ~p2 . 

-1 .3 . Structure lisse sur Ie produit symetrigue M x M/ T d' une surface M munie 

d I une structure conforme. Le difteomorphisme de Massey. 

a) Soit M une surface de Riemann. Soit 'P : U -. (: une carte holomorphe aut~ur 

<.I 'un point x de M et ~: U x U / T -+ ([: X C une carte aut~ur du point (x, x) de la 

<.Iiagonale du produit symetrique M x M/ T qui rende l' application quotient holomorphe. 

Les composantes lPl et rJi
2 

de ~ sont des fonctions analytiques symetriques sur U xU . 

I Je theoreme des fonctions symetriques nous assure que ce sont des fonctions de la somme 

s = <P + cp et du produit p = cp x'" des coordonnees on a donc ¢ = cp(s,p) , et l'on 

montre, par 1a meme technique qu' au paragraphe 4.2 ci-dessus, que west inver sible : 

I -Ie produit symetrigue possooe une unique structure holomorphe rend ant 11 application 

quotient holomorphe; cette structure est donnee pres de la diagonale par les cart~s 

II somme et produit" . 

b) Remarquons que si 1'0n munit Ie fibre normal ala diagonale dans M x M de 1a 

structure conforme herite des structures analytiques complexes sur M x M et Ia diago­

J lale, }I application quotient M x M ... M x M/ Test con forme Ie long des fibres du fibre 

normal a Ia diagonale et la structure lisse sous-jacente a Ia structure complexe de 

M x M/ 'T est determinee par cette propriete. 

Si M est seulement mume d' une structure confol'lme, si cp, ~ : U -+ C sont deux 

( 0 artes conjuguees aut~ur d I un point x de M, pres du point (x, x) de 1a diagonale, 
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on a deux cartes conjuguees privilegiees 'P x qJ et 'P x'P. Notons Que ('P x'f) ,'P) et 

(~xi,~) determinent Ia meme structure conforme sur Ie fibre normal a U dans U x U 

et done Ie procede decrit en a) fournit sur Ie produit symetrique M x M/T une unique 

structure lisse rendant la projection conforme Ie long des fibres du fibre normal a la 
diagonale (*). 

c) En suivant Ie bas du diagramme de Massey, on a une structure lisse canonique sur 

C x C/G en I'identifiant a (e/y) x (e/Y)/T, Ie produit symetrique de deux plans pro­

jectifs reels ronds, et donc on en retire une structure canonique sur Ie revetement 

double C x e/H = C1P2/a . 

La discussion en a) se generalise immectiatement au produit symetrique d 1 un 

nombre quelconque de facteurs, ce qui rend 11 isomorphisme de 3 • .3 entre C x C/ G et 

1RlP 4 un diffeomorphisme naturel. 

II nous reste maintenant a voir qu 1 avec Ie choix pour la coni que C du cercle Co 

de rayon -1 centre aI' ongine (d 'equation X 2 + y2 + z2 = 0), la structure de Cp2 / a -

dec rite au paragraphe 4.2 et celie que Massey obtient en fait, et que nous avons expli-

cite au paragraphe b) ci-dessus, sont identiques. Pour cela, il suffit de verifier que 

les structures conformes sur Ie fibre normal a Rp2 qui caracterisent ces deux struc­

tures sont Ies memes. Or, Ie groupe 50(3) agit transitivement sur RlP2 et est clai­

rement conforme pour les deux structures (par definition pour celIe de 4.2, et car 

50(3) respecte Co pour la structure de Massey). n suffit de comparer les deux struc­

tures en un point; choisissons I 'origine (de coordonnees (0,0, 1». 

La fibre en I' origine du fibre normal a :Rp2 dans CCp2 est N = C 2/R2. Une 
o 

base orlhonormale de No pour la structure de 4.2 est (ie 1 ' ie2) «( e 1 ' e2) etant la 

base canonique de R 2) ; pour Ia structure de Massey, c I est (J, iJ) ou J est Ie vecteur 

directeur d tune des directions isotropes (celIe de 1a tangente a Co issue de l' origine : 

J = e 1 + ie~ · 
Or, dans (:2/R2, (e1 + ie2, i (e

1 
+ie2» == (ie2,ie

1
); cette derniere base se 

deduit de (ie1 ,ie2) par 11 echange des deux vecteurs de base qui est conforme. 

( * ) Notons que hors de 1a diagonale, on ne peut esperer mieux car des choix de cartes 
conjuguees 'P, cp et ¢, V; en x et y produisent quatre choix de cartes en (x, y) : 
'P x ~ , ((J x 'ijJ, ~ x I/i et iP x ~, et si x ~ y i1 n) y a pas de processus diagonal qui permette 
d 1 en privilegier deux conjugues. Notons que, par Ie theoreme de Stone Weierstrass, 
les fonctions d I un faisceau de fonction qui contiennent les coordonnees de ces quatre 
cartes approximent toute fonction !isse sur Ie produit. Pres de 1a diagonale cependant, 
M x Maune structure conforme (a changement de cartes holomorphes ou antiho1o-
morphes) et M x M/". a done pres de la diagonale une unique telle structure conforme 
rend ant la projection conforme. 
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4.4. Retour sur I' exemple 4 • 1 et les singularites de l' application de Kuiper. 

La philosophie des structures lisses naturelles sur les espaces quotients qui se 

degage de 4.2 a) et 4.3 a) est la suivante: Soit M une varit~te munie dlun faisceau 

de fonctions holomorphes determinant sa structure et G un groupe fini agissant sur M • 

Le quotient M/ G est muni du faisceau des fonctions invariantes par l' action du groupe 

G • II se trouve que ce faisceau est isomorphe au faisceau 

des fonctions holomorphes definies dans un ouvert de t; en 4.2 a) , de (:2 en 4 .3 a), 

d I ou une structure lisse sur Ie quotient. 

Appliquons la meme philosophie aI' exemple 4 . 1 pour les fonctions analytiques 

reelies, OU' Coo. L' anneau des fonctions analytiques reelles, ou coo, de R2 inva­

riantes par la symetrie centree en 11 origine est forme des fonctions F(f, g, h) , ou 

F: lR3 -+ lR est analytique , ou Coo, et f (x,y) = x 2 , g(x,y) = xy, h(x,y) = y2 

(c' est clair dans Ie cas analytique et c' est un corollaire du thooreme de preparation de 
00 

Malgrange dans Ie cas C ). Cet anneau de fonctions invariantes est isomorphe a 
11 anne au des fonctions sur Ie cone d'equation y2:= XZ (dans Ie cas Coo, il faut rajou­

ter les conditions X ==== 0, Z ~ 0 car une fonction lisse sur Ie cone n' est pas determinee 

par sa restriction a l'une des nappes). De plus, k: R 2/-1'" 1R3. z 

k(X, Y) = (X2 , XY ,Z 2) est un plongement du 

quotient 1R2/ -1 dans I' une des nappes du cone. 

x 
Les structures sur Ie quotient JR2 / -1 rendant l' app . cation quotient analytique 

(ou lisse) avec Ie jet d'ordre deux non degenere s'obtiennent en projetant Ie cone Ie 

long d I une des droites interieures du cone; elies sont classifiees par l' angle de 11 axe 

de projection avec 11 axe de symetrie du cone (d' equation y = x - Z = 0). Remarquons 

qu I une telle structure provient du procede 4.2 car elle est invariante par Ie groupe 

compact a un parametre des applications Ii neaires conservant Ie cone et fixant I' axe 

de projection. 

Le piongement de Kuiper )£: ([;]p2 /a ~ I c Np5 est un isomorphisme pour la 

structure a singularlte definie par Ies fonctions analytiques reeIIes (ou lisses) sur f:p2 

invariantes par la conjugaison complexe de f:p2 . 

Etudions Ies symetries de I' application de Kuiper, et pour ceia munissons 

l' espace des formes quadratiques de sa metrique naturelle (M,N) = Tr(M~) • II est 

immediat que, pour une isometrie P de O(), M ... tpMP est une isometrie de 

[' espace des formes quadratiques qui conserve la trace (car, pour P E 0(3) , tp = p-1). 

On en doouit : 
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i) L'image de Ia surface de Veronese est dans Ia "sphere" quadratique 

d' equation u2 + v2 + w2 + 2(R2 + 52 + T2) = (u + v + W)2 (*). Ceci est un eIlipsoiae 

. dans l' espace affine U + V + w f. 0. Pour des coordonnees affines, on peut choisir 

U + V + W = 1 ; son centre est (1/3,1/3,1/3,0,0,0) : c'est Ia conique C . o 

il) La projection radiale de centre C sur Ie bord de la quadrique est 
o 

equivaclante pour les actions de 0(3) sur I == <cp2/0' et sur la quadclque; eile produit 

donc sur <tp2/0' Ia structure lisse definie a 11 aide de la metrique ronde sur 1R1P2 

(invariante par I' action de 0(3». Ceci est Ia demonstration alternative suggeree par 

Massey dans Ia remarque 2 a la fin de sa note [M ] • 

§ 5. EXERCICES, GEOMETRIE DE tEp2/0' . 

Dans tous Ies exercices, Ie plan projectif compIexe est muni de Ia metrique de 

Fubini Study; Ia conique vide Co est fixee, elle est invariante par 50(3) . L' espace 

C des coniques reelies est Ie projectif associe a I' espace Q des' formes quadratiques 

reelles sur ([p2; ce dernier espace est muni de sa metrique usuelle, introduite a 1a 

fin du paragraphe 4.4 «M , N> == Tr (M tN» . L I espace affine G de Kuiper, defini par 

Trace (M) f. ° peut etre vu comme l' hyperplan de Q .d' equation Trace (M) = 1 ; il 

est alors muni de la met rique induite par celle de Q • 

Si x~ est un point de q:p2, on designe par P{x) la poiaire de x relativement 

a C et x I ,XII les intersections de f> (x) avec C ; rappelons que x I et x· o 0 
sont les pieds des tangentes a C issues de x et que 11 on a la figure sui vante 

o 
p(x) x' --

-~ 

c 
o 

--. ---.. 

L' application de Kuiper est designee par :K. La conique formee de deux droites 

d et d I est notee d. d ' • 

1) P Ian tangent a la surface de Veronese. 

:. ..... 

Prouver que Ie plan tangent a la surface de Veronese au point ;K (x) (== f> (x) . ,",x)) +, 

est forme des coniques reelles dont f> (x) est une composante irroouctible. 

(*) et non U2 + V2 + W2 + 4(R2 + 52 + T2) = (U + V + W)2 comme l'affirme par erreur 

Kuiper; il faut remplacer, dans les !ignes 21 et 22 de la page 176 de [K], les ~ 
par des t E • 
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2) Disposition dans I' espace affine a de la surface de Veronese et de :K (Co) . 

Soit x dans lRP2, prouver que la droite de C, joignant C a Jt (x) , 
. 0 

I'('coupe 1 t hyper surface S des coniques singulieres en Ji (x 1 ) (= l' (x II». En deduire 

que l' image de C par Jt. se dectuit de celIe de ~p2 par J{ (la surface de Veronese) 
o 

par' P homothetie de a de centre C et rapport -t . o 

3) Image par :K d f une droi te reelle. 

Prouver que les coniques singulieres ayant un point singulier au point x de 

IlIP2 forment un plan S de C • x 
Prouver que les coniques qui ont un point isole en x forment l' interieur d I un 

di sque de ce plan qui est 11 image par J\ de P (x) ; prouver que c 1 est aussi l' intersec­

tion de 8x avec Ia boule de centre C et de rayon un. Prouver enfin que 8 est 
o x 

I angent en J{, (x I ) (= . :K(x ' » a la sphere de rayon t centree en Co et qu' il est normal 

I', K (C ) en ce meme point. g 
o x 

l'(p (x» 

4) Image d' une droite non reelle. 

Soit x un point non reel de £1P2 , prouver que I' image par :K de la droite 

t 'omplexe P (x) est dans 1 r espace de dimension trois forme des coniques reelles passant 

par x et cr (x). Prouver que ~ (r (x» est un ellipsoiae tangent a la surface de 

V cronese en :tG (y) , ou y est Ie point reel de r (x) • 

Etudier Ie comportement de cet ellipsoiae quand x tend vel'S un point reel. 

5) 1Rp2 et :K (C) vus dans S4 • 
- 0 

Soient 0 < t < '((/2 et Mt l' ensemble des points de 4:1P2 distants de t de lRP2 

(ptdoncde "'/2- t de Co). Soit Nt 1 I image de Mt dans CLP2/a • 

a) Identifier Nt a I' espace total du fibre d I incidence des droites de lR1P2 

~ = {(x,d) E lRP2 x R1P2* Ix E d} , 

dc' sorte que les premieres et deuxiemes projections correspondent aux applications 

I)oint de :Rp2 Ie plus proche et point de ~(C ) Ie plus proche respectlvement. 
o 

b) PreuveI' que Ie complementaire de Rp2 dans 54 = (;]p2/ cr est diffoomorphe a 
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11 espace total du fibre en disques sur Rp2 de classe d' Euler +2 et a espace total 

orientable, la section nulle de ce fibre etant ~ (c ) • 
o 
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Appendice : Rohlin et son theoreme 

(d'apres une lettre de o. Viro et V. Harlamov) 

Nous regroupons lci quelques points d'histoire sur I'evolu­

tion du theo~eme de Rohlin chez son propre auteur tels qu'il nous ont 

ete communiques par o. Viro et V. Harlamov. 

1) Apres Ie debut des annees 50, Rohlin revint sur Ie sujet 

plusieurs fois. Dans les annees 1954-1957, i1 en avait envisage une ex­

position detaillee et en avait redige 1es parties essentie11es. Les 

parties non ecrites devaient contenir une introduction elementaire a 

la topologie des varietes et aux classes caracteristiques. Le plan et 

les parties ecrites sont conservees dans les archives de Rohlin. 

2) En 1958, i1 publia une nouvelle demonstration de son fa­

meux theoreme sur la signature. Cette preuve est une reduction du theo­

reme au calcu1 de TI n +3 (Sn) (a cette epoque, Serre avait deja publie 

un calcul detaille de TI n + 3 (Sn». 

3) En 1961, Kervaire et Milnor integrerent dans un theoreme 

l'exemple de Rohlin d'une variete simplement connexe de dimension 4 

dont une classe d'homologie ne peut @tre realise par une sphere lisse 

plongee. Ce theoreme fut Ie point de depart des travaux de Rohlin sur 

Ie probleme de la realisation des classes d'homologie de dimension 2 

des varietes de dimension 4. Dans ses archives, il y a des notes datees 

de 1964 ou i1 considere des surfaces caracteristiques F de genre ar­

bltraire, introduit la forme quadratique <.f) sur H1 (F; 1l./2Il.) et 

prouve la congruence F.F-a = 8 Arf<.pIDod 16. Rohlin annonca ce resultat 

au congres international des mathematiciens de Moscou en 1966. II ne 

Le publia pas jusqu'en 1972 quand une application (la preuve de la con­

jecture de Gudkov) apparut. 

4) Cette application marque Ie debut des activites de Rohlin 

dans Ie champ des courbes algebriques reelles planes. La plupart des 

~;urfaces que leon rencontre naturellement dans ce domaine sont non-

153 
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orientables. Probablement ce fait m~me Ie conduisit a une etude du cal 

non orientable. II ne connaissait pas l'invariant de Brown et obtint 

seulement la congruence suivante 

cr (M) - F. F == 2q> (p) mod 8 

.. ' 

.. :r· .. 

ou Fest une surface caracteristique non orientable de la variete M .'.: 
fermee de dimension quatre, la fonction ~ est la m~me que chez 

Guillou-Marin et p est dual a W1 (F). Cette congruence suit immedi •• ,_.' 
" ~. 

tement de celIe de Guillou-l~arin mais est quelque£ois plus pratique 

pour les applications, car elle necessite moins d'informations sur <PI 

Rohlin ne publia pas cette congruence, peut-~tre par manque 

d'application interessante. Mais i1 en par1a dans son seminaire au d'· ;,' 
but des annees 70; i1 Y a des notes (avec preuve) datees de cette epo- .. 
que dans ses archives. Voici une application de cette formule en rap­

port avec la geometrie algebrique reelle. 

Soit A une courbe projective algebrique reelle plane non 

singuliere de degre 4k, supposons que A separe ~A (l'ensemble de 

tous les pOints complexes de la courbe) en deux parties et que pour 

.. 
•.... 

.. 4' .' ~ 

~ ...... 
. "'''' 

tout ovale pair (se trouvant dans exactement un nombre pair d' autres .. ::;~: 
ovales) la composante de lR p2 - A qui a cet ovale comme bord externe ~;~ 

~ 

a une caracteristique d 1 Euler pair. Alors p-n == 0 mod 8 ou p est Ie : .~.,: 

nombre d' ovales pairs et n le nombre d I ovales impairs. Ce resul tat ¥ .:,~ 
.. "/4"';' 

peut ~tre obtenu en appliquant la congruence de Rohlin a M = Q!p2 et ':'.~ .. :;~, 
. " ~ 

F = A OU A est la surface fermee obtenue d 1 une des composantes de ,.:::'; 

a:A-A et de la partie non-orientable de JR p2_A (on trouve'<~ :::7:; 

F.F= p-n-1+8k2 , q>(p) = 1). La premiere preuve de ce resultat est due .. :.: .. :.\ 
• ::.:~t a v. V. Nikulin et utilisait une autre approche. CelIe indiquee cl.-des-, :-.~:~, 

,"'.' 

sus est due a T. Fiedler. -~ 

O. Viro et V. Harlamov nous communiquent aussi la remarque 

suivante : Les congruences de Rohlin-Guillou-Marin peuvent s'etendre 

au cas des varietes ambientes non simplement connexes. On y arrive en 

introduisant des structures pin sur les surfaces caracteristiques. 

Soit F une surface caracteristique dans une variete de dimension 4 

orientee M et supposons pour la simplicite F orientable. II exist.··~~r~ 
:~:.~~~ 

une structure spin sur M-F qui ne s' etend nulle part a travers F. ,:<~;': 

Toute telle structure spin definit d'une maniere naturelle une struc- ~f 
.~-:.~~: 
··;'·~~ .. l. 

ture spin sur F. On sait que les structures spin sur F sont en bi·-~' -, 'f:; ~,~~ 

jection avec les formes quadratiques sur H1 (F; 7l/211). L'invariantl 
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d'Arf de la forme quadratique associee a Ia structure spin ci-dessus 

coincide, dans Ie cas H1 (Mi ~/2~) = 0, avec I'invariant d'Arf de la 

congruence de Rohlin. Ceci indique la generalisation mentionnee ci-des­

sus. II est curieux que bien que la structure spin induite sur F ne 

soit pas unique si H1 (Mi ll/2~), 0, leurs invariants d'Arf coincident 

(puisque, en vertu de la congruence, ils sont definis par M et F.F). 

Donc la structure spin induite sur F est unique a diffeomorphisme 

pres. 


