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V.A. ROHLIN (1919-1984)

Vladimir Abramovich Rohlin est né a Baku le 23 adut 1919. I1
commenca ses études universitaires en 1935 au département de mécanique
et mathématiques de l'université de Moscou. Ses professeurs furent
A.I. Plesner (son conseiller scientifique officiel), L.S. Pontryagin,
P.S. Alexandrov, A.N. Kolmogorov. En 1940, il terminait ses études dans
ce département et restait 1la pour un 3éme cycle ("aspirantura", une pé-
riode de trois ans durant laquelle on prépare sa "thése de candidat").
En 1941, guand 1'Allemagne attagqua 1'U.R.S.S., Rohlin rejoignit le
corps des volontaires du Peuple (unités militaires non entrainées).

Son unité fut encerclé et Rohlin fait prisonnier par les allemands.
Ensuite, il réussit a s'échapper, a rejoindre l'armée soviétique et
finit la guerre comme traducteur militaire (Rohlin parlait couramment
l'allemand). Immédiatement aprés la guerre Rohlin fut emprisonné par
la sécurité de l'armée (comme ce fut le cas pour de nombreux anciens
prisonniers de guerre) maislfut 1libéré a la fin de 1l'année 1946.

De 1947 a 1952, Rohlin travailla a 1'institut mathématique
Steklov de Moscou comme assistant chercheur dans le département de
Pontryagin. Il soutint avec succés sa thése de candidat ("Espaces de
Lebesgue et leurs automorphismes") en 1948 et son doctorat ("les clas-
ses les plus importantes de systémes dynamiques avec une mesure inva-
riante"™) en 1951.

En 1952, Rohlin partit de Moscou pour Arkhangelsk ou il fut
professeur de mathématiques a l'institut des Bois et Foréts. De 1955
d 1957, il enseigna a 1l'institut pédagogique d'Ivanovo, et de 1957 a
1960 dans un institut similaire a Kolomna. En 1960 Rohlin quitta
Kolomna pour Leningrad ol il fut professeur au département de mathéma-
t iques et mécanigques de l'université de Léningrad pendant vingt et un
ans. Il fut mis a la retraite en 1982 bien qu'il fQit toujours un cher-
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cheur trés actif 3 ce moment. V.A. Rohlin est mort d'un arrét du coeur

le 3 décembre 1984,

Rohlin a travaillé dans différents domaines des mathématiques.
Ses principaux champs d'activité furent la théorie de la mesure, la
théorie ergodique, la topologie et la géométrie algébrique réelle. Au
début, la théorie de la mesure et la théorie ergodique prévalurent.
Dans les années 1940-1949 il accomplit nombre de travaux fondamentaux
qui influencérent grandement le développement ultérieur du sujet. La
période suivante (1950-1958) débute avec ses plus célébres investiga-
tions topologiques - elles sont présentées dans les papiers réunis dans
ce volume. A la méme époque il publia aussi des résultats fondamentaux
sur le cobordisme et les classes caractéristiques. En 1958, alors que
la notion d'entropie venait d'étre introduite par Kolmogorov dans la
théorie ergodique, Rohlin revint A cette derniére. Il organisa et di-
rigea un séminaire de théorie ergodique a l'université de Moscou, dont
1'activité fut une étape décisive dans le développement de la théorie
ergodique (il habitait alors a Kolomna a environ 100 km de Moscou, et
devait prendre le train pour Moscou chaque semaine). A partir de 1965,
Rohlin étudia principalement la topologie. Ses recherches concernent
les classes caractéristiques, les variétés de basse dimension et la
topologie des variétés algébriques réelles. L'état actuel de ce der-
nier sujet est largement 401 & Rohlin.

Rohlin était un brillant conférencier. Ses conférences se
remarquaient pour leur élégance et leur lucidité. Sa conversation et
ses écrits frappaient par une attention soignée envers la langue. L'ac-
tivité pédagogique de Rohlin fut a son sommet 3 Leningrad : avant son
arrivée la topologie moderne y était inconnue et c'est Rohlin qui ren-
dit la topologie trés populaire parmi la communauté mathématique de
Leningrad. Il créa le premier coursde topologie pour jeunes étudiants
en U.R.S.S. et congut un systéme complet d'études topologiques pour
les futurs topologues. A Leningrad, Rohlin créa une école scientifique
dont les membres travaillent maintenant dans différents domaines des
mathématiques. Son contact et sa collaboration influencérent aussi de
nombreux autres mathématiciens. Sa largeur d'esprit et sa profonde
compréhension des gens et des choses attiraient a lui de nombreuses
personnes pourtant bien différentes. Sa perte sera durement ressentie
a Leningrad aussi bien que dans la communauté mathématique internatio-

nale.
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Introduction

Les articles rassemblés ici datant d'épogues et de lieux va-
riés, cette courte introduction propose quelques repéres pour les met-
tre en perspective. Pour une introduction générale, avec de nombreuses
références, aux variétés de dimension quatre voir Mandelbaum [Man, 1980
Pour une histoire des rapports personnels entre Rohlin et son théoréme

voir l'appendice a la premiére partie de ce volume.
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xvi
Sans doute le premier résultat spécifique a la dimension 4

est la remarque de Pontriaguine [P1, 1949] (indépendamment due aussi 2
Milnor [Mi, 1956] s'appuyant sur Whitehead [W2, 1949]) comme quoi deux
variétés fermées, orientées, simplement connexes ont méme type d'homo-
topie orienté si et seulement si elles ont des formes guadratiques
d'intersection isomorphes (plus tard, Wall [Wa, 1964] montrera méme

que dans ce cas les deux variétés sont h-cobordantes). Ensuite Rohlin
continuant le travail de Pontriaguine sur le calcul des groupes d'homo-
topies ﬂn+p(sn) pour p=0,1,2 (cf. par exemple [P2, 1955]) s'atta-
que au cas p=3 et, puisqu'il utilise la méthode dite de Thom-
Pontriaguine, est naturellement amené a calculer le groupe de cobordis-
me des variétés orientées de dimension 4 et & noter qu'une variété lis-
se fermée simplement connexe admettant une structure spin (ce qui équi-
vaut a dire que sa forme quadratique d'intersection ne prend gque des
valeurs paires) a une signature divisible par 16 [R1, 1952]. Il est a
signaler que ce dernier résultat est strictement 1ié au fait que
ﬂn+3(Sn) ~ 77/247 . En fait, Rohlin commence par "prouver" gque
nn+3(Sn) ~ 77/127Z puis se corrige et obtient simultanément le bon ré-
sultat pour wn+3(sn) et sa formule pour la signature. Ces résultats
furent annoncés en 1952 dans une série de quatre notes aux comptes rem
dus de l'académie des sciences soviétiques. Ce sont ces notes qui sont
ici traduites et largement commentées pour la raison que les méthodes
géométriques qu'elles recélent furent longtemps oubliées. En effet,
1'importance des résultats de Rohlin n'a certainement pas échappée a
ses contemporains, mais profitant des puissantes méthodes algébriques
inaugurées par Serre [Se, 1951] pour calculer les groupes d'homotopie,
ils renverseérent la vapeur et classiquement la formule de Rohlin se
déduisit de la connaissance de wn+3(sn). C'est la preuve que 1l'on
trouve chez Milnor-Kervaire [MK, 1958] ol le résultat est étendu aux
variétés lisses fermées presque parallélisables de dimension 4n. Si-
gnalons cependant une petite extension par Kervaire-Milnor [KM, 1961]
du théoreéme de Rohlin qui mettait l'accent sur les spheéres caractéris-
tigques d'une variété de dimension 4 préparant ainsi les extensions a
venir. Cette remarque avait aussi une saveur plus géométrique que la
formulation de Rohlin et se révelera utile en relation avec 1l'invariant
d'Arf des noeuds (voir Robertello [Rob, 1965]).

Le théoréme de Rohlin donne bien sfir des restrictions sur les
formes guadratiques réalisables comme formes quadratiques d'intersec-
tion d'une variété lisse fermée simplement connexe de dimension 4. Par

exemple la forme E8 ne peut étre ainsi représentée. Mais aucune autre
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restriction ne sera trouvée avant la contribution récente de Donaldson
[D, 1983] qui dit gu'une forme définie n'est ainsi réalisable que si
elle est standard. Pour sa part Freedman [F1, 1982] a montré que toute
forme quadratique est réalisable comme forme d'intersection d'une (par-
fois deux) variété topologique fermée simplement connexe de dimension 4.

L'importance et 1l'ubiquité de ce résultat de Rohlin sont tel-
les qu'on le retrouvait derriére la plupart des articles sur la dimen-
sion quatre mais aussi dans d'autres domaines, de maniére parfois inat-

tendue. Voici trois exemples importants :

1) Le résultat de Rohlin permet de définir le p invariant
d'une sphére d'homologie entiére de dimension 3 comme suit (cf. [EK,
1963] ou [HNK, § 7]) : on sait(*) qu'une telle spheére X borde une va-
riété lisse de dimension 4, simplement connexe et dont la forme qua-
dratique d'intersection est paire. Alors la signature de Y,c(Y), est
divisible par 8 et on considére u(X) = g%glmde comme un élément
de Z/27Z7 dqui est défini indépendamment du choix de Y gréce a la
formule de Rohlin. Les classes d'homologie cobordisme (H-cobordisme)
des spheéres d'homologie entiére s'organisent en un groupe Gg et
induit une application bien définie et surjective p : eg —> /21 .
De nombreux résultats épars ont été établis concernant ce p-invariant
(voir Mandelbaum [Man, 1980]). Citons le dernier résultat (hiver 1985)
sur le sujet : il est dQl a A. Casson (non publié) et utilise des idées
ct méthodes récentes. Il existe un invariant A(X) € Z associé 3 tou-
te sphére d'homologie entiere orientée X qui n'est pas un invariant
de H~cobordisme mais vérifie A(X) = u(X) mod2. De plus
A=-X) = =A(X) si =X désigne X munie de l'orientation opposée et
A{X) =0 si X est une sphére d'homotopie. Une propriété supplémentai-

re un peu technique suffit a caractériser A uniquement,

2) De maniére plus surprenante, la formule de Rohlin et le
i—invariant sont au coeur de l'existence de variétés topologiques de
dimension > 5 sans triangulation combinatoire [Sb, 1970] et de 1l'éven~
tuelle possibilité de les trianguler malgré tout (de maniére non com-
binatoire) [GS, 1976], [Ma, 1976].

3) Cappel et Shaneson [CS, 1976] ont construit une variété

4

fermée de dimension 4 ayant le type d'homotopie simple de IRP (en

(*) Voir les commentaires dans ce volume pour une preuve selon les mé-
thodes originelles de Rohlin.
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fait homéomorphe [F2]) mais non difféomorphe a HIP4. La construction

s'appuie sur l'existence d'un champ de repéres particulier du tore T3
gui était d€éja au coeur des notes de Rohlin. Pour montrer que leur va-
riété n'est pas difféomorphe a 3294, Cappel et Shaneson utilisent une
formule étendant le théorgéme de Rohlin analogue & celle signalée ci-

dessous mais la démontrent en s'appuyant sur le théoréme de Rohlin.

Ce rble fondamental du théoréme de Rohlin conduisirent au dé-
but des années 70 divers topologues a en chercher une compréhension
plus directe et plus géométrique. En particulier 1l'hypothése spin fut
supprimée et la formule généralisée en une congruence entre la signa-
ture de la variété et l'auto intersection et l'invariant d'Arf associés
a une surface orientable caractéristique (c'est-a-dire duale a la deu-

xieéme classe de Stiefel-Whitney de la variété). Voir Casson (non publié),

Freedman-Kirby [FK, 1978], Matsumoto [Mat, 1978].

Rohlin lui-méme connaissait cette formule(*) [R4, 1972] et
1l'utilisait pour démontrer des conjectures de Gudkov sur la topologie
des courbes algébriques réelles. Motivés par les raisons ci-dessus et
ce méme probléme nous avons étendu la formule au cas des surfaces ca-
ractéristiques non orientables [GM, 1977]. Extension dont Matsumoto a
immédiatement donné sa propre preuve. Ces deux preuves entiérement géo-

métriques et élémentaires sont réunies dans ce volume.

Le probléme de la topologie des courbes algébriques réelles
(1ére partie du 16eme probléme de Hilbert) conduit naturellement a

1'identification de la variété quotient de (I:P2 par l'involution com-

4 mettant un

plexe. Ici Marin reconnalt une variété difféomorphe a S
point final aux recherches de Massey [Mas 2, 1973] et Kuiper [Kui,

1974].

Bien avant tout cela, Whitney [Wy, 1940] dans un des premiers
papiers sur la théorie des fibrés étudiait les plongements de surfaces
F dans IR4 et montrait que F.F= 2x(F)mod4 ol x(F) désigne la
caractéristique d'Euler de F et F.F l'auto-intersection de F dans
IR4 (toujours nulle si F est orientable). Il conjecturait aussi que

F.F ne pouvait prendre que les valeurs : 2x-4, 2y, 2x+4,...,4-2%.

C'est d'abord Rohlin qui faisait une petite tentative contre
cette conjecture [R2, 1970] en s'appuyant sur la remarque de Kervaire-
Milnor signalée plus haut. Mais c'est Massey [Mas 1, 1969] gui démon-

(*) Depuis longtemps, voir l'appendice historique de Viro et Harlamov.

e mt e st o e
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trait la conjecture grdce a une utilisation astucieuse d'un corollaire
du théoredme d'Atiyah-Singer [AS]. Aussitdét, Rohlin [R3, 1971] et Hsiang-
Szczarba [HS, 1970], par la méme méthode, obtenaient de nombreuses mi-
norations du genre d'une surface réalisant une classe d'homologie d'une
variété simplement connexe de dimension 4 (sans pour autant clore la
(question. Par exemple, pour savoir quelles classes d'homologie de
52 X 82
Ltendre les résultats de Donaldson, voir Kuga [Ku, 19841]).

sont réalisées par des sphéres lisses plongées, il a fallu at-

Cette état de choses a naturellement conduit les topologues
a donner des preuves directes, aussi élémentaires que possibles, des
corollaires du théoréme d'Atiyah-Singer utilisés. C'est ce que fait ici
pour nous C. Gordon dans le cas de l'action d'un groupe fini sur une
variété de dimension 4 (une telle preuve pour le cas d'une involution
d'une variété lisse de dimension quelconque revient a J&nich et Ossa
{JO, 1968] et pour le cas de l'action d'un groupe fini sur une variété
de dimension quelconque & P. Gilmer (voir l'article de Gordon)).

Ce méme théoréme a été ensuite utilisé par A. Casson et C.
Gordon pour étudier le groupe de concordance des noeuds classiques.
I.'exposition donnée ici, qui date de 1975, a fait 1l'objet d'une secon-
de présentation la complétant [CG, 1978]. L'appendice de P. Gilmer si-
gynale les développements qui ont suivi cet important article.

Enfin nous concluons le volume avec une rédaction de trois
conférences fondamentales de A. Casson qui sont a l'origine des grands
développements récents de Freedman et Quinn. Si la seconde conférence
de Casson (qui fut peut-é&tre pensée la premiére) rappelle la construc-
tion de la variété de Whitehead [W1, 1935], la premiére frappe par son
vriginalité autant que par sa relative simplicité. Rappelons au lecteur
(que Freedman, suilvant les idées de Casson et réalisant plusieurs prou-
csses techniques a obtenu une classification compléte des variétés to-
pologiques fermées simplement connexes [F1, 1982]. Tout ceci, ainsi
(que les développements associés de Quinn [Q, 1982]), [E] se situe dans
la ligne des arguments de la topologie différentielle de dimension 4
inaugurée par Rohlin (nourrie par l'affluent des idées de la topologie
géométrique & la Bing) et en est un aboutissement. Plus récemment en-
core, l'introduction par Donaldson [D, 1983] d'objets élaborés par les
physiciens dans le sujet, a fait éclater les idées que l'on se faisait
tur les variétés lisses de dimension 4 (par exemple il existe une infi-
nité de structures lisses sur IR- ! [G, 1985]). Voir [FU] et [L].

Adut 1985
L.es Editeurs.
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1. SUR UNE APPLICATION DE LA (n+3)-SPHERE DANS LA n-SPHERE

R [15]

1. Enoncé du résultiat.

Nous allons désigner par # (S ) le r-éme groupe d'homotopie de la n-sphére

s" , par f, 1'application de Hopf de S dans s2 [4] et par E l'opérateur de
suspension de Freudenthal [3] . Posons :
=2 _ B _opn=2
t,=E ", g =15, h =641, ¢ =E g £t ),
_ gh-2 -
hn = kB h2 (= fnfn+1fn+2) (nz3)

oL convenons de noter de la méme maniére 1'application et sa classe d'homotopie. On
sait que 113(82) est un groupe cyclique libre engendré par i (6] et que T (S )
pour n=23 et T (S ) pour nz 2 sont cycliques d'ordre 2 engendrés respectwe—
ment par £ et gn ([11] [3], [15]) . On sait également que le groupe 115(8 ) est

vyclique d'ordre 2 de générateur h2 ({151, [61), mais les groupes = (S ) pour

n+3
n23 n'ont pas été calculés completement. A l'inverse, on a entiérement déterminé

n+3(s“) pour n&3 ({(7], [18], [3]),
alors qu'il reste inconnu sur 115(82) . Nous allons démontrer dans cette note que,

le comportement de 1' homomorphisme E sur #

pour n=3 , 1'application hn est homotopiquement triviale et que par conséquent
2
ko (S })=0

Remarquons d'abord que chacune des identités h =0 (n=3) entraine toutes
les autres. En effet, comme 1'homomorphisme E est 1n3ect1f sur 116(83 ) et sur
n+3(S ) pour n25 ([7],[3]) et que dans 'rr7(S ) son noyau a une intersection nulle

g3

avec le sous-groupe Eu (83) (18], est une injection de # (S ) dans T (s™
6 +3

{(n=4) . Nous allons donc nous contenter de démontrer 1'identité hn =0 pour n grand

2. Construction d'applications selon Pontriaguine.

Toutes les variétés considérées seront désormais lisses et compactes (avec ou
sans bord). Soit Mk , k=r-n, une sous-variété close de dimension k , connexe
ou pas, de 1'espace euclidien R clos en une sphere S© par un point a 1'infini.
Supposons donné, en chaque point a € Mk , un systeme F (a) de vecteurs orthonor-
nUX v 1(a), ...,v {(a) normaux a MK et qui dépendent contmuement de a . Le champ

Jde repéres (F n |IM®) définit de la maniére suivante une application de s’ dans s"

5
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un voisinage U" de Mk se décompose naturellement en un produit de Mk et d'un
disque V" de dimension n, de sorte que tout x € U' s'écrit : x = {a(x),7(x)},

ou a(x) € Mk et n(x) € v" s on complete Vi par un point g pour en faire une sphére
s™ etonpose f(x) =7(x) si x€ Ur, et f(x)=q si x€ s"-U". Une construc-
tion analogue est possible pour le cas ol Mk est une variété plbngée dans le demi-

espace RI de RP , ayant son bord M1 dans le bord RT™!
k-1

1
que la partie F du champ F induite sur le bord M

a condition
. Nous obtenons
une application du disque de dlmenswn r dans g qui coincide sur le bord st~ 1

de ce disque avec 1'application obtenue a par‘ur‘ du champ de reperes (F \Mk 1)

soit dans R™

. Ce
champ sera appelé bord du champ F |M ) .

3. Champ de repéres de 1'application h N

. n
une base orthonormée de R +3

Soit e (nz=2) et Rg
deRm—3 1,2,e3,e 3,x
nées dans cette base de Rg . Soit Tg le 2-tore plongé de la maniere habituelle
dans le sous-espace x 4= 0 de Rg :
=(4+2cosa )cosa

a;, @,< 211)
et soit Tg le 3-tore, bord du voisinage unitaire de T(z) dans Rg :
=[4+(2+cosa

TEEE ,em_3 le sous-espace
engendré par e

On notera x1 , x2 , X les coordon-

= sin ¢ (1)

=(4+2cosca2)51nca1 Xy 5

X 12 %2
0«

= (4 + (2+coso¢3) cosa,jcosa, , X, ) cos oz2:| sina_

= (2 + cos a3) sin &

X 3

X3 a0 X4 =sinag 2,a3<2n) .

Notons n(a) le vecteur normal unitaire extérieur a Tg dans Rg au point

(0= @,

_ 3 .
a—(a1,a2,a3) € T et posons :

u1(a) = n(a)cos(oz1+oz ~|-013)-—e5 sin(a, +a

2 1 2 3) ’
u2(a) = n(a) sin(a1+a2+a3) + e COS(OZ]+O(2+O(3)

+ O

0
Uy = €gsneesll = € o, Hn(a) = {u1(a),...,un(a)}
+3

On vérifie aisément que 1'application de s" dans S" qui correspond au champ
de repéres (Hr?| T(B)) appartient a la classe h_

Considérons maintenant Rm'3

comme bord du demi-espace R?M . D'apres le
n® 2 , on aura prouvé h =0 sil'on trouve dans R?M un champ de reperes
(I—I \M ) de bord (HOI T%)

3

La variété la plus simple de bord TO est le produit d'un 2-tore et d'un 2-disque.

(1) Il faut lire X3 = 2 sin ap (voir les formules suivantes) N.d.T.
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Cette variété ne convient pas dans le rdle de M4 , car le champ Hg ne s'étend pas
sur cette variété : son 2-tore axial est toujours pour Hg un cycle caractéristique
au sens de [17] [20] .

4. Construction de la variété M4 .

2 3

Soient R4 1'espace euclidien, T“ , T des tores plongés dans R4 de la méme

maniere que Tg , Tg le sont dans Rg , et C1 , Cz , CB des cercles sur T3 définis

1=0 , o =a2:0 . Complé-
tons R4 par un point pour en faire une sphére S et désignons par K4 et E4 res-

4

respectivement par les équations o, = oz3 =0, a,=«
pectivement les parties extérieure et intérieure a 'I‘3 dans S* . E* estle produit

d'un 2-tore et d'un 2-disque, avec T2 pour tore axial. Poussons le cercle CB de
T3
un 3-disque et recollons a sa place le produit d'une 2-sphere et d'un 2-disque par

N\ - Ve 3 4 - s (3
a l'intérieur de K, enlevons un voisinage de ce cercle, produit du cercle par

un difféomorphisme. Ce recollement peut se faire de deux fagons homotopiquement
différentes. La premiere fagon transforme 84 en un produit direct P4 de deux
2-spheres, 1'autre conduit a un produit tordu de ces deux sphéres. Nous allons choisir

la premiere maniére et noter L4 la partie de P4 en laquelle se transforme alors K4 .

Dans L4 , prenons une 2-sphére EzhOmologue(ﬂ au 2-tore @, + o, + a3 =0 conte-
nu dans T3 ; enlevons un voisinage de 22 , produit d'une 2-sphere et d'un 2-disque,
et recollons-le d'une maniére homotopiquement différente. Alors P4 se transformera

en une variété Q4 , alors que L4 deviendra la variété cherchée M4 de bord T3 .

Les variétés M4 et Q4 ont les propriétés suivantes, qui seules seront essen-
tielles pour la suite : '
a) Pour tout recollement a m? du produit d'un 2-tore et d'un 2-disque,
le 2-tore axial de ce produit devient un cycle caractéristique [17][20]. En parti-

culier, T2 est un 2-cycle caractéristique de Q4 .

b) Le nombre caractéristique de Pontriaguine X22 [12][13] de la

variété Q4 est nul.

5. Construction du champ (H N | M4) )

n+4 0,3
1 de bord (I—In l TO)

serait fastidieuse, et nous allons nous contenter de la preuve de son existence. Pour

La construction explicite du champ (Hn l M4) dans R

n suffisamment grand, il existe un plongement de Q4 dans Rn""4 qui envoie M4

(1) Une telle 2-spheére n'existe pas ; cf. 1'article IV et les commentaires (N.d.T.)
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dans R?M

les points de T3 et Tg ayant les mémes coordonnées a1 » @y s aB) , et pour
n+3

, qui identifie canoniquement les tores e Q4 et Tg (en identifiant

lequel les n-plans normaux a Q4 aux points du tore Tg tombent dans R Comme

T2
4

(Gn IM”) sur M

champ, on obtient que son bord (Ggl Tg) soit orienté de la méme maniére que le

champ (I—Igl T(B)) , et en comparant (Gngg) et (Hgl T(B)) , on obtient une applica-

tion ¢ du tore Tg dans la variété I des rotations de 1'espace euclidien de dimen-

est un 2-cycle caractéristique de la variété Q4 , 1l existe un champ de reperes

4 . En modifiant, s'il le faut, le signe de 1'un des vecteurs de ce

sion n . Aucun des champs Gg et Hg ne s'étend sur E4 , et pour les deux, le
tore T2 est un cycle caractéristique (cf. n® 3 et n°® 4 a)). Comme le groupe fondamen-
tal de 1"n a deux éléments, cela entrai‘ni que 1'application ¢ 4est homotopiquement
triviale sur le cercle CB . Enenlevant E° et en recollant a M~ a sa place le produit

. d'un 2-tore et d'un 2-disque de maniére a ce que ce soit C1 ou 1;2 qui devienne
homologue a 0, nous voyons que ¢ est homotopiquement triviale dgalement sur ces
cercles. Elle est de plus homologiquement triviale en dimension 3 ce qui découle de
la nullité de X22(Q4) (ct. n° 4, b)). Mais toute application d'un 3-tore homologi-
quement triviale en dimension 1 et 3 est homotopiquement triviale. Il en est ainsi
de ¢ et on peut donc obtenir le champ (Hgl Tg) par déformation du champ

(Ggl Tg) . Le champ de repéres (Hn[M4) de bord (Hgl Tg) qu'on cherche, s'obtient
en prolongeant cette déformation en une déformation du champ (Gnl M4) .



II. CLASSIFICATION DES APPLICATIONS DE LA (n+3)-SPHERE

DANS LA n-SPHERE

R [16]

1. Considérations préliminaires.

Dans ce travail, nous utilisons la méthode de Pontriaguine de réduction de
problémes homotopiques a des problémes de champ de repéres [15] . On s'appuie
sur les définitions du n® 2 demanote [ I |. Les classes d'homotopie des applica-

lions sont notées de la méme maniére que les applications elles-mémes. Fixons une

base e1, - .,er de Rr et soient ngH le sous~espace de RP engendré par
Cpreea®g et Sg la sphére—unite de Rgﬂ . Les classes d'applications engendrées

par les champs de repéres ( F |M JCRY, r=n+k, ou Mk Sg , sont appelées
sphériques et engendrent le sous-groupe sphérique # (§] de # (Sn) Le groupe

o(S ) est canoniquement un groupe quotient du groupe 7 (P ), k -éme groupe d'homo-
lopie de la variété I‘ des matrices orthogonales d'or‘dre n de déterminant +1 . En
cffet, soient ¢ une appllcatlon de SO dans I' , n(a) le vecteur normal unitaire

‘L k k+1
extérieur a S0 dans RO
{n(a),ek_’_z,...,ek_‘_n e, } par la matrice ¢(a) et £ 1'application de s* dans s

cngendrée par le champ ( ISO) La classe de ¢ détermine celle de £ et 1'on

au point a € S0 , F (a) le repere-image du I‘epere

Scrit f=Dgp . Alors D est un homomorphisme surjectif de w (1") dans wO(S ).
l.a variété I‘n admet un plongement canonique I dans T : la matrice

n+1
] - t 1 ' A .
IIYijII = I(Ilrijll) est définie par ¥ =%+ ¥ iy = Vneq,=° i,i=1,...,n);
7;] +1,n41 = 1 . Ce plongement est relié a l'Opér*ateuI‘ de suspension de Freudenthal
(3] par ED=DI . En particulier, EﬂO(S )< ur‘+1( n+1)
Passant au cas k = 3, nous allons considérer les points x € R4 comme quater-
nions ayant SRR e3 » €, pour unités et noter xy et (x,y) respectivement le
produit et le produit scalaire de deux quaternions x , y . Le groupe 1r3 (1'3) est
cyclique libre engendré par la classe de 1'application 2 définie par :
qo}(%) = ly;@I, %) = (aey a7y ey
(S3) est cyclique engendré par t3 Dcp3 . La classe f3 a été étudiée par

-1,e ) (a€ Sg;i,j=1,2,3) . Le groupe

|31a1_<er~s et Massey [1]. Il découle de leurs résultats que f, n'est pas divisible par

3

2 et que 1'ordre du groupe ‘nr6(S3 ) est pair. On sait également que cet ordre est
divisible par 3 [16] . Le groupe 173(1"4) est la somme directe de deux de ses sous-

9
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groupes cycliques libres ayant pour générateurs ¢ 1 ¥y définis par ¢ 4 = 1803- ,
¢4(a) = Ilyjj(a)ll s yij(a) = (aei,ej) (a€ 8(3) ;i,j=1,2,3,4) . Le groupe 11(7)(84) est
la somme de deux de ses sous-groupes cycliques engendrés par £ 4 = Do 4= Ef3 et
8y = Dy 4‘ . On voit aisément que g 4 est la classe de 1'application de Hopf de S7
dans S~ [5}, de sorte que le sous-groupe {g 4} est libre, et on sait que E est
une injection du groupe 176(83 ) dans 117(84) et gue le groupe 'n7(S4) est somme
directe des sous-groupes 13.116(53 et {g 4} [7]. Ainsi, wg(s“) est somme directe

des sous-groupes EﬂQ(S3) et {g,} . Legroupe 7, ), n=5, estcyclique
6 n-4 4 0 3"n

=1 _ h+3 n

rateur g =Dy = En-4g 4 » et on sait [3] que E estun isomorphisme de nn+3(S )

libre engendré par ¥ ¥y .Le groupe 7 (S, n=25, estcyclique de géné-
sur +4(Sn“'1) pour n25 . Enfin, le noyau de 1'homomorphisme I de 113(1"4) dans
ﬂ3(1"5) est cyclique de générateur X 4=%4— 2%, , etils' aveére que le sous-groupe

cycligue de 'n(7)(84) engendré par h, =Dx, =1,

-2g 4 est le noyau de 1'homomorphis-
(84) tout entier. On sait que ce noyau est cyclique et on a

me E sur le groupe 1r7
déterminé, en des termes différents des ndtres, un générateur h de ce noyau [18] .
Nous utiliserons le fait que 1'invariant de Hopf y(h) =2 . Notons que ¥ (h 4!) =

=y (f4) - 27(g4) =-2 . Comme Eh, =EDx, =DIx, =0, ona : h, € {h},

— _ _ + _=+
h4—-Ah, y(h4)—A'y(h), A=%1et hy=%h.

2. Enoncé des principaux résultats.

Le groupe 176(83 ) est cycligue d'ordre 6 et engendré par f3 .
117(84) est somme directe du sous-groupe d'ordre 6 engendré par f 4 et du sous-

Le groupe

(s pour n=25 est cycli-

2+3(Sn) (n=3) .

groupe cyclique libre engendré par g 4 - Le groupe # n+3

que d'ordre 12 de générateur g . En particulier, nn+3(Sn) =7
En vertu de ce qui a été dit dans le n° 1, il suffit de prouver que :

ny 0O n, .
a) pour n grand, 'ﬂn+3(S) = ﬂn+3(S) ;

b) pour n grand, 12g, = 0.

11 découle des résultats de L..S. Pontriaguine [15] que, dans toute classe d'ap-
plications de s' dans s" , il en est une qui est engendrée par un champ
(Fn | Mk) c RY et que tout champ (F‘n l Mk) c RY qui engendre une application homotope
™*1 (de bord

1
. 11 en découle aisément que les affirmations a) et b) sont

a zéro, est le bord d'un champ (Fl;, MK+1) défini dans le demi-espace R
RY) de l'espace r1

équivalentes aux affirmations :

3

a') pour n grand et tout champ (FnlMB) c RY tel que M” M 5(3) = ﬂ‘z
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11 existe un champ (G, |M4) c R?M de bord (Fq ‘ M3 ) + (Fg | Sg) composé du champ

IM3 ) et d'un certain champ (F |SO)

b') il existe dans R1+4 un champ (Hn|N4) de bord (Hglsg) construit

selon le schéma du n® 1 a partir d'une application de la classe 12 ¥

3. Construction du champ (Gn|M4) .

Soit M;l une variété orientée dont le bord M? est difféomorphe a M3 ; on peut

prouver qu'une telle variété existe pour toute variété orientée close M3 . Plongeons

I\/l4 dans Rn+4 de telle maniére gue le bord M? coihcide avec M3 et que les plans

m:rmaux a M‘: aux points de ce bord tombent dans Rn+3 , et essayons de prolonger
I de M3 a M‘: tout entier. Nous obtiendrons dans M‘:‘ une classe z° = zz(M‘:)
Jd'homologie (absolue) modulo 2 dont chaque cycle peut étre réalisé comme cycle
caractéristique. Cette classe ne dépend pas du plongement de M‘: dans Rn+4 satis-

faisant aux conditions énoncées. Si la variété M‘: est close (le bord M? est vide),

alors zz(M‘:) est simplement la 2-classe caractéristique homologique [17] [20].

Nous allons monirer qu'il existe un M‘:' avec 22 =0 . Le champ Fn pour une telle

variété M‘: peut &tre étendu en un champ G, défini sur M‘:
voisinage sphérique V4 d'un point. Posons M4 = M4 - v4 et plongeons M‘; dans

dans le complément du

Rn+4 de maniére a ce que M4 tombe dans Rn+4 ; son bord M% + S% , ol S% est
le bord du disque V4 , coihcide avec M3 +S% et les plans normaux a M1 aux points

n+3

(e ce bord tombent dans R . Nous obtenons le champ voulu (Gnl M4) .

Prenons d'abord un M4 connexe arbitraire. On peut rendre nul le premier

1
groupe d'homologie de M‘: par exemple en enlevant les voisinages d'un ensemble de

chemins fermés a 1'intérieur de Mz: formant une base de ce groupe, et en les rempla-
(unt par des produits de 2-spheres et de 2-disques. On peut considérer alors la
¢lasse 22 comme réduction modulo 2 d'une classe d'homologie entiere 22 . Nous
allons montrer gque le nombre d'auto-intersection i(Zz,Zz) de la classe 22 peut
&lre rendu nul. Soient Q4 le plan projectif complexe orienté, Q‘: le complément du
voisinage sphérique d'un de ses points, Q2 une droite projective orientée dans QZ:

ot 2'.}'2 , 02 les classes d'homologie entiere et d'homologie modulo 2 qu'elle définit.

C.hoisissons une orientation de M4 enlevons de M‘: le voisinage sphérique de 1'un
de ses points et recollons a sa place Q4 en prenant som d'accorder les orientations.
Nous obtenons une nouvelle variété M‘;' du type de M1 , et on déduit facilement, du fait
que 02 est la 2-classe caractéristique de la variété Q4 , que

/.“)(I\"/l‘:) _ ZZ( 4 2

M.) + 0“ . Cette classe est la réduction modulo 2 de la classe entiére

1
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i(Z%,729 - 12%,29+ic%2% = 12%,2%9 1,
ou le signe dépend de 1'orientation de Q4 . En répetant cette opération un nombre
suffisant de fois et en choisissant une orientation convenable de Q4 , on obtient une
variété M: et une classe Z2 telles que i(Zz,Zz) =0.

Soit P? une surface orientée close a l'intérieur de MZ: qui représente z2
{ct. [20], §23). Comme i(Zz,Zz) =0, un voisinage u? de P2
un produit de P? par un 2-disque (cf. [20], §18). Plongeons P? dans R? c r?

comme spheére avec anses et faisons de r* une sphere S4 en lui ajoutant un point.

Soit E4 un voisinage de P2 dans R4 et ¢ le difféomorphisme naturel entre U4 et

E4 . Prenons dans S4 - E4 un cercle enlacé avec P2 , enlevons un voisinage de ce

se décompose en

cercle et, apres avoir recollé a sa place le produit d'une 2-sphére et d'un 2-disque
de maniére a tranformer S4 en un produit P4 de deux 2-spheéres, recollons

Mi-U* et P*-E* al'aidede ¢ . On obtient une nouvelle variété M du type de
M‘1‘ . Etendons Frl sur M‘: - U4 et construisons un champ de repéres quelconque
sur P4 - E4 ayant la méme orientauon Soient C: ,C1 ; Cf . ,Cg des bases

de 1'homologie du bord P de PY-E? telles que 1(C C2) =6 3’ et soient

C¢1x1 yooo ,C; ceux des chemins C} yooo ,C:) sur lesquels les deux champs obtenus
q

ne sont pas homotopes. A l'intérieur de P4 - E4, prenons une sphere 2 homologue(

(dans pd _ E4) au cycle c? 4+...+C2 ; enlevons un voisinage de z2 (produit
051 o

q
de T2 par un 2-disque) et recollons le méme voisinage d'une maniére homotopiquement

différente (cf. I, n°4). Alors Ef: se transforme en une variété du type de M:
laquelle 22 =0.
Notons pour la suite que, dans le cas ou M4

1
borde une variété orientée de dimension 5.

pour

est close, les opérations précédentes
la transforment en une variété qui avec M‘:
Donc, si la classe caractéristique zz(M4) d'une variété close M;‘ est la réduction

2

modulo 2 d'une classe entiere Z telle que 1(Z2 2) =0, alors il existe une

variété close N‘: , telle que z (N 1) =0, et qui borde avec M4 une variété orientée

1
de dimension 5 .

4. Construction du champ (Hn | N4)

Nous allons montrer qu'il existe une variété close orientée N‘:

caractéristique 22 est nulle et dont le nombre caractéristique de Pontriaguine X

dont la 2-classe

22

(1) Une telle 2-sphére n'existe pas ; cf. l'article IV et les commentaires (N.d. ‘T.)
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([12][13]) est 24 (1) . Pour tout plongement d'une telle variété dans Rn+4 on

peut construire un champ de reperes H défini sur le complément d'un voisinage sphé-
4 1 V4 et plongeons N4 dans R’n'"4

1
Jde maniere a ce que N4 tombe dans Rr11+4 ; son bord orienté S? coincide avec la

sphére Sg et les plans normaux 2 N‘1‘ aux points de ce bord tombent dans R"*> .
Nous obtenons le champ voulu (Hn |N4) . Le fait que son bord (H?l isg) correspond,

selon le schéma du n® 1 a une application de Sg dans .I.“n de la classe 129 h ? dé-

rigue V4 d'un de ses points. Posons N

coule de ce que X, =124 . En effet, on peut voir par un calcul que la multiplicité,

22
au sens de Pontriaguine [13], de la singularité de type X22 qu'a au centre de V4
I¢ champ construit sur Sg selon le schéma du n° 1 a partir d'une application de Sg

dans J.“n de la classe A zpn , est X 2A , et dans notre cas cette multiplicité est X22.

Soit Q4 le plan projectif complexe orienté percé de 9 trous sphériques et
soient Q4 (J =1,...,9) des plans pmJectlts complexes percés d'un trou sphérique
ot ayant l' orientation opposée. Recollons QO, .o ,Q9 en accordant les orientations
¢on une variété close M‘: et notons 2 (=0, 1, ..,9) laclasse d'homologie entiére
d;une droite projective dans Q§ . Posons Z =3 232 + Zf ceo Eg . I‘_‘.a classe

2

7% réduite modulo 2 est la classe caractéristique z“ de la variété M1 et

128,23 = 91(85,20) +i@2,2% + ... +i(23,Ed) = 2 (9-1-...-) =
Donc (cf. la fin du n°® 3), il existe une variété close N‘: telle que zz(N‘:) =0 et
yui borde avec M‘: une variété orientée de dimension 5. Cette derniére propriété
cntraine que X22(N4) = X22(M ) (ct. [12], théoréme 3) , alors que X22(M1) = +24

(ct. [13], §3, E). Ainsi, z (N4) = 0 et X22(N1) - t24 .

5. Remarques.

Les techniques de ce travail permettent de démontrer facilement que
\22(M4) = 0 (mod 3) pour toute variété close orientée M* et que, si zz(M4) =0,

on a X22(M4) = 0 (mod 24)

(1) Le lien entre 1'existence d'une variété de dimension 4 telle que 22 =0, mais
X0 # 0, et 1'étude des applications de Sm'3 dans S" a été indiqué par

Pontriaguine [12] .



III. TOUTE VARIETE DE DIMENSION 3 BORDE UNE VARIETE DE DIMENSION 4

R [17]

1. Enoncé du résultat.

Par variété, on entend dans cet article, une variété lisse compacte, avec ou sans

bord. On dit qu'une variété MK borde si elle est difféomorphe au bord d'une variété
k+1
M

variété close de dimension 3 borde. Ce théoréme peut &tre appliqué i la classifica-

, orientable si Mk est orientable. Le résultat de cet article est que toute

tion des applications d'une (n+3)-sphére dans une n-sphére (cf. II, n° 3) et a été
conjecturé (dans le cas orientable) par L.S. Pontriaguine {1271 .
" Nous ne considererons que le cas orientable. Par la suite, la variété M3 est

supposée connexe.

2. Plan de la démonstration.

Le point de départ est le fait suivant :

3

A. Si une variété orientable close M 5 3

peut &tre plongée dans R” , alors M~ borde.

Pour déduire de ce lemme le théoréme général, nous allons définir deux opérations

(0] 1 et O2 qui transforment les variétés orientables closes en des variétés du méme
type et qui possedent les propriétés suivantes :

B. Toute variété orientable close M3

peut &tre transformée ?ar un nombre fini
d'opérations 01 et O2 en une variété qui se plonge dans R

C. Sil'une des variétés 01(M3 ) ou 02(M3 ) borde, il en est de m&me pour M .

3. Définition des opérations O

Soit K un tore solide dans M3

et O

1 2°

avec les coordonnées différentiables «, ¢, 1,
ou « estla coordonnée cyclique et 52 + n2 < 1. Onretire 1'intérieur de K et on
transforme le tore §2 + n2 = 1 qui borde maintenant la variété en une bouteille de Klein

en identifiant les points («,&,n) et (a+w,£,-n) . Alors M’ est transformée en
01(M3) .
Soient K' et K" deux tores solides disjoints ayant des systémes de coordonnées

(a,€ ,m) du type précédent et qui induisent des orientations opposées dans M3 . On

retire les intérieurs de K' et K" et on identifie les tores §2 + n2 =1 en identifiant

les points ayant les mémes coordonnées (&,& ,n) . Alors M> est transformée en 02(M3 ).

14
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4. Démonstration du lemme B.

Un point x € M est dit point multiple d'une application {f de l'ensemble M , s'il
cxiste un point y € M tel que y #x , mais f(y) = £(x) . S'il n'existe qu'un seul y
yui a cette propriété, on dit que x est un point double. Il découle des résultats de

5

Whitney [21] qu'il existe une application lisse f de M3 dans R~ qui a les proprié-
lés suivantes :

a) le rang de f en chaque point de M est égal a 3 ;

b) tous les points multiples de f sont des points doubles et sont disposés sur des
courbes lisses disjointes closes C1 ,Cz, cen ,Cp ; C' C" Cé Cz, - ,C C de telle
maniére que C; recouvre deux fois f(Ci) i=1,.. ,p) et £(C' )_ f(C' ?J = 1,000,9) ;

c) les plans de dimension 3 tangents a f(M3 } au point £(x) = £(y) (x;é y) ont une
intersection de dimension 1 pour tout point double x € M3 .

1 n ! n
Soient Ki, K., K j des voisinages toriques des courbes Ci’ CJ., C:i dans M3

ayant des coordonnées (a,& ,n) (cf. n°3). En retirant les intérieurs des tores

K K i’ KJ , on a un plongement 3de la variété M3 a bord, ainsi obtenue, dans R

Sl 1'on effectue sur le bord de M” les identifications décrites dans le n® 3 pour chaque

i et chaque j, on obtient une variété close N> qui est le résultat de 1'application

a M3 de p opérations du type O1 et de q opérations du type O2 . Les i;ientifica—
’

tions correspondantes sur le bord de f(Nl3 ) peuvent &tre effectuées dans R
5

5

et

nous obtenons ainsi un plongement de N3 dans R

5. Démonstration du lemme C.

Supposons que M? = 01(M3 )} est le bord d'une variété orientée M;t . Dans le tore
gz + n2 =1 dans M3 , onpose £ =cosfB, n =sinfB etl'on considere que a et 8
sont les coordonnées de la surface B2 (bouteille de Klein) lides par la relation
(a,8) = (a+m,~-3) . On inclut ce systéme de coordonnées dans un systéme de coordon-
nées différentiables «, 8, s (~1<s=<1; a etp cycliques comme précedemment)
définies dans un voisinage fermé U3 de B2 dans M? et liées par la relation
(a,B,s) =(a+7,-8,-5), ettelles que B2 soit définie dans U’ par 1'équation
s =0 . Il existe un voisinage de M:;' dans M‘: difféomorphe au produit de M? par un
segment. En conséquence, on peut inclure le systéme de coordonndes a, 8, s dans
un systéme de coordonndes différentiables a, 8, s,t (-1<t<1; a, 8 cycliques ;

2

-1=< s=< 1) définies dans un voisinage fermé V4 de B dans M‘; et lides par la

relations (o,8,s,t) = (@+7,-8,-s,t) et de telle maniére que U3 soit défini dans vt
par 1'équation t =1 et donc que B? soit définie par les équations s=0, t=1.

Soit W4 la partie de V4 ou s2 + tzs 1 et soit P3 le bord de W4 : 52 + t2 =1.
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On pose dans W4, s=psiny , t=pcosy etl'onconsidére a, 8,y comme

3 lides par la relation (a,8,y) =(a+7,-8,-7) ;

étant des coordonnées dans P
B2 est alors définie par ¥ =0 . On retire W4 de M: et on la recolle d'une maniere
différente en utilisant le difféomorphisme o' =a , 8' =y, y' =8 de son bord P3 .

Alors M4 se transforme en une variété orientable M4 (ayant le méme bord M?) et

1 2
B2 est définie dans P3 par 1'équation 8 =0 . Dans W4 , Cette équation définit une
variété Q3 de bord B2 ; en découpant Mg le long de Q3 , on obtient une variété

orientable de dimension 4 dont le bord est difféomorphe & M° .

Dans le cas ol c'est 02(M3 ) qui borde, la démonstration est analogue. La seule
différence est dans le fait que ¢'est dans un voisinage d'un tore T (et non d'une .
bouteille de Klein Bz) qu'on introduit les coordonnées «, 8, s et t, et deplus
celles-ci ne sont lides par aucune relation.

6. Démonstration du lemme A.

Kneser {8] a donné une méthode qui permet, par éliminations successives des
singularités, de transformer un k-cycle dans une variété combinatoire de dimension

k+1 en une variété de dimension k qui lui est homologue. Cette méthode, légérement

modifiée, permet également de transformer une membrane dans Rk+2 dont le bord est

une variété orientable Mk plongée dans Rk+2 en une variété orientable Mk'H de
bord Mk . Ceci a un sens combinatoire. En particulier, Mk est un sous~complexe
de Rk+2 ot Mk+1 k+2
ce sens combinatoire, on peut donc dire qu'une variété orientable close Mk dans
Rk+2 borde une variété orientable Mk +1 .

Si maintenant on a un plongement lisse d'une variété orientable M
3 ’
une variété orientable M‘; de bord M? et introduisons sur IJI‘;' une structure diffé-
rentiable [2] . Cette derniére peut &ire choisie de maniére A ce qu'elle induise

est un sous-complexe d'une subdivision du complexe R . Dans

3 dans Rs,

nous le remplagons par un plongement combinatoire proche M construisons enstuite

sur le bord la structure différentiable initiale.



IV. NOUVEAUX RESULTATS DANS LA THEORIE

DES VARIETES DE DIMENSION 4

R [18]
On sait que toute surface close orientée est le bord d'une variété orientée de

Jdimension 3 . Dans ma note III, il est démontré que toute variété close orientée de
Jdimension 3 est le bord d'une variété orientée de dimension 4 . Le théoreme analogue
pour les variétés orientées de dimension 4 est faux ; par exemple, le plan projectif
complexe ne peut &tre un bord. Dans cette note, on donne une condition homologique
nécessaire et suffisante pour qu'une variété close orientée de dimension 4 puisse étre
i bord d'une variété orientée de dimension 5. Il s'avere que toute variété close
orientée de dimension 4 devient un bord apres qu'on lui ait ajouté un certain nombre
Jde plans projectifs complexes convenablement orientés. A 1'aide de ce résultat, on
arrive A exprimer le nombre caractéristique de Pontriaguine ([12], [13]) en fonction
Jdes invariants homologiques de la variété. Des résultats analogues sont obtenus pour
les variétés non-orientées. De plus, a partir des résultats de cette note, on corrige
I'erreur contenue dans mes notes I et II consacrées au calcul du (n+3)-éme groupe

J{'homotopie de la n-sphere.

1. Définitions.

Par variété, nous entendrons une variété lisse compacte, avec ou sans bord. Pour

foute variété orientée Mk , on note - Mk la méme variété munie de 1'orientation

k

opposée, et a toute paire M, Nk de variétés orientées, on associe leur somme
ky K _NK = MK 4 (NS

MK+ NE (péunion disjointe de M et N¥) et leur différence MX - N
C.onvenons de dire qu'une variété orientée MK borde ou encore qu'elle est homologue

1 z€ro, et de noter Mk ~ 0, s'il existe un difféomorphisme préservant 1'orientation

onilre Mk et le bord d'une variété orientée Mk"'1

Jdeux variétés closes orientées Mk et Nk sont homologues, et de noter Mk ~ Nk ,

. Convenons ensuite de dire que

k o . Iy s 7 rd & rd
lorsque M - Nk ~ 0 . En vertu de ces définitions, les variétés closes orientées de
dimension k se répartissent en classes d'homologie et ces classes forment un groupe

additif, le k-éme groupe d'homologie, que nous allons noter Qk . Des considérations
1

clémentaires montrent que les groupes 2 et 522 sont nuls, alors que le résultat de
ma note Il affirme la nullité de 23 .
Le groupe 34 n'est pas nul et il contient méme un sous-groupe cyclique infini.

I'n cffet, soient P4 le plan projectif complexe muni de son orientation naturelle,

17
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s un nombre entier et sP? 1la variété composée de s exemplaires (disjoints) de la
variété P4 , sSi s20, oude -s exemplaires de la variété —l:’4 , si s<0. Le
rombre caractéristique de Pontriaguine de sP? est 3s (ct. [13], §3, E), alors
qu'il est nul pour toute variété homologue a zéro (cf. [12], théoréme 3). Les variétés
sF’4 sont donc deux a deux non homologues.

Soit M4 une variété close orientée arbitraire de dimension 4. Notons B le
second groupe d'homologie réduit de M4 et (x,y), x,y € B, lenombre d'inter-
section des classes d'homologie x et y . Alors (x,x) est une forme quadratique
entiére a discriminant ¥ 1 définie sur le réseau B . La signature de cette forme
sera appelée signature de la variété M4 et notée © (M4) . Il est clair que
o (-M4) =-0 (M4) .

2. Principaux résultats.

Une variété close orientée M~ de dimension 4 borde si et seulement si sa signa-

ture ¢ =0 (M4) est nulle. Dans le cas général, M4 est homologue a la variété o P4 .

Ainsi, le groupe d'homologie 34 en dimension 4 est un groupe cyclique libre engendré

par la classe d'homologie du plan projectif complexe P4 . Le nombre caractéristique

de la variété est donné par :

de Pontriaguine X
X,, MY = 30 Mm% .

22

Ces théoréeme sont des conséquences directes des 5 lemmes suivants :
a) Pour tout m* , il existe un s tel que M4~ sp? ;

4.4

b) si MI~N*, alors oMY = o (NY) ;

c) o(sP4) =5

4 _ A4

4 4, 4, .
d) Si M"~N", alors X,,(M") = X,,(N) ;

4
e) X22(SP) = 3s.

Les propositions d} et e), déja citées, appartiennent a Pontriaguine. Le lemme b)
est démontré a 1'aide des théorémes de dualité classiques. Le lemmec) est évident.
La difficulté principale réside dans la démonstration du lemme a). Elle se déroule de
la maniére suivante. Il est facile de démontrer que, la variété M4 étant donnée, il
existe une variété connexe M‘: qui lui est homologue, dont le groupe fondamental est

7 . Dans R7 , on peut

trivial et qui admet un plongement dans 1'espace euclidien R
toujours construire sur M‘: un champ de vecteurs normaux dont les points singuliers
sont isolés et sont d'indice ¥ 1 . En enlevant des voisinages sphériques des points

singuliers et en les remplacant par des plans projectifs complexes troués de la méme
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maniere, on transforme M‘: en une variété Mg c R7 sur laquelle il existe un champ

de vecteurs normaux sans point singulier. Il est clair que M4 ~ Mg + mF’4 , ou m est
un nombre entier. Soit S7 la sphere obtenue en ajoutant un point a R7 et soient L7

le complément d'un voisinage régulier de M4 dans S7 et U5
('homologie entiere relative de L7 en dlmensmn 5 choisi en accord avec 1'orientation

5

11 se trouve que parmi les cycles relatifs de la classe U” , on

le générateur du groupe

de la variété M4

M
peut trouver une variété dont le bord est homologue, au sens dun® 1, a la variété
M;‘ - nP4 , ou n estun nombre entier. Donc M; ~ nP4 et M4 ~ M;+mP4 ~ (m-a-n)nP4

Remarque. Notre connaissance des groupes d'homologie oK pour k > 4 se réduit
pour 1'essentiel, a ce que 1'on sait des nombres et des résidus caractéristiques de
Pontriaguine ([12] , [13]). Comme les nombres et les résidus caractéristiques de
la somme de deux variétés éont la somme des nombres et des résidus caractéristiques
des deux variétés, et que ces nombres et résidus sont nuls pour une variété homologue
a zéro (cf. [12], théoréme 3), chaque nombre caractéristique en dimension k définit
un homomorphisme du groupe Dk dans le groupe des entiers, alors que chaque résidu
caractéristique définit un homomorphisme dans le groupe des entiers modulo 2. A
L'exception de la caractéristique d' Euler (qu'il convient de considérer ici comme

résidu) et du nombre caractéristique X, , de dimension 4 trouvé dans le présent

travail, aucun de ces invariants n'a étéztzzalculé. Seules les variétés de dimension
divisible par 4 ont des nombres caractéristiques (cf. [12], §6, D). Il est intéres-
sant de noter que la définition de la signature donnée ci-dessus pour les variétés de
dimension 4 admet également une généralisation aux variétés de dimension divisible
par 4 (il faut alors entendre par B le (k2)-éme groupe d'homologie réduit de la

variété Mk) , et que la signature d'une telle variété est nulle, si la variété borde.

3. Le cas non-orienté.

Négligeons maintenant les orientations et considérons les variétés closes de
dimension k qu'elles soient orientables ou pas. Si la variété Mk est difféomorphe
au bord d'une variété Mk'"1 (orientable ou non orientable), nous allons dire que Mk
est homologue a zéro modulo 2 et écrire Mk ~ 0 (mod 2) . A toute paire de variétés
Mk y Nk correspond leur somme Mk + Nk , eton dira que Mk et Nk sont homologues

modulo 2 , et on écrira ME ~ NK (
modulo 2 . Les classes d'homologie modulo 2 des variétés closes de dimension k

mod 2) , si cette somme est homologue a zéro

forment un groupe additif, le k-éme groupe d'homologie modulo 2 , que nous allons

noter ‘nk . Tous les éléments non nuls du groupe hk sont évidemment d'ordre 2 .

Des considérations élémentaires montrent que le groupe h1 est nul, alors que le
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groupe h2 a deux éléments (son générateur est la classe du plan projectif réel P2 :

si la caractéristique d'Euler d'une variété M2 est paire, M2 ~ 0 (mod 2) , sinon
2 2

M ~ P= (

Il s'avere que le groupe h4 a deux éléments

mod 2)). Il découle des résultats cle(a-rr;la note III que le groupe h3 est nul.

plan projectif complexe P4 . Une variété close M4 est homologue & zéro modulo 2

et qu'il est engendré par la classe du

si et seulement si sa caractéristique d' Euler est paire. Si elle est impaire,
M? ~ P? (mod 2) .

4. Le (n+3)-eme groupe d'homotopie de la n-sphere.

Au calcul de ce groupe sont consacrées mes notes I et Il. Elles contiennent une
erreur qui a conduit a des résultats incorrects. Cette erreur sera maintenant corrigée.

Nous utiliserons les notations aF(Sn) , wr?(Sn) » £ (nz3) et g, (n=4) dela
note I et la notation h n (n=2) delanotel . Dans I, on affirme que hn =0 pour
n23 . En réalité, la classe hn n'est nulle pour aucune valeur de n . La preuve
s!appuie sur les résultats de la présente note. En effet, on peut prouver par les
méthodes de la note I que h =0 (n23) est dquivalent a 1'existence d'une variété
close orientée Q ayant les deux propriétés suivantes (cf. I, n®4) :

2

a) Il existe dans Q un tore lisse T“ qui d'une part a un voisinage E.4 décom-

2

posable en un produit de T et d'un 2~disque, et qui d'autre part est un 2-cycle

caractéristique de la variété Q4 et le reste si on enleve E4 de Q4 et on le replace

d'une maniére (lisse) différente ;
4

D'aprés les résultats de la présente note, la condition b) est équivalente a 1'affir-
mation que la variété Q4 borde, et on peut démontrer que ceci contredit la condition a).
L'erreur de la note I apparaft dans le n° 4 a 1'endroit ol intervient la sphére 22 . En
réalité, il n'existe pas de sphere o2 ayant les propriétés annoncées. Cette erreur
est répétée dans la note II (n® 3, paragraphe 3) ol elle a entrafhé 1'affirmation
erronnée 12 g, = 0 . En réalité, la construction décrite au n° 4 de II, conduit a1’ éga—
lité 12g_=h (£0) . Comme 2h =0, ona 24g =0. L'égalité un+3(s4) n+3(s )
prouvée au n°® 3 de Il reste vraie (dans sa démonstration, au lieu d'appliquer implici-
tement 1'égalité h =0, il convient d'utiliser 1'égalité h = 12 gn) . Donc, les
générateurs des groupes 7 +3(Sn) (n 23) sont correctement indiqués dans II , mais
leurs ordres sont en réalité deux fois plus grands :

6(S3 ) est un groupe cyclique d'ordre 12 de générateur f; le groupe
(S ) est somme directe de son sous-groupe cycligue d'ordre 12 engendré par f,

(1) Ceci est faux ; cf. les commentaires (N.d.T.)

axt

Ak HIRE .

i PR
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. . ; 4
et du sous-groupe cyclique libre engendré par g 4° le groupe “n +3(S ) pour n= 5
est cyclique d'ordre 24 et est engendré par g, -

5. Une relation entre les cycles caractéristiques.

Nous avons identifié 1'ordre de 1'élément g , comme étant la moitié de la valeur
minimale que peut prendre le nombre caractéristique X22 d'une variété orientée M4
20,2

(M%)
(ct. II, n° 4). Comme cette valeur minimale du nombre X,k ést48 , ona :

22
XZZ(M4) = 0 (mod 48) et o (M4) = 0 (mod 16) pour toute variété M4 telle que

de dimension 4 dont la classe caractéristique z de dimension 2 est nulle

2mY =0 (cf. I, ° 5).

Ce théoréme a une application intéressante. Whitehead [19] et Pontriaguine [ 14]
ont démontré que le type d'homotopie d'une variété close M4 connexe et simplement
connexe est déterminé par le type arithmétique de la forme quadratique (x,x) (cf. n° 1).
Cependant, la question de 1'existence d'une variété dont la forme (x,x) a le type
arithmétique donné (étant entendu, bien slir, qu'on se limite aux formes entiéres de
discriminant +1), restait ouverte. Nous pouvons donner une réponse négative a cette
question. Par exemple, la forme (x,x) ne peut pas &tre définie positive, de rang 8
de discriminant +1 et ne prendre que des valeurs paires (une telle forme a été cons-
truite par A. Korkine et G. Zolotareff [9]). En effet, si la forme (x,x) d'une
variété M4 simplement connexe ne prend que des valeurs paires, alors z2(M4) =0
(ct. [22]) et par conséquent o(M4) = 0 (mod 16) , donc o (M4) £ 8.

.1.

(n=3) et que les groupes 1:6(5 ) et 7 +3(S ) (n=5) sont respectivement d'ordre

Dans leur note [10], Massey et Whitehead affirment également que h_# 0

12 et 24 (la structure exacte des groupes (S ) n'est pas déterminée dans [10]).
A la lecture de la note, on voit que ces résultats sont obtenus par des méthodes comples

tement différentes des miennes.
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COMMENTAIRES SUR LES QUATRE ARTICLES PRECEDENTS DE V.A.ROHLIN

par

Lucien GUILLOU et Alexis MARIN

A 1a fin des années 40, Pontriaguine ramene le calcul des groupes ﬂn+i(Sn)
i1 des problémes de cobordisme pour des variétés de dimension i dans s™ munis
de trivialisations de leur fibré normal. Il obtient ainsi ﬂn+i(sn) pour 0si<2 (1) .

A sa suite, Rohlin prouve en 1951 que toute variété orientée close de dimension
trois borde et calcule géométriquement le groupe 7 n +3(Sn) . Le résultat qu'il donne
est faux (2 cause d'une utilisation abusive du lemme de Whitney en dimension quatre).
Mais 1'année suivante, il établit, toujours par des méthodes géométriques, que la
signature réalise un isomorphisme entre le groupe de cobordisme des variétés orientées
closes de dimension quatre et les entiers. Fort de ce résultat, il corrige son calcul
de ﬂm_B(Sn) et obtient le célebre théoreme de Rohlin : la signature d'une variété
close presque parallélisable de dimension quatre est divisible par seize.

Entre temps le calcul de 1rn+3(Sn) a été effectué par des méthodes de théorie
de 1'homotopie (Serre ; Massey-Whitehead), puis Thom a ramené le calcul des groupes
de cobordisme a celui de groupes d'homotopie d'espaces de Thom qui se calculent a
I'aide de suites spectrales. Des lors, toutes les démonstrations des résultats de
Rohlin ont utilisé ces machines homotopico-algébriques. Ceci est dommage car les
articles de Rohlin n'utilisent que de la géométrie et donnent des démonstrations bien
plus claires et économiques de ces résultats. D'autre part, et nous y insistons dans
les commentaires, ces articles résument 1'essentiel des méthodes géométriques utilisées
Jjusqu'a ces derniéres années en dimension quatre (en fait jusqu'a la révolution Casson-

I"reedman-Donaldson : les années 80 !).

Serge Ochanine a traduit du russe les articles de Rohlin, mais méme en fran-
(ais ces articles restent trées denses et d'un abord difficile. Le but de ces commentai-
1es est donc de faciliter au lecteur de 1984 leur lecture en démontrant les affirmations

de Rohlin qui ne semblent pas immédiates.

(h Un exposé détaillé de tout cela, pouvant servir d'introduction aux textes de Rohlin,
est : L.S. Pontriaguine, Smooth manifolds and their applications in homotopy theory,
Amer. Math. Soc. Translations, ser. 2, II (1959), 1-114 (traduit de Trudy Inst.
Steklov 45 (1955)).

25



26

Nous avons écarté un systeme de renvoi en bas de page du texte de Rohlin
pour reprendre les commentaires article par article. Ceci a 1'inconvénient de nous
obliger souvent a paraphraser le texte original et a &re long ; nous avons cependant
cherché a renvoyer le plus possible en appendice ceux des commentaires dont la
lecture n'est pas indispensable a la compréhension du texte de Rohlin. Nous renvoyons
aux introductions de chaque chapitre pour un résumé de leur contenu.

Nous suggérons au lecteur le chemin suivant : lisez les articles de Rohlin,
si vous avez compris, fermez les commentaires, ils ne vous apporteront rien. Sinon,
lisez les commentaires, puis relisez Rohlin. Vous vous apercevrez que tout y est dit

en 17 pages.

Nous tenons a remercier Vlad Sergiescu, pour, il y a presque dix ans, nous
avoir donné une esquisse de traduction qui nous a permis de comprendre, sans théorie
d'homotopie, le théoréme de Rohlin. Saluons aussi Serge Ochanine pour sa traduction
précise et Francis Bonahon pour avoir rongé, en bon cobaye, les premieres versions de
ces commentaires. Admirons enfin la belle frappe que Bernadette Barbichon a donné

des articles et des commentaires.
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I. SUR LES DEUX PREMIERS ARTICLES : R[15], R [16]

Soit T(B) le tore de dimension trois plongé de maniére standard dans 1'espace
3

cuclidien R™3 , Aprés avoir décrit le champ de n-repeéres Hg normal a T, que

iohlin considére, nous reprenons en détail la construction d'une variété M4 , de bord
¢lendrait H 3 c'est la partie géométrique de la premiére note qui se trouve exposée

Jduns les paragraphes 4 et 5 . Une telle construction conclurait a la nullité de 1'élément

h €w
n n+3
Nous rejettons dans 1'appendice A la vérification de 1' affirmation de Rohlin selon

plongée dans R?M =R X Rn+3 ) , et munie d'un champ de repéres normal qui

(Sn) obtenu par construction de Pontriaguine sur le champ de repere Hg .

laquelle h " est la composée de trois suspendues de 1'application de Hopf. Ceci permet-
fin au lecteur de relire la premiére note et de comprendre la deuxieme note dont les
méthodes géométriques sont analogues.

La faute de la premiére note (en fait, h est d'ordre 2!) réside en ce que dans
la construction de M4 on a supposé que la classe d'homologie d'un tore plongé dans une
variété L4 simplement connexe est représentée par une sphére plongée. Comme la
variété 14 est explicitement donnée, il est tentant de regarder de plus pres ce contre-
sxemple au lemme de Whitney, c'est ce que nous ferons dans 1'appendice B ol nous
verrons que L4 s'obtient par chirurgie d'indice zéro sur les anneaux boroméens, le
fore T2 étant la chirurgisée de la fibre de 1'enlacement fibré que constituent les

anneaux boroméens.

L'appendice C est un rappel des définitions et des propriétés des surtaces

caractéristiques.

Le lecteur aura remarqué que 1'exemple fondamental qui intervient dans la
deuxieme note est la variété M‘: , l'éclaté d'un plan projectif en neuf points. Nous en
Jonnerons la description suivante dans 1'appendice D : La variété M‘; est la réunion
('un plombage Eg etdela variété obtenue en attachant a T2 x D? trois anses le long
3. a(T2 xDZ) "les framing étant -1" . (En choisissant les neuf
2 « D2

vibique lisse du pinceau et les anses proviennent de deux cycles évanescents pour le

de trois axes du tore T
points comine les points fixes d'un pinceau de cubique, T est un voisinage d'une

puiceau et d'un diviseur exceptionnel.) Ceci nous permettra de donner une décomposition
analogue des surfaces d' Enriques et des surfaces K3.
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1. LE_TORE T2 ET_LE CHAMP DE REPERES Hg .

i

0 i

:

Soit T(z) un tore de révolution dans 1'espace euclidien IR3 . Le tore Tg est f

le bord d'un tube E autour de Tg dans IR4 . Unpoint a de Tg est reperé par ses-*ﬂi

coordonnées (a1,a2,a3) ol a € R/27Z , ag: Tg -+ R/2nZ est une trivialisation ;

dutube E telle que o3 '(0) soit le bord d'un collier extérieur & TS dans R et
(a1,a2) provient, via la projection du tube E , 7 : Tg -+ T(z) , du systéme de coor-
donnée parallele-méridien sur le tore Tg . Pour tout point a de Tg , on désigne par

Z
E
n(a) le vecteur normal unitaire sortant.

Soit €11€5 -+ 5€ 3 la base canonique de R

Hﬁ = {u1 yeue ’un} le champ de repéres normal a T(B) dans R™3 détini par :

N3 (122) . On considere

n(a) cos(a1+oz2+a3) - eg sin(a1+a2+a3)

1]

u,(a)

i em e s cte dms BN o emmwan L

uz(a) n(a) sin(oe1+a2+a3) +e5 cos(oz1+oz2+a3)

. = . sis
u, ez, bour 3=<i=n

Rohlin considére ce champ de repéeres car il produit par la construction de 1

Pontriaguine 1'élément h ~de ﬂn+3(sn) représenté par la composition de trois sus-

pendues successives de 1'application de Hopf :
n n-1 n-2
Ef E 1 E “f
Sn+3 2 gh+2 2 gh+1 2 gh
|

’j\ i
h, ;
(ici t,: s3 + 52 est 1'application de Hopt et E est la suspension). Z

Comme la vérification de ce fait est indépendante des arguments géométriques

de Rohlin, - nous la rejettons a 1'appendice A. Nous allons expliquer comme Rohlin

"prouve" que h_ est nul, en faisant border au couple (Tg,Hg) un couple (M4,Hn) ol
m? est une sous-variété propre du demi-espace R?M (= {(xo,x1,...,xn}€ R ]xoz 0})

.

de bord Té , et H un champ de reperes  normal & M* étendant Hg .

Rohlin commence par énoncer, a la fin du §3, la proposition suivante :

PROPOSITION. Pour tout plongement propre ¢ : T2 X D2 - ]R‘;H'4 , tel que

o2 (T2 X Dz)) -T2 , 1'8me <p(T2 x 0) est un cycle d'obstruction a étendre le champ

\ 0
de repere Hn .

Démonstration. Soit #: T
peut supposer que ¢, conserve l'orientation. Identifions T2x D% a T2xT'= Tg ;

2 X aD2 nd Tg la restriction de ¢ au bord. On
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le difféomorphisme @ est alors homotope a un difféomorphiséme linéairée ¢12. Par la
construction de Pontriaguine, on obtient une sous-variété M“ de ¢(T“ x D“) de bord
sp1(* X aoz) et munie d'un champ de repeéres normal {v1 ,v2} dans qa(T2 X D2) dont la
restriction au bord est {Tep,( E%), Tcp1(-%;)} (+) .

3 O \ 2 0
Considérons le couple (C,Hn+2) oh C estle cercle ¢, (%x d3D%) et H oo

est le champ de reperes {T<p1(%), T(p1(-awz), L P ,un) . L'8me (,o(T2 x 0) est un

cycle d'obstruction 4 étendre le thamp de repires HO si et seulement si HO ne s'étend

pas au~dessus de M2 ; cela a donc lieu si et seulement si le couple (C,Hg +2) ne

borde pas. Rappelons le lemme de Pontriaguine :

LEMME 1. (C,Hg +2) est un cercle dans R

muni d'un champ de repéres normal

Hg 42 N<1. Soit v, un champ de repéres tangent a.C.. Alors, le couple (C,Hg+2)
ne borde pas si et seulement si 1'application f: C -+ vV, +3 f(x) = (V1 ’Hg+2)
représente 1'éiément nul de ,(V, 3) . (V.5 est1'espace des reperes de rR™3 il

est isomorphe a GL(n+3,R).)

Dans le cas qui hous occupe, 1'invariant de Pontriaguine de (C,Hg +2) est la
restriction a qo1(-x-x aDZ) de :

. T3
F:To— Vi3

S ) d
F(Ol,] ,012,O£3) = (T¢1(W3)’ T¢1(5T])’ T§°1('5T2) ’ u1 yeoo ’ul’l) .

Comme 2 est un difféomorphisme linéaire préservant l'orientation, F est homotope

s d 9 fs)
a Fy: Fo(a1,a2,a3) = (boz , a"‘z’a% ,u1,...,un) . En regardant sur la base

1
canonique de Tg , on voit que F induit zéro sur le ﬂ1 (*). Ceci acheve la démons-

tration de 1' affirmation du §3. O

Démonstration du lemme 1.

Soit M2 une surface orientable connexe bordant le cercle C dans ]Rn+4 . Le

1
fibré normal & M? dans R 2 ale type

d'homotopie d'un complexe de dimension un). L'obstruction a étendre le champ de
O & M2 est donc un élément Yo de 171(V ) (¥Z/2Z carn+2=3).

est trivial (car il est orientable et M

reperes H aM

n+2 n+2

M) Le coupte (pyx xaD?), (Toy55:): Toofzgr)}) borde (plexD), (TeleZ-), To (),

comme le difféomorphisme @, est homotope a € le couple
2 _9 d 2

(#) Le lecteur pourra se reporter, pour le vérifier, au dernier paragnaphe de 1'appendice A
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L'obstruction a étendre le champ de repéres$ (eo,vc) en un champ de repéres tangent a
M% est un dlément 7, de 171(V2) (¥ Z) ; cet élément est impair car il est égal a la
caractéristique d'Euler de M2 . Soit f: C~ V.4 donnépar f (x) = (eg,f(x)) et
considérons )70 et ')71 les images de Y0 et 71 dans 171(\/rl _'_4) par les inclusions
canoniques. On a dans 171(\/n +4) , T = 5’0 + ?1 . Le lemme suit de ce que

. . - 7z 1 LZ14
'171(Vn +3) - ‘tr1(\/n +4) est un isomorphisme et que ¥, représente 1'élément non nul. O

2. CONSTRUCTION DE LA VARIETE M?

ET DU CHAMP H .

Soit K* 1'extérieur du tube E dans la sphere S*, le compactifié
d'Alexandroft de R? (s*
simplement connexe peut se voir plongée dans D’ (=R’ Uw) de la maniére suivante :

Soit d un disque fibre du tube E et c: S4 x [0,2] » D5 un collier du bord
Considérons &£ = c(Kx [0,2] U dx2); la variété L* sera le bord d'un voisinage
régulier lisse de £, pincé sur c(T(B) x [0,1]) (1) . Lavariété p?=14 \JE estle
bord d'un voisinage régulier du complémentaire d'un 2-disque dénoué dans D5 ; elle
est donc difféomorphe a s2 x §2

14 dans R? étendant n (voir la figure 1).

= R4 Ue). La chirurgie transformant K4 en la variété L4

. On désigne par # le champ de vecteurs normal a

Figure 1: la variété I_.4

(t) on peut prendre pour L4 le bord de 1'ensemble des points a distance <¢ de &£,

N

ol €: D’ + [0,60] est une fonction C* telle que €~ (0) = c(s? x [0,1]) et

e'1(eo) = D5 - ¢({0,3/27) et ¢, -assez petit.

0
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LEMME 2. Soit, dans L4 , le deux tore T = {-c((a1,a2,a3),%)|a1+a2+a3 =0} .
4 . o~ 0 .
Ily asur L' -7 un champ de reperes Hrl étendant Hrl pour leguel T soit un cycle

d'obstruction.

Démonstration. Soit f: Ao 7 o IR/2nZ définie par :
a) f(x) = 7 pour x hors de c(T3><[O 1]) ;

if(c(a,,a.,,a,,t)) e, +a,+a )
1772053 (1-tle 3 -
b) e = 1(a Ta, 3) pour <« ,az,aB,t) dans
l(1-t) e - il c(T0 x [0,1]) -7 .
(voir la figure 2).
11 suffit de poser ﬁn=ﬁ1,...,ﬁn , ol, pour acL? .

31(a) = 1a) cos(f(a)) - e sin(f(a))
ﬁ’z(a) = fi(a) sin(f(a)) + &5 cos(f(a))
i; (a)

€43 » - pour 3<i=<n . a

$(q)
" )
-1

\ (4-£) e‘.(dddl*di). t

Figure 2: construction de Hn y la fonction f .

Rohlin suppose alors que la classe d'homologie du tore T dans la variété
simplement connexe L4 se représente par une sphere plongée £2 . Nous sommes

en dimension quatre et le lemme de Whitney ne s'appligue pas ; nous verrons en fait,

. dans le quatrieme article, qu'une telle sphére n'existe pas. Supposons cependant,
comme Rohlin, 1'existence de 22 et suivons la suite de 1'argument.

Montrons tout d'abord comment on obtiendrait aujourd'hui la variété M4 et le
champ H_ (en fait Hz) . Nous expliguerons ensuite les arguments de Rohlin.

Remarquons tout d'abord que la sphere 232 borde un disque A3 plongé dans

R6 et ne coupant la variété L4 qu'en son bord :

1 5

La sphére 22 borde certainement un disque D dans R% ; poussons 1'intérieur
de D au-dessus de R? et mettons-le en position générale, nous obtenons un disque D!
immergé dans R? de bord ¥ et dont 1'intérieur est dans R? + (= {XO’""XS) € R?

lx5 > 0}) . On peut supposer que le nombre algébrique de points doubles de D! est
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zéro. Le lemme de Whitney fournit alors le disque r% .

D A
o £ s ad
L L L

Figure 3 : construction du disque A3

Le disque A3 permet de faire une chirurgie plongée sur la sphere I ; soit
M c;;R? la variété obtenue par cette chirurgie. Le champ de reperes Hg s'étend au

complémentaire du cercle co-dme de la chirurgie 1) ; comme ce cercle est de

codimension trois dans M4 et ﬂi(vz) =0 pour i=2, lechamp H

en un champ de reperes H, normal a Mt

2 s!étend en fait

La technique de la chirurgie plongée n'existait pas en 1951 , et Rohlin nous
offre une toute autre construction.

La construction de M4 selon Rohlin.

2

<«

Soit V un tube autour de la sphéere =2, Comme 1! auto-intersection de Z
est nulle, il y a un isomorphisme de tube entre V et un tube produit 22 X D2 .
Soit : T2x s+ =2 x5! le difféomorphisme défini par :
p (x,y) = (xy,y)
(ici, on a identifié la sphére Z2 a € U et le cercle s1 au cercle unité de C).

Soit ¥ le difféomorphisme correspondant de 2V . Rohlin pose alors :
Mt -t Vuvt e @t - pPt-Yuv - VAue
v
or V' est un deuxiéme exemplaire du tube V .
Rohlin dégage alors les propriétés suivantes des variétés Mt et Q4 :

Propriété a). Pour tout recollement 3 M* du produit d'un 2-tore et d'un 2-disque,
le 2-tore axial de ce produit devient un cycle caractéristique.

Propriété b). Le nombre caractéristique X,, de la variété Q4 est nul.

22

(+)

car la sphere 52 est homologue au tore 7 et Hg s! étendait au coniplémentaire
de T par le lemme 2.
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Démonstration des propriétés a) et b).
Remarquons tout d'abord que VU V! est le 82 fibré non trivial sur la

2

sphere S°, V et V' étant les restrictions de ce fibré a deux des hémispheéres de la
2_ .3

base S°. En collant & Qx [0,1], lelongde Vx 1, unexemplaire de S“xD” ,
le D3 ~-fibré non trivial sur la sphére 82 , on obtient un cobordisme orienté entre P4

et Q4 . La propriété b) en découle car le nombre de Pontriaguine XZ2 (1) est un

4

invariant de cobordisme orienté et P° , un produit de sphere, borde.

Plongeons le cobordisme précédent dans ]Rl;H"4 , par un plongement étendant

l'inclusion de ©F x 1 dans ]R?'M . La propriété a) découlera alors de la Proposition

et de ce que le champ Hg s'étend au deux squelette de M4 .

En effet, comme la sphére 22 est homologue au tore 7

Hg s'étend au complémentaire de V dans L4 , 1'8me 52 de V étant un cycle

2 , le champ de repére

o o
d'obstruction. Mais LY-V=M'-V' . sil'dme £2' de V' était aussi un cycle
d'obstruction, on pourrait (en arrondissant les angles en 0V = V') construire '
un champ de reperes normal a VU V' dont un cycle d'obstruction serait

32 ug' 2 » Or' ce cycle est nul en homologie modulo deux ; cela contredit le fait que la
seconde classe de Stiefel-Whitney de VU V' (& S2 X SZ) est non nulle {(c'est le
dual de £°) (voir la figured). O ¥

‘\L‘J t\/xl ‘y‘

R,

Si Hg ne s'étendait pas au 2-squelette de M4 , On aurait w

(VUVY) =01
2 3

Figure 4

(N En langage moderne, X22(Q4) = <P1(M4) , [M4] > est le premier nombre de Pontria-
pnine. Les notations originelles de Pontriaguine provenaient d'une description explicite
des classes de Pontriaguine en terme .des cycles de Schubert dans la grassmannienne.



Les indications précédentes devraient permettre au lecteur de comprendre la
construction du champ Hn donnée au §5 ; indiquons cependant la variation suivante
de 1'argument (qui utilise la définition moderne des classes de Pontriaguine).

Comme nous venons de le voir, le champ Hg s'étend au 2-squelette de M4 .

Puisque 112(Vn ) =0, il s'étend aussi au complémentaire d'un point m, de M et
1'obstruction a 1'étendre & M4 est un élément x de n3(vn) . Complexifions ; comme
le champ Hg se déduit du champ (n,es, ceer®p +3) par une application

g: T SO(2)© GL(n,R) et que I'inclusion SO(2) + GL(2,€) + GL(n,€) est nulle
en homotopie, le complexifié du champ Hg s'étend en un champ de reperes défini sur
Q4 -m,, 1'obstruction & 1'étendre 3 ¢ est le complexifié xe € "B(Vn(c)) de x .
Or, 'trB(Vn(C)) est4 isomorphe & Z pour n=2 et Xg représente le nombre de
Pontriaguine de Q" , il est donc nul par la propriété b). On conclut que x lui-méme
est nul de ce que, pour n=5 , "B(Vn(R)) -+ 1:3(V n((3)) est injective. (Si n=3, 4,
on peut aussi conclure a la nullité de x en utilisant que la classe d'Euler du fibré
normal a Q4 dans R4 est nulle et Ia description explicite des stabilisations

1:3(‘\/1) - 173(Vi +1) pour i =3 et4 (cf. § 23-6 du livre de Steenrod, the topology of
fiber bundle).)
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APPENDICE A

DESCRIPTION DE L'APPLICATION DE HOPF ET DE SES SUSPENSIONS

Considérons S° la sphere unité de ¢ ot s 1a sphere de Gauss

82 =€CUw = ClP1 . L'application de Hopf H: 53 - 82 est la restriction a la
sphere S3 de la projection canonique 7 : C2 -0+ CUx = CIP1 définie par
1(X,Y) = =

X -
La projection stéréographique de pdle (0,i) de S

G—‘:O = H'1(O) . Une équation paraméirique de C 0 est :

X =cosa+isinae, Y =20.

3 sur € © IR fixe le cercle

Soit n(a) = cos a. e, + sin o. -8, le vecteur normal unitaire extérieur a CO dans €x0

la base réelle canonique de € ¢ R est e =(1,0) , =(i,0) et e; =(0,1) .

3

cercle C_ =H 1(e:) est 1'intersection avec S” dela drolte complexe d'equat1on

eX-Y= O . Cette droite coupe € x 0 avec nombre d'intersection +1 et donc le
nomime d'enlacement ¢ (ce ,CO) des deux cercles ce et CO vaut +1 . Le champ de
repere produit par la construction de Pontriaguine sur 1'application de Hopf est donc
paramétré par F2 : R/ 2nZE -+ V 2,3 ou V n est 1'egpace des p-uples de vecteurs
indépendants dans R". F (a) = (cos a.n(e) - sin a. -e3, sin a.n(¢o) + cos «. e3)
(voir la figure 5).

€3 T[R

€3 _ €,
C
'n(o) Ze‘ L‘

Ce

Figure 5

Soit f2 1' application produite par la construction de Pontriaguine sur le champ

de repére F,etf = En"zfz la n-2-&me suspension de £y -

Pour simplifier les calculs, nous prendrons pour modele de la sphere s" 1e
o o N
compactifié d! Alexandroff 2B2><Irl 2U°° de 282 1n-2 , ou I=1-1,10 et

02 2,2 .2
B _{(XI’XZ)ER |x1+x2<1}.

x1I

L'application f est alors définie par les formules suivantes :

n+2
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- Six=((1+x1)cosa,(1+x )sina,xz,x3,...,x 2)6 s« B2 x 211
((MES1 ; (x1,x)682; (x3,... )621)

fn+2(x) =(2cosa.x1-251na.x2,251na +X,+2C0S XXy Xgyeee n+2)€ 2(B xIn)
- Sinon, f (x) = o

En substituant, on obtient pour hn = fn of

o :
n+1 fn+2
- Si, écrit en colonne,

C(1+ 1 (1431 (1+cos. yu1+smyu)cos(y -8)) cos (B - @)) cos w
(1+3(1+3(14cos yu1+smyu2) cos(y ~B)) cos(B~-a)) sin &
T(1+ J2~(1+cosyu1 + sin yuz) cos (y -8)) sin (8 -
< = 41(1+cosyu1+sin'yu2) sin (y -=8)
41(1+cosyu1+sin7u2)
X6
_xn+3

[+] o
avec (u,u,) € B2, (Kgs+rerXpyg) € 217, (@, B, 7)€ s'xslxs!
_ 2.2 _%2n=2
hn(x) = (2u1,2u2,x6,...,xn+3)€ 2(B“xI " 9

- Sinon, hn(x) =

En faisant une homothétie de rapport 4 et le changement de variable,

a, =a, a2=ﬁ-a, a3=7-B, et donc y=a1+a2+a3 ;
on obtient les formules de Rohlin :

n1(0) est le tore Tg plongé de la maniere habituelle dans R4 Cap]Rm'3 :

X, =(4+ 2 (1+cos oz3) cos a.,) cos @, ;
X, = (4 +2(1+cos a3) cos az) sina, ;
Xy = 2(1+cosa3) sin &, ;

x4=sino¢3 3 x; = 0 pour iz5

N 3
ol (a1,o¢2,a3) € T .
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3

Si n(a) est le vecteur normal unitaire extérieur a To dans lR4 au point a

de coordonnées (oz1 , cez,ozs) , le champ de repere normal produit par hn est :
u1(a) = nfa) cos(ot1 +a,+ a3) - 5 sin(oz1 + 0, + oz3)
u2(a) = n(a) sin(o¢1 + o, + a3) +eg cos(oe1 +a,+ aB)

U = €p.c0ply = € 35

Terminons cet appendice en remarquant que, si 1'on restreint le plongement
décrit ci-dessus de _T3 dans Tg a 1'un de ses facteurs, disons le cercle des o détini:
pgr o = 0= 0 ((i,j,k) étant ung permutation de (1,2,3)) , les vecteurs a—i—‘ et
Sq. Sont constants, alors que (—a-a- ,n(a)) décrit une base du plan € €1 cette
J base effectue un tour complet q}ﬁand Otk variede 0 a 27 . Il en est de méme
de la fonction de IR/Z dans SO(2) & GL(n) qui fait passer du champ de repére

0 _ jcos ak sin aN

(n(a),e5, ,en+3) au champ H_ = (u1, ...,un) (elle associe (-sino:k cos °‘k) a ak’)

Cela démontre que 1! application Fo : T3 -+ Vn+3 induit zéro sur le T, - Rappelons

que 1'on a considéré cette application pour la démonstration de 1'affirmation du § 3 ;

elle est donnée par :

d 3} o
FO(a1’a2’a3) = (aa1’ aazy aa37 u1’ ---’un)
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APPENDICE B.

QUELQUES DESSINS DE LA VARIETE L4 ET DU TORE 7.

UNE DECOMPOSITION EN ANSES DE L% .

Considérons le tore standard T2

dans
3 3 0
R c R'U» =§

3 tel que Rohlin le décrit
au paragraphe 3.

Soit Ve tube unité autour de T2 ,
il est difféomorphe a T(z)x I . Dans le complémentaire

1 et D2 de bord un

méridien de Tyx =1 etun parallele de Tox 1 respectivement. Des bicolliers autour

de D1‘ et D, forment deux anses d'indice deux, H, et H,; notons a, et a,

de V, ily adeux disques D

leurs co-fmes :

Z

\Y, UH1 UH2 est difféomorphe a une sphere épaissie s2 x I plongée de
maniere standard dans 83 . Faisons apparaitre cette sphére épaissie en retournant

la figure précédente comme un gant :
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S<I

Epaississons la situation précédente en considérant la sphere 83 comme

1'équateur de s*. Le voisinage V devient V=V x1 et les anses H, et H,
deviennent ﬁ1 =H xI et Flz =H,xI. Laréunion \Y Uﬁ1 Uﬁ2 est difféomorphe
a S2 xIxI & S2xD2 ; le complémentaire est un tube D3 x §1 autour du cercle

2 pour créer pt (& sxs
2

enlagant Tg dans s* . Remplacons ce tube par s?xD 2).

Soit H, = D% x D? une anse d'indice 2 remplissant la moitié de S2 x D

taire dans P4 de T/UT—I-1 UI—TZUI-T3 est alors D_sz2 un disque de dimension quatre.

. L.e complémen-

Décrivons 1'enlacement de S> sur lequel s'attachent les anses duales de 1711 ,I—-Iz et ﬁB .

v: VXI

/N /

T,

les cercles d'attachement S et S, des anses duales

Pour H, et H 1 2

1 2’
sont les doubles des co-ames de H1 et H2 .

Elles sont situées comme suit dans la moitié S1 2 1 2

XD de S' xS
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Le cercle d'attachement S; de 1'anse duale de ﬁ3 est % x dD.;1'enlacement

on reconna?.t' '
P Y
L S, {es anneaux Dorromeens

F- B

A

obtenu est :

Les trivialisations des tubes autour de chacun des trois anneaux ont nombre

d'enlacement 0 : On peut le suivre dans le "cinéma" précédent ou remarquer que ce
sont les seules trivialisations qui donnent une homologie de rang trois sur le bord de
la variété L4 obtenue par chirurgie (rappelons que aL4 = Tg) .

Nous allons maintenant faire apparaitre la structure de tore sur le bord de L4

vue comme trois anses a nombre d'enlacement 0O attachées sur les anneaux borroméens.

3

Soit p la rotation d'angle 331'- de S~ qui permute les trois anneaux borroméen
L'image de chacun des trois anneaux dans le quotient 83 /p est un noeud trivial n .
Le complémentaire de n admet une fibration en disques telle que chaque disque coupe
1'image de 1'axe de p transversalement en trois points. Le complémentaire des
anneaux borroméens est donc fibré ; la fibre F est un revétement cyclique d'ordre 3
ramifié sur trois points du disque, c'est un tore a 3 trous. Cette fibration s'étend
en une fibration en tores de aL4 la variété chirurgisée avec fibre F= FUD UD UD

ou les D sont des disques dans le bord de 1'anse duale de H . La fibre F est

3

1nvar1ante par 1'extension naturelle de p a L4 et represente le tore 1'2 d'équation

_ 3
a1+a2+a3_0 dans TO.
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Iie

(mqge de J2/0.>te Je iy
—

%

Terminons cet appendice par quelques exercices.

1) Calculer la monodromie de la fibration des anneaux borroméens. En déduire que
la monodromie de la fibration correspondante de o L4 est 1'identité : vous aurez
vérifié directement que la variété de dimension 3 présentée par la donnée de

N e ° 3
chirurgie est letore T .
° 3 4
2) Il s'agit de déterminer les difféomorphismes de T0 qui s'étendent & L~ et
d'en déduire qu'une variété obtenue en collant T2 x D2 a L4 est difféomorphe soit a

p? - 52 52, soit au "produit tordu" de deux 2-sphéres S2x % (= €P? # (-CP?).

a) Prouver que si un difféomorphisme du tore Tg s'étend a LY , il fixe
la classe d'homologie modulo deux du tore 7 . [Indication : Tout difféomorphisme du
tore Tg conserve la structure Spin provenant du champ de repére Hg (voir App. C),
une extension de ¢ doit conserver ‘1'obstruction a étendre a I_.4 cette structure
Spin. ]

b) Prouver qu'un difféomorphisme agissant par une permutation des coor-

3

donnédes de TO

s'étend a L (utiliser la présentation en anses de L4) .

c) Prouver que le dittéomorphi}sme linéaire de T(Z)
en un difféomorphisme de s* induisant (2 1 1) sur Tg . [soit v, = S1xD2 un des
deux tores solides bordant Tg dans S3 (1'autre est V2 = D2 xS1) . Considérer
1' épaissi \71 = S1><D3 de V1 , remarquer que S4- '\71 atszSz et utiliser le fait .
que n1(SO(3)) est d'ordre ﬁ ] .

En déduire que (2 1 1) s'étenda L .

de matrice (; (1)) stétend



42

4_ T(Z) des "twists de Dehn" autour de V1 et de V2 , montrer

1. 1) 14 4\
1 11
1 o ( 1

d) En faisant dans S

que :
i) les difféomorphismes linéaires de matrice (
s'étendent a S4 mais non 3 L* .
( T 1\
11
Y 1 /.

e) Déduire de b) et ¢) qu'un difféomorphisme linéaire s'étend a L4 si sa matrice

4

ii) le difféomorphisme linéaire de matrice s'étend a L.

est congrue modulo 2 a une matrice de permutation. Déduire alors de d) que, pour
un difféomorphisme lindaire, la condition nécessaire de a) est aussi suffisante.

f) Prouver que tout difféomorphisme ¢ du tore T3 est isotope a un difféomor-
phisme lindaire. [Supposer que ¢ induise 1'identité sur le H1 ; Se ramener par un
argument de cercle le plus intérieur au cas ol <p(T2x0) N T2x0 = @ : se ramener
alors au cas ou ¢ induit 1'identité sur T?x 0 5 reprendre 1'argument pour se
2x0U TlxoxT! U ox T2
s )} est connexe. ]

3 et Mi la variété obtenue en collant L? &

ramener au cas ou ¢ induit 1'identité sur T
en utilisant le théoréme de Cerf : Diff"(

; conclure

g) Soit ¢ un difféomorphisme de T

T2><D2 au moyende ¢ :
4 4 2.2 _ 4 2.2
M, = LIUT"xD® = LTUT*xD/ (514 _ 1355~ p(x) € T = T2x D2 = 2(T?xD?)}.

%] 0

Prouver que :
2 est de degré impair, M4 est difféomorphe a
¢ 4,2 .2 4, .22
L 8'1‘ xD® et L 1\& T"xD
la projection naturelle).

i) Si ppog: 247
P4 = Mi d (& Szxsz) ;et il y a un difféomorphisme entre
qui préserve la décomposition (avec Py T2x D% + T2
i) Si pjop : %+ T?

est de degré pair, M‘: est difféomorphe au "produit
2

tordu" S2 x 5% de deux 2-sphéres (S2x S?% P2 # (-CP?) etily a entre deux
tels M(p un difféomorphisme préservant la décomposition.



43

APPENDICE C.

SURFACES CARACTERISTIQUES

Soit M4 une variété orientable de dimension quatre. Une surface F‘2 dans
M4 est caractéristique si elle est un cycle d'obstruction a trivialiser la restriction au
2-squelette du fibré tangent 8 M : Il y a une trivialisation t du fibré tangent M hors

de F et pour tout disque D transverse a F 1'obstruction a étendre t au-dessus de

D est 1'élément non nul de 1r1(SO(4)) ~ Z/2Z (rappelons que comme M est orientable,
son fibré tangent se réduit & SO(4)). Ceci revient a dire qu'elle est duale de la seconde
classe de Stiefel-Whitney WZ(M) de M .

Rohlin utilise la m&me notion pour le fibré normal. On voit que c'est la
méme chose en appliquant 4 N =M - F la remarque suivante.

Remarque. Soit N une sous-variété de ]RN » 2<n<N-2 . Ilyaune bijection entre

['ensemble des classes d'homotopie de trivialisation des restrictions au 2-squelette de
N des fibrés tangent TN et normal vN de N . Cette bijection associe a la trivia-
lisation t de TN N[z] la classe d'une terlahsatlon t! de vNIN[zj telle que t & t'
soit homotope a la tmv1ahsat10n standard de ‘r]R (si n=2, il faut remplacer le
fibré tangent par le fibré tangent stable).

Par exemple, la bijection précédente fait correspondre a la trivialisation
0 0
(

’ ?
acz1 E)az aa3

que Rohlin considere.

) de Tg , invariante par translation, le champ de repere normal Hg

Une classe d'homotopie de trivialisation de la restriction au 2-squelette du

libré tangent stable d'une variété est une structure Spin sur cette variété.

I1 y a une autre définition d'une surface caractéristique d'une variété
orientable M4 ¢ Une surface F2 est caractéristique dans M4 Si, pour tout cycle
modulo 2, T2 de M*, ona £ .5 = .Fmod2 (le point désignant 1'intersection
homologique). L'équivalence des deux définitions est la formule de Wu dont nous allons

donner la démonstration géométrique suivante :

Supposons le cycle o2 représenté par une surface G2 . Soit 7G le tibré

tangent a G et VG le fibré normal 2 G dans M . Comme la variété ambiante M est
orientable, les fibrés TG et vG ont tous deux méme obstruction W a l'orientabi-
lité. Soit C et C' deux cercles transverses représentant cette obstruction. Soit X

tnn champ de vecteurs tangent a G et Y un champ de vecteurs normal 8 G, chacun
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non nul hors d'un voisinage d'un point (gx et gy respectivement) de G - CUC! .
Soit X' un champ de vecteurs tangent non nul hors de ngC et formant la G

‘avec X unebasede TG ; soit Y' un champ de vecteurs normal non nul hors de ’
y UC! et y formant une base de ¥G . Hors de {gx,gY,CﬂC' }, les trois vecteurs ,‘
X Y , X'+Y' sont indépendants, ils se completent en un champ de reperes tangent 2 M ]
défini sur G - {gx,gY,CﬁC'} . Llobstruction a étendre ce champ 4 G est 1
6(X) + 6(Y) + CNC! mod (2) ou 6(X) , l'obstruction i étendre X , est la caracté-
ristique d'Euler X(G) de G, et 6(Y) 1'obstruction a étendre Y , est G.G . .
Mais, pour une surface G2 , ona X(G) + (w1(G))2 = 0 mod(2) ; 1'obstruction a trivialise

2

la restriction a G“ du fibré tangent a M est donc G2.G2 , Ce qui établit 1'équiva-

lence des deux définitions. Q

Remarque. Dans la deuxiéme définition, il faut tenir compte de tous les cycles

modulo 2 et non seulement de ceux qui sont réduction modulo 2 de cycles entiers : '
Pour la surface d'Enriques dont nous allons donner une description dans 1!appendice D,
la surface vide n'est pas caractéristique bien que Z.Z = 0 mod (2) pour tout cycle '
entier £ . Cependant, si H1(M;z/zz) =0, tout élément de Hz(M;Z/zz) est

réduction modulo 2 d'un élément de HZ(M;Z) .
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APPENDICE D .

LA VARIETE M‘.:

LES SURFACES D'ENRIQUES ET LES SURFACES K3.

DE ROHLIN,

Dans le second article, Rohlin a besoin d'une variété M': de signature -8

et possédant une surface caractéristique d'auto-intersection nulle. Pour 1'obtenir,

il fait la somme connexe d'un plan projectif complexe (:]P2 et de 9 exemplaires de
-cp? , le plan projectif complexe munit de 1'orientation opposée: M: = C]Pz#’ 9(-C]Pz)
la surface caractéristique F est une surface représentant la classe d'homologie
t =(3,1,...,0)c 2oz’ & H (€P?) ¢ (Hz(-C]Pz))g ~ HZ(M‘:) . (On a choisi €P"
muni de son orientation complexe comme générateur de HZ(C]PZ) ; pour

X = (KgsXyseeriXg) € Z oz’ =H,MY) , ona:

Xz—x2—9x2 donc on a modulo 2 XZEx-%xEk-g}x =X.f
BRI = ’ 0 =171 70yt T
2 2 2
et la classe d'homologie f est caractéristique ; d'autre part, f°=3“- T 1=0.)

i=1

La variété M‘: .

Soient dans €IP? deux cubiques C, et C. d'équationsF,=0 et F, =0

telles que la courbe générique C; du pinceau engendré (1) par CO et C_ soit
lisse. Ce pinceau définit une application rationnelle ¢ : C]Pz---—-) C]P1 définie
pour X dans CP? hors de Co NC, par: ¢(X) estl'unique t tel que X €C,. On
obtient aprés 9 éclatements de €P? une surtace algébrique ¢P? sur laquelle

I'application ¢ devient bien définie.

”~
cp?
composée de - !
9 éclatements J,
2 1

CP“----+ CP

La variété C']\F’2 est difféomorphe a la variété M‘: de Rohlin et la transfor-

mée stricte Gto d'une courbe lisse du pinceau est dans la classe d'homologie de f .
En effet, un éclatement en un point X lisse d'une courbe C sur une surface

(t) Elle est d'équation F, = F

¢ 0+tFw=O.
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algébrique M correspond i faire une somme connexe de paire (M,C) # (-C]Pz,ClP1) .

Comme toutes les cubiques lisses sont difféomorphes par un difféomorphisme
ambiant de €IP2 , on déduit de ce qui précede que le type de difféomorphisme de la
paire (CA]Pz,f: t) ne dépend pas du choix du pinceau. Le jeu maintenant consiste a
étudier la topologie de (61?2,32) en choisissant un pinceau explicite.

Comme la fibre ét est lisse, elle a un voisinage en produit difféomorphe

0
a Cto X D2 = T2 X D2 ; posons N‘: = M: - int (CtO X ¥ D2) , Clest une variété de
bord le tore de dimension trois T3 .

PROPOSITION 1. Les difféomorphismes de T3 qui s'étendent a N‘: sont ceux qui

préservent 1'orientation.

Démonstration. On choisit un pinceau tel qu'une base de 1'homologie d'une

fibre générique Cto soit représentée par deux cycles évanescents se contractant
vers deux fibres singulieres ordinaires (+) Ct1 et Ctz . Soient D1 et 02 des
disques que ces cycles évanescents parcourent au cours de leur contraction, tels que
<p(D1) U <P{D2) soit un arc a plongé, joignant t, a t,,
rencontrant aucune valeur critique de ¢ autre que t1 et t2 :

passant par t0 et ne

()

c'est-a-dire irréductibles avec un seul point singulier qui est quadratique non
dégénéré.
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Ajoutons a C; ><D2 deux anses H1 et H2 dlindice 2 le long des disques
D, et D

. 0 2
1 5 - Soit V—CtOxD UH1UH2
que V soit la préimage par ¢ d'un disque D contenant 1'arc a dans son intérieur.

la variété obtenue, on peut faire en sorte

Soient € un diviseur exceptionnel de (/3\1132 rencontrant transversalement
o
les fibres génériques et D3 = e- V. Ajoutons a Cto X D2 une troisieme anse
d'indice 2 le long du disque D3 pour former :

- 2 -
P = Cy xD“UH UH,UH; = VUH, .

Posons enfin Q =P - int(C; x § D9); le bord de Q est :
_ - _ 1 2 - 3
0Q = b_._QU 2 Q ol 3+Q = Ctox 7 oD” = T7 ,
Dans le tore T = Cto x 3D? , les cercles d'attachement sont des paralleles
disjointes aux axes de coordonnées , les trivialisations des tubes autour de ces
cercles different de -1 de la trivialisation invariante par translation.

Comme la signature de N* est non nulle (elle vaut -8), un difféomorphisme

1

de Nq‘ préserve l'orientation. La proposition découle alors du lem: e suivant :

3

I.LEMME. Tout difféomorphisme préservant 1'orientation de T~ = 5+Q s'étend en un

difféomorphisme de Q _identité sur Q .

Démonstration. En faisant tourner al'intérieur de V la fibre C; autour
X ) R . . 0
des fibres singulieres Ct1 et Ctz , on produit des difféomorphismes de Q identité

sur ®_Q et induisant sur T3 = 3 ,Q des difféomorphismes linéaires a, et «, de
1 1 :
matrices ( 1 ) et (11 ) .
1 1
La variété Q a un difféomorphisme f d'ordre 3 induisant sur ™ =3 e

un difféomorphisme « isotope a la permutation circulaire des coordonnées. (Si on
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choisit pour cercles d!attachement des anses H1 , HZ’ H3 les cercles d'équation
Y=Z-0, Z_X-;,X—Y-B,
3(X,Y,Z) = (Z + 3,X,Y + %) permute les cercles d'attachement et les trivialisations

des anses : il s'étend & Q .) En conjuguant a1 et o, par des puissances de 3 ,

le difféomorphisme 3 donné par

on réalise toutes les matrices élémentaires et donc par composition tout SL(n,Z) .

3 préservant 1'orienta-

Le lemme suit alors de ce que tout difféomorphisme du tore T
tion est isotope & un difféomorphisme linéaire de SL(n,Z) (voir les exercices de

1'appendice B) . !

PROPOSITION 2. La variété Q décrite dans la démonstration de la proposition 1
T
N 1° Q

admet un plongement dans N4 telle que le complémentaire

1 soit un plombage
Eg défini négatif.

COROLLAIRE. Le bord intérieur 3 Q de Q est une sphére de Poincaré.

Démonstration de la proposition 2. I s'agit d'étudier explicitement un

pinceau particulier.
Soient € >0 fixé et t dans € ; considérons le polynéme f e t(x) = x3 +3€2x—t
Pour t# *2i el , ce polyn0me a trois racines distinctes. Si t= to est réel, une des

racines x; est réelle, les deux autres X L
0 0

Quand t parcourt le segment [t0,1‘21 €3] , les racines Xg et x;, vont se confondre.
Considérons le pinceau des cubiques C d'équation
€t(X Y,Z) = .?'.Y2 X3 3¢ 272 4 tZB, ou,en coordonnées affines, y2 = X3+3€ X-t.

Le nombre e étant fixé, posons Ct C et* Soient to € R, par exemple to=1 , et

et x sont complexes (Im(x, ) >0).
to- t0+

Yo+ €t 7o~ les deux courbes de Cto définies par ¥y .+= {(x,y,1)€ Ctolx € [xto’xtoi:]}

Ce qui préceéde prouve que Yo+ et 75— sont deux cycles évanescents formant une base

de H1(Ct0) et allant mourir sur les courbes singulieres C et C Les

2ie3 -2ie3
9 points fixes du pinceau sont au-dessus du point & 1'infini (0,1,0) sur l'axe des y
et forment une chaine lindaire de points infiniment proches ; soient €11-++1€g les
diviseurs exceptionnels correspondants. Les fibres singuliéres de <p 631132 - C]P

sont : ¢-1(-2163)=C_2ie3 , ¢ (2ied) = & 3 et @ () = C 191e
2

et 1'on a dans ap la configuration suivante :
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m»
&

N

|.e complémentaire de Q dans C]P2 est un voisinage régulierde C_ U e
i=1

v'est un plombage EB défini négatif. C
Remarque. Le lecteur pourra faire tendre ¢ vers O dans les constructions précé-
dentes et reconnaitre la sphére de Poincaré sous les trois manifestations suivantes :
- bord d'un plombage E8 ,
-34Q,
- résultat de la chirurgie d'indice 1 sur le noeud de tréfle
k= {xy) 52 =%}, o &= {x,y) €€®| Ix|?+ ly|12 =1y .
Pour que les orientations coincident, il faut prendre un plombage EB détini
positif (dans CIP? lavariété Q et le plombage Eg détini négatif sont de part et

Jd'autre de leur bord commun).

Les surfaces d'Enriques et K3

Une surface d'Enriques est une surface elliptique obtenue en faisant deux
transformations logarithmiques dfordre 2 sur deux fibres lisses de la surface
clliptique ¢ : Qf\]P2 -+ ¢131P1 obtenue & partir d'un pinceau de cubiques (voir par
oxemple Griffith-Harris, Principles of algebraic geometry, Wiley Interscience,

p. 594-600).
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Supposons que les deux fibres C+ et C_ sur lesquelles on va faire les
transformation logarithmiques soient dans un voisinage en produit autour d'une courbe
lisse Cy que 1'on a supposé trivialisé de la forme Cg X 2D2 de facon & ce que Cs+
corresponde & Cg X 1 (id aD?=1{zec¢]| lz] < a}) . Les deux transformations
logarithmiques ont pour effet de remplacer CO X 2D2 par

R=C,x (2D2 - %—Dz)/(x,y) ~ (x+T, y"1) , ou T est u; dlément d*ordre 2
dans le groupe de la courbe elliptique C0 ;en identifiant C0 a T, on peut prendre
r=(,0).

Ceci donne la décomposition suivante de la surface d'Enriques : E = N‘: UR .

Remarque. En faisant opérer sur Co X D2 des difféomorphismes de monodromie, on

peut changer a volonté 1'élément 7 . Cet argument de monodromie était d'ailleurs
implicitement utilisé quand on a écrit que les transformations logarithmiques sur C+ et C_
correspondent au méme T logsque 1'on identifie C+ et C_ avec C0 a 1'aide de la

trivialisation du tube C0 x 2D” .

Le revétement double d'une surface d'Enriques est une surface K3 ; sur

notre exemple, elle est difféomorphe a
0
K = Nuc, x(@?-$BHun?  Ntun?t
1 0 1 1 P 1
ou le difféomorphisme de recollement ¥ : T3 = aN'14 - ()N"11 = T2 est donné par

lP(X,y,Z) = (x+%,y,-z) .

. 4
Remarque. Si on recolle au moyen de &' : T3 = 6N1 -+ bN‘: = T3 , ¥'(x,y,2) =(x,y,2) ,

on remarque que 1'on obtient la méme variété K (1) mais que celle~ci est un revétement
de C/ﬁ:'z ramifié sur deux fibres lisses : c'est la résolution du revétement double de
C]P2 ramifié sur la réunion de deux cubiques lisses. Le lecteur est invité a montrer

qu'elle est difféomorphe au revétement double de Cle

ramifié sur une sextique
lisse et plus généralement a trouver des difféomorphismes explicites entre les exemples
de surfaces K3 algébriques qu'il a rencontrées .* (Pour de tels exemples, voir les
chapitre VIII et IX (et surtout leurs exercices) ' du livre de Beauvillé, Surfaces algé-

brigques complexes, Astérisque n° 54.)

(t) Y' est isotope a ¢ ; dlailleurs la proposition 1 permet de remplacer ¥ par
n'importe quel difféomorphisme de degré -1 .

(#) On sait gréace a la théorie des périodes des surfaces K3 que toutes les surfaces K3
sont difféomorphes. )



I . SUR LE TROISIEME ARTICLE: R{17]

1. CERCLES DE PQINTS DOUBLES D'UNE IMMERSION GENERIQUE

La partie la plus importante des commentaires sur le troisieme article est
I"explication de la méthode de Kneser pour lisser les cycles combinatoires de codimen-
sion inférieure ou égale a deux dans une variété.

Nous nous contentons ici d'expliciter les modeles pour les cercles de pointis
doubles d'immersions génériques que Rohlin utilise pour "éliminer ces points
doubles" .

Rohlin prend une variété orientée M3

de dimension trois. Pour montrer qu'elle
borde une variété orientée W4 de dimension quatre, il considére une immersion géné-
3. ]R5 et introduit, pres des cercles de points doubles, les modifications
Y 1 et (92 lui permetta;]t de construire une variété N3
un plongement dans IR . La variété N peut &tre triangulée comme sous-polyedre de
IR5 ; le fait qu'elle borde résultera alors de la méthode de Kneser-Rohlin appliquée a
la trace X d'une contraction de N en l'origine de R5 :
X = {y €R | 3xeN,t€[0,1] tel que y=tx}.

Cette trace X est une chaihe polyédrale de codimension un dans JR5 et de bord homo-

rigue £: M
cobordante a M et possédant

logique 3X =N . Le théoréme de Rohlin-Kneser (théoreéme 3 du chapitre suivani) permet

de remplacer X par une sous-variété W de ]R5 de bord N .

La modification (92 n'a pas de mystere : c'est une simple "chirurgie ronde

plongée, d'indice un" (Rohlin utilise implicitement son analogue en dimension quatre

lorsqu'il calcule £ 4 dans le quatriéme article); la modification (91 est moins connue.
Nous analyserons donc les cercles de points doubles ; nous décrirons explicitement des
1 et @2 et remarquerons que le cas qui conduit a

ne peut se produire en dimension quatre, ce qui

modeles plongés des modifications 6

I modification la plus subtile 6 1
cxplique que, quand il calcule 2 4 dans le quatrieme article, Rohlin considere triviale
cotte partie de la démonstration, alors qu'il y consacre 1'essentiel de la rédaction du

{roisiéme article.

51
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§1 . CERCLES DE POINTS DOUBLES D'IMMERSIONS GENERIQUES.
(1)

closes orientées de dimension n+1 et 2n+1 respectivement.
L'ensemble singulier ¥ de f est une collection de cercles sur laquelle la

soit £: M™1+ v¥1 ne immersion générique entre deux variétés

restriction de £, £, : I f(Z), est un revétement double (explicitement
T={xeM|ax"#£x, f(x") =1x)}) .

Soit ¢ une composante connexe de £(Z) que 1'on identifie 8 R/TZ = [0,n]/0~n.

Soit T une tranche transverse au cercle ¢ en le point paramétré par O=7 . Ily a
un voisinage U(c) dans la variété V tel que si on le découpe le long de la tranche T ,
on obtient une variété UT(C) difféomorphe au produit [0,7]xR" x R" ; de plus,
1'image réciproque f"1(f(M) At (c)) est difféomorphe a {0,1} x [0,7 ] x R",
1'application f étant donnée dans ces cartes par ia formule f(u,t,x) = (t,ux,(1-u)x) ,
u€ {0,1}, te€ [0,11] , X € Rn (la composante "u = 0" va sur le "facteur vertical"
[0,7]x 0xR" de [0,7]xR"xR", lacomposante "u=1" allant sur le "facteur
horizontal" [0,7]xR" x 0 (voir la figure 1)).

To
-FT\ ox P IxR™ |
' F
e
S RN
Vo
Figure 1

Remarquons que, comme la variété M est orientable, le cercle t’-1(c) aun
voisinage en produit dans M et les identifications sur le bord de la carte
{0,1} x [0,7 ] x R" pour obtenir un voisinage de f_1(c) peuvent &tre choisies comme :

n+1 2n+1

(t) Une immersion f: M " 2V est générique si pour deux points distincts x et

x' de M tels que f(x) =f(x'), lesimages TfX(TXM) et fo,(TX,M)) par 1'application
tangente a f des espaces tangents en x et x' sont transverses dans Tf(x)v , 1'espace
tangent 2 V en f(x) = f(x').
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(%) 1) (u,7,x)~ (1-u,0,x) sile revétement £, est non trivial sur c .

2) (u,7,x)~ (u,0,x) sinon.

3

Les identifications qui produisent \(c) a partir de VU T(c) sont alors :
cas 1) (7,y,z) ~ (0,z,y)
cas 2) ('ﬂ,y,Z) ~ (O’y,Z) .

Dans les deux cas 1'application f est donnée par : f(u,t,x) = (t,ux,(1-u)x) .
Dans le cas 1), la monodromie de recollement de UT(C) est 1! application

(y,z) ~ (z,y) qui échange les coordonnées du produit R” xR" ; comme la variété
ambiante V est orientable, cette monodromie conserve l'orientation et la codimension

n de l'immersion doit &tre paire : nous avons établi que le cas 1) ne peut se produire

que si la dimension de la variété M est impaire.
Précisons que les coordonnées ci-dessus ont été choisies dans 1'orientation de

la variété M (t) .

§2. LA VERSION AMBIANTE DES MODIFICATIONS (91 et @2 de ROHLIN.

L'idée des modifications (91 et @2 est de faire une élimination dépendant conti-

nument du point t de ¢ de la singularité de point double isolé formée par f(M) dans

une tranche T, normale & ¢ au point t (figure 2).

y : } ?({Jt)mn) —— N
ho1 1
a | 3E40)
f(olt)mﬂ) ‘.?(o,t,IRExD)

Les modifications (91 et ('92 vues dans une tranche Tf

Figure 2

(t) Si 1'on veut tenir compte de 1'orientation de la variété ambiante V , il faudra dis-
tinguer dans chacun des cas ci-dessus deux sous—-cas suivant que les coordonnées pro-
duites donnent ou non 1'orientation de V . Comme 1'orientation de V ne joue aucun

rdle ici (seule son orientabilité a été utilisée pour montrer que si M est de dimension
paire seul le 2e cas se produit), nous n'entrerons pas dans cette distinction plus fine.
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Précisément, Rohlin enléve a la variété M les tores. solides K, correspondant
aux points dont la coordonnée x vérifie |x| = % (un seul tore dans le cas 1) et deux
dans le cas 2)) ; il pI‘OdLllt alors un plongement de la variété N obtenue par identifica-
tion sur le bord de M- K en remplac;ant sur M - K 1'immersion f par le plongement

g . Ennotant, pour m € f 1(Lr(c)) , m=(u,t,x), x=(x .,xn) € R", le plonge-

170
ment g est défini par :

1) i mEf N u(e) ou [x{=1, gm) = £(m) .
2) si = x| =1, go,t,x) =(t,cp(lx\)(—x1,x2,...,xn),x)
g(1,t,x) = (t,x,c,c:(lx'i)(-x1,x2,...,xn))
o ¢: [%,1] » [0,1] est une application C telle que : 3
S0

red)=1;93)=-1; () =0 pour n=2 ;

Lo S0 . *
e(1)=0; ¢ (1)=0 pour n=1 ;

1 ©'(t) < 0 pour t<1 (voir la figure 3)

v

Figure 3 : le graphe de ¢

Pour |x| =%, 1'application g identifie (u;t 2 I SPRRE ,xn) a
(1=-u;t;=x 7% g0 e ,xn) . Ce sont les identifications qui produisent la variété N .
Pour ceux qui préferent des équations implicites, donnons, dans lecas n=2,
1'équation suivante de la partie d'un plongement de N se trouvant dans la carte \(c) :
0 = F(t,y,2 = y.z+o(lyl?+ 1219
2

(ol on identitie R

a € etprolonge ¢ par : {‘P(t)=3/2-t pour osts%)

e(t)=0 pour t=1 .

Le point de vue "anses rondes" et "anses rondes tordues" qui résulte des
formules et des dessins ci~dessus nous permet de voir que les modifications @1 et @2
conservent la classe de cobordisme orienté de M :

Pour (92 , 1l suffit d'ajouter a M x 1 une "anse ronde"

H = [0,1]x[0,7]x Dn/(u,O,x) ~{u,m,x) en identifiant les points de H paramétrés
par (0,t,x) et (1;t ;x1,x2,...,xn) aux points de M x 1 paramétrés par ((0;t;x);1)
et ((1;t F=Xg0Xs, ...,xn);1) .

Pour la modification &, , on fait 1a m&me chose avec 1'"anse ronde tordue"
= [0,1]x[0,7]xD /(u 05X 1,55 euesX ) (1-u; 7 ; x1,x2
variété orientable et 1'image de la partie 8([0 1)) x[0,m ] xD / ~ dubord de H -

,...,x) : c'est une
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sur laquelle se fait le recollement est connexe ; on a donc bien un cobordisme orienté.

§3. LES FORMULES DE ROHLIN.

Rohlin utilise le méme cobordisme : la variété qu'il nomme W4 est le fibré
tordu en disques, ayant une section, sur la bouteille de Klein 82 ; la variété Q3
est la restmctlon de ce fibré a une courbe unilatérale de B2 la variété wt découpée
le long de Q est un fibré en dlsques sur le ruban de Mécbius M2 ; C'est notre anse
tordue H (avec nos coordonnées, la fibration est 1'application  : H- M2 donnée par :

m(u;t; X1’x ’xn) — (u’x1)

yoo

ou on prend [0,1] xD1 /(1, x)2 (0,-x) comme modéle pour la bande de M&bius M2 ,

et on prend le carré D'xD! comme modele du disque D? co-Ame de 'I\-i) . La variété
W4 découpée le long de Q3 est un cobordisme orienté entre le bord d'un voisinage
régulier de 03 : un tore solide,et le fibré en cercles associé au fibré en disques sur
M2 .

Le jeu que Rohlin effectue avec les coordonnées angulaires consiste a montrer
que le fibré en cercles associé a ce fibré en disque est difféomorphe au fibré non trivial
en intervalles sur la bouteille de Klein (par lequel on remplace le tore K de la
variété M pour former N). Ce fait se voit directement :

Soit en remarquant qu'un fibré (en cercles) sur la bande de Mébius M est un
voisinage régulier de sa restriction & 1'4me de M ; ici cette restriction est une bou-
teille de Klein dont un voisinage régulier dans le fibré {(en cercles) non trivial sur la
bande de Mobius est un fibré non trivial en intervalles.

Soit en considérant les deux espaces comme fibrés, non triviaux et d'espace
total orieqtable, en anneaux sur le cercle. (Il suffit de composer les fibrations définis-
sant ces espaces avec les fibrations M2 ad S1 et 82 i S1 respectivement.). Sur
notre modeéle, la fibration sur la bouteille de Klein B2 est (u,t,x)r (t,x) (casn=2

de notre modéle).



2. LA METHODE DE KNESER POUR LISSER LES CYCLES
D'UNE VARIETE COMBINATOIRE

Une tentative de démonstration combinatoire de £ 4= Zz

INTRODUCTION.

La courbe CO d'équation x.y = 0 a une singularité isolée et peut &tre approchée
par des courbes lisses C e d'équation x.y = ¢ . La méthode de Kneser ([K]) que nous
allons présenter est une généralisation de cette déformation de lissage au cas ol, au
lieu d'avoir des singularités isolées de variétés algébriques, on a seulement un sous-
polyedre d'une variété combinatoire qui vérifie certaines hypothéses homologiques.

Enongons 1'un des résultats que 1'on obtient par cette méthode.

THEOREME 2. Soit K" un _sous—complexe fini orienté () de dimension n d'une

variété triangulée M™1 de dimension n+1. On suppose que la chaine K définie

par les n simplexes (orientés) de K est un cycle & coefficients entiers. Alors, il

existe une subdivision de M et un sous-complexe N de cette subdivision qui est une

sous-variété orientée localement plate de M et homologue sur les entiers au cycle K .

Dans le cas o M est orientable, on montre aujourd’hui ce théoréme en utilisant
la transversalité de Thom: Le dual pour Poincaré de 1'élément de H (M Z) défini
par le cycle K est un élément de H (M IM;Z) (si M est non compacte la remplacer
par un voisinage compact de K), on représente alors ce dernier élément par une appli-
cation £ de M sur le cercle S1 , constante sur le bord 3M et transverse a un point
de s’ (distinct de £(0M)). Remarquons que dans le cas ol la variété M n'est pas
orientable, une "démonstration moderne" de ce théoréme n'est pas aussi aisée, alors
qu'il ne suffit que de trés légéres modifications de la méthode de Kneser ([K] qui

(

1) Chaque simplexe de dimension maximale n est muni d'une orientation.

56
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date de 1924) pour attraper, dans tous les cas (que la variété M soit orientable ou
non), le théoréme de lissage cohomologique : tout élément de H1(M;Z) se représente

par une sous-variété de codimension un, plate et transversalement orientée.

Mais 1'intérét d'exposer cette méthode aujourd'hui est autre. Rohlin, dans
1'article ([R]) ol il montre que le groupe de cobordisme des variétés orientables de
dimension trois est nul, énonce une méthode de Kneser a bord qui peut étre vue comme
le commencement d'une "machine combinatoire" de Kneser qui permettra de lisser les
cycles de codimension deux ; il est naturel d'essayer de poursuivre ; on se trouve
bloqué a 1'étape suivante, mais on récolte une démonstration du calcul du groupe de
cobordisme 4 semblable a celle de 93 =
donner une démonstration combinatoire du théoreme de Rohlin, et devrons soit nous

0 . Cependant, nous ne réussirons pas a

restreindre aux variétés différentiables, soit utiliser le théoréme de Wall d'unicité des
fibrés normaux PL en codimension deux ; mais ce théoréme n'a pas de démonstration
satisfaisante (on utilise le théoréme de Sch&enflies en petite dimension, la théorie des
anses de Smale en grande dimension, et on a besoin du théoréme de Cerf : Diff(SB)
est connexe, pour faire le pont !). Nous noterons que le théoréme de Rohlin implique
le théoréme de Wall élémentairement (par des arguments qui sont les mémes pour toutes
les dimensions) et demandons donc une démonstration combinatoire et élémentaire dans
le sens précédent du théoreme de Rohlin.

Au paragraphe 1, nous exposerons la construction fondamentale. Le paragraphe 2
est consacré a 1' analogue non orientable du théoréme 2 énoncé ci-dessus ; le
théoréme 2 sera démontré au paragraphe 3. Le théoréme de Rohlin (lissage, en fixant
le bord, d'un polyédre K , orienté, dont le bord homologique est une sous-variété
localement plate de codimension deux) sera "établi" au paragraphe 4 ; ce résultat
permettra, dans le paragraphe 5, d'établir 1'analogue du théoréme 2 en codimension 2.
e paragraphe 6 serd consacré a la difficulté technique, signalée plus haut, rencon-
trée dans la preuve du théoréme de Rohlin ; nous échouerons au paragraphe 7 en
tentant de généraliser le théoreme de Rohlin en codimension deux, mais récupererons
la démonstration de Q = Z annoncée plus haut. Nous terminerons entm par des
oxer‘c1ces indiquant, entre autres, comment obtenir les résultats sur H (M z),

3 (M,z/ 2Z) , 2(M,Z) en utilisant la méthode de Kneser.
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§ 1. LA CONSTRUCTION FONDAMENTALE .

Commengons par rappeler certaines notions de topologie combinatoire. Soit ¢
un simplexe d'un complexe simplicial K . Le site de ¢ dans K (ou 1'étoile: de o
dans K , en anglais star) est le sous-complexe de K formé de toutes les faces des
simplexes dont 0 est une face, on le note St(¢,K) . Lalicede o dans K (en
anglais link) est le sous-complexe formé des faces, disjointes de ¢ , des simplexes
dont ¢ est une face, on la note L(0,K) . Si K' désigne la premiére subdivision

barycentrique de K et ] sont les simplexes de plus grande dimension de ¢' =¢ (1K',

toutes les lices L(oi,K' ) sont égales, on note cette lice commune L{¢,K'); la
réunion des sites St(oi,K') forme le site de ¢ dans K' que l'on note St(o,K') .

(1)

(2

Nous utiliserons.les faits connus suivants :
Le sitede 0 dans K' est isomorphe au joint de ¢ &t de la lice de ¢ dans
K': st(o,K') & o*L(0,K') (1'isomorphisme est simplicial si ¢ est triangulé
par ¢ NK') . Il en résulte que la frontidre du site de o dans K' est isomor—
phe au joint du bord de ¢ et de lalicede ¢ dans K' :

d St(o ,K') & 3¢ *L(o,K") .

Un sous-complexe K™ d'une variété combinatoire M™™9 est une sous-variété
localement plate de M si et seulement si pour tout simplexe oP de K 1a paire
de lices (L(o,M), L(0,K)) est une paire de spheres dénouée (de dimension
(n-p-1+q, n-p-1)).

Figure 1. Site et Lice
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Soit K" un sous-complexe de dimension n d'une variété triangulée md
de dimension n+q . Nous dirons que K a des singularités de codimension ¢ si
K- K[n—-c] est une sous-variété localement plate de M (Kl:n-CJ désigne le n-c
squelette du complexe K) . Cette propriété se traduit techniquement de la maniére

suivante :
Pourtout i , 0<i<c, ettout n-i simplexe 0" ' de K, lapaire des lices
de 0 dans M' et K'{(=KMM!'), (L{c,M'),L(0,K')) est PL isomorphe 2 la paire
i-1
).

standard de spheres dénouées (51—1+q, S Un simplexe pour lequelle cette pro-

priété est violée est dit singulier.

Nous pouvons maintenant présenter la construction fondamentale :
Soit ¢ un (n-c) simplexe d'un sous-complexe ayant des singularités
en codimension ¢ . Lalice L(o,K') est alors une sous-variété localement plate
v de dimension c-1 delalice L(og,M') qui est une sphére de dimension
gre=1 1)
Si la lice V borde WS une sous-variété localement plate de la sphére L(o,M'),
Kneser élimine la singularité du complexe K en remplagcant K par :

K, = K- Stlc ,K') U do %W (voir la tigure 2).

Désignons par M1 une subdivison de M qui triangule K  Comme un sous-
complexe. Hors du site St(o,M') le complexe K1 , tout comme K , ades singular(i:t-;s
on codimension ¢ . Sur St(o,M')-d0, K, estune sous—-variété locale:nent plate ‘",
bonc, les seuls simplexes T qui peuvent voir leur paire de lice (L(7 ,M1) , L(T ,K;))
modifiée sont ceux de 90 , mais ils sont de codimension ¢+1 . Bien siir, pour gagner
quelque chose, il faut effectuer cette modification simultanément sur tous les n-c
simplexes singuliers de K , ce qui peut se faire en ayant pris soin de subdiviser une
fois de plus (pour tous les simplexes o™ € de K[n_C] NK!', les sites St(c,K")

n'ont en commun que des points de da0) .

(1) Démonstration de cette affirmation :gsoient 'r'] un j simplexe de V =L(¢c,K) et
T le (n-c+j+1) simplexe du site St(c,K') dont 7 est la face opposéed ¢ . La
paire de lices (L(7,L(c ,M')), L{T,L{0 ,K')) est simplicialement isomorphe a la
paire (L{7,M'), L(7,K')) qui est dénoude car K est singulier en codimension ¢ et

T esthorsde K" ©¢ (dim 7 = n-c+j+1 = n-c+1 car j=0).

(+) car WNK =03W=V puisque St(c,M') NK = St(o ,K') (c'est pour avoir cette
propriété que 1'on a travaillé dans la premiére subdivision barycentrique).
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Py Pa3
B30 by
bo P2
bo1 1
g est le segment A(A, ; St(o,M) est L{(g,M') est un octogone
1'octahedre union des quatre tétraédres (bi i+1 est le barycentre de AOA 1B B, 3
A0A1B B1+1 (i=0,1,2,3); ’ b est le barycentre de AO,A B. )
St(0,K) est 1'union des quatre triangies L(O’,K') est formé des quatre pomts
AghqB; - PgrPqsPgsb3 -

N
\

W est 1'union des segments

bbby et Dybsab,

Le complexe K, plongé

1

abstraitement K, est:

Figure 2. La construction fondamentale dans un casou n=2,g=1,c=1.
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Remarquons le lien entre cette construction et la déformation Ce de l'intro-
duction : Si une hypersurface algébrique d'équation f =0 possede une singularité
isolée au point x , on peut prendre pour variété W la fibre de Milnor de la singula-
rité, que 1'on sait isotope & St(x,M') N {"1(e)} .

Tout le probléme dans la suite est de trouver des hypotheses garantissant
'existence de la variété W : un probléme de "surface de Seifert" pour une sous-

variété localement plate de la sphere.

§ 2. LE THEOREME DE KNESER (COEFFICIENTS ENTIERS MODULO 2)

THEOREME 1. Soit une variété de dimension (n+1) M ayant une triangulation T
ct soit Kn un_sous-complexe fini de dimension n de T gui soit un cycle modulo 2 .
Alors, il y a une sous-variété localement plate N de M, homologue a K modulo deux

ot qui est un sous—-complexe du 2n-éme subdivisé barycentrique T 2n) de T.

(2i) qui

soit singulier en codimension i+1 et homologue modulo deux a K (on commence la

Démonstration. Supposons construit un sous-complexe Ki de Mi =T

récurrence avec K,=K etonposera N=K )

[n- (1”)301( ol K [n-(i+1)]

Soient o o,, les n-(1+1) 51mplexes de K

17+ 19N
est le n=(i+1) Squelette de K et K est le subd1v1se barycentmque de K . Soit \{]
la lice L(o., K ) ; elle borde une sous—vamete localement plate WJ de la sphere

. (oj’Mi) Sl i=0, puisque K, =K est un cycle modulo deux, chaque Vj est

formé d'un nombre pair de points e(t) donc borde une réunion disjointe . d'arcs Wj. dans
le cercle L(qj,M:) (vpir la figure 2) ; si i >0, c'est parce que toute variété de
codimension un disconnecte une sphere simplement connexe.

Comme les sites St(c M| ) ne se touchent qu'aux bords des simplexes 03 , on

peut appliquer smultanément dans les sites de tous les cj les moditications de Kneser

pour obtenir : N N
Ki+1 = (K, - U St(o.,K")) U 20, * W,
=109 g 1)
|.a réunion des joints U oJ *wJ fournit une homologie modulo deux entre K et
K. .. O J=1

1+1
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§ 3. LE THEOREME DE KNESER (COEFFICIENTS ENTIERS)

Démonstration du théoréme 2. Supposons construit un sous-complexe orienté

de dimension n , Ki , d'une subdivision Mi de M qui soit singulier en codimension
i+1 et homologue sur les entiers &4 K (on commence la récurrence avec K0 =K et
1'on posera N = Kn) .

Nous utiliserons les mémes notations que dans la démonstration précédente et
choisissons une orientation pour chaque n-(i+1) simplexe o5 - Comme le complexe K; °
est orienté, la lice L((?.,K'i) est une sous-variété orientée Vj de codimension un de
la sphere L(oj’M'i) .

AFFIRMATION. 1l existe une sous-variété W. orientée, de codimension zéro de la

sphére L(cj,M'i) telle que WJ. N Vj = awj # @ et les orientations coincident.

En effet, pour i =0 , puisque K est un cycle sur les entiers, VJ est formé
d'un nombre pair 2k de points disposés sur un cercle, k d'entre eux exactement
étant affectés d'une orientation positive ; il y a donc un arc dans le complémentaire
dont les extrémités sont d'orientations opposées. Pour i >0, il suffit de prendre une
composante de Vj la plus intérieure.

On effectue la modification de Kneser partielle sur les Wj en posant :

1 N . N N
' = (K, - g.,K" D0, *W. o. ¥{(V.=-3W.) .
K, ( ; U St(J 1)) U w. U i ( j wJ)

j=1 j=1 J 321
N 1
La réunion des joints U oj % W. fournit une homologie entre Ki et Ki (voir figure 3)
=1
Le complexe K} peut encore &tre singulier en codimension i+1 , mais il est
plus simple que Ki : définissons la complexité de Ki comme étant le maximum des
nombres de composantes connexes de VJ , lalice L(oj,K';),oj parcourant les sim-
plexes singuliers de dimension n-(i+1) . Remarquons que pour toute subdivision de
K/
i

n
qui sont inclus dans un o, et que, pour un tel simplexe, la lice L(7 ,Kf ) est PL

, les seuls simplexes singuliers de dimension {n-(i+1)) sont des simplexes rn'(l+1)

isomorphe a VJ - awj , donc K} a une complexité moindre que celle de Ki et, par
récurrence, on obtient K;( de complexité nulle et on pose Ki "= Kik

Remarquons que les théoremes 1 et 2 admettent des formes relatives : Si le
complexe K est, prés d'un fermé une sous-variété localement plate (orientée pour
le théoréme 2), on peut imposer i la variété N d'éire égale & K preés de ce fermé
il suffit de n'effectuer les modifications de Kneser qu'aux simplexes Oj singuliers
(ceux pour lesquels la paire de lice (L(oj,M'i') ,L(oJ.,K'i')) n'est pas une paire de
spheres dénoude) .
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]
Ki\

!
M, ,K,) (L{o,M;),L(0,K )
La complexité de Ki est 6

La complexité de K} est 4

Figure 3. La modification de Kneser partielle

§ 4. LE THEOREME DE ROHLIN

THEOREME 3. Soit K" un sous-complexe fini, orienté, de dimension n d'une

variété triangulée Mn+1

de dimension n+1 . On suppose que le bord de la chaihe K

définie par les n simplexes orientés de K est une sous-variété localement plate
Alors, il y a une subdivision de M et un sous-complexe de cette subdivision

qui_est une sous-variété localement plate, N, de M, de bord la sous-variété Q et

homologue, modulo Q et sur les entiers & la chathe K .

Démonstration. Tout d'abord, nous dirons que le complexe K est singulier en

[n-c) [n-c]

codimension ¢ si K-K est une sous-variété localement plate de bord Q-K
cela se traduira techniquement par :
i) Pour tout (n-i) simplexede Q (0<i<c), lalice L{0,K') estun disque

localement plat dans la sphére L{(o,M') debord L(c,Q') (rappelons que, puisque Q
est une sous-variété localement plate, cette derniére lice est une spheére dénouée).

ii) Pour les (n-i) simplexes de K-Q (0=i «<c¢), la méme condition qu'auparavant.
Supposons construit un sous-complexe orienté Ki d'une subdivision M, de M,
singulier, en codimension i+1 et homologue modulo Q a K (le bord homologique de
Ki est donc la sous-variété Q). Nous utiliserons les mémes notations que dans la
démonstration du théoréme 2.
La lice L(o;i ,K'i') est une sous-variété localement plate et orientée Vj de la
sphere L(oj,M'i) , quin'aunbordnonvideque si i=1 et si le simplexe cr;j est dans



64

Q, auquel cas le bord de VJ. est L(aj,K’iﬂQ) qui est une sphére dénouée SJ. .
Supposons d'abord i2 1 et cj dans Q .

1"

AFFIRMATION. Ily a un disque DJ. de dimension i localement plat dans L(oj,Mi)
de bord SJ et tel que :
a) Sur un voisinage reguher RJ de S , les variétés V et DJ coincident.
b) Le cycle (D, UV FS est trivial en homologie entler'e dans

E;I L(o M") % l’extémeur de RJ

Complément . a) Si 0, n'est pas dans Q , l'affirmation est vraie pour

Dj=Rj=¢ ( vraie dussi si i=0) .

b) Si i=0 et cj est dans Q , 1'affirmation est vraie avec R:i un voisinage
régulier de DJ. .

Le complément n'est que la traduction de ce que, sur les entiers, le bord homo-
logique de Ki est la sous-variété Q pour i=0 etpour i=1, Hi(L(cj,M';))= 0.
Pour 1' affirmation, comme la sphere Sj est dénouée, elle borde un disque DJ. de
dimension i . Par existence de collier de SJ dans DJ et VJ , et de bicollier autour
de DJ et VJ dans L(c M") , on peut, dans un voisinage de SJ , interpréter D, et
VJ comme les traces de deux sections de deux fibrés normaux a SJ dans L(cr M")
Faisant appel au théoréme de Wall ([W]) d'unicité des fibrés normaux en codlmenswn
deux, on peut, apres une isotopie de Dj , supposer que les deux fibrés sont égaux et
donc les deux sections different par une application de Sj dans le cercle S1 . Comme
les deux sections sont homologues sur les entiers (car Dj et Vj sont orientables),
1'application de comparaison est triviale en homotopie ; les deux sections sont
isotopes et 1'on peut rdaliser la condition a) (c'est ici que 1'on utilise la condition
d'orientabilité; voir dans les exercices 3b) et 3c) ce qui se passe sans la condition
d'orientabilité).

Comme Ej a le type d'homotopie d'un cercle, la condition b) est automatique-
ment vérifiée pour i =2, etpour i=1, il suffit de faire des sommes connexes de
1'arc Dj avec des cercles bords de petits disques transverses a SJ. (ou sil'on

préfére, enrouler Dj autour de SJ. (voir la tigure 4)).

Terminons, a 1'aide de 1'affirmation, la démonstration du théoréme 3.

Soit oJ le barycentre du simple 0. et eJ = GJ* I_,(cr3 M" ) la cellule duale de o,
Considérons Ej x [#,1] ([$,1] étant la "moitié extérieure" de 1'intervalle [0,1]
de joint ; voir la figure 5). Dans lebordde E. x [$,1], considérons la sous—-
variété Tj = (Vj N EJ.) x1U (VJ.O an) x[%, d U (Dj N Ej)x + . Avec l'orientation
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qu'elle hérite de Vj , la variété TJ. borde homologiquement dans EJ. x[4,1], donc
par la version relative du théoreme 2 signalée a la fin du paragraphe précédent, T:i
borde dans E. x [1,1] une sous-variété Wa . Posons alors :

J
- W “E)x [
W, = wju(vjNEj)x[m]

N N
- - " 1
et K1 = K (_L_J St(oj,Ki))_EJ (aoj *wj) l_J o *(Dj x 1) .
J=1 J=1 i=1
La réunion U Oj *Wj est une homologie entiere entre Ki et Ki+1 .
i=1

(Remarquons que, contrairement a ce qui se passe dans les théoremes précé-

dents, les joints o:i * Wj ne sont pas plongés dans L(Oj,K'i') bien que les deux réu-

nions dans la formule définissant Ki+ le soient.)

1

Signalons 1'exercice 3a) ol une démonstration plus naive est présentée.

S
a5

Figure 4. L'enroulement de Dj autour de S.

COROLLAIRE. Soit Qn_1 une sous-variété orientée localement plate de codimension
deux de M1 dont la classe fondamentale est nulle dans Hn_1(Q,Z) . Alors, ily a
dans M une surface de Seifert S pour Q: une sous-variété S orientée de dimen-
sion n , localement plate dans M dont le bord soit Q .

Démonstration. On applique le théoréme 3 a un complexe K" qui réalise une
homologie a zéro de M . 0

IRemarque. Dans le cas classique ou Mm'1 = 53 et Q est un enlacement orienté, on

peut choisir un point X, dans 83 d'ou 1'on voit 1'enlacement Q immergé avec
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\\ , _ },
k/ = l
+ E. x[F,1]
. J
g ] e
Q ,JZE-J
II.LL La cellule duale e;
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» ¢’ v EJX[%‘,‘IJ
1
La variété Wj ij2
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Figure 5. La construction finale de la démonstration du théoréme 3.
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sevlement des points doubles transverses. Prenons pour K le cdne sur @ issu de ce
point (voir la figure 6). La démonstration se simplifie car si 1'on applique aux.arétes
singuliéres de K (qui sont hors de 1'enlacement Q) la modification de Kneser (celle
du théoréme 2 ; comme la lice a quatre points, on peut le faire en une seule fois !),

le complexe K devient une sous-variété localement plate sauf au point de cdne. On
lui applique la modification de Kneser et 1'on obtient la premiére démonstration de
construction de surface de Seifert due a Frankl et Pontriaguine ([FP]) ; on remar-
quera qu' elle donne la méme surface que 1'algorithme de Seifert ([S]).

L(b,K1)
4

On a percé deux fenétres dans la surface de Frankl-Pontriaguine du noeud de tréfle
(pour voir ce qui se passe "a 1'intérieur")

Figure 6. La construction de Frankl-Pontriaguin
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§ 5. LA METHODE DE KNESER EN CODIMENSION DEUX

THEOREME 4. Soit K" un sous-complexe fini, orienté, de dimension n <d'une

variété triangulée Mn+2 de dimension n+2 . On suppose que la n-chafhe K & coef-

ficients entiers définie par K est un cycle.

Alors, il y a une subdivision de M et un sous-complexe N de cette subdivision

qui est une sous-variété, orientée, localement plate de M, homologue sur les entiers

au cxcle K.

Démonstration. Elle est analogue a celle du théoréme 2 . Nous utilisons les
mémes notations. Remarquons que, puisque le complexe Ki est orienté, une orienta-

tion du .simplexe crj (€ (KI‘"‘1 “)' )} détermine une orientation de la lice Vj = L(oj’Kti) .

Le corollaire du théoreme 3 permet de construire une surface de Seifert orientée WJ.

pour V:i ; la suite de la démonstration est identique a celle du théoréme 2. [

§ 6. RETOUR _SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME DE ROHLIN

L'enchafhement des théorémes 2, 3 et 4 semble éire le début d'une récurrence
pour lisser les cycles de toute codimension. On sait depuis Thom gque ce réve est
impossible ; il nous semble cependant intéressant de mettre en marche la "machine
de Kneser" et de tirer des informations géométriques des faits qui la font caler :
nous tenterons au paragraphe 7 une démonstration d'un théoréme de Rohlin en codimen-
sion deux qui échouera, mais nous fournira un calcul du groupe de cobordisme 04 .

Un argument du § 4 ne se généralisera pas, c'est 1'utilisation du théoréme de
Wall. Ce paragraphe est consacré a 1'étude du théoreme de Wall, et a une version
affaiblie du théoréme de Rohlin n'utilisant pas le théoreme de Wall ; c'est cette
version que nous généraliserons au § 7.

6.1. Une esquisse des arguments géoméiriques du théoréme de Wall.

Par la théorie des immersions, Wall réduit son théoreéme au fait que si un
noeud différentiable de codimension deux (Sn+2,2n) est trivial dans la catégorie PL,
il est trivial dans la catégorie différentiable (Z" est une variété différentiable PL
isomorphe a la sphére s" standard). Esquissons la démonstration que Wall donne
de ce fait.

Par unicité des voisinages réguliers PL et le théoréme de lissage de Hirsch,
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un tube autour de =" est difféomorphe a s x D2 enh position standard dans Sm'2 H
eh prenant une section du tube, on trouve o™ et s"x1 plongés dans s x S1 . A
1'aide d'une grande translation du revétement infini cyclique s"x R , on a deux
relevements disjoints de Sn et o dans Srl X R ; soit A la région compacte com-
prise dans s xR entre ces exemplaires de s™ etde =" . En enroulant le revate-
ment infini cyclique autour de =t , on peut voir A plongé dans s" et former

M _storuae D™t un disque d'homotopie bordant £ (voir la figure 7).

Enx%DZ»—~
«n 2

& XD

Figure 7 . L'enroulement de Wall

(1)

ces dimensions (élémentairement par Schinflies et Alexander pour n=1, 2, et par

Si n#£3, 4, onconclut par le théoréme de Schonflies qui est vrai dans
la théorie des anses de Smale pour n=5) . Wall traite les cas restants (n=3 est
le plus difficile) par un brillant rétablissement qui utilise d'une maniére essentielle
la théorie des anses et le théoréme de Cerf : Diff(SB) est connexe.

Ce théoreme utilise donc les résultats les plus profonds de la topologie différen-
tielle et surtout est non élémentaire dans le sens suivant : bien que vrai en toute

dimension, les arguments pour le prouver sont différents suivant les dimensions.

6.2. Le théoreme de Rohlin implique le théoréme de Wall.

11 est tout d'abord clair que 1'affirmation du paragraphe 4 implique le théoréeme

de Wall : Considérons Vm'1 une surface de Seifert lisse pour le noeud (Sn+2’2n
Par 1! affirmation, =" borde un disque p™*

1 qui est localement plat presque diffé-
rentiable et égal & V prés de " (donc prés de son bord &', le disque D

n+1 est

une sous-variété lisse de Sn+2) . En appliquant le théoreme de lissage en codimension
| de Hirsch, il y a une isotopie presque différentiable fixe prés du noeud =" qui

n+2

pousse Dm'1 sur une sous-variété lisse de S . Il n'y a qu'une structure lisse

sur un disque PL compatible avec la structure PL (gréce a la théorie d'obstruction

(1)

ol les fibrés normaux en codimension deux est établi.

Indiquons au lecteur 1'exercice 5 ou un autre lien entre le probléme de Schonflies:
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au lissage de Munkres , ou si 1'on préfére au théoréme de structure en produit de
Hirsch). Le noeud =" bordant un disque différentiable est donc trivial.
(1)

Voyons maintenant que la forme relative du théoréme de Rohlin
le théoreme de Wall.
Considérons (Sn+2 =M x1 1'épaissi du noeud (S

implique
n+2 ,=™ . Soit V une sur-
face de Seifert lisse pour " et D un disque presque différentiable trivialisant le

noeud PL . Pres de Sm'2
Sn+2 x 1 1'épaissi D x(1-¢,1] de D et complétons sur la partie restante de

Sn"'2 x 1 par K, une homologie modulo Zn entre ces deux surfaces de Seifert. La

x 0, considérons 1'épaissi V x [0,e] de V etpres de

forme relative du théoréme de Rohlin nous donne une sous-variété localement plate W

de sS™1 1 debord dW=Vx0UZ"xIUDx 1 .

rl'*'sz,W) . Par

existence de voisinage en collier de 2" xI dans W et unicité de voisinage régulier
de = x1 dans g2 1, lapaire (E, F) est isomopphe a (EnxDZXI, S 1Ix I,
et donc son "bord" (RE,FNJE) ¥ (" x D2 xI, S™x 1) est une concordance entre
OE, NV et OE, ND (E - EN s™2y i) . En voyant E, inclus dans 1%1 , on cons-
; Sgala Vv (donc lisse) sur E, etégala D horsde E 1

]
(Rappelons que par unicité de voisinage régulier, E 1-Ep & d By x I .) (voir la

Soit (E,F) un voisinage régulier de =" x I dans la paire (S

tr'u1t un disque D

figure 8).

Figure 8

(+) On impose N =K pres d'un sous-ensemble de K auprés duquel le complexe K est
une sous-variété localement plate. Cette forme relative du théoréme 3 a lieu comme
pour les théorémes 1 et 2 et pour exactement les mémes raisons (voir la remarque

cldturant le paragraphe 3).
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La fin de la démonstration est identique a celle du premier paragraphe de 6.2.
On a laissé au lecteur dans 1'esquisse précédente le soin d'appliquer les théor:émes
de triangulation de Whitehead pour les changements de catégorie implicites entre
presque différentiable et linéaire par morgeaux. Remarquons aussi que ces théoremes
de Whitehead, comme le théoréme de lissage de Hirsch (corollaire du théoréme de struc-
ture en produit) que 1'on a utilisé ici, sont,contrairement aux arguments de Wall,

élémentaires en notre sens.

Rappelons que Rohlin a énoncé son théoréme en 1951 (t) et n'avait a sa dispo-
sition ni le théoréme de Wall, ni surtout ce que Wall utilise ; malgré de nombreuses
lentatives, nous ne sommes pas arrivés a donner de démonstration élémentaire du
théoréme de Rohlin (et par 14 méme du théoréme de Wall) () . Nous allons élucider
cette difficulté en prouvant de maniére élémentaire une forme affaiblie du théoreéme de

Wall au point suivant.

6.3. Une méthode de Kneser lisse.

Il s'agit de faire toutes les constructions pour avoir a effectuer les modifica-
tions de Kneser sur des paires de lices qui sont des paires de variétés c” lisses
car, dans la catégorie c” , il y a existence et unicité des tibrés normaux (et ce
élémentairement) .

Pour cela, il faut modifier les hypotheses des théoremes 1, 2 et 3, en demandant
2 la variété ambiante d'8tre C et aussi, pour le théoréme 3, il faut que la sous-
variété Q soit une sous-variété lisse. Le complexe K devra éire un sous-complexe
d'une triangulation C”de M possédant une subdivision barycentrique pour lgqueile
les cellules duales sont des sous-variétés c” . Ceci s'obtient relativement facilement

(1) Bien qu'il énonce son théoreme en toute dimension, Rohlin ne 1'utilise que pour un
complexe de dimension quatre dans ]Rs ; en ce cas, la démonstration de 1' affirmation
que 1'on peut tirer du premier paragraphe de 6.2 et de 6.1 n'utilise que le théoréme
d'Alexander-Schonfliess et n'est pas anachronique.

(*) En suivant la machine de théorie des immersions dans 1'article de Wall [W] , le
lecteur astucieux pourra par une double récurrence établir d'un seul coup les théoréemes
de Rohlin et Wall, mais, du moins pour la récurrence que nous avons montée, elle s'ap-
puie sur une faute de frappe dans 1'article de Wall : les obstructions pour la théorie de

lissage des sous-variétés de Haefliger sont dans Hl(M 1"2 ) pour existence et H (M I%
pour unicité et non, comme 1'écrit Wall page 6, Tl 21 ) pour existence et

lll(M,I'i_1) pour unicité !
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de la maniére suivante : on munit la variété d'une métrique riemannienne c” etl'on _
part d'une triangulation quelconque. Alors, ily aun ¢ >0 dépendant de la triangula- 3
tion de départ telle que la triangulation a des subdivisions arbitrairement fines dont K

(1)

tous les simplexes sont d'épaisseur supérieur a € .

Soit K une telle subdivision et ¢ un simplexe de cette subdivision de sommets

0,
et plus prés de chaque ki que des autres sommets de K . Alors, si la subdivision

K.,k 17 ,kp . Onnote e(c) 1'ensemble des points & méme distance de tous les k;

K est suffisamment fine, les e(0) sont des sous-variéiés lisses isomorphes a un
polyédre convexe. Les e(o) forment les cellules duales pour une subdivision de K
isomorphe a la subdivision barycentrique. (Sans subdiviser, le résultat est encore vrai .
c'est un lemme célébre de Munkres ([M] théoréme 1.4).) On prendra alors pour :
lice L(o,M) une sphére lisse située dans l'intérieur de e(0) et se déformant radia-
lement sur le bord de e(o) .

On modifie la définition d'é&tre singulier en codimension i+1 en demandant a Ki
d'étre une sous-variété Coo hors du squelette de dimension n -{i+1) de Ki . On
remarquera alors que pour tout simplexe o¢j de dimension n-(i+1) , lalice L(c.,K'f)

[n-(i+1)] avec L(o.,M") et que, sil'on prJ'end1
1 situés en Ki N (aoj * L(OJ.,M") - aoj) , le complexe

Ki +1 construit par la modification de Kneser est singulier en codimension i+2 .

est 1'intersection transverse de K-K

soin d'arrondir les coins de Ki+

Nous laissons au lecteur courageux le soin de rédiger les modifications des
arguments des paragraphes 1 4 5 suivant 1'esquisse ci~dessus (c'est en vue de ces
modifications que 1'on a préféré la preuve écrite du théoreme 3 a celle indiquée dans
1'exercice 3a)).

Nous indiquerons dans 1'exercice 4 comment, en utilisant des triangulations de
Munkres, on peut batir "a la Kneser" la théorie d'Haefliger d'obstruction a lisser
une sous-variété PL localement plate d'une variété lisse.

(1)

C'est le rapport du diametre sur la distance du barycentre au bord du simplexe.
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§ 7. LA NON-TRIVIALITE DE & 4 FAIT ECHOUER UNE TENTATIVE DE

DEMONSTRATION DU THEOREME DE ROHLIN EN CODIMENSION 2

soit K" un sous-complexe orienté de dimension n d'une varidté lisse Mm'2
de dimension n+2 ; on suppose que le bord de la chaine K définie par les n simplexes
orientés de K est une sous-variété lisse Qn"1 de M . Tentons de lisser K en sui-
vant la méthode du paragraphe 4 modifiée comme indiqué dans le paragraphe précédent,
pour que les paires de lices soi2nt des paires de variétés c”. on peut construire un
complexe Ki lisse hors du n-{(i+1) squelette de K, debord Q et homologue
modulo Q &8 K, etcepour i=0, 1,2,3 . Pour i=3, il faut utiliser dans la démons-
tration de 1'affirmation que les deux sections du fibré normal a L(ch.,Q,) , une sphére
de dimension deux dans L{o ,M) une spheére de dimension cinq, sont isotopes car
elles different par une applig:ation de S2 dans 82 nulle en homologie donc triviale en

homotopie.

3

A 1'étape suivante, les deux sections different par une application de S~ dans

s? . or 1:3(82) est infini cyclique, engendré par 1'application de Hopf. Remarquons

que le cylindre de 1'application de Hopf est un plan projectif troué plongé dans la spheére

2 , le bord est une sphere 83 non nouée. On peut

86 vue comme le joint de 83 et S
donc remplacer le disque D par une somme connexe de plans projectifs troués.

Si la variété Q dont on était parti est de dimension quatre, on vient de voir
qu'on peut lisser K hors du zéro squelette de ¢ et que, quitte a faire des sommes
connexes avec des plans projectifs, on peut lisser K . On vient de donner pour le cal-
cul du groupe de cobordisme orienté de dimension quatre, une démonstration analogue a

celle que Rohlin a donnée pour le groupe de cobordisme orienté de dimension trois.

Remarque sur le rdle du §_§ Si on n'avait pas pris soin de travailler dans la catégorie

lisse, on ne pouvait pas faire le dernier argument : Il n'y a pas unicité du fibré normal

N\ . » ] 6
pour une sphere de dimension trois dans S~ .

Rappelons que le groupe (pour la somme connexe) des sphéres différentiables

(1) Dés cette dimension, nous ne pouvons utiliser le théoreme d'Haefliger et Wall
d'unicité du fibré normal dans le domaine stable; on a déja besoin ici des modifica-
tions du § 6.3 . Nous verrons cependant dans 1'exercice 6 que les arguments de 6.1 et
6.2 donnent 1'unicité dans ce cas limite. A 1'étape suivante, on ne peut s'en tirer,

3

la non-unicité produit des noeuds différentiables non triviaux de S~ dans S6 (voir la

remarque a la fin de ce paragraphe).
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de dimension trois nouées dans S6 est isomorphe aux entiers. Soient 83 c S6 et

V une surface de Seifert pour ce noeud ; le fibré normal a V dans 86 est de dimen-
siondeux et a f € HZ(V;Z) comme classe d' Euler. Alors, l'isomorphisme entire le
groupe des noeuds et Z est donné par :
[2V] +— signature de (V) - fof (1)
8

Soit 3V un noeud différentiable non trivial ; comme en codimension trois, il
n'y a pas de noeud PL , le noeud 3V borde un disque D . On interprete des colliers
de 3D dans D et 3V dans V comme deux sections de deux fibrés PL normaux au
noeud. S'il y avait unicité des fibrés normaux, on pourrait supposer que ces deux fi-
brés coincident. Quitte alors a remplacer le disque D par une somme connexe V' de
plans projectifs troués, plongés comme cylindre de 1'application de Hopf (qui vérifie
signature (V') = f'o ') , on peut supposer que les deux sections (collier intérieur a
V et V' respectivement) coincident. L'argument de la démonstration du théoréme 3
fournirait alors un cobordisme W entre V et V', ce cobordisme étant en produit

sur le bord ; donc :

signature (V) signature (V')
{ fot = flof'
ce qui contredit 1'hypothése signature (V) - fo f £ 0 .
On a vérifié une fois de plus le "fait expérimental” suivant : Il faut passer par
la catégorie différentiable pour montrer qu'une variété PL orientée de dimension

quatre et de signature nulle borde une variété orientée de dimension cinqg.

EXERCICES

0) Faire fonctionner la méthode c¢e Kneser pour les sous-complexes infinis, localement
finis.
1) Soit M une variété triangulée .

a) Soit cl un 1-cocycle a valeurs entiéres qui ne prend (sur chaque aréte de
la triangulation) que les valeurs -1, 0, 1 . Soit N la réunion des cellules duales
des arétes o telles que C1(0) £0.

Prouver que N est une sous-variété combinatoire localement plate et normale-
ment orientde de M .

Indication : C1 donne naissance a une unique application f: M~ S1 =[0,1 %N
cellulaire et linéaire sur chaque simplexe de M . Remarquer alors que N = f"1(-§-) .

b} Soit c! un 1-cocycle a valeurs dans Z/2Z . Soit N défini comme en a).
Prouver que N est une sous-variété combinatoire localement plate de M . -

(1) cf. les commentaires sur le 4e article, exercices.
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Indication : Prouver que la restriction de C1 a chaque simplexe se releve un

I-cocycle a valeurs entieres ne prenant que les valeurs -1, 0 et 1.

c) Soit c! un 1-cocycle a valeurs eniéres sur M . Prouver qu'il y a une sub-
division de M et un cocycle pour cette subdivision représentant la méme classe de
Il'(M;Z) que c!

2)
:1) Monirer que 1'on peut, a partir du § 3, remplacer la condition "le complexe K est

et ne prenant que les valeurs -1, 0 et 1.

orienté et est un cycle" (relatif pour le théoréme de Rohlin) par "chaque simplexe de
Jdimension maximum n de K est muni d'une orientation normale telle que, pour tout
simplexe ¢ de dimension n-1 de K , la somme des orientations obtenue sur la lice
{ {0,M) estnulle (dans le cas du théoréme de Rohlin, nulle si ¢ € K-Q et égale a 1
s 0 €Q , étant supposé que Q est muni d'une orientation normale).

Etablir ainsi la version cohomologique de la méthode de Kneser.

b) Donner une démonstration moderne des théorémes prouvés dans 1'exercice
2.a) (qui ne sont différents des théorémes du texte que dans le cas ol M est non
urientable).

Indication : Utiliser la transversalité de Thom sur des applications de M dans
RP”, s et €P? représentant les éléments de H'(M,Z/2Z) , H'(M;Z) , H*(M;Z).

Trouver une "démonstration moderne" des théoremes du texte quand M est non

ur'ientable.

3) a) Une autre démonstration du théoréme de Rohlin.
a.1. Par les méthodes du § 3, se ramener au cas ou, pour chaque simplexe Oj
do K[n-(lﬂ) ] MNQ, lalice L(oJ.,K'{) est connexe et o1 il n'y a pas d'autres

n-(i+1) simplexes singuliers.

a.2. Remplacer, dans 1'affirmation du § 4, la condition "le disque Dj est égal
o la variété VJ. pres du bord" par 'le disque Dj est transverse a la variété Vj"
ot modifier la condition homologique pour qu'elle s'applique a cette situation.
Prouver que Dj U V;i est le bord orienté d'une région WJ. que cette réunion
découpe. (Attention, les orientations des composantes de WJ ne sont pas compatibles
.IVCC une orientation ambiante.) La connexité de Vj est indispensable pour cet

argument .
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N
a.3. Prouver que K, (K - U St(o.,M", )) U (30.% W) U (o. *D)
ECRENRNS M S NO T R SR
a les propriétés requises.

b) Considérer le noeud torique trivial (2,1) ;
il borde un disque D et une bande de Mobius M

se coupant en un segement [a,b] (voir la figure).
Soit K3 le polyedre borné, limité par D UM dans R3 . On considere
N3 =K 8 cbne sur D ; c'est un polyédre de dimension trois dont le bord, comme

chaine & coefficients Z/2Z , est un plan projectif M U céne sur (8M) & RP? .

b.1 (pour les illusionnistes). Prouver que la lice I_,(b,N3 ) est un disque,
en laissant supposer que "par symétrie" il en est de méme pour L(a,N3 ) ; "démontrer"

que N’ est une variété combinatoire.

b.2. Demasquer l'illusionniste en montrant que L a,N3 ) est une bande de
Mobius.

c) Utilisant ce phénomeéne et les idées de a), donner une preuve de ce que le groupe
de cobordisme des surfaces est engendré par la classe du plan projectif ]R]P2 . Cette

preuve n'utilise pas la classification des surfaces.

4) Soit N" une sous-variété PL localement plate d'une variété C ., M9, Toutes
les triangulations ont les propriétés dégagées au §6 ("C” et a cellules duales sous.
variétés Cm") et triangulent N comme sous-complexe.

On suppose que hors du (n-g~squelette de N , la sous-variété N est une sous-
variété C*

a) Soit o, un n-c simplexede N' NN [n-c] . Prouver que la paire de lices
(L(0;,M"), L(0;,N")) est un lissage du noeud standard PL (shta-c-1 gn=c-1y
Prouver que la cochaine qui associe a un n-i simplexe crJ de N'NN [n- C]la classe
de concordance de ce lissage et 0 aux autres n-c simplexes de N' est une cochaiaze
(il faudra en particulier expliciter comment ses coefficients sont tordus).

b) Soit o

de sites (St(c M"), st(o, N")) (qui est une paire de boules lisses standard
(Bn+q-c-

un n-(c-1) simplexe de N' . Prouver que, en modifiant la paire

B“‘C 1) pav un lissage arbitraire (mais identité sur le bord), on peut
modifier la cochafne construite en a) par un cobord.

En déduire la théorie d'obstruction de Haefliger au lissage des sous-variétés
PL d'une variété C ([H)).
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c) Si on est en codimension un, les coefficients de la théorie d'obstruction
sont nuls ; il est tentant d'essayer d'appliquer cette méthode concrete de lissage au
cas ol la sous-variété N a un bord qui est une sous-variété C” de codimension 2 R
vl en exigeant de ne pas bouger le bord N au cours du lissage {(par les remarques du
% 0, cela donnerait une démonstration élémentaire du théoréme de Wall !).

Faire cette tentative et voir que, lorsque 1'on fait la construction sur un simple-
wde Q, on trouve comme obstruction une classe de concordance de disque de Seifert

(x>

(" du noeud trivial.

Dans 1'exercice suivant, nous verrons que la nullité des classes d'isotopies des

disques de Seifert lisses implique le théoreme de Schinflies. .

) a) Par isotopie d'Alexandre, prouver qu'un isomorphisme PL h: s™d ., g
tel que h lS =1id |sn est isotope a 1'identité a travers des isomorphismes fixant s"
(s¢ ramener au cas ou h est 1'identité au voisinage d'un point de S )

b) Soient Dr;'” et Dg'” deux disques de Seifert PL. du noeud trivial
(= "+2 'S ) Prouver qu'il y a un isomorphisme PL h: sz - Sm'2 identité sur S"

ol tel que h(D1) = D2 (utiliser des colliers autour de D, et D2 et l'unicité des

lisques de codimension zéro).
A partir de ce point, une démonstration en toute dimension, pour illusionnistes,
Jdu théoréme de Schonflies .

c) Par le théoréme de Wall d'unicité des fibrés normaux PL en codimension

Jdeux, se ramener au cas ou l'isotopie h, , découlant de b) et a) , respecte un voisi-

t H
nage régulier E de S".

n+2

(]
d) Soit F=8S -E et Fn le revétement cyclique & n feuilles de F .

Prouver qu'il y a un entier n et deux relevés du disque D1 dans Fn ’ D1

ol D!, telsquesi h_, estle relevé de 1'isotopie construite en ¢), la trace de

1 t

Ill(D ) ne coupe pas D x [0,1] .

Soit dans F le relevé hn1(D1) de D, . Par extension des isotopies, prouver

que la région comprise entre hn1(D1) et D! esten produit .

1
En déduire que, dans le cas ou D1 et D2 sont disjoints, la région
yu'ils délimitent dans F est un disque.

e) Soit ¢: s" - g+l

"' comme la réunion des hémisphéres nord D + et sud D_, déduire de ce qui précede’

un plongement PL localement plat. Voyant la sphére

une "démonstration" du théoreme de Schonflies. .
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f) Démasquer 1'illusionniste : on ne peut effectuer 1'étape c) car Wall ne

prouve pas 1'unicité a un parametre des fibrés normaux en codimension deux. Dansla *

catégorie différentiable, cette unicité a lieu. "Le théoréme de Wall ne permet pas

d'affirmer que, en codimension deux, les sous-variétés PL sont aussi bonnes que les

sous-variétés lisses" .

Question. Y a t-il des contre-exemples a 1'unicité a parametres des fibrés normaux

PL en codimension 2 ?

6)

a) Toute section d'un fibré normal PL & une sphére S° dans 85 , hon

enlacée avec la section nulle borde un disque (par la forme relative du théoréme 4,

lui faire border une surface de Seifert V . Sachant que V=VUD

3 borde une

variété spin n'ayant que des anses d'indice 2 , faire la chirurgie plongée sur V pour

la transformer en un disque .)

b) Déduire de 6.a), 5.a) et 1'analogue de 5.b) en codimension trois, 1'unicitd .

des fibrés normaux a 82 dans 85 .

(FP]

[H]

(K]
Ry

(R]

[s]

(w)
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I. SUR LE QUATRIEME ARTICLE: R[18]

Dans cet article, Rohlin calcule le groupe de cobordisme orienté de dimension

quatre { 4 (qui est engendré par la classe de C]P2 et isomorphe a Z , 1'isomorphisme

étant ¢: G 47 %, <p([M4]) =o(M = XZBZ(M) (= M% ), etil utilise ce

calcul pour corriger les deux premiers articles. Nous suivrons le plan de Rohlin :

Au, § 1, nous expliquerons comment Rohlin construit un cobordisme orienté d'une
variété de dimension quatre quelconque a une somme connexe de plans projectifs comple-
xes. Le § 2 est consacré au calcul du groupe de cobordisme non orienté des variétés
de dimension quatre (Rohlin énonce un résultat faux qu'il a corrigé ultérieurement).
Dans le § 3, nous expliquerons la correction des deux premiers articles et, en particu-
lier, 1'affirmation de Rohlin selon laquelle £ 4= Z implique que la composée de trois

suspendues successives de 1'application de Hopt est non nulle dans 7 (Sn) , contrai-

rement a ce qui a été "démontré" dans le premier article. Nous ternﬁrrll-gr‘ons par une
série d'exercices portant sur les quatre articles de Rohlin et indiquant comment on peut
obtenir a 1'aide des méthodes géométriques de Rohlin pratiquement tous les énoncés
produits depuis 1951 et portant sur les différents types de cobordismes des variétés

de dimension inférieure ou égale a quatre, les structures Spins sur ces variétés et les

corollaires qui en découlent en théorie des noeuds différentiables.

§1. CALCUL DU GROUPE DE COBORDISME ORIENTE § 4 (§2 du texte)

Apres avoir remarqué qu'il suffit de montrer que la classe de C]P2 est un
générateur de § 47 Rohlin considere une variété M4 orientée de dimension quatre et
affirme :

A) 1l existe une variété M4 cobordante a M et admettant un plongement dans

1
' espace euclidien ]R7 .
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En effet, un théoreme de Whitney assure 1'existence d'une immersion en posi-
tion générale f: M4o4--7]R7 . Nous avons vu dans les notes sur le troisieme article
que les cercles de points doubles de t(M4) ont, dans M4 , des revétements triviaux :
des chirurgies rondes plongées d'indice un ¥ fournissant un cobordisme de M a

une sous-variété Ml de R7 .

B) La deuxiéme étape consiste a montrer que : Une somme connexe M

de la
= 2

dont le fibré

variété M1 avec des plans projectifs admet un plongement dans IR
normal a une section partout non nulle.

La classe d!Euler du fibré normal a une sous-variété orientée d'un espace

euclidien est nulle : le fibré normal a M‘: dans R7 a donc une section qui est non

nulle sur le 3-squelette de M L'obstruction a trouver une section non nulle définie

1 )

sur tout M, est un élément de 113(82) . Ce dernier groupe est cyclique engendré par

l'applicatioln de Hopf h: 83 + S2, 1l existe donc une section s du fibré normal a
M1 dans ]R7 , non nulle hors d'une réunion disjointe et finie de boules Bi de M1 R
telle que 1'obstruction a 1!'étendre en une section non nulle sur la boule Bi soit
1'application de Hopf h ou son opposée -h: si Bi X D3 est une carte, définie sur
la boule Bi , d'untube T 1 autour de M1 dans R~ , la section s est donnée sur
dB, par s(x) = (x,% h(x)). Le cyclindre de 1'application de Hopf (ou de son opposée)
est homéomorphe au plan projectif troué (muni de 1'orientation complexe ou de 1'orien-

tation opposée) et admet un plongement dans le bord du tube T qui se recolle avec

1 ’

N o
s(M1 - _U1 Bi) pour fournir la variété M, cherchée. La variété M2 étant sous-
1=

2

variété du bord du tube T1 , son fibré normal a une section partout non nulle (un champ

de vecteur extérieur a aT1

Voici quelques formules justifiant les affirmations précédentes. Si un point du

par exemple).

plan projectif troué CP(Z) est repéré par ses coordonnées homogenes [XO,X1 X 2]

(lX0|2 s lX1 12 4 |X2I2) , si la sphére s> estla sphére unité de ¢

s3 {(X1,X2) €l lX1 lz + |Xz|2 = 1} et si la sphére s2 est la sphére de Gauss

82 = C]P1 = CUw, 1"homéomorphisme entre le cylindre de 1'application de Hopf,
2

ch) = s3> x[0,1]4 sz/ (x,0) ~ h(x) , et le plan projectif troué €IP{

est donné par

[(X,,%),t 0= [6X,X,] (X, X,) €8?, telo,1]).

(1)

Ce sont les modifications ®2 du troisiéme article.
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Le plongement . de C]P2 dans le bord du tube T, est donné par

0 1
2X . X 2X X
X K. X.]+ 01 ’ 0 X4 /%
X%y (lx012+lx1| %1%, 12 1x0\2+\x1l +1x,12 )

ec? | Y, 1%+1Y, %<

2X X 2X . X
ol ( 2

01 072 4
€BY = {Y.,Y
2 2 2 2 2) i 1’
X! +\X1l X, 171X +|X1| +IX2l
o X /X, € €U = P! = §7.

Il sera utile pour la suite de voir M2 comme un éclatement de M1 . Pour ceci,

supposons que pres du bord, éBi X Sz, de la carte Bi X 82 , la section s est donnée

pue s(Y,,Y,) = (Y,,Y,;Y./Y,) . Une équation de la variété M, dans Bixsz est

2’ 2

f(Y 1 ,Y2 1 2) = Y1 - ZY2 , ou si 1'on prefere en coordonnées homogeénes

0 = F(Y1,Y2, [xo,x,i]) = X, Y, - X1Y2

Suivant que la carte de la boule Bi est ou non dans 1'orientation de la variété

0

il

M on obtient des modeles pour les cas ol 1'obstruction est 1' application de Hopf

1’ 3 2

h: 8 + 8%, h(Y1,Y2)=Y2/Y1 , ou son opposée.

C) La troisiéme étape consiste & construire dans le bord d'un tube T2 autour de

M., une sous-variété M3 difféomorphe a une somme connexe de M2 et de plans pro-
joecti s complexes et telle que sa classe fondamentale [M ] soit nulle dans
dans la sphere S7 7 e ,

o
5 de S7- T2

i (S -T ) 1'homologie du complémentaire du tube T

2
Supposons ceci réalisé, il existe alors une sous-variété orientée N

Jde bord M, ; comme M3 est difféomorphe a une somme connexe de la variété M de
départ et de plans projectifs complexes, ceci prouve que le groupe de cobordisme

orienté de dimension quatre est engendré par le plan projectif complexe CPz . La
variété N peut s'obtenir :

0
1) Soit en lissant par la méthode de Kneser une chaine Uy de s - T, dont le

hord homologique est la variété M3 ;
2) Soit par la méthode de Thom : il y a une application f: aTz - CIP(n) trans-

verse & €IP(n-1) et telle que f_1(C]P(n-1)) = M3 . Si X est le générateur de

() L'application f est la construction de Thom sur une application fO : M3 + CIPP(n~1)
« lassifiant le fibré normal a M3 dans 3T, (rappelons que €IP(n) - pt est isomorphe
.1 1'espace total du fibré canonique sur CIP(n-1) et donc €IP(n) est homéomorphe 2
I'espace de Thom de ce fibré.)
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H (C]P(n) Z) , laclasse f (X) € HZ(aT ;Z) s'étend en une classe Y€ H2(S7-’(1"2;Z)(1');{f{ff'

Si n est suffisamment grand n=z3 sutflt ici) , il y a une extension ¢ de f a
S7 - T2 telleque Y =¢ (X) . On peut supposer ¢ transverse a CIP(n-1) et poser
N = ¢~ (CP(n-1)) .

I1 nous reste a expliquer la troisieme étape.

Soit M. un exemplaire de la variété M, dans le bord du tube d T, qui est

2
2

2

par une section partout non nulle. Notons 7 : 9T, - M, la projection

'
1'image de M 2 5

du tube.

AFFIRMATION 1. Il existe une surface orientée F2 dans M42 telle que le cycle

- o -
M'2 U 1(F) soit nul en homologie dans S7- T, . (m 1(F) est orientée par l'orien-

tation somme directe de celle de F et de celle du fibré normal a Mz' dans aTz).

AFFIRMATION 2. Il existe une sous-variété M de oT, 2

M' U 17_1(F) et difféomorphe a une somme connexe de la variété M2 et de plans projec-

homologue dans 3T, a

tlfS complexes. Plus précisément, il y a un ensemble fini {m .o ,mp} de points de
M2 tel que 7 1(m =1 1(m ) ﬂMB est une sphére d'auto—mtersectlon 1 dans M3

. e -
et ™ : My-m ({m1,...,mp})-'l\d2 {m1,...,mp} est un difféomorphisme.

Démonstration de 1' affirmation 2.
a) L'idée est d'enrouler la section s autour de la surface F comme cela

est suggéré dans la figure suivante.

Figure 1: 1'enroulement

(1) Cela découle de ce que, comme f (X) est dual pour Poincaré de [M leH (6T2)

Y sera le dual pour Poincaré de Us € H5(87 Tz,
[¢]
a zéro de M3 dans S7-T2 .

z) ol U5 est une homologie



83

Cette figure est quelque peu trompeuse car, sur la figure, la codimension de F
dans M, est un , et donc les fibrés normaux a s(F) dans s(Mz) = M'2 et 'n"](F)
sont triviaux. Ce n'est pas toujours le cas et les éclatements vont &tre imposés par

le fait que ces deux fibrés normaux ne sont pas nécessairement isomorphes.
b) Commengons par introduire des modeles. Soit v le fibré normal a

ML = S(MZ) dans 3T, , il estorienté. Considérons-le comme un fibré en droites
vomplexes. Le tube T2 est une somme directe de v et d'un fibré trivial de dimension
réelle un et lebord de T, s'identifie au projectifié du fibré v : 3T, - {-s(M )} « E(v
el AT, = E(v) U-s(Mz) ol chaque fibre 7 1(m) & € est compactifié en une sphere de
(lauss par = = - s(m) . Pour les formules qui vont suivre, il vaut mieux introduire

Jdes coordonnées homogeénes et voir sz comme le fibré en droites projectives complexe
projectifié du fibré v ® e ol € est un fibré complexe trivial de rang 1 . Un point P
de sz est représenté par ses coordonnées homogenes

(X ,T ] ou [X €EWw) , v(X)=p=n(P)
p’ P p
TpeE(e) ; e(Tp)=p=1r(P)
(Xp,Tp) #(0,0)

et [Xp,Tp] = [X;),TF')] si et seulement s'ily aun A € C
AZ£O telque X' =AX_ et T' =AT
- 54 q P p p p

(on désigne par E(¢) 1'espace total d'un fibré ¢).

Soit u le fibré normal & s(F) dans M'2 lui aussi considéré comme un fibré en
droites complexe induisant son orientation et supposons que son espace total est plongé
Jdans M; au moyen d'un tube autour de la surface s(F) . Sur E(u) , on a la restriction
du tibré v et le tibré p*(p) ; soit t la section canonigue du fibré p*(u) , elle est
non nulle hors de la section nulle

(™ (1) = {(x,y) € E()XER) | p(x) = p(n)};t0) = (x,x) ) .
I'ar abus de notation, on désignera par u*(p) un fibré sur M! étendant u*(,u) et tel

2

que la section canonique t s'étende en une section non nulle sur Mé - s(F) .

c) En utilisant les notations précédentes, une équation du cycle s(Mz) U'n_I(F)
est NS : . %

[Xp,Tp] € s(Mz)-Uw (F) si et seulement si Xp® tp)=0€vdu (u).

Soit ¢ une section du fibré v ® u*(u) , transverse a la section nulle prés de
lu surface F et a support dans un voisinage de FF . La variété M3 cherchée est M
('¢équation :

[Xp,Tp 1€ M, siet seulement si X ®tp) = c(p)OT € v rarm

(= (O p*(p)) ®e)
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Cette équation détinit une sous-variété de sz telle que si {m ...,m_} est
1'ensemble des zéros de ¢ sur F, larestriction 7: M3 1({m y oo .,m 1)
- M2 - {m 170
Si d'auto-intersection % 1 dans M3
car, quand t décrit [0,1],

M€=M3. O

. ,mp} est un isomorphisme et 'n_1(mi) =7 V(m 1) ﬂMB est une sphere
. La variété M

()
3 1
balaye une homologie entre M, = M, Us(F) et

est homologue a MéU s(F)

Mte

Démonstration de 1! atfirmation 1.

Comme H (S ) = 0, par position générale, il existe une chafne polyédrale C
telle que : 1) le bord homologique C de C est M;-—- s(Mz)
2) prés de son bord, la chathe C est dans s7-%2 ;

3) €- 3C est transverse au tube T2 .
Soit F une surface dans M2 homologue au cycle I = M N(C=3C) .

cycle bT N(E€-3C) (== 1(‘f‘) par la condition de transversahte 3)) est donc homo-

logue dans BTZ anw 1(F) L'affirmation découle de ce que C - T2 est une chaine

de bord aTzﬂc =M2U(E>Tzﬁ((3- dC)) . )

(t) Si 7n(P)=p n'estpasdans F, t(p) estnon nul et 1'équation définit un unique
[x,T )€ 7 Yp) . | '

Si m(P) = py estdans F, soit u une coordonnée complexe pour F autour
de p, et v une coordonnée de fibre du fibré normal u . L'équation devient :
Xv==e(uv)T, ol € estune fonction telle que, si e¢{u,0) =0, 3% ¢(u,0) inversible
(condition de transversalité), on a bien 1'équation d'une variété lisse M ¢ - Deplus,
si v=0 et ¢(u,0) =0, on peut choisir les cartes de sorte que e¢(u,0) =€cu :

"M3 est un éclatement algébrique de M,'". Le signe de 1'auto-intersection du diviseur

2
exceptionnel 11—1(u,0) est -1 ou +1 suivant que la carte (u,v) est ou non dans

1'orientation de M3 .
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§2. CALCUL DU GROUPE DE COBORDISME NON-ORIENTE h 4 (§3 du texte)

Le résultat que Rohlin énonce dans le §3 est faux : 1'espace projectif réel
IRIP4 et le plan projectif complexe CIP sont mdépendants dans h (ils sont détectés
par les nombre de Stiefel-Whitney (w ) et (w ) ) Rohlin devone cette faute dans un
article ultérieur (Homologies mtrmseques Doklady 1953, 89 n° 5, p. 789-792) ety
dnonce le résultat correct : N, est isomorphe a Z/2Z © Z/2Z , les générateurs
dtant RPY et CP? .

La démonstration devrait 8tre la suivante : Soit M4 une variété de dimension

3wt une sous-variété duale de la premiére classe de Stiefel-Whitney.

quatre et P
Soit s une section, transverse a la section nulle, du fibré normal a P dans M et
soit S =s 1(0) . Dans le casol M= RrRP* , on peut prendre P = RP° et S=RP
comme ]R’]P2 engendre le groupe nz de cobordisme des variétés de dimension deux, on
peut, quitte a rajouter cet exemple, supposer que S borde une variété de dimension

2,
’

lrois G2 . Lavariété P est orientable (voir exercice n° I 0)), et donc le fibré
normal 3 S dans P est le fibré d'orientation de S et s'étend en le fibré d'orien-
3 . Le fibré normal a P3 dans M4
3

, esttrivial. Collons l'espace total E(g) du fibré

lation v de G s'étend en un fibré g sur l'es-

pace total de v qui, hors de G
4 a M4 x [0,1] ; nous obtenons un cobordisme de M4 a M‘4 dont 1"hypersurface
caractéristique associée P' a un fibré normal trivial. Il ne reste plus qu'a utiliser
te fait que P' borde une variété H* orientable (d'apres le 3e article) pour obtenir
un cobordisme de M' & une variété orientable M" (voir la figure 2).

On vient en fait de répéter les arguments géométriques de la suite exacte de
Rohlin : Qn——* nn——» Qn_1 ® ‘nn 5
ol la deuxidme fléche associe 2 la classe de M" les classes de P

ot de sM2

¢ s i SZFC@

E(»)

n-1 quale de w, (M)

1' auto-intersection de P dans M (la premiére fleche est 1'oubli).

"///Y/j 2
e

S
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§3. CORRECTION DES DEUX PREMIERS ARTICLES ({§4 du texte).

A. Correction du premier article, h £0 .

Soit h_ la classe dans 1rm3(sn) de la composée de trois suspendues succes-
sives de 1'application de Hopf (n =2 2) . Dans le premier article, Rohlin a montré que
la nullité de hn est équivalente a 1'existence d'une variété orientée fermée Q4 telle
que :

4 2 ‘ - . 4 2 2
a) Ilyadans Q untore T possédant un voisinage en produit E' = T x D
tel que T2 est une surface caractéristique dans Q4 et reste surface caractéristique

4

dans la variété obtenue en enlevant E° de Q4 et en le recollant d'une maniére

différente.
b) Le nombre de Pontriaguine X22(Q4) est nul.

Rohlin remarque alors que, gréce au calcul de £ 4 la condition b) est
équivalente a
b') Q4 est le bord d'une variété orientable N5 .

Le fait que hn est non nul est donc réduit a 1'affirmation suivante :

AFFIRMATION. Les conditions a) et b') sont contradictoires.

Démonstration de 1! affirmation de Rohlin.

PROPOSITION. Il existe une sous-variété G’ de N5

1) Le bord de &’ est le tore T2 .
2) Ily a sur le 2-squelette de N - G, une trivialisation du fibré tangent a N

telle gue :

dont G est un cycle d'obstruction.

Démonstration de 1'affirmation a 1'aide de la proposition.

Par dualité de Poincaré, le noyau de H1(T2;Z/ZZ) - H1(G3 sZ/2Z) est de
2

rang un. Soit C une courbe simple fermée dans le tore T“ dont la classe d'homolo~

3
5

une surface connexedebord C . La

(1)

a une section s partout non nulle .

gie modulo 2 engendre ce noyau et soit F< G
3 dans N
Soit F' et C' lesimages de F etde C par cette section (on choisit la courbe C!
dans T2 X S1 , le bord du tube E4 autour de T2

phisme de ™ xs! te que @(%*x S1)=C' (+) .

restriction a F du fibré normal a G

dans Q4) . Soit ¢ un difféomor-

(1) car la surface F a le type d'homotopie d'un complexe de dimension un .

(#) Un tel difféomorphisme existe car la courbe C est isotope a une courbe lindaire
dans le 2-tore T2 ; la courbe C' sera alors isotope a une courbe linéaire dans
le 3-tore T3 =T2xs?t,
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Dans la variété X4 =q?

o
-4 U‘P et , le tore T2 n'est pas caractéristique
car la trivialisation de la restriction du fibré tangent a la courbe * X aDZ s'étend a

X X 02 puisqu'elle s'étend a la surface F . Ceci contredit la condition a). O

Démonstration de la proposition. Puisque le tore T2 est caractéristique dans

la variété Q4 , il y a au~dessus du 2-squelette de Q - T une trivialisation t du
libré tangent stable de Q dont T réalise un cycle d'obstruction.

Soit K3 cyN?
cycle d'obstruction a étendre a N5 la trivialisation t . Il s'agit de prouver que l'on

peut prendre pour K> une sous-variété G2 de N5 .

une chaine modulo 2 de bord homologique T2 , obtenue comme

La chaine K3 est en codimension deux mais a coefficient modulo 2 . La
méthode de Kneser en codimension deux ne peut s'appliquer brutalement car elle exige
une chaihe orientée (a coefficients entiers). Cependant, les premiéres étapes de la

méthode fonctionnent (car tant un nombre pair de points dans la sphere 82 , tant un

3

cnlacement dans la sphere S~ possédent une surface de Seifert ; voir les notes sur la mé-

hode de Kneser). Nous pouvons donc supposer que hors de son zéro squelette, le complexe

1{3 est une sous-variété. En connectant par un arbre tous les sommets pres desquels
3

K~ n'est pas une sous-variété, et en contractant cet arbre, on peut supposer qu'il n'y

3

a qu'un seul point Xq de K~ pres duquel K3 n'est pas une sous-variété.

La lice t de X dans K3 est alors une surface Mz sous-variété de la lice de

x . dans N5 , une spheére de dimension quatre. On peut supposer que la surface M2 est

0
cvonnexe : il suffit de rajouter a K3 des cdnes issus de Xy sur des épaissis bi dans

I .(xO,NS) d'arcs a, joignant les composantes de M2 (voir la figure 3).

Figure 3 : Rendre la surface M connexe

(F) Lice est la traduction que 1'on a donné du terme anglais "link" dans les notes sur
la méthode de Kneser.
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La sous-variété K3 - L(xO,K3 ) réalise un cobordisme du tore T
M2 ; on en déduit que 1'auto-intersection de la surface M2
2

2 a la surface -
dans la sphére s? = Lix O,N}“’

borde une surface de Seifert W’ dans S4 on l

procede comme dans 1'étape c) du calcul de & 4 effectué au §1 () . Il suffit alors de
poser G =(3- Lxy,N)UW . Le céne x,* W réalise 1'homologie modulo 2 entre *

K et G ’,:_

AN

est nulle. En ce cas, la surface M

*

a(8N) =70 (8N [m2 (s est

1'image du J-homomorphisme J : wB(SO(n)) - 17rl 3 (sM].

B. Correction de la démonstration de 1'égalité = n+3

Dans le deuxi®me article, Rohlin a moniré que toute variété stablement parallé- .

lisée de dimension trois, M3 , est cobordante, comme variété stablement parallélisée a

une variété stablement parallélisée en produit P?x 51 o P? est une surface ;

(+)

orientable K
AFFIRMATION. Une variété stablement parallélisée en produit P2 x S' est cobordante”
comme variété stablement parallélisée a une union disjointe de tores T3 . )

Démonstration. Soit N3 la trace d'une chirurgie d'indice zéro ou un sur P

telle que, si elle est d'indice un, son cercle d'attachement sépare P . Alors, la
parallélisation s'étend a 1'&me de la chirurgie donc 2 N° . Ceci permet de se ramener
d'abord au cas ou P est de genre supérieur ou égal a un , puis au cas ot P est une
union disjointe de tores.

(t) Pour 1'enroulement, les dimensions sont celles que 1'on voit sur la figure 1. Dans
les formules qui suivent les fibrés réels de rang 1 remplacent les fibrés complexes de

rang 1 Il faut remarquer de plus que, comme la sphere S4 est omentable, le fibré
1
estla

e T .

veopu (p.) est trivial et on peut choisir la section ¢ sans zéros sur F (ici F
courbe de la surface M2 autour de laquelle on veut enrouler). Pour le lissage, on uti-
lise soit la méthode de Kneser a coefficients modulo 2 , soit la méthode de Thom en

utilisant RP(n) au lieu de CIP(n) (il faut n=4 ici).
(#)

“3 = 0) . La deuxiéme classe de Stlefel-Whltney w (Q ) est representee par une surfaca

orientable P2 (car comme H (Q )=0, la réductlon modulo 2 p: H (Q AR H2 Q Z/2

est surJectlve) En faisant des sommes connexes de paires de (Q P2) avec des

(C]P ,C]P ), on peut supposer que P? aun voisinage en produit E* «p?xD? . La

Esquissons 1'argument : M3 est bord d'une Varieté simplement connexe Q4 (car

[+
variété stablement parallélisée Q4 - E4 fournir le cobordisme cherché.
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Elle se réduit aux deux lemmes suivants :

Démonstration de 1'égalité T (S ) = °

n+3

I.LEMME 1. Si h € L (S ) est la composée de trois suspendues successives de

(s" .

. .
' application de I-Iopf ’ h € ﬂn+3

0 3

I.EMME 2. Modulo un+3(Sn) , toute paraliélisation stable du tore T~ est congrue a

la parallélisation triviale ou a hn

Démonstration des lemmes 1 et 2. On remarque tout d'abord que deux parallé-
3

lisations stables sur une variété M3 connexe qui coihcident sur le f-squelette de M
sont homotopes dans le complémentaire d'une boule de M3 (car nz(SO(n)) =0) ; elles
différent donc par un élément de ﬂB(SO(n)) , les éléments de wm_B(Sn) qu'elies définis-
sent sont donc congrus modulo # n_‘_B(S“)
Ceci suffit a établir le lemme 2, car, si la restriction a 1'un des facteurs de
’[‘3 de la paraliélisation stable est triviale, la parallélisation est congrue modulo
(S™) 2 une parallélisation qui s'étend au tore solide T2 x D2 correspondant ;

n+3
sinon la parallélisation est congrue modulo wg+3(s ) a hn . O

Pour établir le lemme 1 , il suffit de considérer la variété M} du deuxidme
article. Cette variété contient un tore caractéristique T2 ayant un voisinage en pro-
duit T2 X D2 ; il suffit de remarquer que la restriction a chacun des facteurs du tore
T a(szDz) d'une parallélisation stable définie sur M‘: -T2 est non triviale. Pour
le troisieme facteur, c'est parce que le tore T2 est caractéristique ; pour les deux
autres, cela se voit sur le modele que nous avons proposé pour M':' a 1'appendice D
des commentaires sur le premier article : M‘: est 1'éclaté CIP de €P? en neuf
points fixes d'un pinceau Ct de cubiques ; le tore T2 est 1'image directe CO de C0
une cubique lisse du pinceau. Une base de 1'homologie du tore T2 est représentée
par des cycles évanescents, ils bordent donc dans M41 des disques qui ont une auto-
intersection -1 si on les pousse par un champ de vecteurs qui, sur le bord, est tangent
au tore T2 : la parallélisation stable induite sur les deux premiers facteurs de T3

est aussi non triviale et hn est congrue modulo wg+3(s“) a cette parallélisation
°

T~
stable de T3 , qui est nulle car elle s'étend & M“1 -T2xD2 . O



EXERCICES

I. LES GROUPES DE COBORDISMES , , 9.3 , n3 .

0) Soit M" une variété de dimension n , v Une sous-variété duale de w1(M) ,
prouver que V est orientable. [Indication : sinon le fil)ré v normal a V dans M
serait le fibré d'orientation (pourquoi ?) et M = (M - f(?)) UE(v) serait orientable. ]

Ce résultat dli a Rohlin se trouve dans 1'article "Le plongement d'une variété
de dimension 3 non orientable dans un espace euclidien de dimension 5 ", Dokl. Akad.
Nauk. SSSR 160 (1965), pp. 549-551 (en russe) ; traduction anglaise Sov. Math. Dokl.
6 (1965), pp. 153=156. Cet article est splendide surtout si on le compare a la seule
alternative existant dans la littérature pour plonger dans le une variété de dimension
3 non orientable (cette alternative de Wall utilise la suite spectrale d'Adams !). Il
est bien dommage que cet article soit méconnu. (Il semble que pour le critique des
Math. Reviews, un isomdrphisme de fibré est 1'identité sur la base,
alors que Rohlin permet, dans cet article, n'importe quel difféomorphisme sur la base.)

1) Donner une démonstration de (2.3 = 0 en s'inspirant des méthodes du 4e article.

Deux possibilités :

a) Plonger M>

dans R6 et enrouler une section du fibré normal autour de
cercles pour la faire border homologiquement (puis géométriquement) dans le complé-

mentaire de M dans 86 (on évite ainsi les modifications 6, et (92).
3

b) Soit, M~ étant plongée dans R5 , enrouler une section du fibré normal

pour la faire border homologiquement dans le complémentaire de M dans Ss .

2) Variantes de O 4 = Z . 11 s'agit de se passer de 1'opération de chirurgie
ronde (92 .
a) Plonger M dans ]R8 . Par enroulement sur des cercles, trouver une sec-
tion qui borde homologiquement dans le complémentaire de M dans S8 . Lisser une
homologie hors de son 0O-squelette par la méthode de Kneser en utilisant que toute

variété orientable de dimension i dans S>*' , 0<is3, borde une surface de Seifert

orientable. On arrive a un cobordisme de M a une variété qui se plonge dans S7 .
Continuer comme Rohlin le fait dans le 4e ou le 3e article (voir le dernier paragraphe
des notes sur la méthode de Kneser).

b) (d'aprés Melvin) Si M, simplement connexe, est immergée dans IR7 ,

prouver qu'un cercle C de points doubles borde un disque D dans M4 disjoint des
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uutres cercles de points doubles. Eliminer alors les points doubles de C par une

chirurgie plongée d'indice deux :

5 A
1\ — T\
M- O

3) Le groupe de cobordisme non orientable 1’13 est nul.

a) Démontrer gqu'une variété non orientable de dimension 3 borde par un

urgument de suite exacte de Rohlin.

b) Démonstration collant aux méthodes des 3e et 4e articles.
b.1) Montrer que toute variété de dimension 3 est cobordante & une variété M
5

plongée dans R~ (pour éliminer les points doubles d'une immersion en position géné-
rale, seul un cas nouveau apparait : cercle de points doubles & revétement trivial,

chacune des composantes ayant un voisinage non orientable dans la variété de départ).

b.2) Prouver qu'il y a un cercle C plongé dans M hors duquel le fibré normal 2
M a une section non nulle, 1'obstruction a étendre cette section a un disque transverse
au cercle C étant *2¢€ 171(SO(2)) .
5

b.3) Eclater M le long du cercle C pour trouver une variété M1 plongée dans R
Jdont le fibré normal a une section partout non nulle, la variété MI étant cobordante
4 MUV oll V estl'espace total d'un fibré en plans projectifs réels sur le cercle.

1 2

P’rouver qu'un tel fibré est toujours trivial, donc V=~ S xRIP" = a(sz]RlPZ) .
Opérer alors sur M
modulo 2).

Remarque : Il semble nécessaire d'opérer ainsi car la méthode de Kneser a bord ne

| Comme dans 1'exercice 1.b) (mais en utilisant 1'homologie

fonctionne pas dans le cas non orientable.

II. LE GROUPE DE COBORDISME n?pin DES VARIETES DE

DIMENSION 3 MUNIES D'UNE STRUCTURE SPIN EST NUL.

La nullité du groupe de cobordisme spin en dimension 3 est équivalente a la

surjectivité du J-homomorphisme J : T;B(SO(n)) - 'ﬂn+3(Sn) pour n=3 (dans la termi-

nologie de Rohlin, w_ .(s™) = 70 (s™). Rohlin a montré ce fait dans le 2e article

n+3 n+3



92 :
(corrigé par le 4e article). Les exercices suivants permettent de voir ce résultat plus
directement en suivant la démonstration du 3e article. ;

1) a) Soit M3 une variété de dimension 3 munie d'une structure spin s .
Montrer que 1'on peut choisir 1'immersion de M dans R5 de facon a ce que la variété -
possede une structure -

plongée M, ,se déduisant de M par les opérations 6. et 6

1’ 1 2’

spin s, telle que (M1,s1) est spin cobordante & (M,s) (immerger M x D dans la

1
structure spin donnée).

&
f

b) Remarquer que si une variété M3 est plongée dans IR5 , lenul cobordisme:
construit dans le 3e article est une variété spin (mais la structure spin induite sur le

bord peut &tre différente de la structure spin donnée !) .

c) Soient s et s' deux structures spin sur une variété M de dimension 3.
Prouver que la variété spin (M,s)ll (M,-s') est spin cobordante & (F x s ,s") ou '
Fx s est 1'espace total d'un S1 fibré sur une surface F d'espace total orientable
et de classe d'Euler nulle. !

Prouver que : (i) (Fx s! ,s" i1 (RIP2 ,>5,S1 ,s") est spin cobordante a une !
union de (RIP? xs',sm) ;

(i) RIP? xS est difféomorphe 3 RIP° # RIP
connexe de deux exemplaires de ]R]P3 ;

1 3

la somme

3

(iii) toute structure spin sur IRIP~ borde (un fibré sur la

sphére s2 de classe d'Euler * 2 suivant la structure).
Spin _ 0

Conclure que & 3

2) a) Soit M un sous-fibré non orientable d'un fibré trivial S' x D* sur le
cercle. Soit M' le fibré orthogonal. Soit f: S'xb? -+ s'xp?
qui, en identifiant S'xD® & M®M' , s'écrit id® -id .

a.1) Prouver qu'il y a un entier n tel que le difféomorphisme f soit
241y

le difféomorphisme

isotope a (z,t) (z,z
a.2) En déduire qu'un difféomorphisme de IRIP
les deux structures spin de ]RlP3 (il faudra d'abord définir 1'image d'une structure

3 de degré -1 échange

spin par un difféomorphisme, préservant ou non 1'orientation).

b) Donner une démonstration par 1'absurde de a.2) (construire une variété
spin de dimension 4 de signature = 2).
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II. INJECTIVITE DE L'OUBLI nfp"‘—» a,.

Soit M une variété de dimension 4 munie d'une structure spin et de signature

nulle.
a) Prouver qu'il y a une variété M1 de dimension quatre, simplement connexe,
spin cobordante a M et plongée dans R7 .

7

b) i) Prouver que le fibré normal a M1 dans R’ a une section partout non nulle.

[Indication : considérer sa premiére classe de Pontriaguine. ]
7

Soit E un tube autour de M1 dans R’ .

ii) Prouver qu'il y a une section s du fibré normal dont 1'image est dans JE ,
o
qui borde homologiquement dans le complémentaire E et dont 1'auto-intersection géomé-
irique dans JE consiste en deux exemplaires paralleles FO et F‘1 d'une surface F

d'auto~intersection nulle dans M, . [Indication : enrouler une section donnée par

1
b.i) autour d'une surface G c M, , prouver que M, spin entraihe que [G] estun
double dans HZ(M;Z) , utiliser que la signature de M1 est nulle pour conclure que

I'auto-intersection de G dans M, est nulle. |

c) Soit W5 une surface de Seifert bordant s(M1) dans R’ et G
intersection de W dans R’ : G est orientable et 3G = F,, UF, . Soit G obtenue
en collant Fy a F1 par 1'"identité" ; attention ! G n'est pas orientable.

7 3

11 auto-

1) Montrer que M, est spin cobordante au bord 3§ . d'un fibré en disque

1
sur G .
2) Construire un cobordisme V de G a H tel que :

i) le fibré E,‘G s'étend en un fibré § v dont la restriction a H est triviale.

e

ii) la structure spin sur le bord de ¢ G s'étend en une structure spin sur le
hord de gv : elle induit donc une structure spin sur agH = H><S1 qui est spin cobor-
dante a la structure de départ.

Construire une variété spin K de bord H telle que la structure spin sur

1

1 s'étendea KxS' .

HXxS

d) Procéder abstraitement.

Soit Q5 une variété bordant m? (car signature (M4) = 0). Construire une
chaine polyédrale G3 dans Q5 représentant wz(Qs) . Appliquer la méthode de
Kneser comme dans la proposition de 3. A pour lisser G™ , prouver que le w1(G:3 )
cst représenté par une surface F orientable a fibré normal trivial dans G3 ,

continuer alors comme en c).
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IV. CONTROLE DES ECLATEMENTS, THEOREME DE HAEFLIGER-~-BOECHAT,

NOEUDS DE 83 DANS 86 .

1) Soit 1\/14 une sous-variété de dimension 4 de IR7 . Soit s une section de son
fibré normal non nulle dans le complémentaire d'un point Xy ; soit § le fibré de
rang 2 défini dans le complémentaire de X comme supplémentaire de la section s ;
soit enfin F une surface représentant la classe d'Euler de § .

a) Prouver que F est un cycle caractéristique de M ([F]2=w2(M) GHZ(M;Z);[F‘]?

la réduction modulo 2 de [F]€ H3(M;Z)).

b) Prouver que 1'obstruction a étendre s en une section partout non nulle
est - FoF I 30 M €EZ = 113(82) . L'éclatement consiste alors a faire la somme connexe

avec FoF + 30M plans projectifs complexes avec l'orientation opposée : la signature
4 g(M) - FeF X

de la variété éclatée est ) . [Indication : calculer la premiére classe de

Pontriaguine du fibré normal & M . ]

c) Prouver que si on si on avait enroulé la section s autour d'une surface disjoil
de X et représentant une classe X € H2(M ;Z), il aurait fallu éclater F‘.X+X2 points

(La signature devient ; ZM) = FeF = 4FeX - 4XeX _ o(M) - (F +2X)?
' 3 7

Prouver que la classe d'Euler du fibré normal a la section éclatée est
F + 2X - Z "diviseurs exceptionnels”.

2) Théoréme de Haefliger-Boechat.
a) Déduire de 1) que si M admet un plongement dans R’ , il y a une surface

caractéristique F € HA(M,Z) telle que : Fe F = signature de M .

b) Réciproquement, si M4 simplement connexe possede une surface caractéris-
tique F telle que Fe F = signature de M, prouver que M admet un plongement dans
R7 : Soit £ le fibré derang 2 sur M de classe d'Euler F et v le fibré de rang 3
obtenu en tordant £ ¥ ¢ de ~o(M) €& = 113(82) = P*(HB(SO(B))) (P : s0(3) s? est
1'évaluation sur le premier vecteur de base).

b.1) Prouver que l'espace total E(¥) de v est parallélisable et qu'il y a
une application f: (E(v),d(E())) » (S4><D3,S4x82) de degré un (pour la deuxiéme
projection, utiliser la construction de Thom sur le fibré normal a une "section éclatée"
obtenue a partir de la section (0,1) de v sur le complémentaire de o points dans
M oh vegde).

b.2) Ajouter k =rg HZ(M) anses d'indice 3 pour obtenir une équivalence
d'homotopie ¢ : V7 = (E(v) _61 D3xD4,a) - (S4><D3,a). Prouver que V7 est

difféomorphe a stxp’ . Conclure.
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3 dans S6 .

3

3) Noeuds différentiables de S

plongée différentiablement dans sb .

i) Prouver qu'il y a une surface de Seifert V4 pour ce noeud et qu'apres

Soit un noeud formé par une sphere S

J'éventuelles sommes connexes avec le cylindre de 1! application de Hopf ou de son
opposée, deux telles surfaces de Seifert sont cobordantes.

ii} Soit F la classe d'Euler du fibré normal a V4 dans S6 . Prouver que

signature ge V-FeF € Z est un invariant qui ne dépend que du noeud et que tous les

ontiers sont réalisés. (Pour la réalisation, utiliser une immersion générique de 1!espace
lotal d'un fibré en disque de classe d'Euler 3 sur le plan projectif troué C]Pg ;

comme Cng est 1'espace total d'un fibré en disque sur la sphere S2 , une immersion
wénérique est un plongement.)

iii) Prouver qu'un noeud d'invariant zéro est trivial. [Faire la chirurgie plongée
sur une surface de Seifert simplement connexe, de signhature nulle, en remarquant que
I'on peut choisir, pour V, une somme connexe de plans projectifs V = # n C]P2 #n- Cle
lels que la classe F soit une classe diagonale (c'est une conséquence des théorémes
deWall : 1)1l existe m, n tels que V# CP? #_-CIP? est difféomorphe & #_CIP? #,-CIP?

2) le groupe des difféomorphismes de V = #p cp? # - cp?

sur les éléments primitifs, caractéristiques, de norme 0 de HZ(V,Z) . ]

est transitif
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UNE EXTENSION D'UN THEOREME DE ROHLIN SUR LA SIGNATURE

Lucien GUILLOU et Alexis MARIN

INTRODUCTION.

C'est un probléeme fondamental et non résolu que de savoir quelles formes

quadratiques peuvent &tre réalisées comme formes d'intersection HZ(M;Z) X HZ(M;z)

+ Z d'une variété orientée fermée lisse M* de dimension quatre.

Récemment, M. Freedmann [Fr] a montré que toute forme quadratique peut é&tre ainsi
réalisée par une variété topologique et dans le cas lisse, Donaldson [D] a montré
que, parmi les formes définies positives, seule la forme triviale est représentable.

En général, si M4 est une variété fermée orientée de dimension quatre et si F2 est
une surface fermée orientable dans M4 représentant dans HZ(M;Z/ 22) un élément
dual a la deuxiéme classe de Stiefel-Whitney wz(M) , l'algdbre nous dit que
o(M)-F.F=0mod 8 [MH, Il §5] ou F.F représente 1'autointersection de la classe
d'homologie de F et ¢(M) la signature de la forme d'intersection sur HZ(M;R) .
Dans le cas ou M est lisse, Rohlin [R2] a donné une formule explicite calculant
o(M) - F.F mod 16 en fonction de 1'invariant d'Aprf d'une certaine forme quadratique
q: H,(F;Z/2Z) » Z/2Z . Ceci généralisait son vieux résultat de 1952 [R1] disant
que (M) =0mod 16 si F=@ (résultat qui disait déjh que certaines formes quadrati-
ques ne sont pas représentables comme ci-dessus par des variétés lisses, par exemple
Eg , cf. [MH, II §61).

Nous donnons ici une formule semblable dans le cas oli F n'est pas nécessairement

orientable. Ces surfaces caractéristiques non orientables se rencontrent naturelle-
ment dans 1'étude du 16e probléme de Hilbert ([Mar1] [A']) . D'ailleurs, le papier
[R2] de Rohlin est consacré a ce probléme.

Notre but principal ici est d'énoncer et de prouver notre généralisation d'une
maniere simple et directe, sinon la plus élégante, a la suite de nos commentaires aux
travaux de Rohlin [GM3] . Nous renvoyons a 1'article de Matsumoto [Mat] pour un
point de vue et une preuve un peu différents. Le papier de Freedman et Kirby [FK)
qui donne une preuve de la formule de Rohlin contient aussi des motivations et commen-
taires que nous ne répétons pas. (1)

Signalons enfin que les articles récents de T. Fiedler [Fi] et Turaev [T)

traitent de questions voisines.

(1) Notre formule a été annoncée en 1977 [GM1] et nous avons donné une premiére
version du présent texte en 1980 [GM2] (elle contient malheureusement quglques bétises)

97
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I. - ENONCE DU RESULTAT.

Nous travaillons dans la catégorie des variétés lisses compactes. Soit M" une
variété de dimension n et soit V'"2 une sous-variété de codimension 2 . On dit que
Vaat est caractéristique si il existe une trivialisation du fibré tangenta M-V au-
dessus du 2-squelette de M qui ne s'étend a aucun 2-disque transverse a F pour une
triangulation du couple (M,V) , cf. [GM3, I appendice C] . Onnote i : VoM
I'inclusionde V dans M.

Soit M4 une variété fermée, orientée de dimension 4 et soit F2 une surface
fermée caractéristique (non nécessairement orientable) dans M telle que
i*(HI(Fz;Z/ 2Z)) = {0}c H1(M;Z/ 2Z) . Alors, on peut définir une forme quadratique .
naturelle q: H1(F;Z/ 2Z) -+ Z/4Z , associée 2 la forme d'intersection homologique
sur F, telle que la généralisation suivante de la formule de Rohlin [R2] ait lieu :

THEOREME. Ona: o(M) - F.F = 2a(M,F) mod 16 ou o (M) désigne la signature
de la variété orientée M , F.F 1'auto-intersectionde F dans M (cf. [W]) et

a (M,F) 1'invariant de Brown de la forme guadratique q associée au couple (M,F)
(ct. [B] et le paragraphe suivant).

Rappelons que F.F peut ére commodément défini comme suit : Soit s une
section, n'ayant que des zéros simples, du fibré normal 3 F dans M ; on pousse
légerement F selon s pour obtenir une surface F' et un difféomorphisme ¢: F » F!,
Maintenant FNF' = {x€ Flo(x) = x} est fini. Etant donné a € FNF', on choisit -
une orientation locale 6 présde a pour F, ce qui définit une orientation locale |
¢(6) présde a pour F' . Sil'orientation 6® ¢(6) présde a pour M coihcide
avec 1'orientation donnée de M , nous donnons le signe e(a) =+1 & a et le signe -1
dans le cas contraire. Clairement, ¢(a) ne dépend pas du choix de ©® présde a.

Alors, F.F = 22 e(a) .
a€ FNF!

Remarque. Si la surface F est orientable, la forine quadratique q prend ses valeurs |
dans 2.Z/4Z ~ Z/2Z et o(M,F) qui vaut alors 0 ou 4 s'identifie au quadruple

de 1'invariant de Arf de q: on retrouve la formule connue de Rohlin [R2] . Rappe-
lons que le cas F = est trés célébre, il date de 1952 et est aussi dii & Rohlin [R1] .
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II. - LES FORMES QUADRATIQUES SUR LES Z/2Z-ESPACES
ET L'INVARIANT DE BROWN

(ct. [B], [BLLV,appendices])

Soit V un espace vectoriel sur Z/2Z de dimension finie n , muni d'une
forme bilindaire (x,y) # x.y symétrique, non dégénérée a valeurs dans Z/2Z .

DEFINITION 1. Une forme quadratique sur V 2 valeurs dans Z/4Z est une appli-
cation q: V » Z/4Z vérifiant :

q(x +y) = alx) +qly) +2x.y ,
ou 2: Z/2Z » Z/4Z est 1'unique homomorphisme non nul.

Remarques et exemples.
1) Ona q{0) = q0+0) = q(0) + q(0) + 20.0 = q(0) +q(0) , d'ou q(0) =0 .

2) Sur V=Z/2Z il n'y a qu'une forme bilindaire symétrique non dégénérée :
le produit du corps Z/2Z . Etona :
0 = q(1+1) = () +q(1)+21.1 = 2g(1) +2, donc q(1) =% 1.
I1 y a donc deux formes quadratiques, qa, et q_, surunespace de dimension un

3) Si q: V- Z/2Z est une forme quadratique ordinaire sur le corps Z/2Z
(ct. [MH, Appendix 1]) , alors q=2q est une forme quadratique sur V 2 valeurs
dans Z/AZ .

DEFINITION 2. Une forme quadratique q: V » Z/4Z est neutre s'il existe un sous-
espace Hc V de dimension moitié sur lequel q est nulle (et alors H est égal & son
orthogonal pour la forme bilinéaire).

On définit de la maniere usuelle la somme orthogonale de deux formes gquadrati-
ques ; remarquons que si V = V1 & V2 est une décomposition orthogonale pour la
forme bilinéaire, alors q = qlv1 ® q |V2 .

En quotientant le semi-groupe des formes quadratiques ainsi obtenu par le semi-
groupe des formes neutres, on obtient le groupe de Witt WQ(Z/2Z;Z/4Z) des formes
quadratiques sur les Z/2Z espaces vectoriels a valeurs dans Z/4Z (cf. [BLLV,

appendices ) .

Si q: V- Z/4Z est une forme quadratique et si x € V, on pose
p(x) = exp (1—2" qx)) = iq(x) .
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DEFINITION 3. L'invariant multiplicatif de Brown de la forme quadratique ¢ estle
nombre complexe :
@ = ()" £ 9 (o n=dimV)

x€EV
PROPOSITION. L'application ¥ établit un isomorphisme entre le groupe de Witt

WQ(Z/2Z;Z/4Z) et le groupe des racines huitidmes de 1'unité.

En notations additives, on écrira :
@ : WQ(Z/2Z;Z/4Z)— Z/S8Z , ouy =coa ,
avec ¢: Z/8Z— {racines huitidmes de 1'unité} donné par ¢(1) = EXp(j-"%') = -%—;—1 .

Remarque. Si la forme bilinéaire est isotrope, i.e. vérifie x.x =0 pour tout x de V
la forme quadratique q ne prend que des valeurs paires : 0 = g(2x) = q(x) + q(x) ; de
sorteque q=2q¢, ol q: V- Z/2Z est une forme quadratique ordinaire, ¥ ne
prend que les valeurs +1 et -1 et l'invariant de Brown ¥ de q est le classique
invariant d'Arf de q qui vaut +1 si la forme représente plus souvent 0 que 1,

et ~1 dans le cas contraire.

Démonstration de la proposition.

LEMME 1. ¥(qa,®q)) = ¥ (a)7 (a) .

n_+n q,(x) a,(y)
Preuve. 7(q1®q2) = (V1§) 12 2 iv g2 o

x€V1,y€V2
(
Mz g™ o

x€ V1

LEMME 2. Sila forme quadratique q est neutre, y(g) =1.

1 = 7@a))r(q)

Preuve. Soit H € V un sous-espace de dimension moitié sur lequel q s'annule.
Soit V=H®@L une décomposition en somme directe. Alors, si n=dimV :

- 1.,n Z h+¢) = 1.\n E _ 2.h
Y@ = ()" T e = (7 D v

Il

(F"L T (Z 1)) +cara () ]
t€1~-{0} héH

()" card @) = (§5)"@"3) = 1

La quatrieme égalité suit de ce que la forme bilinéaire étant non dégénérée, pour
¢ £0, laforme lindaire ¢ sur H donnée par ¢(h) = ¢.h est non nulle (H est égal

a son orthogonal) et donc prend la valeur 0 autant de fois que la valeur 1
(dim (Ker ¢) = dim H-1) .
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LEMME 3. Si la forme bilinéaire n'est pas isotrope, V se décompose en une somme

orthogonale d'espaces de dimension un.

Preuve. Puisque 1'application x # x.x est linéaire, la non dégénérescence fournit
c€V-{0} telquepourtout x €V, c.x=x.x. Si dimV22, il existe y distinct
de ¢ telque y.y=1 (si c.c=1 et y.y=0, alors (c+y).(c+y)=1) et V se
décompose en (y) ¢ (y)" . Puisque y est distinct de ¢, la restriction de la forme
bilindaire & (y)* est non isotrope (si z.z =c.z=0 pour tout z € (y)* , alors

c € ((y)*)* =(y)). On termine par induction sur dimV .

LEMME 4. Si q est une forme quadratigue a valeurs dans Z/4Z , alors
4@q) =q®q®q®q estisométrique & 4 (®(-g)). Et donc 8(% q) est neutre.

Preuve. Soit W=VO®VOV®V et soient @ ¢ VW, i=1,2,3,4, les applica-
tions ‘91(7{) = (O,X,X,X) ’ ‘Pz(x) = (X,O,X,X) ’ ¢3(X) = (X,X,O,X) ’ (P4(X) = (X’X’X,O) .
Ona 4 (¢q) (<pi(x)) =3q(x) = -q(x), et <pi(V) orthogonal 2 lpj(V) pour i#j.

4
L'isomorphisme cherché est & ¢V PVevVev - W,

: i=1
Pour conclure la preuve de la proposition, on note que puisque q ., Dq_ est

neutre, le lemme 3 appliqué & q© q, 9 q_ montre que WQ(Z/2Z ;Z/4Z) est cyclique,

engendré par la classe de q+ (exemple 2) et d'ordre un diviseur de huit par le lemme4.

Les lemmes 1 et 2 assurent que y est un homomorphisme. Finalement, on vérifie que
o 1ei in . b i

y(q +) =z = =P €7 ) est une racine huitiéme primitive de 1'unité. O

Remargue. Il est maintenant facile d'établir que 1'invariant de Brown d'une forme

quadratique, son rang et 1'isotropie ou 1'anisotropie de la forme bilinéaire associée

déterminent sa classe d'isométrie.

II. - DEFINITION GEOMETRIQUE DE LA FORME QUADRATIQUE
q: H1(F;z/zz) -+ Z/4Z

On se place maintenant dans la situation du paragraphe I.

DEFINITION 4. Une membrane P2 pour la surface caractéristique F est une surface
compacte (non nécessairement orientable) immergée dans M , plongée et normale & F
prés de sonbord 3P © F, et dont 1'intérieur est transverse a F .

Soit f une immersion générique ch}-—)M dont 1'image f(P) est une membrane.
Le bord de f(P) consiste en des courbes simples fermées de F ; notons e
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1'obstruction a étendre le tibré normal en droites a ces courbes dans F en un sous~
fibré de rang un du fibré normal v(f) de l'immersion. Rappelons que v (f) est défini
par la suite exacte 0 + T(P) -~ f*('r M) »v(f) -0, ou f*(‘r(M)) est le retiré du
fibré tangent a M au-dessus de P par f . On vérifie aisément que deux immersions
de m&me image donnent lieu a des fibrés normaux isomorphes et donc que 1'obstruction
@ ne dépend pas du choix de £ . Cette obstruction habite H2(P oP; 7 (RP1)t) N

les coefficents étant tordus par la premiére classe de Stlefel-Whltney w (v (1)) . son

évaluation sur la classe fondamentale [P,dP] € H2(P dP; 111(RP ) ) est un entier encore
noté ¢ . Onpose alors : q'(P?) = o+2P.Fmod4, ou P.F désigne le nombre de

points d'intersection transverse de 1'intérieur de P (i.e. de f(P)) avec F .

Remarque 1. Une définition plus géoméirique, et souvent plus efficace dans les applica-
tions, de 1'obstruction ¢ -est la suivante :
Soit P une surface compacte et j: 'l;d—-q v(f) une immersion telle que :
(i) poj: P~ P est un revétement ramifié & deux feuillets ol p désigne la projec-

tion de 1'espace total du fibré v(f) sur sa section nulle P .

(ii) j est transverse 3 P (vu comme la section nulle de v(f)) , et j(P) NP ne
contient aucun des points doubles de j{ P) ou de P .

(iii) £(3P) est le bord d'un tube autour de dP dans F .

Pour chaque point a de 1'intersection P ﬁj(’ﬁ) , une orientation locale & de
P induit (via le revétement poj) une orientation locale 6' de j(P) . Si l'orientation
6 ® 6' coincide avec celle de 1'espace total du fibré v(f) , on attache le signe ¢(a) = +1
a a etle signe -1 dans le cas contraire. Clairement, c(a) ne dépend pas du choix

de l'orientation & présde a.

Alors, 1'obstruction & = z e(a) .

a€PNj(P)

L'existence d'une telle immersion j peut s'obtenir en désingularisant 1'image
de deux sections de v(f) en position générale 1'une par rapport & 1'autre et par rap-
port a la section nulle de v(f) . Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la
somme ci~dessus ne dépend pas des choix de P et i (soit directement, soit en montirant

1'égalité ci-dessus !).

Remarque 2. Si P n'a pas de composantes fermées, la membrane P est homotopique-
ment équivalente a un bouquet de cercles, donc, par stabilité, on peut écrire v (f)
comme une somme directe avec un sous-fibré trivial de rang un. Maintenant deux tels
sous~fibrés triviaux de v(f) induisent deux sous-fibrés homotopes de v (f)|dP qui est
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un fibré trivial. En effet, si nous décrivons nos deux sous-fibrés triviaux de v(f) par
des sectlons sans zéros s et s' etsi d(s|dP,s'|oP) est la différence primaire
dans H (ap " (RP )) ~ Z (Jr), ona ([s, §36]) 8(d(s |oP, s' |oP)) =e(s|3P) -e(s!|aP)
ou & estle cobord H (aP n (RP ))—* H (P, oP;m (RPT)) et g(s|dP) est l'obs-
truction primaire & étendre slap . Donc d(s|oP,s'|dP) =0, ce qui prouve que
s|dP et s'|dP sont homotopes.

Soient s 0 la restriction 2 dP d'une section sans zéros d'un sous-fibré trivial

de rang un de v(f) et s, la section sans zéros au-dessus de P donnée par le fibré

normal en droite & 3P dans F . Ona 6d(s1,so) =e(s1)-e(so) =e‘(51) . Puisque 6
est un isomorphisme, on peut identifier notre obstruction & a d(s 1 ,.so) . Ceci expli-

que la relation entre notre définition de la forme quadratique q' et celle de

Y. Matsumoto [Mat] .

Remarque 3. Les explications de la remarque 1 (ou les calculs de la remarque 2) mon-
irent que si JP est connexe, 1'obstruction o est paire si et seulement si 0P admet un
voisinage annulaire dans F . En général, si toutes les composantes connexes de oP ont
des voisinages annulaires dans F , alors o = 2¢/(v) , ol e(v) est 1'obstruction a éten-
dre un champ de vecteurs normal a apz dans F en un champ de vecteurs (sans Zéros)
normal a P2 dans v(f) (le facteur 2 vient de ce que la fleche naturelle s! *]RP1 est de
degré 2).

En particulier, si la surface caractéristique F est orientable, on obtient
4'(P?) = 2(¢(v) + P.F) mod 4 . On retrouve la détinition de Rohlin [R2] .
PROPOSITION 1. q'(P%) ne dépend que de la classe d'homologie modulo 2 de oP°
dans F . Ceci permet de définir une application q : H1(F;Z/ 2Z) > Z/AZ .

5

LLEMME. Supposons que (M* F?) soit bord de (V?,G?) o V
orientée compacte de dimension 5 et G3 une sous-variété caractéristique (non

nécessairement orientable). Soit A2 c G3

est une variété

une surface (non nécessairement orientable)
lelle gue ANF =3A, et soit P une membrane pour F (dans M) debord oP =34.
Alors, q'(P)=0.

Preuve de la proposition 1 (a partir du lemme).

Si P, et P1 sont deux membranes dont les bords représentent la méme classe
d'homologie modulo 2 , on applique le lemme a 1'union disjointe
Mx {0}, Fx{0}) L (Mx {1}, F x {1}) de deux copies de (M,F) avec
V5 =Mx[0,1], G- Fx[0,1] et 22 une désingularisation d'un cycle modulo 2
qui réalise une homologie dans F x [0,1] entre 9P, < Fx{0} et 9P, © FX {1}

(1t) Dans le cas ol dP est connexe ; 1'extension facile au cas général est laissée
au lecteur.
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(1' existence de &% s'obtient facilement par les méthodes de Kneser, cf. [GM3, II.2]).
On obtient alors dans JV : q(Pox{O} UP,x {1})=0= q(P1) -q(PO) puisque, avec
1'orientation de 8V , M x O hérite 1'orientation opposée a celle de M . Ceci prouve
la premiere assertion. Pour la seconde, tout 1-cycle z de F peut étre représenté
par une famille de courbes simples fermées disjointes, et puisque

i*(H1(F;Z/ 2Z)) = {0} c H1(M ;Z/2Z) toute telle famille borde une 2~chafne dans M
qui peut &tre désingularisée comme ci-dessus pour donner une membrane dont le bord

4

représente le cycle z .

Preuve du lemme (cf. la figure).

Supposons d'abord que le bord de a2 soit connexe. L'auto-intersection de 34
dans F est bord de 1'auto-intersection de A dans G donc nulie modulo 2 . Par
suite (puisque aA2 est connexe), aA2 admet un voisinage annulaire dans F et,
comme dans la remarque 3 ci-dessus, si d(v) est 1'obstruction a étendre un champ de .
vecteurs normal v a 3P =9A dans F en un champ de vecteurs normal (sans zéros)
a P dans v(f) , il suffit de vérifier que &(v) + P.F =0 mod 2 . Désignons par Vv
3 dans V5 et A% dans a3 , et par E(v) et E(u)
les espaces totaux des fibrés en disques associés. Alors, (W,U) = (E(v| Aé@u), E(u)) -

est un voisinage tubulaire de A2 dans (V5 ,G3 ) . Soient N4 le bord de la variété
V- ‘\)N et H = (F—\?V) UFrU = NNG . Clairement, H2 est une surface caractéris-
tigue pour la variété orientable fermée N* .

et 4 les fibrés normaux a G

Soient s et s' deux sections de v lA2 avec s(Az) et s'(A?‘) transverses
enire elles aussi bien qu'avec A2 . Soit t une section de u identique au champ de
vecteurs v sur 282 = 3P et sans zéros prés de a%N (s(Az) Us! (Az)) . Soit enfin
p: A%+ [0,1] une fonction lisse nulle sur 282 et telle que p_1(32-) soit un voisinage
des zéros de s et t et des points communs a s et s' .

Alors, on peut pousser A2 dans W et former le 2-cycle de N
0
2 - P-wW)U sEBpt(Az) ,

La formule de Wu (cf. [GM?, I appendice C1) dit :

$2.22,:2%. 4% = 0mod 2 .

Soit u une section du fibré normal v(f) d'une immersion f: P4> M dont
les zéros soient distincts des préimages des points doubles de f et qui coihcide avec v
sur OP = dA . L'immersion f s'étend en un plongement local T de 1'espace total de
v(f) dans M tel que f(u(P)) soit une copie difféomorphe de f(P) transverse 4 £(P) .
Nous maintenons notre notation P pour f(P) et notons u(P) au lieu de f(u(P)) .
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Figure
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On observe alors que le nombre d'intersection homologique modulo 2 P.u(P)
(bien défini puisque PN u(P) = @) est la réduction modulo 2 du nombre d'obstruction
é(v) (plus deux fois le nombre d'auto-intersection de la surface immergée P, ce qui est

zéro modulo 2). Ainsi :
2.5 = [(P-W) U(s® pt)(a%)] . [u(P-W) Us' @ (1- )t (4% ]

= P.u(P) + s(Az) . s'(Az) = d(v) + s(Az) .s! (Az) mod 2

Z.H = [(P-ﬁl) U(s® pt)(Az)] . [(F-\?V) UFru] = P.F+ s(Az) .A% mod 2

2

Or, s(A2) LAS = s(Az) .s' (A2) par 1'invariance homotopique des nombres d'intersec-

tion, d'ou :
0=2.2+Z.H = ¢{)+P.Fmod?2

Pour se ramener au cas aA2 connexe, nous énongons d'abord le

SOUS-LEMME. Soit (V,G)' une paire propre de variétés (GMdV = 3G) avec 3V
connexe. Alors, il existe une sous-variété propre G' de V dont le bord est la

somme connexe plongée des composantes de oG .

De plus, on peut choisir G' coihcidant avec G excepté dans le voisinage

d'arcs plongés dans dV connectant les composantes de 3G (de sorte que G et G!

représentent la méme classe d'homologie modulo 2).

La preuve du sous-lemme, qui consiste a creuser des tunnels le long des arcs

de 1'énoncé, est laissée au lecteur.

Ensuite (on peut bien siir supposer V connexe), on se raméne au cas 3V

connexe en creusant des tunnels le long d'arcs disjoints de G3

et connectant les
composantes de 3V . On peut alors appliquer le sous-lemme et obtenir un nouveau G
a bord connexe, toujours contenant A% . Une nouvelle application du sous-lemme au

couple (G,Az) achéve de nous ramener au cas 2A° connexe.

Il reste a appliquer encore une fois le sous-lemme pour obtenir une membrane
pour ce nouveau Az qui ne differe de 1'ancienne que dans le voisinage d'un arc et a
méme fonction q' . Il n'y a pas de difficultés.
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PROPOSITION 2. L'application q: H1(F;Z/22‘.) + Z/4Z est quadratique pour la
forme bilinéaire d'intersection de la surface F :
q(a+8) = qa) +q{B) +2a.8 .

Preuve. En considérant, si nécessaire, (M,F) union disjointe avec (S4,RP2)
on peut foujours supposer que H1(F;Z/ 2Z) se décompose en une somme directe de
sous-espaces de dimension un (cf. §II, lemme 3).

On a donc seulement a montrer :

1) qla+g ) = q(@) +q(B) si .8 =0
2) q{a) = 1mod2 si a.a=1

En effet, donné 1) la décomposition de H1(F;z/ 2Z) induit une décomposition
de q, etdonné 2) q est quadratique sur chaque facteur.

Pour prouver 1), remarquons d'abord que par le sous-lemme précédent on peut
supposer F connexe; dans cecas, si «.f =0, onpeut représenter @ et 8 par
deux familles disjointes de courbes fermées simples. Alors, si P et ¢ sont des mem-
branes dont les bords représentent a et B, onrend P transverse a Q pour obtenir
une membrane R =P UQ dont le bord représente &+ 8 . Clairement, q(R) =
q(P) +a(Q) .

Pour prouver 2), on représente @ par une famille de courbes simples disjoin-
tes o, . Le point 1) donne q(&) = Eq(oai) et la remarque 3 du §I nous dit

q(ai) = o .0 mod2

Remarque. Nous suggérons au lecteur de se construire une preuve directe de la
proposition 2 en fabriquant une membrane pour la réunion de deux courbes se coupant
transversalement & partir d'une membrane pour chacune des courbes (cf. notre pre-~

miére version [GM2]) .

IV. - PREUVE DU THEOREME.

LES EXEMPLES FONDAMENTAUX.

Exemple A. La droite cp! est caractéristique dans le plan projectif complexe CP2 ;
1 1

les invariants sont o(€P?) =1, cPl.er'=1, o(cP?,cPl) =0 .

Exemple B. Soit c: €P? - €p?

la conjugaison complexe. C'est une involution pré-
servant 1'orientation dont 1' ensemble de poinis fixes l-?P2 est de ¢odimension deux,

¢t donc 24
24

= (L‘Pz/c est une variété lisse fermée orientable. L'exemple B est

,]RPZ) . Nous montrons :
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(i) }3 est une sphere d'homotopie : si p € RP%c CP2 , tout élément de

' (24,c(p)) se représente par un lacet intersectant RP? (c 24) transversalement au :
LT (CP ,p) ° T (2:4,c(p))'z
est sun]ectlve et 171(23 ) =0 . On conclut en calculant la caractémanue d’ Euler
x(&h = 4 (x(ePd+ x(RPz)) 31 3+1) =

seul point c(p) . Un tel lacet se releve a ﬁ:P2 de sorte que ¢

Remarque. Kuiper et Massey ([K], [Mas2]) ont montré (indépendamment) que 4 est
4 selon le difficile "I‘4 = 0" de Cerf.

Récemment, A. Marin a obtenu une preuve directe et éiémentaire de ce dernier résultat

PL isomorphe a s* et donc difféomorphe a S

{Mar] . Rappelons qu'il y a de nombreuses manidres de voir que 24 est homéomorphe
4

a S ; par exemple, la fonction de Morse usuelle f : CPZ ‘R,
2
t([x,y,z]) = 1x l + 2|2yL 2 induit une fonction de Morse sur =4 avec deux points
1124 |y 12+ |z
critiques.

(ii) Bien siir, RpP%c 4 est caractéristique et 0(24) =0.

2 dans 24 est deux fois 1! auto-intersection

(iii) L'auto-intersection RPZ, RP
RP2.RP? dans €P?

dernier nombre est - x(]RPZ) puisqu'on peut le calculer en multipliant par i un champ

par naturalité de la classe d'Euler (cf. [Mas1, lemma 1]) . Ce

de vecteurs tangents a ]RP2 avec des points singuliers simples (cf. (A, lemma 6]) .
Donc, Rl:’z.Rl:’2 dans 24 vaut -2 .

(iv) a(24,RP1) =1 : puisque H1(RP2;Z/22.) Y Z/2Z est engendré par
]R‘P1 c CP1 , on choisit comme membrane un des disques bordé par ]RP1 dans CP
Cette membrane ne rencontre RP2 que le long de ]RF’1 et son nombre d'obstruction

1

vaut +1 ; en effet, considérons deux droites L1 et L2 a coefficients réels proches

de CP1 se coupant en un point de RP1 ; une petite variation des coefticients du pro-
duit L. .L, donne une conique non singuliére qui rencontre lRP?" selon le bord d'un

1772
voisinage tubulaire de RP1 dans RP2

et qui rencontre la droite CP1 transversale-
ment en deux points chacun de signe +1 (comme courbes complexes). Par conséquent,
cette conique fournit un revétement double de la membrane pour ]RP1 , comme dans la

remarque 1, § III, d'ou nous concluons q(]RP2) =1.

~. L, =0
RP? RP'
g ) } - L2=0

conique
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Considérons alors un couple (M,F) comme dans 1'énoncé du théoréme et remar-
(uons d'abord que ¢(M) = F.F mod 2 (en effet, toute forme bilinéaire symétrique non
Jdgénérée sur Z/2Z se décompose en une somme directe dont chaque facteur est

soit (1) , soit ((1) (1)) d'élément caractéristique respectivement 1 et 0 ; donc

I*.F = dim H2(M;Z/ 2Z) = ¢(M) mod 2). Remarquons aussi que les trois termes de la
formule 3 démontrer sont additifs sous la somme disjointe. L'exemple A permet alors
Je supposer o(M) =0, etdonc F.F pair. L'exemple B permet ensuite de supposer
o(M) =0 = F.F . Reste alors & montrer &(M,F) =0 ; pour cela, on s'appuie sur

|.EMME. Soient M une variété close orientée de dimension quatre et F < M une surfa-
e close caractéristique. Si 0(M) =0=F.F, alors (M,F)=23(V,G); ol V estune
variété orientée compacte de dimension cing et G une sous-variété caractéristique

e dimension trois.

Donné le lemme, on conclut aisément que «(M,F) =0 ; en effet, il faut voir que
la forme quadratique q associée & (M,F) est neutre. Le lemme du § III dit que le
noyau de 1' application H1(F;Z/22.) -+ H1(M;z/2z) induite par inclusion est isotrope.
'autre part, la dualité de Lefschetz montre que ce noyau a une dimension moitié de
colle de H1(F;Z/Zz) ; donc q est neutre.

I'reuve du lemme. Puisque la signature réalise un isomorphisme du groupe de cobordisme
5

des variétés fermées lisses orientées de dimension quatre vers Z , M= BV5 on V
est une variété compacte orientée lisse de dimension cinq. Et, par la théorie des obstruc-
lions, il y a, & coetficients Z/2Z , un 3-cycle relatif G dans (V,M) , caractéristi-
(ue et vérifiant 3G =G MM =F . Nous sommes réduits au

SOUS-LEMME. Soit V une variété lisse orientable de dimension cing a bord ; soit

G¢ V un 3-cycle relatif modulo 2 dont 3G = GN 3V est une surface d'auto-intersec-

ton nulle dans V . Alors, G est homologue modulo 3G (et modulo 2) & une sous-

variété G dans V .

Preuve. Nous utilisons les méthodes expliquées en détails dans [GM3, II.2] dues
n Kneser et Rohlin. On peut supposer G triangulé et (par un argument de collier) une
variété pres de son bord F = 3G . Deplus, G est certainement une variété hors de
won 2-squelette. En utilisant les méthodes les plus simples de [GM3, II.2], on peut
lacilement se ramener au cas ol G est une variété hors de son O-squelette. On réunit
los sommets ol G n'est pas une variété par un sous-arbre du 1-squelettede G . Le
4 = lalice (= link)
o cet arbre dans V . La lice de 1'arbre dans G est une surface L cobordante, par

%5 . o 95 2 o5
«i-B”, & F. En appliquant le sous-lemme du § III au couple (V-B”,G -B’), on

«ile (= "star") de cet arbre dans V est une boule Bs debord S
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peut supposer L connexe. Par conséquent, puisque le nombre d'auto-intersection
L.L=0 dans S4 (par cobordisme et parce que V est orientable), le fibré en disques
E normal a L dans S4 admet une section sans zéros s . On montre alors, comme
dans [GM3,1I §3], que s(L) borde dans s*-E (au besoin en "enroulant” d'abord la
section s) et donc que L est bord d'une sous-variété de S4 . On peut alors utiliser
& nouveau les méthodes de [GM3, II.2] pour rendre G lisse dans sa classe d'homo-
logie modulo 2 . Ceci termine la preuve du sous-lemme, donc de la proposition 2 et

du théoreme.

Remarques. La fin de la preuve du sous-lemme ci-dessus montre en fait le résultat
suivant :
Soit F2 une surface d'auto-intersection F.F =0 dans une variété orientable

M4 de dimension quatre et.qui représente zéro dans HZ(M4;Z/ 2Z) . Alors, il y a une

3 4 2

variété G~ dans M debord F° .

Ceci, joint a 1'exemple B , donne le
THEOREME. Soient M4 une variété spin de dimension quatre et F2 une surface
caractéristique telle que i*(H1(F;Z/ 2Z)) = {0} CH1(M;Z/21) , alors :

F.F = -2a(M,F) mod 16 ,
ol a(M,F) estl'invariant de Brown du couple (M,F) .

Ceci est une généralisation d'un vieux théoréme de Whitney [W] (1941).

THEOREME [(Whitney! . Soit F2 une surface dans la sphére s* , alors :
F.F = =2X (F) mod 4
En effet, «(M,F) = dim H2(F;Z/22‘.) = x(F) mod 2 .

L'ingrédient nécessaire pour attraper la partie signature du théoreme est le
résultat de Rohlin : une variété orientée fermée de dimension quatre M4 borde une
variété orientde de dimension cinq si ¢ (M4) =0.

Ainsi, on aurait pu monter la preuve du théoréme principal en deux étapes :
4 .
suffit ).
2) Prouver, comme dans le lemme et le début du sous-lemme ci~-dessus, que
(M, F) & -0 (M)(cPZ,cP) 1 (s, F') estbordde (V,G) avec V variété orientée
compacte de dimension cing et G sous-variété caractéristique de dimension trois

pour une certaine surface F' dans S4 .

1) Prouver le théoréme ci-dessus (M4 spin, en fait M4 =8

]
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V. - CHIRURGIE ET COBORDISME CARACTERISTIQUES.

On considére maintenant des triplet (M,F,¥) ol M est une variété fermée
orientée de dimension quatre, F une surface fermée caractéristique et & le choix
d'une trivialisation du fibré tangent a M au-dessus du 2-squelette de M~F qui ne
s'étend a aucun disque méridien de F (laquelle existe puisque F est caractéristique).

DEFINITION 5. Deux triplets (M,F,3) et (M',F',¥') sont dits caractéristiquement
cobordants s'il y a un triplet (V,G,{) avec V variété orientée compacte de dimension
ving, G sous-variété caractéristique de dimension trois et ¢ une trivialisation du
fibré tangent & V au-dessus du 2-squelette de V-G qui vérifient oV = ML (-M'),
WG =FUF!' et § étend & et &' . Le groupe de cobordisme ainsi obtenu est le

groupe de cobordisme caractéristigue noté Qi .

IRemarque 1. Si on néglige les trivialisations dans la définition précédente, la relation
obtenue n'est pas transitive ([GM1, GM2] sont fautifs & ce point-1a). On peut négli-

ger les trivialisations si 1'on se restreint aux couples (M,F) comme dans la définition
avec H1(M;Z/ 2Z) = 0, car alors il existe une unique trivialisation (4 homotopie pres)
du fibré tangent a M au~dessus du 2-squelette de M~F qui ne s'étend a aucun disque

méridien de F .

Soit un couple (M,F) avec M variété fermée orientée de dimension quatre et
I° surface caractéristique tel que i*(H1(F;Z/ 2Z)) = {0} c H,,(M;Z/ZZ) . Et soit aussi
¢ une courbe simple fermée de F .

I.LEMME. Le résultat (M',F') d'une chirurgie de paire sur (M,F) le long de la cour-

be ¢ alapropriété que F' est caractéristique dans M' si et seulement si g(c) =0 .

Preuve. Soit P une membrane pour c dans M et soit D le 2-disque &me de
la chirurgie dans M' . Alors, T =P UD estun 2-cyclede M!' et
2(Z.Z+Z.F') =2(¢(v) +P.F)
a4 P un champ de vecteurs normal & 3P dans F (cf. la remarque 3 du § III ; bien sir

it

qlc) mod 4 , oh &(v) est1'obstruction & étendre

¢.c =0mod 2 puisque la chirurgie sur ¢ est possible). Donc, si F' est caracté~
ristique, la formule de Wu donne q(c) =0 .

Réciproquement, soit X un 2-cycle de M' que 1'on peut supposer coupant
{ransversalement en n points la co-ame de la chirurgie sur M' . Alors, T peut se
voir (apreés isotopie) comme 1'union de n translatés disjoints de 1'4me de la chirurgie
¢t d'une membrane P pour nc dans M ; donc
2HS.Z2+ Z.F') = 2(e(v) + P.F) = q(nc) = ng{c) =0 mod 4, et F' est caractéristique
dans M!' .
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Remarque 2. Si ¢ est une courbe simple fermée dans F telle que ¢(c) =0, alors
(cf. la remarque 3 du § III), c.c =0 et la chirurgie sur ¢ est possible.

Soit (M,F,¥) un élément de Q‘c1

obtenue a partir de M par des chirurgies d'indices 2 sur des cercles disjoints de F

» et soit M, une variété simplement connexe

telle que la trace de la chirurgie réalise un cobordisme caractéristique entre
(M,F,¥) et le résultat (M1,F,31) de la chirurgie (+)

PROPOSITION-DEFINITION. Dans cette situation, si ¢ est une courbe fermée simple
de F, q (c) -
forme quadratique q (et un invariant de Brown o(M,F,¥)) pour le triplet (M,F,¥).

ne dépend pas du choix de M De cette maniére, on définit une

Et alors q(c) =0 si et seulement si la trace d'une chirurgie de paire sur

(M,F,3) lelong de c est un cobordisme caractéristique.

Preuve. Soient M1 et M2 deux choii possibles ; on peut supposer tous les
cercles de chirurgie en vue disjoints. Soit M la variété obtenue en faisant toutes
les chirurgies nécessaires pour fabriquer M1 e: M2 . Alors, M est simplement
connexe, la trace de la chirurgie de (M,F) & (M,F) rdalise un cobordisme caracté-
ristique entre (M,F,3) et le résultat (ﬁ,F,g) de la chirurgie, et clairement
qM1(C) = qpy(c) = qu(C) :

Supposons maintenant que la trace d'une chirurgie de paire sur (M,F,¥) le long
de ¢ soit un cobordisme caractéristique, alors gq(c).=0 par le lemme du § III.
Inversement, d'aprés le lemme ci-dessus, si q(c) =0, le résultat (M',F!) dela
chirurgie sur (M1 ,F) le long de ¢ admet F' comme surface caractéristique dans M!.
Soit (W,N) le complémentaire dans (M1,F) d'un voisinage de ¢, c'est aussi le
complémentaire dans (M',F') d'un voisinage de la sphére duale & la sphére d'attache-
ment de 1'anse de chirurgie. Comme W est simplement connexe, H1(W-N;Z/ 2Z)
est engendré par les méridiens de FNN et deux trivialisations du fibré tangent de
W~N au-dessus du 2-squelette de W-N provenant de trivialisations des fibrés tan-
gents a M1 -F et M'-F' au~dessus de leurs 2-squelettes sont homotopes (leur
différence x € H1(W-N;Z/ 2Z) s'annule sur tout méridien de FNN =F!'MNN) . Donc
la trace de la chirurgie liant (M1 ,F) & (M',F') rdéalise un cobordisme caractéristique
par définition, il en est de méme pour celle liant (M,F) a (M',F') ; on conclut par
transitivité.

(1) On sait bien qu'une telle variété M
lisation & donnéde.
()

1 existe toujours et qu'elle dépend de la trivia-

oM, désigne la forme quadratique associée, au § ITI, 2 (M1 ,F) .
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On se propose maintenant de calculer le groupe Qz .

'HEOREME. La suite 0 — 0;‘—"-—» ZOZOZ/SZ T Z/16Z— 0 est exacte avec
«{M,F,¥) = (0(M),F.F,aM,F,3)) et 7(x,y;2) =x - (y+2z) . Autrement dit,
(M,F,3)  (0(M),F.F) réalise un isomorphisme de 92 sur le sous-groupe d'indice
2 de Z $Z défini par x-y pair, (x,y) €ZS®Z .

Preuve. (d) Si (x,y,z) € ZO®Z®Z/8Z vérifie x =y + 2z mod 16 , on veut
irouver (M,F,¥) € n‘(: telque x=0(M), y=F.F et z=a(M,F,¥) . Mais,
['exemple A du § IV nous réduit a réaliser les éléments (0,y,z) avec y = - 2z mod 16
ce que 1'on peut faire avec une union disjointe de z .exemples B.

(b}(1) Soit (M,F,3) € n , alors a(M,F 3) 0 si et seulement si (M,F,¥) est
caractéristiqguement cobordant 4 un triplé (N, 52 ,C) € ﬂ

En effet, si «(M,F,¥) =0, laforme quadratique q sur H1(F;Z/ 2Z) associde
i (M,F,¥) admet un sous-espace isotrope de dimension moitié dont une base peut &tre
représentée par des courbes simples fermées disjointes de F . La proposition pré-
védente assure que la trace de la chirurgie sur (M,F) le long de ces courbes sera un
cobordisme caractéristique et la surface F' obtenue vérifie H1(F' ;Z/2Z) =0, donc
It =82 . La réciproque découle aussi de la proposition.

(2) soit (M,F,&) ea‘(‘: , alors a{M,F,¥)=0=F.F siet seulement si (M,F,¥)
est caractéristiquement cobordant & un triplé (N,@, ¢) € Qﬁ . Cela suit de (1) etdu

2

fuit que si une sphere 82 vérifie Sz.S =0, onpeut ajouter une 3-anse dessus

sans changer le caractére caractéristique.
(3) Entin, (M,F,3) € Q est nul si et seulement si o(M) = F. F 0 = a(M,F) .

Cela suit du point (2), du calcul du gmupe de cobordisme ordinaire Q et de 1'injec-
tivité de 1'inclusion canonique QS in” (cf. [GM3, I, exercices)).

Remarque. La démonstration précédente a été écrite pour dégager le point de vue de
li chirurgie caractéristique ; en fait, on a seulement besoin du théoréme qui assure
Tox =0, dupoint (@) pour avoir ker 7 c Im(x) ; enfin, 1l'injectivité de » démon-
trée au point (b) a déja été établie : c'est le lemme du § IV (dont la preuve comnience
par étendre la structure spin donnée). Le lecteur en déduira comme en [GM3, III,

esercice II d) ] une preuve de 1'injectivité de 1'inclusion canonique Qépin »* & by -



APPENDICE

Dans cet appendice, nous esquissons une définition de ®(M,F) qui passe par
3

une immersion de F dans R Ce point de vue nous a été expliqué par L. Siebenmann

et ce sont ses explications que nous rapportons.

1. La forme quadratique attachée a une surface immergée dans P3 .

Une bande sera pour nous une union disjointe d'anneaux et de bandes de Moébius.

3 , supposons l'éme C de la bande et son

Pour une bande Q plongée dans R
bord 9Q orienté de maniere cohérente. Alors, le nombre d'enlacement de C et de

dQ donne un entier bien défini 7(Q) € Z , indépendant du choix cohérent d'orientation.

7(Q) est un invariant de la classe d'isotopie, et méme de concordance, de Q
(calculer 7(Q) en utilisant 1'intersection de deux surfaces dans B4 bordant C et Q).

. Définissons q(Q) = 7(Q) mod4 . Alors, q(Q) est un invariant de la classe d'homo~
topie réguliere de Q .
(On utilise une surface de Seifert pour C dans R3 pour calculer T .

modifie T(Q) par un multiple de 4 .

On se raméne au cas @"o) & oit 7(Q) vaut respectivement -2 et +2 .)
~>

. .oon Véritq.a s .
Similairementique q réalise un homomorphisme de 1'ensemble des classes d'homo~

]
Il faut vérifier que A - —_:)
'

topie régulidre de bandes munies de 1'opération somme disjointe sur Z/4Z . D'ailleurs,
si 1'on se restreint aux bandes connexes, on obtient un isomorphisme.

3

)
(Par homotopie réguliére, on peut dénouer C dans R~, ensuite utiliser ‘ = h )

La forme quadratique q: HI(FZ;Z/ZZ) + Z/4AZ .

F est une surface fermée, non nécessairement orientable, immergée dans ]R3 .
Six¢€ H1(F,Z/ZZ) , onreprésente X par une bande QC F . Apres perturbation
de I'immersion de F dans R3 , on peut supposer Q plongée. La classe d'homotopie
réguliere de ce plongement est bien définie et on pose q(x) = q(Q) . On vérifie aisément
que q(x) est bien défini.

On remarque que q ne dépend que de la classe d'homotopie réguliere de 1'immer-
sionde F dans R° (car il en est de méme de q(Q) pour une bande Qc R’ ).
La forme q est quadratique : q(x+y) = q(x) + q(y) + 2x.y mod 4 .

(En effet, la différence entre _.(_ et Jr_ est q(9) = £2.)

114
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Exemple [B, example 1.28] . A une surface fermée orientée M2 stablement
parallélisée est associée une unique parallélisation de M2><R et donc une immersion

2
de M

dans Z/2Z = 4Z/8Z . On a ainsi une fleche de 1'ensemble ‘ﬂ'z des classes d'homo-~

dans R3 . Comme M2 est orientable, l'invariant de Brown de q se trouve

topie réguliere des surfaces orientées immergées dans ]R3 vers Z/2Z . C'est un
isomorphisme et 1'élément non nul de 172 peut se représenter par P union
un disque.

2. L'immersion associée a une surface caractéristique.

Soit M4 une variété fermée orientée de dimension 4 et soit F2 une surface
fermée caractéristique (non nécessairement orientable). On suppose H1(M4 Z/2Z)=0 (1) .
Puisque F est caractéristique, il existe une structure spin sur M-F et donc une
trivialisation 30 du fibré tangent a M4 au-dessus du 2-squelette de M4-F‘ (ce qui
équivaut a une trivialisation du fibré tangent a M4 au-dessus de (M4- F) sauf un

point) qui ne s'étend a aucun 2-disque transverse a F .

. Puisque H1(M;Z/ 2Z) = 0, deux telles structures spin coincident (leur diffé-
rence est un x € H1(M-F s Z/2Z) dont la restriction a tout méridien de F est nulle.
Donc x s'étend 3 X € H'(M;Z/2Z) =0 et x = 0).

Soit FO = F - quelques points, une partie de F sur laquelle existe un champ de

vecteurs normal dans M .

PROPOSITION. Il y aune ciasse d'homotopie réguliere d'immersions de F,. dans

0
R’ bien définie par le procédé suivant :
Fixons un champ de vecteurs normal £ a F

0 et soit n son complément :

ton = v(FO,M) le fibré normal a FO dans M . Alors, 1'espace total du fibré en
disques associé a n, E(n), estun épaississement & trois dimensions de FO . A
isotopie prés, il y a une unique fagon de faire coincider le premier champ de vecteurs

de la structure spin 30 sur M-F avec £ lelongde F, pousséepar £ . Alors,

0
on projette le champ 30 sur E(n) parallélement au premier champ de vecteurs de 30

pour obtenir une trivialisation ¢ du fibré tangent a E(n) o FO , et par suite une

immersion g: E(n) - R3 .

(1) Si H1(M;Z/ 2Z) est non nul, mais si (M,F) est équipé d'une trivialisation du
fibré tangent a M au-dessus du 2-squelette de M-F qui ne s'étend & aucun méridien
de F, alors q est défini puisque FO poussé par & récupere cette trivialisation
(cf. la proposition). Comparer au § V.
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Pour montrer la proposition, supposons que §' , ' , G' et g' proviennent
d'une autre construction. Nous allons montrer qu'il existe un isomorphisme de fibrés
o: v(FO,M)-* v(FO,M) qui envoie £ sur &', n sur n' et G sur G' & homotopie
pres. Il s'ensuivra que g IFO est régulierement homotope a g' IFO .

Le complément n' de &' est isomorphe a n puisque tous les deux sont déter—
minés par w1(v) . Donc &' ,n' et ozgo conduisent comme précédemment a une tri-
vialisation a G du fibré tangent & E(7') . Si on peut montirer que oza'o est une tri-
vialisation homotope a 30 y il s'en suivra que a G est homotope a ¢' . Pour montrer
cela, on regarde chaque composante de F0 comme une anse d'indice 0 avec quelques
anses d'indice 1 attachées. Par une homotopie de fibré, on peut supposer que o est
1'identité sauf sur les anses d'indices 1 ou Vv est trivialisé etoli o s'exprime

comme une torsion lorsque 1'on se déplace le long de 1'ame d'une anse typique H .
Comme H est coniractile, on peut assurer que prés de H dans MO- FO (M0 =M- les
points 6tés & F), la trivialisation 30
Rz-O = S1 xR et de la trivialisation standard de H=1Ix1 . Il est alors clair que
o envoie ¥ sur elle-méme (ce serait faux si le- 0 avait la trivialisation induite

0
de celle de R2) .

est un produit de la trivialisation de

3

. La classe d'homotopie réguliére d'immersion g : F0 + R” obtenue ci-dessus

détermine une unique classe d'homotopie régulicre d'immersion g: F -+ R3 (cela

suit de la classification des immersions de 52 dans IR3

(1)
D'apres le point 1 , a l'immersion g est associée une forme quadratique sur
H1(F;Z/ 2Z) avaleurs dans Z/4Z et donc finalement un invariant de Brown
a(M,F) € Z/8Z .

a homotopie réguliére

pres)

. Nous laisserons maintenant le lecteur se convaincre de la cohérence de cette
définition avec la ntre. Bien entendu, il est aussi possible de continuer la preuve du
théoréme dans le langage de cet appendice. Nous allons seulement esquisser la preuve
du lemme clé du § Il dont nous rappelons 1' énoncé.

Supposons que (M*,F?) soit bord de (V?,G%) , ou V
compacte de dimension 5 et G3 une sous-variété caractéristique. Soit A2 cG
une surface (non nécessairement orientable) telle gue ANF = 0A = C une courbe de F.

5

est une variété orientée
3

Alors, q({C))=0 dans Z/4Z si [C] GHI(F;Z/ZZ) est représenté par C .

(1)

go : FO -+ R3 dont 1'existence est élémentaire.

Remarquons que 1'on n'utilise pas vraiment g: F lR3 , mais seulement
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En effet, puisque G est caractéristique, il existe une trivialisation du fibré
tangent a V au-dessus du 3-squelette de V-G . Puisque A2 a le type d'homotopie
d'un 1-complexe, il existe un champ de vecteurs normal a 03 défini sur un voisinage
de A2 . Appelons ce voisinage Gi . Soit 5 le complémentde £, £9n = u(c.i,v) .
Le long d'une copie de GZ translatée par £ , on peut supposer que le premier vec-
teur de la trivialisation coincide avec £ et aussi que le dernier vecteur de la trivia-
lisation est normal rentrant le long de av5 . Alors, par projection parallelement a ¢ ,
on obtient une trivialisation du fibré tangent a E(n|G A) . Par restriction au bord, on
obtient une trivialisation du fibré tangent & E(n IFC) o F_ estun voisinage de C
dans F2 qui est certainement celle utilisée dans la définition de q({C]) .

De 13, on déduit une immersion g : (G3 ,Fg) - (Rf:,l:a3 ) . On remarque alors
que le nombre d'enlacement de C et aFC est égal au nombre d'intersection

g(&)GZ) . g(Az) qui est certainement nul puisque g(G A) et g(A) sont disjoints.

On remarquera que cette preuve, contrairement a celle donnée au § III n'utilise
pas la formule de Wu , i.e. 1'équivalence des définitions algébrique et homotopique
du mot caractéristique.
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The details of his proof are comnsiderably different from ours,

§1. The Arf invariant,

Let V be a finite dimensional vector space over Z/2 which
is given a non-singular symmetric bilinear form (x, y) > x « y €z/2.
A functio; q : V—>2/2 1is said to be quadratic (with respect to
") if it satisfies q(x + y) = q(x) + q(y) + x - y for all x, y €V,
Such a guadratic space (V, ., q) admits a symplectic basis

a.

al, e ey r Bl’ es ey Br e \'4 satifying a e O, = Bi . Bj = 0,

i ]

. Bj = bij (Kronecker's delta). As is well known, the Arf in-

variant Arf(q) €Z/2 is defined to be 2;1 q(ai)q(Bi).

a

In this section we will recall the definition of the Arf
invariant of a characteristic surface of an orientable 4-manifold.
To deal with the Robertello-Arf invariant of knots simultaneously, we
will not exclude 4-manifolds with non-empty boundary.

Let Mﬁ be a (compact) connected, smooth and orientable 4-

manifold. Let F2 be an orientable surface properly embedded in Ma.

The boundary BFZ is assumed to be ¥ ¢ or = Sl. F2 is called a
characteristic surface if the homology class [Fz, aF] € Hz(Mé, oM; Z/2)
is dual to the 2-nd Stiefel-Whitney class wz(M). An equivalent
condition is that the intersection number (mod 2) F « x is equal to
the self-intersection number x . x for every x € HZ(MF; z/2).

From now on we will assume that Hl(Ma; zZ) = {o}. Suppose that
we are given a characteristic surface F2, then we can define a
quadratic function gq : HI(FZ; z/2) —> 2/2 as follows [10], [ 3]:

Let C be a (generically) immersed circle in Fz. Since

Hl(M4; Z) = {0}, C bounds a connected orientable surface D immersed
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in M" D may be assumed not to be tangent to Fz at any point ,

The normal bundle V, of D 1is orientable and so trivial, because

b Sl v v Sl. Note that any trivialization T \)D‘E' D x nz

induces a unique trivialization VDIBD ¥ 3D x »? on the boundary,
In fact, the "difference" of any two trivializations Ty 1'2 of Y
corresponds to a continuous map g : D —> S0(2). Since 3D is
homologous to zero in D, the induced map g|3D : 3D —> SO(2) is
homotopic to zero (because SO(2) ¥ K(Z, 1)). Thus the induced
trivializations coincide,

The normal line bundle V of C in F2 determines an orientable

C
sub=line bundle in \JDIBD. Let & (D) be the number (modulo 2) of the full
twists of Ve in \JDIBD with respect to the unique trivialization above.
Let D.F be the number of the intersection points of Int(D) and F.
Finally let Self(C) be the number of the self«intersection points of C on

Define q(C) (€Z/2) by

q(C) = O°(D) + D+F + Self(C) (mod 2) .

Lemma 1.1, The above definition gives a well defined function

q: HI(FZ; Z/2) —> Z/2 which is guadratic with respect to the inter-

section pairing: I-ll(Fz; Z/2) ®H1 (Fz; z/2) —> Z/2.

This lemma will be proved in §5 in a more general setting. (Cf.

Lemma 5.1.)

Let Arf(F2) be the Arf invariant of gq.

Lemma 1,2, Arf(Fz) depends only on the relative integral homology

class [Fz, 3F] and the concordance class of the embedding 32 —> 3 4.




122

In particular, if BM4 =@, Arf(Fz) is determined by the integral

class [Fz] and we can speak of the Arf invariant of an integral

characteristic homology class £(i.e. the class whose mod 2 reduction is

dual to WZ(M)). * We will denote it by Arf(§) .

Another specific tase is the case of knots in which M4 = D4 and
8F2 = S1 . In this case [FZ,BF] =0, and Arf(Fz) is determined by the
knot K = {3F » M} . This is nothing but the Robertello-Arf invariant of

the knot K [8] . We will denote it by Arf(kK) .

Proof of 1.2. For simplicity assume that 3F = @ . (The other case will be

dealt with similarly.) Let F0 and F1 be closed characteristic surfaces

satisfying [FO] = [F1] € Hz(Ma;Z ) . Since K(Z ,2) = MS0(2) , F, and

F1 are L-equivalent in Thom's sense. In other words, there is an orientable
3-manifold V° in (Int M4) x [0,1] such that v oM x {i} = F. ,

i =0, 1. Perturbing V3 slightly, if necessary, we can assume that the
projection p : M* [0,1] - [0,1] gives a Morse function p' : v [0,1]

on V3 . Then F1 is obtained from Fo by successively attaching
0, 1, 2 and 3-handles within Ma

It is easy to see that attaching O-handles or 1~handles to different
connected components does not change the Arf invariant. Consider the effect
of attaching a 1-handle to the saﬁe component of F0 - The resulting
quadratic function ¢q' is the orthogonal sum of q : Hi(FZ;Z [2) »~ Z ]2
and s : Z /2(m) & Z /2(R) >~ Z /2 with m and & corresponding to the

co-core and core of the attached 1-handle. Since m.m = £.£ =0 ,

2.m=1 and s(m) =0, Arf(s) is =zero. Thus

Any integral characteristic homology class is represented by a charac-
teristic surface.
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Arf(q') = Arf(q).

Therefore attaching 0 and l-handles does not change the

Arf invariant, By duality attaching 2 and 3-handles does not

change it either. [J

§2. The proof of Rochlin's theorem.

We wish to prove Rochlin's theorem in the form he gave in [10]:

Theorem 2.1 (Rochlin)., Let Ma be a closed oriented 4-manifold

with Hl(M4; Z) = {0}, £ an integral characteristic homology class.

Then we have

Ar£() = (€M) - £:9)/8  (mod 2)

where O‘(‘Ma) is the signature of M4 and &.§5 {is the self-intersection

number,

Note that o(M*) - 8.5 is divisible by 8. (Cf. [7].)

if M" is spin (i.e., wz(M4) = 0), we can take O (zero) as
a characteristic homology class. Then by the theorem, O(M) 1is divisible
by 16. This is the classical Rochlin's theorem [ 9 ].

For the proof, we need two facts.

Facts: 1) Let K(p, q) be the classical torus knot of type (p, q)

with p odd, q even. Then Arf(K(p, q@)) = (1 -pz)/s (mod 2).

2) Let M4 be a connected, 1l-connected, closed and oriented

4-manifold., Then there exist integers £, m, n > 0 such that
M*# L+ )P4 QT P # nQ, where P and Q are the complex pro-

jective plane and the one with the opposite orientation, respectively,
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Fact 1) is the "germ” of Rochlin's theorem, Using Fact 2),
we can globalize it to obtain the Rochlin congruence,

These two facts are more or less standard. However, we will

give some explanations in the next section.

Proof of Theorem 2,1. Let F2 be a characteristic surface representing

€. By doing framed surgery on M4 - Fz, we can (and will) make M4

connected and l-connected without affecting the fact that F2 is

characteristic or altering the value of Arf(Fz).

The both sides of the formula we want to prove are additive with
respect to the connected sum of the manifolds and the direct sum of the
characteristic homology classes, Thus if the congruence holds for any
two of three pairs (M;, £)), ®™,, 52) and QY # M, s £,)) then
it also holds for the remaining pair,

let n € H,(P; Z) and n € H,(Q; Z) be the generators represented
by projective lines. They are characteristic, and the formula is easily
checked for the pairs (P, m) and (Q, T). Thus the above remark implies
that we have only to prove the formula for the pair (Ma # (L + 1)P ¥ i,
EGN, ®...061n,, 81 &... 7)) with some L3> 0. But by Fact 2),
M4 # (L+ V)P # 4Q 1is diffeomorphic to a connected sum mP # nQ if 4
is sufficiently large.

Note that every characteristic homology class of the connected
sum mP # nQ 1is written as slnl@ cee @ s, & tlﬁl @ ... D tnﬁn with
t, odd. Then by the additivity of the formula again, the proof is

; RO |
reduced to that for pairs (P, sn) and (Q, tn) with odd s, t. As is

easily seen, the orientations of the manifold M4 and the characteristic

surface are irrelevant to the proof, Therefore we have only to consider
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the case of (P, sn) with odd s > 0.

To compute Arf(s~) we will take the algebraic curve C of

degree s> 0: C= {(x:y: 2); x° + ys'lz = 0}, C is homeomorphic

to S2 and is smoothly embedded in P except at the point (0 : 0 : 1).

1 4

At this point C has a cusp of type x° +y° = 0, Let B' be a

small ball whose center is the singular point. Then C N 884 is a
torus knot of type (s, s-1), Taking a smooth surface G2 in B4
bounded by the knot, we get a smooth surface Fz = G2 U (€ =-CNInt B")
representing sN. Now Arf(sm) is equal to Arf (I-'z) = Arf (Gz)

= Arf(K(s, s-1)). By Fact 1) this is equal to (1 - 52)/8 (mod 2)

which is nothing but (O(P) = (sn)-(sn))/8 (mod 2) as required. [

§3. Explanation of Facts 1) and 2).

Fact 1): The following convenient way to get Fact 1) was suggested
by Siebernmann, Recall that the Alexander polynomial of K(p, q),
AK(p, q); t), 1s equal to (1 -~ t)(1 - tPH/(1 - P - Y,
(Cf. [11, p. 178].) Then assuming p to be odd and q even we have
AK(p, q); ~1) = p. Levine's result [ 6] says that Arf(K(p, q)) = 0
or 1 according as A(K(p, q); -1) = t1 or %3 (mod 8). However,
this is reformulated as Arf(X(p, q)) = (1 - pz)/8 (mod 2).

There is an alternative and more elementary way. This method
applies most neatly to the case of K(s, s-1) (s > 0) which is the

only relevant case to our proof, We need a lemma.

Lerma 3.1, Let p a double point of a regular projection of an

be
oriented knot K. Let C1 and C2 be the two components of the link

which is obtained by the surgery at p along the twisted rectangle
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shown in the figure below, L(p; K) the linking number of C1 and

c

2° I1f K' 4is the knot obtained from K by interchanging over and

under crossing paths at p, then

Arf(K) = Arf(') + L(p; K) (mod 2) .

KX .
/N\&

Proof. Let Ba(r) be the standard 4-ball in la of radius r > 0,
Let Ss(r) = BBa(r). Let us construct a surface G2 in

Ba(l) - Int 34(1/2) by the following movie (plus smoothing):

\E’_/C'fl Pira

K/

—_—
c /
2 %,/
/Y O\ 172
(r = 1) (1L>r>1/2) (r = 1/2)

The boundary an consists of K in 83(1) and K' in 53(1/2).

2

let A and B be the two circles in G~ defined by

A=pq Ufq; l/25rg1} U qP1z Yips 125 <), B=c

2

(in 53(3/4), say). Take a surface F° in 84(1/2) such that

3F2 = K', Then G2 U F2 is a surface in B&(l) bounded by K. Since
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2; z/2) = HI(FZ; z/2) HZ/2(A) DZ/2(B), the difference

Hl (62 UF
Arf(K) - Arf(K') is equal to the Arf invariant of the quadratic
function q on Z/2(A) @ Z/2(B). By the figure above, q is
computed as follows: - q(A) = O*(4) = 1 (A being a surface in

8*(1) - Int 3*(1/2) bounded by A), q(B) = V-G = Link(C), C,)

(V being a Seifert surface of Cl in 53(3/4)), A*A = BB=0 and

A‘B = 1. Thus Arf(q) = q(a)+q(B) = Link(C;, C,) (mod 2). O

To compute Arf(K(s, s-1)) consider the regular projection

of K(s, s-1):
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Let K(i) be the knot obtained from K(s, s-1) by interchanging

over and under crossing paths at the points Py P2’ seey Py in the

projection, Then K(s-Z) = K(s-1, s-2)., This allows us an inductive
calculation, Inspecting the figure above, we see that
L(pi; K(i-l)) = {+(s~1l-1), 1< i< s-2. Thus by applying Lemma 3.1

inductively,

AT£(R(s, s-1)) = ATE(K(s-1, 5-2)) + Tpoo ie(s-1-1) .
An elementary consideration shows

0 (mod 2), s5-2%1 (mod &) ,

Tpo] de(s-1-0) =
1 (mod 2), s=-2%¥ 1 (mod 4) .

Therefore, starting from Arf(K(l, 0)) = 0 we have

0Ob s*0, 1, 2, 7 (mod 8) ,
Arf(K(s, s-1)) =
1, s=* 3, 4,5, 6 (mod 8) .

Confining ourself to odd s > 0, we get the desired formula

Arf(K(s, s-1)) 5 (1 - §2)/8 (mod 2).

Fact 2): This is a consequence of Wall's theorem [ 14]. However, since
his theorem is far from being elementary we will give a direct proof
described to the author by Siebenmann., Cf, {5 ].

Suppose that connected, l-connected, closed and oriented 4-
manifolds M" and N4 are cobordant to each other., Let ws be an

oriented cobordism between them. Decompose Ws into a handle-body

starting from M x [0, 1]:

I 0 1 2 3 4
W= i x {0, 11 UAR® Ut uae? uage® uae®t o A
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()‘i = the number of i-handles.) We can cancel 0 and S5-handles. A

l«handle is trivially attached to Ma X {0, 1] and can be considered

as a boundary connected sum of MA x [0, 1] and an embedded S1 X Da.

We do surgery on w5 along the embedded Sl X 4. Then Sl X Dl’ is
replaced by a 3-handle trivially attached to M4 x [0, 1].
In the dual way we can surger out 4-handles and replace them by 2-

handles, Now we can assume that there are only 2 and 3~handles,

Since M" and N" are l-connected, by looking at the middle

level we have

u“#pszxsz#qsz.gsz?-'xl'#rszxsz#ssz)_gsz )

where $2 X S2 is the twisted &‘.2 bundle over 82. The fact

82 X S2 $p¥ 82 X S2 # P¥ 2P #Q [13] implies the existence of

L, m > 0 such that

W d L+ DPFQINS @+ DPFmQ .

The signature O : 04 —> Z gives the isomorphism so every M4 is

cobordant to O(M")P. Now Fact 2) follows from the above observation.

§4., Brown's invarfant.

We will recall Brown's Z/8 Arf invariant from [ 1]. Let V
be a finite dimensional vector space over Z/2 provided with a non-
singular symmetric bilinear form (x, y) —> x.y €2Z/2. By a Z/4~

quadratic function is meant a function ¢ : V —> Z/4 satisfying

o(x + y) = @o(x) + ®(y) + 2(x+y) for all x, y €V, where 2 : Z/2 —> 2/

is the homomorphism sending 1+—> 2, Such a triple (V, -, @) 18 called

a 2/4-quadratic space.
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The orthogonal sum X @ Y of two Z/4-quadratic spaces X, Y

is defined as usual, A quadratic s[;ace is indecomposable if it is not

isomorphic to the orthogonal sum of two non-trivial quadratic spaces.
Then there are only four indecomposable spaces.

Namely,

P_l_’ @&/2¢a), *, ¢), aca=1 o@a)=1 .
P_= (Z/2Qa), *, ¥, aca=1, o(a) =-1 .

Ty = @/200) @Z/2(c), +, ®), beb = c.c = 0,
bec=1, @) =) =0 .

T, = @/20) @ 2/2(c), +, @), beb=cec=0,
bec =1, @) =0() =2 .

Following [ 7, p. 112j we say that a Z/4-quadratic space
X= (V, -, ® 1is gplit if V contains a subspace H with o(H) = {0},
H-H = {0} and dim H = (1/2)dim V. For instance, T,
are split. 1Two Z/4-quadratic spaces X and Y belong to the same

and P+ D P

witt class if X@§, ¥ Y@ s, where the S, are split. The Witt
classes of Z/4-quadratic spaces form the Witt group W. We denote the
witt class of X by (X]. Then [T)J =0 and [P ]+ [P ]=0 for
instance.

Note the two relations: P+@ T,*P_ @P ®P and
P @ T, ¥ P+® P+® P,. (Under each isomorphism the standard generators
on the right are mapped to the elements a + b, a+c, a+ b+ c of
the space on the left.) These relations are written in terms of Witt
classes as [TA] = 4[P_] and {TA] - 4{P+]. Thus W 1is gemerated b)-r
{P.] and 8[P+] = 2['1'4] = 4([P+] + [P_]) = 0. In fact, W 1is shown to

+

be isomorphic to Z/8 by Brown's invariant as we see below.
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Let X be a Z/4-quadratic space (V, ., ®). E., H, Brown [ 1]

considered the Monsky sum
A = E, 190, 1 ey

The compléx number A(X) takes the form fﬁdim v(1 + i./y/f)m (m €2).
For A 1is multiplicative: A(X DY) = A(X)A(Y) and it takes the
required form on each of the indecomposable spaces: A(P+) =1 4+ 1
= JZ(1 + iV2), etc,

Since the complex number 1 + i/yZ is an 8-th root of umity,

the integer m modulo 8 is well-defined. It is called Brown's invariant

of X and is denoted by B(X) € z/8.
Lemma 4.1, ([1, Thm, 1.20, ix]) If X 4is split, them B(X) = O,

By 4.1, B gives a homomorphism W —> Z/8, and since B(P+) = 1

it is an isomorphism,

Remarks. 1) ({1, Thm. 1.20, vii]) Let (V, *, q) be a quadratic
space in the sense of §l1, Then (V, +, 2q) 1is a Z/4-quadratic space
and B(V, ¢, 2q) = 4 Arf(q), where 4 : Z/2 —> 2/8 1is the homomorphism
sending 1 > 4,

2) ((1, T™m, 1.20, vi]) For every Z/4-quadratic space

X=(V, o, ®) we have B(X) F dim V (mod 2).

§5. Guillou and Marin's congruence,.

Guillou and Marin [ 4 ] extended Rochlin's congruence 2.1 by
allowing non-orientable characteristic surfaces. In this section we

will formulate their congruence, A proof will be given in §6.
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Let M4 be an oriented, connected and closed 4-manifold with

Hl(Ma; Zz) = {0}. Let F2 be a closed characteristic surface of M4

(in the sense of §l) which is not necessarily orientable, Then we can

define a 2/4-quadratic function 9 : HI(FZ; Z/2) —>» 2/4 as follows:
let C be an immersed circle in F2. Since Hl(Mé; z) = {0},

C bounds a connected orientable surface D immersed in MA. We may

assume that D 1is not tangent to F2 at any point., As in §l, the

normal bundle Yo is trivial and on VD|C is induced a unique trivial-

ization vDIC T Cx I?. The normal bundle of C in F defines a sub-

line bundle vc

we count the number n(D) of right-handed half twists of \b. The

of leC, and with the unique trivialization above

picture illustrates the right-handed twists,

Here [C] 1is a direction of C arbitrarily chosen, and {el, ez} is

the basis of the fiber (¢ lz) of VDIC which satisfies
*) fr.] x [C] xe, X e, = [Mﬁ]
D 1 2 ’

[r being the outward ‘radial' direction of D.

)
Now the required form § is defined by

(D) = n(D) + 2D-F + 2 Self(C) (mod 4) .
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Lemma 5.1, (D) €Z/4 depends only on the Z/2-homology class of

C = 3D. The function 9 : HI(FZ; z/2) —> 2Z/4 is Z/4-guadratic.

Let ﬁ(Fz) be Brown's invariant of the Z/4-quadratic space
2
(HI(F s Z/2), -, ®.

Theorem 5,2. (Guillou and Marin) With the notation above we have

o) = F.F + 28(FD)  (mod 16)

where F<F is the self-intersection number of F (cf. [15]) and

2 :z/8 —> 2/16 is the homomorphism sending 1 => 2,

Corollary, (Generalized Whitney's congruence [10]) We have

oed*y = FoF + 2x(FD)  (mod 4)

where x(Fz) is the Euler characteristic of F2.

The corollary follows from 5.2 by Remark 2) of the previous

section, Also by Remark 1) there we see that 5.2 reduces to 2.1 in

the case when Fz is orientable,

The rest of this section is devoted to the proof of Lemma S5,1.

Proof of 5.1. The proof is divided into four steps,

1) (D) depends only on the immersion C.

Let us take another immersed surface D' with 3D' = C and show
that ®(D') = (D). By spinning D' around C (cf. [3, Fig. 1]) if
necessary, we may assume that the union D U D' is a smoothly immersed

closed surface X. (We are assuming that the outward 'radial' vectors
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of D and D' are exactly in opposite directions to each other at
their boundary points.) D and D' determine the trivializations

€ = v_,|c, but they induce the opposite orientations

pl€ = Vpr
on the fibers (¥ l?). Let d(-T, T') €2 = ﬂi(SO(Z)) be the difference

T and T' of V

between ~T and T', Then

) Z-Z=d(-T, T') = 2D°D' & d(-T, T') (mod 2) .

Since F® 1is characteristic, XL 3 Z-F (mod 2), but ZI‘F 1is equal to
(8) D°F + D'+F + w; (V) [C]  (mod 2) .

The explanation of wl(vc)[C] is this: If V., is orientable
(wl(vc)[c] = 0) we can push I off from F2 near C, but if Ve

is not orientable (wl(vc)[c] = 1) to put & in general position

with respect to Fz we necessarily create an odd number of intersection
points of Fz and I near C.

From (A) and (B) we have

©) d(=T, T') = D.F + D'.F + wl(vc)[c] (mod 2) .
Finally
(D) a(D') = (D) + 2d(-T, T') + 2w, (V)[C] (mod 4) .

For the number (mod 4) of the right-handed half twists of Ve in
vblc with respect to =T (instead of T) 4is equal to -n(D). But
~n(D) ¥ n(D) + 2w1(»b)tc] (mod 4)., (Proof: If n(D) E1 or 3
mod 4, V, 1is non-orientable so wl(vb)[c] = 1 and

C
n(D) + 2w1(vc)[C] £3 or 1 md4. If n(D) =0 or 2 mod 4, Ve
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is orientable and wl(vc)[c] = 0,) Therefore n(D') 3 -n(D) + 2d(-T, T')
= n(D) + 2w1(VC)[C] + 2d(-T, T') as required.

(C) and (D) imply that n(D) + 2D-F ¥ n(D') + 2D'-F (mod &),
This is what we wanted to prove.

By. 1) we can write ®(C) 1in place of (D).

2) @(C) depends only on the homotopy class of C,

@ 1is clearly regular homotopy invariant of C., If C' is
homotopic to C, C' {is regularly homotopic to a curve which is
obtained from C by introducing a certain number of Whitney's double
points (small figure eights), [12, § 7 ]. But for a small figure 8
on F2 we can take a small disk D with 93D = the figure 8 and
D.-F = 0, It is seen that n(D) = 2. Obviously Self(a figure 8) = 1,
Thus @(a figure 8) = 2 + 2.0+ 2.1 % 0 (mod 4). This implies that

@(c') = ¥(C).
Now ¢ defines a map TTI(FZ) —> z/4,

) ©:mED) —>2/4 is T/4-gquadratic.
In other words if C *C' denotes the composition of loops

then @(C*C') = @(C) + ®(C') + 2(C:C'). The proof is straightforward

from the definition of .

4 :m@E) —>2/4 splits through K (F%; 2/2).

By 3) @(C°C') = @(C's C). Thus it splits through HI(FZ; z).
To prove 4) we have only to note that ¢(C + C) = 2p(C) + 2(C:C)
= 2(V1(Vc)[C]) + 2("1(‘)(:)[0]) =0 (mod 4).

This completes the proof of 5.1.
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§6., Proof of Theorem 5.2.

We begin by checking the formula 5.2 on the key examples.

Let M, be the two M¥bius strips in Rs.

m, m.

Cap off the boundaries of M, in a smooth way using disks 4, in

14 = {(x, y, z, w); w <0}, Then we obtain the two embeddings of

zp? . npi cr? (= s*- (o],
2, _ 2 .2 4
Assertion, B(RP*) =11, Rpy -RPy = ¥2 and 0(S") = 0. Thus Theorem

5.2 is true for the surfaces RP%C 84.

Proof, Let D be a disk in l_l:_= [(x, Yy, 2z, W); WZO} which meets
13 = al_l:_ perpendicularly along 3D = C, the central circle of 7Y‘L+
or ‘M_. The restriction \JDIC is identified with the normal bundle
of C in 13, which has an untwisted framing. Let {el, ez} be such
a normal framing that obeys the orientation rule (%) in §5:

[rD] x [€] X e, Xe, = [14] (= [{x] x [y] x[2z] x {w]). In the present
case, [rD] = -[w] so [C] x e X e, coincides with the usual right-
handed orientation [x] x [y] x [2] of ‘3. Observing this, we can
read the number n{(D) from the picture of mi‘ :n() = +1 or -1
according as C belongs to ‘m,_,_ or M _. Since D-IP§_= 0 and
Self(C) = 0, we have ®(C) = t1 thus B(RP.E.) = +1 as asserted.

Next we will prove le, . le_ = 32, For convenience, consider
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RP_?_. Lift 771+ to R’ x {r} = {(x, y, 2, w); w=1r> 0} and make
it slightly wider to obtain ', Let 3M' x [0, r] be the "vertical
annulus" in R° X [0, r]l. Here 3M' x {r}=23M', and 3M' x {0}
< 13) is a closed curve parallel to the boundary am+. Take a disk
4' in ll:. with 34' = 3M' x {0}. We assume that A' 4{s isotopic in

4 2
R to A+ (= RP+

RP' = M' UM x [0, r] U A",

2 .2 ' 2, A, 4
RP+-IP+ is equal to RP RP 4 A_._. If R_ were oriented

so that the orientation [R‘:] is consistent with [outward direction]

N I‘:) and intersects it in general position. Let

x [the orientation of anf] = [w] x~[l3], then by the well-known
relation the number A'-A+ would be equal to the linking number

Link (34°, aA_,_). " But in the present case, lf is oriented contrarily:
(%] 1s induced from [*] = (R3] x [w] = -[w] x (R3], Thus

A'oA+ = -Link(34’, BA+) = ~Link (3T x [0}, a7n+) = -2 as asserted,

The proof of RP>.RP? = 2 is similar. [J

Now consider the general case. If F? c Ml' is orientable,

Theorem 5.2 reduces to 2.1, Suppose ].-‘2 is not orientable, Then F2
is diffeomorphic to the connected sum le ... # xP2 (say, m-~copies).

Let C, be an embedded circle in the first copy which represents the

1
generator of HI(IPZ; Z/2). As in §5, take a disk Dl satisfying

(i) ?:Dl = Cl, (ii) Dl. is not tangent to F2 and (iii) Int Dl n Cl = @.
Since the normal bundle of C, in P2 is non-orientable,

cp(Cl) = n(Dl) + 2D1‘F is equal to *1 (mod 4). By spinning D,

around Cl, we can accomplish the condition that (iv) Dl-l-‘2 =0 (mod 2)
and (v) n(D)) = +1 €2z (without taking modulus 4),

For instance suppose n(Dl) = 1, There exists a diffeomorphism
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f : N, —=> N of a tubular neighbourhood Nl of Cl in M4 to a

1
tubular neighbourhood N of C (the central circle of ‘711+) in Sa.
We can assume that f.(N1 n Fz) = NN m_+ and f(N1 N Dl) = N N D,
where D 1is the disk in the proof of the assertion,

Coustruct a new &4-manifold M' = (M - Int Nl) ? (Sa - Int N)
and a new surface 'F' = (F - Int N, N F) lél (le_ - Int N N lPi). Then
R (M'; Z) = H (M 4 82 X 82; Z). In particular,

Hz(M'; z/2) = Hz(M; zZ/2) @z/2(c) ©2z/2(B), where a = [Dl UD] and
3= [a fiber S of the 2-sphere bundle associated to NJ,

F' 1is a characteristic surface of M'. In fact, since F 1is
characteristic, x+F' = xeF T x.x (mod 2) fof every x € Hz(M; Zz/2).
a.F' 1is equal to Dl-Fz 2 0 (mod 2) (Condition (iv)). oa.-a {is also
%0 (mod 2). Finally B.F'=s.M_ but S = 235 0 (mod 2).
Clearly BB =0 (mod 2). Thus f+F' = B-B, Therefore, for every
y € H2(M'; Z/2) we have y<F' % y.y (mod 2) as asserted.

Emphasizing the ambient 4-manifold, we will denote Brown's

iavariant by B(F2, M). Then B(F', M') = B(F, M) - 1. For we have

2

surgered out the first copy of le in RPZ # ... # RPZ = F° for

which cp(C,l) = 1 as we assumed.

Give the orientation to M' which is consistent with [M] and
is opposite to [Sa]. Then F'+F' = F.F - lP+°lP+ = FoF + 2 (cf.
Assertion), Thus we have F'+F' + 28(F', M') = F.F + 28(F, M). (The

same equality is obtained also in the case n(Dl) a «1,)

2 {m - 1 copies),

Obviously O(M') = O(M) and F' = IPZ $#... #rP
Therefore, Guillou and Marin's congruence (5.2) is proved by induction

on m,
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€I*?/0 OU KUIPER ET MASSEY AU PAYS DES CONIQUES

Alexis MARIN

2 par 1'involution de conjugaison

Le quotient du plan projectif complexe CIP
complexe est une variété de dimension quatre, homéomorphe a la sphere S4 comme nous
le verrons a la fin de cette introduction. En 1973 et 1974, W. Massey et N. Kuiper
dans deux notes indépendantes ([M] et [K]) nous proposent des homéomorphismes,
définis globalement, entre ces deux espaces. Kuiper précise qu'il a un isomorphisme
linéaire par morceaux, ce qui, en faisant appel au théoreme de Cerf I‘4 =0, lui donne
un difféomorphisme.

Les points de vue de ces deux notes semblent assez différents, mais si 1'on a le
courage de mener a bout les calculs explicitant 1'homéomorphisme de Massey, on tombe
exactement sur la formule donnée par Kuiper. Ce n'est pas une coihcidence : CP2/0
les a tous deux entrainés au pays des coniques et nous verrons Kuiper chevaucher les
droites doubles alors que Massey restait embusqué sur un cercle de rayon négatif (ce
qui explique qu'ils ne se soient pas rencontrés). La présente note a pour but d'inviter
le lecteur a refaire ce voyage au pays des coniques et & voir comment CP2/0 1'espace
ambiant naturel des courbes algébriques réelles planes se trouve expliqué par les cour-
bes les plus simples : les coniques. Nous discuterons aussi "la structure différentiable
naturelle de C]Pz/o " et verrons qu'en fait 1'homéomorphisme de Massey et Kuiper
ost un difféomorphisme.

Terminons cette introduction par quelques indications sur 1'un des moyens que
¢hacun utilisait avant Massey et Kuiper pour reconnaitre la sphére S4 sous G:]PZ/O' .

i) Le quotient G:Pz/o est une variété topologique M .

ii) Le quotient de la droite a 1'infini L est un disque &, localement plat,
donc plat et M est homéomorphe a M/& .

iii) M/£ est homéomorphe au compactifié d'Alexandroff du quotient de cP2- L

( - Cz) par la conjugaison complexe ; or 022/0 est homéomorphe a R4 .
. ~
En résumé, €P%/0 = M ~ M/& ~ c%/0 ~ R* = 4. O
i) i) iii) iii)

141
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Le lecteur pourra faire fonctionner la démonstration précédente dans la catégorie ..
linéaire par morceaux en prouvant que, et le quotient d'un tube autour de la droile a
1'infini, et le quotient de la boule complémentaire sont des disques PL . (Les disques
sont méme différentiables, mais comme on ne sait pratiquement rien sur le difféonor-
phisme de recollement, on ne peut, sans 1'aide de Cert, rien conclure sur le type de
difféomorphisme de C]Pz/c )

Dans le paragraphe 1, nous décrivons la géométrie de 1'espace des coniques,
ou nous débusquerons Kuiper dans le paragraphe 2 , et Massey dans le paragraphe 3.
Le paragraphe 4 est consacré aux structures différentiables ; le lecteur est donc
invité avant ce paragraphe a laisser planer un petit nuage sur des mots tels que "est"
(d:]Pz/o est 1'espace des coniques...) "isomorphisme", etc... . Le paragraphe 5
clét cette note par quelques faits supplémentaires livrés en exercices et que nous

laissons a'la sagacité du lecteur.

§ 1. L'ESPACE DES CONIQUES REELLES

Les coniques réelles forment un espace projectif réel C de dimension cing. o

1.1. C]Pz/o est 1'espace des coniques réelles, singulieres, ne séparant pas le
plan projectif RIP* (%).

En effet, une telle conique est un couple de droites complexes conjuguées. Or,
le plan projectif complexe dual formé des droites de Glle s'identifie a tI:]P2 , les
conjugaisons complexes se correspondant (par exemple par transformation polaire
réciproque ® sur la conique C0 d'équation X2 + Y2 + _2-2 =0, lepoint M de
coordonnées [u,v,w)] correspond & la droite d d'équation uX + VY + wZ = 0).

1.2. C]PZ/U borde dans 1'espace des coniques réelles le convexe K formé des ;"i

coniques réelles ne séparant pas R]P2 (%¥%). Donc, C]Pz/o est homéomorphe
a la sphere S4 .

Une conique ne séparant pas lR]P2 a une équation de signe constant sur ]R]Pz.

On peut choisir pour toute conique de K une de ses équations qui est positive sur lRle,

(%)

i.e. des coniques réelles, ayant un point singulier isolé tel un cercle de rayon nul

(d*équation X2 + Y¥=0 ), ou formées d'une droite double.
(

) L'intérieur de K est formé des coniques réelles n'ayant pas de points réels tel
le "cercle de rayon - 1" Co (d'équation x2 +Y2 +22 = 0).
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ce qui monire que K est un convexe de 1'espace C des coniques.
Comme K est d'intérieur non vide dans C et que ce dernier est un espace

projectif réel de dimension cinq, le convexe K est homéomorphe a la boule B5 .

1.3. Géométrie des coniques singuliéres.

Les coordonnées homogénes [U,V,W,R,S,T] d'une conique de C sont les

coefficients d'une de ses équations matricielles : (X,Y,Z) M(’é—) =0, M= I“é%TS .
Z TSW
La conique correspondant a la matrice M est singuliére si et seulement si le déterminant

de M, det(M), estnul. L'espace & des coniques singulie¢res est donc une hyper-
surface de degré trois de €. L'hypersurface & est réunionde I, 1'espace des
coniques singuliéres ne séparant pas (dont 1'intérieur est constitué de coniques réelles
ayant un seul point réel isolé) et de X 1'espace des coniques singuliéres dégénérant
en deux droites réelles. Les points singuliers de 8 sonten X (1 et correspondent
aux droites doubles ; c'est la surface de Véronese V d'équation paramétrique :

U=u2, V=v2, W=w2, R=uv, S=vw, T=wu

§ 2. LE POINT DE VUE DE KUIPER

Kuiper plonge C]Pz/o dans l'«’]P5 au moyen de 1'application
X: J(.([X1 ,xz,x3]) = [Re(XiXJ.)] ISisi<3 -
dans une hypersurface de degré trois qui n'est autre que 8 . Le fait que 8 est formé

Par élimination, il trouve que 1'image est

des bisécantes a la surface de Véronése et un calcul de distance lui permettent d'affir-
mer que 1'image de CIP2/ ¢ est le bord de 1'enveloppe convexe de la surface de
Véronese (plus précisément la surface de Véronese V et l'image de C]Pz/ o sont dans
1' espace affine @ détini par U+ V +W £ 0, et c'est dans cet espace affine que Kuiper
parle d'enveloppe convexe).
Notons que 1' application ¥ de Kuiper fait correspondre au point de coordonnées

[X1 ,X2,X3] la conique singuliere d'équation (X1X +X,Y +XBZ)()_(1X +3'(2Y+}_(32) =0.
Cette remarque et le paragraphe précédent permettent d'éviter tout calcul dans la note

de Kuiper.

§ 3. LE DIAGRAMME DE MASSEY

Soit C un point de 1'intérieur de K (le cercle imaginaire Co d'équation

2 2

X“+Y" + 22 = 0 par exemple). Désignons par ¥ la conjugaison complexe de C . Il
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y a une bijection conforme ¢ de C sur la sphéere ronde 52 telle que @oyo qo'1 Soit
1' application antipodale de 82 . Si E est un espace, désignons par 7 l'involution
qui échange les coordonnées du produit EXE ; si f: E -+ E est une application, on
note f(n) : E"+ E" 1'application au produit f(X1, ... ’Xn) = (f (X1), cee ,f(Xn)) .

Notons enfin G et H les groupes de difféomorphismes conformes de C x C engendrés

(2)

respectivement par 7 et ¥y x Id pour G et T et y pour H .

2 st isomorphe a C x C/7, la conjugaison

3.1. Le plan projectif complexe C€CIP
@)

complexe correspondant a l'application induite par ¥y

L'isomorphisme est Cle—g—* C]Pz*—j—* CxC/r, ou P estla transforma-
N . : * .
tion polaire réciproque sur C, et ou pour une droite d€ CJP2 y jd=dnNc.

I1 découle de 3.1 :

3.2. L'espace €IP%/0 est isomorphe & C x C/H .

3.3. L'espace C xC/G est isomorphe & rp?

Le groupe symétrique @;1 agit, par permutation des facteurs sur C4 ; soit
C / 6 1' espace quotient de cette action et
i:CxcC/G c4/®' , (X, Y)]) = 16GY,y(X),y(Y)] .

Il est clair que i est bien défini et est un isomorphisme de C x C/G sur l'en-
semble des points fixes de 1'involution y (4) de Cc¥/ 6'4 . L'affirmation 3.3 suivra

alors de :

4

3.3.a) L'espace projectif complexe de dimension quatre CIP" est isomorphe a l'es-

pace quotient C4/ 64 , la conjugaison complexe correspondant a 1'application induite

p_'y()

L 4 . .
Pour cela considérons €IP° comme 1'espace des pinceaux de coniques (comple-

xes) contenant la conique C . L'isomorphisme associe alors & un pinceau ¢ les quatre '

points fixes de ce pinceau : c¢'est un ensemble de quatre points de la conique C .

3.4. Le diagramme de Massey .
cp? —— P?/e B2— g*

2 3.1 3.2
/CxC/‘r — CxC/H. wetemem
s?xs2eff cxc /CXC/G
\C/’J""’XC/)' /

P? x RIP2

-
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Massey considére le diagramme extérieur ; 1'interprétation en termes de
coniques dans le diagramme intérieur nous explique les identifications que fait Massey
ot nous fait comprendre pourquoi :

3.5. L 'homéomorphisme M de Massey coihcide avec Ro ¥ , ol R: R5 -0 S4

est la projection radiale et ¥ 1'application de Kuiper (ici O est le point C de 1'espace

affine d'équation U + V + W # 0 dans lequel Kuiper travaille).

Pour ceci, hous devons préciser les notations suivantes : Soient M, N, P, Q
(uatre points de la conique C ; MN désigne la droite passantpar M et N (1a tangente
en M a C si M=N); et MN.PQ désigne la conique singuliere formée des deux
droites MN et PQ . Laclassede M dans C/y est notée [M] ; les classes de
(M,N) et ((M],[N]) dans € xC/7 et (C/y)x(C/y)/T sont notées {M,N} et
{{M],[N]} respectivement. I '

(%)

points distincts, i et i', et X enunpoint x (car 8 est de degré trois, voir la

Un pinceau réel ¢ contenant C coupe le bord I du convexe K en deux

ligure)
Soient P, Q, y(P) et ¥v(Q) les quatre points bases du pinceau ¢ ; on a
alors
. Le point i est PQ.7{P)y(Q)
et correspond a 1'image de {P,Q} dans (C x C/‘r)y(z) =CxC/H ;

. Lepoint i' est Py(Q).7(P)Q
et correspond a 1'image de {P,y(Q)} dans (C x C/T),,(z) =CxC/H .

. Le point x est Py(P).Qy(Q)
et correspond a 1'image de {{[P],[Q]} dans (C/y xC/y)/T =CxC/G .

De plus, les trois points i , i' et x correspondent a la classe de
(1,Q,y(P),y(Q)) dans C4/ ©; qui représente le pinceau 2 . Or, dans 1'espace
affine de Kuiper, la projection 7oR : RS- 0—-> ]R]P4 n'est autre que 1'application qui
@ M associe la droite OM ; la discussion précédente établit donc 1'identité des deux
applications Ro X et M pour un des deux choix possibles pour 1'homéomorphisme de

(r)

ou, si 1'on préfere, une droite ¢ de l'espace C passant par C .



146

Massey I (l'autre s'en déduisant en le composant, soit par 1'application antipodale au

but, soit par 1'involution }c—1(i) — }c'"1(i') a la source).

§ 4. STRUCTURES DIFFERENTIABLES SUR LE QUOTIENT D'UNE
VARIETE PAR UNE INVOLUTION AYANT UN ENSEMBLE DE .
POINTS FIXES DE CODIMENSION DEUX.

4.1. Exemple de deux structures distinctes sur le quotient du plan ]R2 par la

symétrie autour de 1'origine (x,y) - (-x,-y) .

Sur 1'espace quotient M = Rz/ (x,yy~ (-x,-y), considérons les deux cartes P4
et ®, définies par le diagramme commutatif suivant :

E S B + .
a IR N

ol ¢1(x,y)=(x2-y2,2xy) et ¥(x,y) = 3x% -y%,2xy) .

Les deux structures définies par ?, et ®, sont telles que 7 est lisse et que
son jet d'ordre deux est non dégénéré ; elles sont cependant distinctes car @, © (p;1

2

n'est pas différentiable en l'origine (<po ) <p;1(u,v) =(2u+vu +V2, v)).

4.2. La structure complexe sur le quotient de € par multiplication par -1 ;
"la" structure lisse de aP?/o .

a) Soit 1'espace quotient D = €/z~ -z; 1'application quotient ést-notée rt:C+D,
Soit U un voisinage symétrique de zérodans € et ¢: V =7(U) » € une carte pour
une structure complexe sur D rendant la projection # holomorphe. La fonction holo-
morphe @om: U=+ € est paire et 1'on peut écrire ¢ o 7(z) = w(iz) pour une fonction
holomorphe ¥ .

Remarquons que 1'indice.de ramification en zéro de la fonction @o 7 est deux ;

2

c'est le méme que celui de la fonction carré z += z“, donc la dérivée '(0) est non nulle

et la fonction ¢ est inversible au voisinage de zéro. On peut donc écrire au voisinage

2 et la structure complexe donnée coincide avec celle

produite par la carte "carré" ¢ définie par ¢ o (7(2)) = 22 .
o

de zéro, (¥ log)on(z) =2

b} Soit M une variété lisse et 7T une involution lisse de M dont les points fixes
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forment une sous-variété F de codimension deux. Supposons que le fibré normal a F
soit muni d'une structure conforme. Le théoreéme du voisinage tubulaire et le
paragraphe a} permettent de définir sur 1'espace quotient M/T une unique structure
lisse rendant 1'application quotieﬁt m: M- M/7 lisse et "conforme le long des fibres
du fibré normal a 1'ensemble des points fixes F ".

.Comme deux structures conformes sur un fibré normal sont isotopes, toutes les
structures ainsi construites sur 1'espace quotient sont difféomorphes. Dans la pratique,
on utilise une structure conforme sous-~jacente a une métrique riemannienne. Pour le
plan projectif complexe Cle , il est naturel de prendre la métrique de Fubini Study.
(Rappelons que 1'on peut la définir, a un facteur constant pres, comme étant la seule
invariante par le groupe projectif unitaire PSU(3) ; pour cette métrique, les droites
complexes sont isométriques a des spheéres euclidiennes rondes et le plan projectif
réel RIP2 posséde sa méirique euclidienne usuelle invariante par le groupe orthogonal
$S0(3) .) Si on ne s'intéresse qu'a la structure conforme sur le fibré normal a lR]P2 ,
on peut la définir plus directement comme la transportée par multiplication par i de la

structure conforme euclidienne de RP2 .

4.3. Structure lisse sur le produit symétrique M x M/T d'une surface M munie

d'une structure conforme. Le difféomorphisme de Massey.

a) Soit M une surface de Riemann. Soit ¢ : U -+ € une carte holomorphe autour
d'unpoint x de M et ¥: UxU/r » € x € une carte autour du point (x,x) dela
diagonale du produit symétrique M x M/7T qui rende 1'application quotient holomorphe.
l.es composantes ¢1 et zpz de ¢ sont des fonctions analytiques symétriques sur UxU .
l.e théoreme des fonctions symétriques nous assure que ce sont des fonctions de la somme
s=@+¢@ etduproduit p=9¥x¢ des coordonnées on adonc § =®(s,p), etllon
montre, par la méme technique qu'au paragraphe 4.2 ci-dessus, que 9 est inversible :
1.e produit symétrique possede une unique structure holomorphe rendant 1'application

guotient holomorphe ; cette structure est donnée prés de la diagonale par les cartes

"somme et produit".

b) Remarquons que si 1'on munit le fibré normal a la diagonale dans M x M de la
structure conforme hérité des structures analytiques complexes sur M x M et la diago-
nale, }'application quotient M x M » M X M/T est conforme le long des fibres du fibré
normal a la diagonale et la structure lisse sous-jacente a la structure complexe de
M x M/7 est déterminée par cette propriété.

Si M est seulement munie d'une structure conforme, si @ , ¢ : U+ C sont deux

cartes conjuguées autour d'un point x de M, prés du point (x,x) de la diagonale,
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on a deux cartes conjuguées privilégiées ¢x ¢ et ¢ x¢ . Notons que (¢ x¢@,9) et

(¢ x@,¢) déterminent la méme structure conforme sur le fibré normal 3 U dans Ux U
et donc le procédé décrit en a) fournit sur le produit symétrique M x M/T une unique
structure lisse rendant la projection conforme le long des fibres du fibré normal a la

diagonale (%) .

c) En suivant le bas du diagramme de Massey, on a une structure lisse canonique sur
C x C/G en l'identifiant & (C/y) x (C/y)/T, le produit symétrique de deux plans pro-
jectifs réels ronds, et donc on en retire une structure canonique sur le revétement
double € x C/H = CP?/ .

La discussion en a) se généralise immédiatement au produit symétrique d'un
nombre quelconque de facteurs, ce qui rend 1'isomorphisme de 3.3 entre C x C/G et
]R]P4 un difféomorphisme naturel.

Il nous reste maintenant a voir qu'avec le choix poup la conique C du cercle C
2,v24+27%- 0), la structure de C]Pz/

décrite au paragraphe 4.2 et celle que Massey obtient en fait, et que nous avons expli-

de rayon -1 centré a 1'origine (d'équation X

cité au paragraphe b) ci-dessus, sont identiques. Pour cela, il suffit de vérifier que
les structures conformes sur le fibré normal a ]R]F’2 qui caractérisent ces deux struc-
tures sont les mémes. Or, le groupe SO(3) agit transitivement sur ]Rle et est clai-
rement conforme pour les deux structures (par définition pour celle de 4.2, et car

S0(3) respecte Co pour la structure de Massey). Il suffit de comparer les deux struc-
tures en un point ; choisissons 1'origine (de coordonnées (0,0,1)).

2 4ans OE]P2 est N_ = Cz/ll'-z2 Une
base orthonormale de N, pour la structure de 4.2 est (1e1 ,ie ) ((e1 ,e2) étant la
base canonique de R ) pour la structure de Massey, c'est (J, ].J) ou J est le vecteur

La fibre en 1'origine du fibré normal a RP

directeur d'une des directions isotropes (celle de la tangente & C o issue de l'origine !

J=e +1e2)

Or, dans € /Pz (e1 + ie2, i(e1+ie2)) = (ie2,1e1) ; cette derniére base se
déduit de (1e1 ,1e2) par 1'échange des deux vecteurs de base qui est conforme.

() Notons que hors de la diagonale, on ne peut espérer mieux car des choix de cartes
conJuguees @, o et ¢, ap en x et y produisent quatre choix de cartes en (x,y) :
OXP, OX T, goxz.b et Xy, etsi x#£yiln'y a pas de processus diagonal qui permette
d'en privilégier deux conjugués. Notons que, par le théoréme de Stone Weierstrass,

les fonctions d'un faisceau de fonction qui contiennent les coordonnées de ces quatre
cartes approximent toute fonction lisse sur le produit. Preés de la diagonale cependant,
M x M a une structure conforme (a changement de cartes holomorphes ou antiholo-
morphes) et M X M/7T a donc preés de la diagonale une unique telle structure conforme
rendant la projection conforme.
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4.4. Retour sur 1'exemple 4.1 et les singularités de 1'application de Kuiper.

La philosophie des structures lisses naturelles sur les espaces quotients qui se
dégage de 4.2 a) et 4.3 a) est la suivante : Soit M une variété munie d'un faisceau
de fonctions holomorphes déterminant sa structure et G un groupe fini agissant sur M .
Le quotient M/G est muni du faisceau des fonctions invariantes par 1'action du groupe
G . Il setrouve qué ce faisceau est isomorphe au faisceau
des fonctions holomorphes définies dans un ouvert de € en 4.2 a), de €2 en4.3 a),
d'ou une structure lisse sur le quotient.

Appliquons la méme philosophie & 1'exemple 4.1 pour les fonctions analytiques
réelles, ou. C” . L'anneau des fonctions analytiques réelles, ou c” , de Rz inva-
riantes par la symétrie centrée en 1'origine est formé des fonctions F(f,g,h) , ol
F: ]R3
(c'est clair dans le cas analytique et ¢'est un corollaire du théoréme de préparation de

+ IR est analytique , ou c” , et f(x,y) = x2 , glx,y)=xy, hix,y)= y?..

Malgrangedans le cas c” ). Cet anneau de fonctions invariantes est isomorphe a
1'anneau des fonctions sur le c8ne d!équation Y2 == XZ (dans le cas c” , il faut rajou-~
ter les conditions X =0, Z =20 car une fonction lisse sur le céne n'est pas déterminée
par sa restriction a 1'une des nappes). De plus, k: Rz/-1 2R3, 2

K(X,Y) = (X%,XY,Z%) est un plongement du
quotient 1R2/—1 dans 1'une des nappes du céne.

Les structures sur le quotient 1R2/-1 rendant 1'application quotient analytique
(ou lisse) avec le jet d'ordre deux non dégénéré s'obtiennent en projetant le cdne le
long d'une des droites intérieures du cdne ; elles sont classifiées par 1'angle de 1'axe
de projection avec 1'axe de symétrie du cdne (d'équation Y =X - Z = 0). Remarquons
qu'une telle structure provient du procédé 4.2 car elle est invariante par le groupe
compact a un parameétre des applications lindaires conservant le cne et fixant 1' axe
de projection.

Le plongement de Kuiper X : Cle/oib Ic RP
structure A singularité définie par les fonctions analytiques réelles (ou lisses) sur €IP

invariantes par la conjugaison complexe de €IP2 .

5

est un isomorphisme pour la
2

Etudions les symétries de 1'application de Kuiper, et pour cela munissons
1' espace des formes quadratiques de sa méirique naturelle {M,N) = Tr (MtN) . Ilest

tPMP est une isométrie de

immédiat que, pour une isométrie P de 0(3) , M -
I’ espace des formes quadratiques qui conserve la trace (car, pour P € 0(3) , tp_ P_1) .

On en déduit :
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i) L'image de la surface de Véroneése est dans la "sphere" quadratique
d! équation U2+ Ve s w2+ 2(!'1’2 +8% 4+ Tz) ={(U+V+ W)2 (%) . Ceci est un éllipsoide
~dans 1'espace affine U+ V + W # 0 . Pour des coordonnées affines, on peut choisir

U+V+W=1; soncentre est (1/3,1/3,1/3,0,0,0) : c'est la conique C, -

ii) La projection radiale de centre Co sur le bord de la quadrique est
dquivariante pour les actions de 0(3) sur I = C]Pz/o et sur la quadrique; elle produit
donc sur Gl]Pz/cr la structure lisse détinie a 1! aide de la métrique ronde sur RIP%
(invariante par 1'action de 0(3)). Ceci est la démonstration alternative suggérée par

Massey dans la remarque 2 3 la fin de sanote [M] .

§ 5. EXERCICES, GEOMETRIE DE €CIP%/c .

Dans tous les exercices, le plan projectit complexe est muni de la métrique de
Fubini Study ; la conique vide C_ est fixée, elle est invariante par S0(3) . L'espace
C des coniques réelles est le projectif associé a 1'espace Q des formes quadratiques
réelles sur ¢1P2 ; ce dernier espace est muni de sa métrique usuelle, introduite a la
tin du paragraphe 4.4 (M,N) = Tr(M tN)) . L'espace affine G de Kuiper, défini par
Trace (M) #£ O peut &tre vu comme 1'hyperplan de Q d'équation Trace(M) =1 ; il
est alors muni de la métrique induite par cellede Q.

Si x est un point de 6:]132 , on désigne par P(x) lapolaire de x relativement
a CO et x!' , x" les intersections de #(x) avec C o 3 Tappelons que x' et x*

sont les pieds des tangentes a Co issues de x et que l'on a la figure suivante :

L'application de Kuiper est désignée par ¥ . La conique formée de deux droites
d et d' estnotée d.d'.

1) Plan tangent a la surface de Véronese.

Prouver que le plan tangent a la surface de Véronése au point ¥ (x) ( = £(x).®x))
est formé des coniques réelles dont (x) est une composante irréductible.

2 2 2

() etnon U+ V°+ W +4(R“+ S
Kuiper ; il faut remplacer, dans les lignes 21 et 22 de la page 176 de [K], les =

pardes + Z.

2 2

+ T2) =(U+V+ W)2 comme 1! affirme par erreur
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2) Disposition dans 1'espace affine G de la surface de Véronese et de H(CO) .

Soit x dans ]R]P2 , prouver que la droite de C, joignant C0 a ¥x) ,
1recoupe 1'hypersurface 8 des coniques singuliéres en X{(x') ( =¥ (x")). En déduire
qne 1'image de C_ par ¥. se déduit de celle de RIP? par X (la surface de Véronése)
par 1'homothétie de G de centre C_ et rapport -5

3) Image par X d'une droite réelle.

Prouver que les coniques singuliéres ayant un point singulier au point x de

l(le

forment un plan $ X de C.

Prouver que les coniques qui ont un point isolé en x forment 1'intérieur d'un
disque de ce plan quiest 1'image par ¥ de #(x) ; prouver que c'est aussi 1'intersec-
Hfon de Sx avec la boule de centre Co et de rayon un. Prouver enfin que Sx est
langent en ¥ (x') (= ¥(x')) & la sphére de rayon 3 centrée en C, et qu'il est normal

a K (CO) en ce méme point. g

k(@ (x))

4) Image d'une droite non réelle.

Soit x un point non réel de i:]P2 , prouver que l'image par ¥ de la droite
vomplexe P(x) est dans l'espace de dimension trois formé des coniques réelles passant
par x et o(x) . Prouver que ¥(¥(x)) est un ellipsoide tangent & la surface de
Véronése en ¥ (y) , ot y est le point réel de P(x) .

Etudier le comportement de cet ellipsoide quand x tend vers un point réel.

5) ]R’]P2 et K(C) vus dans S4

Soient 0<t< w/z et M, 1'ensemble des points de €P? distants de t de RP
(et donc de w/p-t de C ) . Soit N l'image de M, dans C]Pz/o .
a) Identifier N a l'espace total du ﬁbr'é d'1nc1dence des droites de ]R]P2 :
= {(x,d) € RP? x RP? *lx €ay

de sorte que les pr'emlér'es et deuxiémes projections correspondent aux applications

2

point de R]F’2 le plus proche et point de J{(Co) le plus proche respectivement.

2 4

b) Prouver que le complémentaire de RIP® dans S = C]Pz/ o est difféomorphe a
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1'espace total du fibré en disques sur ]R’le de classe d'Euler +2 et a espace total

orientable, la section nulle de ce fibré étant }C(Co) .
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Appendice : Rohlin et son théoréme

(d'apreés une lettre de O. Viro et V. Harlamov)

Nous regroupons ici quelgues points d'histoire sur 1'évolu-
tion du théoréme de Rohlin chez son propre auteur tels qu'il nous ont

été communiqués par O. Viro et V., Harlamov.

1) Aprés le début des années 50, Rohlin revint sur le sujet
plusieurs fois. Dans les années 1954-1957, il en avait envisagé une ex-
position détaillée et en avait rédigé les parties essentielles. Les
parties non écrites devaient contenir une introduction élémentaire a
la topologie des variétés et aux classes caractéristiques. Le plan et
les parties écrites sont conservées dans les archives de Rohlin.

2) En 1958, il publia une nouvelle démonstration de son fa-
meux théoréme sur la signature. Cette preuve est une réduction du théo-
réeme au calcul de nn+3(sn) (2 cette époque, Serre avait déja publié
un calcul détaillé de m , ,(s™)).

3) En 1961, Kervaire et Milnor intégrérent dans un théoreéme
l'exemple de Rohlin d'une variété simplement connexe de dimension 4
dont une classe d'homologie ne peut étre réalisé par une sphére lisse
plongée. Ce théoréme fut le point de départ des travaux de Rohlin sur
le probléme de la réalisation des classes d'homologie de dimension 2
des variétés de dimension 4. Dans ses archives, il y a des notes datées
de 1964 ou il consideére des surfaces caractéristiques F de genre ar-
bitraire, introduit la forme quadratique ¢ sur H1(F; Z/277) et
prouve la congruence F.F-g=8Arfymod 16. Rohlin annongca ce résultat
au congreés international des mathématiciens de Moscou en 1966. Il ne
te publia pas jusqu'en 1972 quand une application (la preuve de la con-
jecture de Gudkov) apparut.

4) Cette application marque le début des activités de Rohlin
dans le champ des courbes algébriques réelles planes. La plupart des
surfaces que l'on rencontre naturellement dans ce domaine sont non-
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orientables. Probablement ce fait méme le conduisit & une étude du cas
non orientable. Il ne connaissait pas l'invariant de Brown et obtint ‘

seulement la congruence suivante
o(M) -F.F = 2¢(p) mod 8 i

ol F est une surface caractéristique non orientable de la variété M
fermée de dimension quatre, la fonction ¢ est la méme que chez )
Guillou-Marin et p est dual a w1(F). Cette congruence suit immédia!;;
tement de celle de Guillou-Marin mais est quelquefois plus pratique

'

pour les applications, car elle nécessite moins d'informations sur ¢,

Rohlin ne publia pas cette congruence, peut-&tre par manque :
d'application intéressante. Mais il en parla dans son séminaire au dé= .
but des années 70; il y a des notes (avec preuve) datées de cette épo= ;~
que dans ses archives. Voici une application de cette formule en rap=
port avec la géométrie algébrique réelle.

Soit A une courbe projective algébrique réelle plane non .
singuliére de degré 4k, supposons que A sépare A (l'ensemble de o
tous les points complexes de la courbe) en deux parties et que pour e
tout ovale pair (se trouvant dans exactement un nombre pair d'autres “
ovales) la composante de E!PZ-A qui a cet ovale comme bord externe ;
a une caractéristique d'Euler pair. Alors p-n=0mod8 ol p est le 5
nombre d'ovales pairs et n le nombre d'ovales impairs. Ce résultat "
peut &tre obtenu en appliquant la congruence de Rohlin a M:=G:P2 et .
F=A_ ol A_ est la surface fermée obtenue d'une des composantes de

CA-A et de la partie non-orientable de HQPZ-A (on trouve

F.F = p—n-1+8k2, 9w(p) =1). La premiére preuve de ce résultat est due

& V.V. Nikulin et utilisait une autre approche. Celle indiquée ci-des=

sus est due a T. Fiedler. ?ﬁ
0. Viro et V. Harlamov nous communiquent aussi la remarque %;
suivante : Les congruences de Rohlin-Guillou-Marin peuvent s'étendre
au cas des variétés ambientes non simplement connexes. On y arrive en
introduisant des structures pin sur les surfaces caractéristiques.
Soit F une surface caractéristique dans une variété de dimension 4
orientée M et supposons pour la simplicité F orientable. Il exist
une structure spin sur M-F qui ne s'étend nulle part a travers F.
Toute telle structure spin définit d'une maniére naturelle une struc-
ture spin sur F. On sait que les structures spin sur F sont en bi:

jection avec les formes quadratiques sur HT(F’ Z/27) . L'invariant
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d'Arf de la forme gquadratique associée a la structure spin ci-dessus
coincide, dans le cas H1(M; ZZ/277) =0, avec l'invariant 4A'Arf de la
congruence de Rohlin. Ceci indique la généralisation mentionnée ci-des-
sus. Il est curieux que bien que la structure spin induite sur F ne
soit pas unique si H1{M;'Z/222)# 0, 1leurs invariants d4'Arf colIncident
(puisque, en vertu de la congruence, ils sont définis par M et F.F).
Donc la structure spin induite sur F est unique a difféomorphisme
prés.



