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UNE EXTENSION D'UN THEOREME DE ROHLIN SUR LA SIGNATURE

Lucien GUILLOU et Alexis MARIN

INTRODUCTION.

C'est un probléme fondamental et non résolu que de savoir quelles formes
quadratiques peuvent étre réalisées comme formes d'intersection HZ(M;Z) X HZ(M;z)
*+ Z d'une variété orientée fermée lisse M e dimension quatre.
Récemment, M. Freedmann [F‘r] a montré que toute forme quadratique peut &tre ainsi
réalisée par une variété topologique et dans le cas lisse, Donaldson [D] a montré
que, parmi les formes définies positives, seule la forme triviale est représentable.
En général, si M* est une variété fermée orientée de dimension quatre et si F2 est
une surface fermée orientable dans M4 représentant dans Hz(M;z/ 2Z) un élément
dual a la deuxiéme classe de Stiefel-Whitney wz(M) , l'algdbre nous dit que
oM)-F.F=0mod 8 [MH, Il §5] ou F.F représente l'autointersection de la classe
d'homologie de F et o(M) la signature de la forme d'intersection sur Hz(M;R) .
Dans le cas oi M est lisse, Rohlin [R2] a donné une formule explicite calculant
o(M) - F.F mod 16 en fonction de 1'invariant d'Apf d'une certaine forme quadratique
q: HZ(F;z/zz) + Z/2Z . Ceci généralisait son vieux résultat de 1952 [R1] disant
que 0(M) =0mod 16 si F=@ (résultat qui disait déja que certaines formes quadrati-
ques ne sont pas représentables comme ci-dessus par des variétés lisses, par exemple

Eg, cf. [MH,II §61).

Nous donnons ici une formule semblable dans le cas oii F n'est pas nécessairement
orientable. Ces surfaces caracféristiques non orientables se rencontrent naturelle-
ment dans 1'étude du 16e probléme de Hilbert ([Mar1] [A')) . D'ailleurs, le papier
{R2] de Rohlin est consacré a ce probleme.

Notre but principal ici est d'énoncer et de prouver notre généralisation d'une
maniére simple et directe, sinon la plus élégante, .5 la suite de nos commentaires aux
travaux de Rohlin [GM3] . Nous renvoyons a 1'article de Matsumoto [Mat] pour un
point de vue et une preuve un peu différents. Le papier de Freedman et Kirby [FK
qui donne une preuve de la formule de Rohlin contient aussi des motivations et commen-
taires que nous ne répétons pas.

Signalons enfin que les articles récents de T. Fiedler [Fi] et Turaev [T)

traitent de questions voisines.

() Notre formule a été annoncée en 1977 [GM1] et nous avons donné une premiére
version du présent texte en 1980 [GM2] (elle contient malheureusement qugjques bétises)

Q7
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I. - ENONCE DU RESULTAT.

Nous travaillons dans la catégorie des variétés lisses compactes. Soit M" une
variété de dimension n et soit Vn'2 une sous-~variété de codimension 2 . On dit que
Vn"2 est caractéristique si il existe une trivialisation du fibré tangent & M - V au-
dessus du 2-squeleite de M qui ne s'étend a aucun 2-disque transverse & F pour une
triangulation du couple (M,V) , cf. [GM3, I appendice C] . Onnote i : VcyM
I'inclusionde V dans M .

Soit M4 une variété fermée, orientée de dimension 4 et soit F2 une surface
fermée caractéristique (non nécessairement orientable) dans M telle que
i*(Hl(Fz;z/ 2Z)) = {0}c H1(M;z/22) . Alors, on peut définir une forme quadratique .
naturelle q : H1(F;Z/ 2Z) -+ Z/4Z , associée 2 la forme d'intersection homologique
sur F, telle que la généralisation suivante de la formule de Rohlin {[R2] ait lieu :

THEOREME. Ona: o(M) - F.F = 2a¢(M,F) mod 16 oi o(M) désigne la signature
de la variété orientée M, F.F 1'auto-intersectionde F dans M (cf. (W) et
a(M,F) l'invariant de Brown de la forme guadratique q associée au couple (M,F)
(ct. (B] et le paragraphe suivant).

Rappelons que F.F peut tre commodément défini comme suit : Soit s une
section, n'ayant que des zéros simples, du fibré normal 8 F dans M ; on pousse
légérement F selon s pour obtenir une surface F' et un difféomorphisme ¢: F -+ F', °
Maintenant FNF' = {x€ Fleo(x) =x} est fini. Etant donné a€ FNF', on choisit -
une orientation locale 6 présde a pour F, ce qui définit une orientation locale ,
¢©(6) présde a pour F' . Sil'orientation 6® ¢(6) présde a pour M coincide
avec 1'orientation donnée de M , nous donnons le signe c(a) =+1 a a et le signe -1
dans le cas contraire. Clairement, e(a) ne dépend pas du choix de & présde a .

Alors, F.F = = cla) .
a€ FMNF!

Remarque. Si la surface F est orientable, la forme quadratique q prend ses valeurs '
dans 2.Z/4Z =~ Z/2Z et o(M,F) qui vautalors O ou 4 s'identifie au quadruple

de l'invariant de Arf de q: on retrouve la formule connue de Rohlin [R2] . Rappe-
lons que le cas F =@ est trés célebre, il date de 1952 et est aussi dil 3 Rohlin [R1] .
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II. - LES FORMES QUADRATIQUES SUR LES Z/2Z-ESPACES
ET L'INVARIANT DE BROWN

(ct. [B], [BLLV,appendices])

Soit V un espace vectoriel sur Z/2Z de dimension finie n, muni d'une
forme bilindaire (x,y) # x.y symétrigue, non dégénérée a valeurs dans Z/2Z .

DEFINITION 1. Une forme quadratique sur V a valeurs dans Z/4Z est une appli-
cation q: V -+ Z/4Z vérifiant :

alx+y) = qlx) +q(y) +2x.y ,
ou 2: Z/2Z + Z/4Z est 1'unique homomorphisme non nul.

Remarques et exemples.
1) Ona q0) = q(0+0) = q(0) + q(0) + 20.0 = q(0) +q(0) , d'ou q(0) =0 .

2) Sur V=2Z/2Z il n'y a qu'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée :
le produit du corps Z/2Z . Etona :
0 = q(1+1) = q(1) +q(1) +21.1 = 29(1) +2, donc q(1)=%*1.
Il y a donc deux formes quadratiques, q , et q_, sur unespace de dimension un

3) Si q: V-~ Z/2Z est une forme quadratique ordinaire sur le corps Z/2Z
(ct. [MH, Appendix 1]) , alors q=2q est une forme quadratique sur V 3 valeurs
dans Z/4Z .

DEFINITION 2. Une forme quadratique q: V » Z/4Z est neutre s'il existe un sous-
espace Hc V de dimension moitié sur lequel q est nulle (et alors H est égal a son
orthogonal pour la forme bilinéaire).

On définit de la maniére usuelle la somme orthogonale de deux formes quadrati-
ques ; remarquons que si V=V 1 @ V2 est une décomposition orthogonale pour la
forme bilinéaire, alors q = qlvl ®q Iv2 .

En quotientant le semi-groupe des formes quadratiques ainsi obtenu par le semi-
groupe des formes neutres, on obtient le groupe de Witt WQ(Z/2Z;Z/4Z) des formes
quadratiques sur les Z/2Z espaces vectoriels a valeurs dans Z/4Z (cf. [BLLV,

appendices J) .

Si q: V- Z/4Z est une forme quadratique et si x €V, on pose
y(x) = exp &5 qx) = 190
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DEFINITION 3. L'‘'invariant multiplicatif de Brown de la forme quadratique ¢ est le
nombre complexe :
y@ = ()" T 96 (od n-dimV)
x€V
PROPOSITION. L'application y établit un isomorphisme entre le groupe de Witt
WQ(Z/2Z;Z/4Z) et le groupe des racines huiti®mes de 1'unité.
En notations additives, on écrira :
o : WQ(Z/2Z;Z/4Z)— Z/SZ , ol ¥y =coa ,
avec ¢: Z/8Z— {racines huitidmes de 1'unité} donné par ¢(1) = eXp(%L) = JVZLI .

Remarque. Si la forme bilinéaire est isotrope, i.e. vérifie x.x =0 pour tout x de V
la forme quadratique q ne prend que des valeurs paires : 0 = g(2x) = q(x) + q(x) ; de
sorte que q=2q, ol q: V- Z/2Z est une forme quadratique ordinaire, ¥ ne
prend que les valeurs +1 et -1 et l'invariant de Brown ¥ de ¢ est le classique
invariant d'Arf de q qui vaut +1 si la forme représente plus souvent 0 que 1,

et -1 dans le cas contraire.

Démonstration de la proposition.

LEMME 1. 7(q,®qy) = 7v(a)r(a) .
Preuve. 'y(q1®q2) ) (v1§)n1+n2 5 in(X)iqz(y) )
xX€Vy,y€EV2
Sy s 1™ 2 ) ey
V2 XEV, 2 yev, LI
LEMME 2. Si la forme guadratique q est neutre, y(g) =1.

Preuve. Soit H < V un sous-espace de dimension moitié sur lequel q s'annule.
Soit V=H® L une décomposition en somme directe. Alors, si n=dimV :

- 1.\n 53 h+8) = 1.,\n E _ ¢.h
7@ = () het eeL ¥h+e) = (y3) hEH,eeLw(E)( 1)

= ("L D (2 1) Mu(e)) + cara(®) ]
t€L-{0} héH

- (fp" carae) = ("R = 1 .

La quatriéme égalité suit de ce que la forme bilinéaire étant non dégénérée, pour
¢ #£0, laforme lindaire ¢ sur H donnée par ¢(h) = ¢.h est nonnulle (H est égal

a son orthogonal) et donc prend la valeur 0 autant de fois que la valeur 1
(dim (Ker ) =dimH=-1) .
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LEMME 3. Si la forme bilindaire n'est pas isotrope, V se décompose en une somme
orthogonale d'espaces de dimension un.

Preuve. Puisque 1'application x + x.x est linéaire, la non dégénérescence fournit
c€V-{0} telquepourtout x €V, c.x=x.x. Si dimVZ2, il existe y distinct
de c telque y.y=1 (si c.c=1 et y.y=0, alors (c+y).(c+y)=1) et V se
décompose en (y) & (y)* . Puisque y est distinct de ¢, la restriction de la forme
bilindaire & (y)* est non isotrope (si z.z=c.z=0 pourtout z € (y)* , alors
c€((y»*)* =(y)). On termine par induction sur dim V .

LEMME 4. Si q est une forme quadratique a valeurs dans Z/4Z , alors
4@q =q9q9®q®q estisométrique 3 4 (®(-g)). Etdonc 8(¢ q) est neutre.

Preuve. Soit W=VO&VO®VOV et soient ] V-+Ww, i=1,2,3,4, les applica-
tions ‘P1(X) = (O,X,X,X) H ‘Pz(x) = (X,O,X,X) H ‘P3(x) = (X,X,O,X) H (P4(X) = (X,X,X,O) .
Ona 4(®q () =3qlx) = 4-q(X) » et ¢,(V) orthogonal a ¢j(v) pour i#j.
L'isomorphisme cherché est @ @ Vevevev »w.,

Pour conciure la preuv:: c1le la proposition, on note que puisque q ., ®q_ est
neutre, le lemme 3 appliqué 3 q© q, % q_ montre que WQ(Z/2Z;Z/4Z) est cyclique,
engendré par la classe de q, (exemple 2) et d'ordre un diviseur de huit par le lemme4.
Les lemmes 1 et 2 assurent que ¥ est un homomorphisme. Finalement, on vérifie que

1+i in : e - e
y(q+) =T- exp & ) est une racine huitidme primitive de 1'unité. O

Remargye. Il est maintenant facile d'établir que 1'invariant de Brown d'une forme
quadratique, son rang et 1'isotropie ou 1'anisotropie de la forme bilinéaire associée
déterminent sa classe d'isométrie.

II. - DEFINITION GEOMETRIQUE DE LA FORME QUADRATIQUE
q: HI(F‘;Z/ZZ) + Z/AZ

On se place maintenant dans la situation du paragraphe I.

DEFINITION 4. Une membrane P2 pour la surface caractéristique F est une surface
compacte (non nécessairement orientable) immergée dans M , plongée et normale & F
prés de sonbord 3P < F, et dont 1'intérieur est transverse a F .

Soit f une immersion générique Pza—yM dont 1'image f(P) est une membrane.
Lebord de f(P) consiste en des courbes simples fermées de F ; notons
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1'obstruction a étendre le fibré normal en droites a ces courbes dans F en un sous-
fibré de rang un du fibré normal v(f) de l'immersion. Rappelons que v (f) est défini
par la suite exacte 0 + T(P) - f*(‘r M) »v() »0, ou f*(‘r(M)) est le retiré du
fibré tangent & M au-dessus de P par f . On vérifie aisément que deux immersions
de méme image donnent lieu & des fibrés normaux isomorphes et donc que 1'obstruction
@ ne dépend pas du choix de £ . Cette obstruction habite H2(P P;m (RP1)t) s

les coefficents étant tordus par la premiére classe de Stlefel—Whltney W (v (f)) . son

évaluation sur la classe fondamentale [P,3P] € H2(P P (RP ) ) est un entier encore
noté & . Onpose alors : q (Pz) = o+2P.Fmod 4, ou P.F désigne le nombre de

points d'intersection transverse de 1'intérieur de P (i.e. de f(P)) avec F .

Remarque 1. Une définition plus géométrique, et souvent plus efficace dans les applica-
tions, de 1'obstruction & ‘est la suivante :
Soit P une surface compacte et j: Sd—y v(f) une immersion telle que :
(i) poj: P~ P est un revétement ramifié 2 deux feuillets oi p désigne la projec-

tion de 1'espace total du fibré v(f) sur sa section nulle P .

(ii) j est transverse & P (vu comme la section nulle de v(f)) , et j(P) NP ne
contient aucun des points doubles de j( P) oude P .

(iii) £(2P) est le bord d'un tube autour de 3P dans F .

Pour chaque point a de 1'intersection P Nj(P) , une orientation locale & de
P induit (via le revétement poj) une orientation locale ®' de j( P) . Si l'orientation
6® 6' coincide avec celle de 1'espace total du fibré v (f) , on attache le signe e(a) = +1
a a etlesigne -1 dans le cas contraire. Clairement, c¢(a) ne dépend pas du choix
de l'orientation ¢ présde a.

Alors, 1'obstruction & = b ca) .

a€PNj(P)

L'existence d'une telle immersion j peut s'obtenir en désingularisant 1'image
de deux sections de v (f) en position générale 1'une par rapport & 1'autre et par rap-
port a la section nulle de v(f) . Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la
somme ci~-dessus ne dépend pas des choix de P et j (soit directement, soit en montrant
1'égalité ci-dessus !).

Remarque 2. Si P n'apas de composantes fermées, la membrane P est homotopique-
ment équivalente a un bouquet de cercles, donc, par stabilité, on peut écrire v (f)
comme une somme directe avec un sous-fibré trivial de rang un. Maintenant deux tels
sous~fibrés triviaux de v(f) induisent deux sous-fibrés homotopes de v(f)|dP qui est
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un fibré trivial. En effet, si nous décrivons nos deux sous-fibrés triviaux de v(f) par
des sections sans zéros s et s' etsi d(s|dP,s'|dP) est la différence primaire
aans H'Gp;n (RPN =z (), ona ([3,§36]) 8(als [P, o' |2P) = (s |op) ~o(s"|2P)
o 5 est le cobord H'(op;7 (RPY)) = 1P, op;n {®PYY) et o(s|oP) est Liobs-
truction primaire & étendre slaP Donc d(s|3P, s’ le) 0, ce qui prouve que
s|9P et s'|dP sont homotopes.

Soient So la restriction & 3P d'une section sans zéros d'un sous-fibré trivial
derang unde v(f) et s, la section sans zéros au-dessus de 3P donnée par le fibré
normal en droite & 3P dans F . Ona 6d(s1,so) =°'(S1)"6(50) =e(s1) . Puisque 8
est un isomorphisme, on peut identifier notre obstruction & a d(s 1,‘50) . Ceci expli-
que la relation entre notre définition de la forme quadratique q' et celle de
Y. Matsumoto [Mat] .

Remarque 3. Les explications de la remarque 1 (ou les calculs de la remarque 2) mon-
Irent que si YP est connexe, 1'obstruction o est paire si et seulement si 0P admet un
voisinage annulaire dans F . En général, si toutes les composantes connexes de 3P ont
des voisinages annulaires dans F , alors o = 2¢/(v) , ol e(v) est l'obstruction & éten-
dre un champ de vecteurs normal & aPZ dans F en un champ de vecteurs (sans zéros)
normal a P2 dans v(f) (le facteur 2 vient de ce que la fléche naturelle s1 +rRp! est de
degré 2).

En particulier, si la surface caractéristique F est orientable, on obtient
q'(P? = 2(¢(v) + P.F) mod 4 . On retrouve la définition de Rohlin [R2] .

PROPOSITION 1. q'(P®) ne dépend que de la classe d'homologie modulo 2 de P2

dans F . Ceci permet de définir une application q : H1(F;Z/ZZ) » Z/AZ .

LEMME. Supposons que (M4 Fz) soit bord de (V5 GB) ou V2 est une variété
orientée compacte de dimension 5 et 03 une sous-variété caractéristique (non

nécessairement orientable). Soit A2 < G? une surface (non nécessairement orientable)

lelle que ANF =23A, et soit P une membrane pour F (dans M) debord 3P =234.
Alors, q'(P)=0.

Preuve de la proposition 1 (a partir du lemme).

Si l:‘0 et P1 sont deux membranes dont les bords représentent la méme classe
d'homologie modulo 2 , on applique le lemme & 1'union disjointe
(M x {0}, F x {0}) AL (Mx {1}, F x {1}) de deux copies de (M,F) avec
Vo Mx[0,1], G -Fx [0,1] et 22 une désingularisation d'un cycle modulo 2
qui réalise une homologie dans F x {0,1] entre 9P, C Fx{0} et %P, © Fx {1}

(1) Dansle casol 3P est connexe ; 1'extension facile au cas genéral est laissée
au lecteur.
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(1'existence de &% s'obtient facilement par les méthodes de Kneser, cf. [GM3, II.2]).
On obtient alors dans JV : q(Pox {0t v P, x {1} =0= q(P1) -q(Po) puisque, avec
1'orientation de 3V , M x O hérite 1'orientation opposée a celle de M . Ceci prouve
la premiere assertion. Pour la seconde, tout 1-cycle z de F peut &tre représenté
par une famille de courbes simples fermées disjointes, et puisque

i, (H,(F;Z/2Z)) = {0} € H,(M;Z/22) toute telle famille borde une 2-chafhe dans M*
qui peut &tre désingularisée comme ci-dessus pour donner une membrane dont le bord

représente le cycle z .

Preuve du lemme (cf. la figure).

Supposons d'abord que le bord de a2 soit connexe. L'auto-intersection de 04
dans F est bord de 1'auto-intersection de A dans G donc nulie modulo 2 . Par
suite (puisque BAZ est connexe), aAZ admet un voisinage annulaire dans F et,
comme dans la remarque 3 ci-dessus, si &(v) est1'obstruction & étendre un champ de
vecteurs normal v & 3P = 3A dans F en un champ de vecteurs normal (sans zéros)
A P dans v(f), il suffit de vérifier que &(v) + P.F =0 mod 2 . Désignons par v
et g les fibrés normaux a G? dans V5 eta A% dans fexs , etpar E(v) et E(u)
les espaces totaux des fibrés en disques associés. Alors, (W,U) = (E(v| Aé@u), E(n)) -
est un voisinage tubulaire de A2 dans (V°,G7) . Soient N* le bord de la variété
V-W et H = (F-W) UFrU = NNG . Clairement, H® est une surface caractéris-

tique pour la variété orientable fermée N .

Soient s et s' deux sections de v IA2 avec s(Az) et s'(Az) transverses
entre elles aussi bien qu'avec A2 . Soit t une section de u identique au champ de
vecteurs v sur aa? - P et sans zéros pres de a%n (s(AZ)Us'(Az)) . Soit enfin
p: X [0,1] une fonction lisse nulle sur 20° et telle que p'1(%) soit un voisinage

des zéros de s et t et des points communs a s et s' .

Alors, on peut pousser Az dans W et former le 2-cycle de N4 :
o
22 - P-WUsept@?) ,
La formule de Wu (cf. [GM3 , I appendice C]) dit :
22.2%2+2%. 0% - omod 2 .
Soit u une section du fibré normal v(f) d'une immersion f: Pd>M dont
les zéros soient distincts des préimages des points doubles de f et qui coincide avec v
sur OP = A . L'immersion f s'étend en un plongement local T de 1' espace total de
v(f) dans M tel que E(u(P)) soit une copie difféomorphe de f(P) transverse & f(P) .
Nous maintenons notre notation P pour £(P) et notons u(P) au lieu de f(u(P)) .
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On observe alors que le nombre d'intersection homologique modulo 2 P.u(P)
(bien défini puisque 3PN du(P) = @) est la réduction modulo 2 du nombre d'obstruction
e(v) (plus deux fois le nombre d'auto-intersection de la surface immergée P, ce qui est
zéro modulo 2). Ainsi :

2.2 = [(P-W) U(s® pt)(a?)] . [u(P-W) Us'® (1- 9t (a9)]

= P.u(P) + s(Az) . s'(Az) = dv)+ s(Az) . s'(Az) mod 2

Z.H = [(P-\?V) U(s® pt)(Az)] . [(F-\%I) UFruU] = P.F+ s(Az) .A%mod 2 .

2

Or, s(Az) LA = s(Az) .s! (Az) par 1'invariance homotopique des nombres d'intersec-

tion, d'ou :
0=Z.Z+Z.H=o9{v)+P.Fmod2

Pour se ramener au cas aAz connexe, nous énongons d'abord le
SOQUS-LEMME. Soit (V,G) une paire propre de variétés (GNdV = 3G) avec 3V
connexe. Alors, il existe une sous-variété propre G' de V dont le bord est la
somme connexe plongée des composantes de 3G .

De plus, on peut choisir G' coincidant avec G excepté dans le voisinage

d'arcs plongés dans 3V connectant les composantes de 3G (de sorte que G et G!

représentent la méme classe d'homologie modulo 2).

La preuve du sous-lemme, qui consiste a creuser des tunnels le long des arcs

de 1'énoncé, est laissée au lecteur.

Ensuite (on peut bien slir supposer V connexe), on se raméne au cas 3V
connexe en creusant des tunnels le long d'arcs disjoints de G3 et connectant les
composantes de 3V . On peut alors appliquer le sous-lemme et obtenir un nouveau G
a bord connexe, toujours contenant A2 . Une nouvelle application du sous-lemme au

couple (G,Az) achéve de nous ramener au cas aAz connexe.

Il reste a appliquer encore une fois le sous-lemme pour obtenir une membrane
pour ce nouveau A2 qui ne différe de 1'ancienne que dans le voisinage d'un arc et a
méme fonction q' . Il n'y a pas de difficultés.
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PROPOSITION 2. L! ication q: H1(F;Z/ZZ) + Z/4Z est quadratique pour la
forme bilinéaire d'intersection de la surface F :
q(e+8) = q(e) +qg) + 2.8 .

Preuve. En considérant, si nécessaire, (M,F) union disjointe avec (S4,RP2)
on peut toujours supposer que H1(F;Z/ 2Z) se décompose en une somme directe de
sous-espaces de dimension un (cf. §11, lemme 3).

On a donc seulement & montrer :

1) qla+B ) = q(e) +q() si a8 =0
2) q(a) = 1mod2 si a.a=1 .

En effet, donné 1) la décomposition de HI(F‘;Z/ZZ) induit une décomposition
de q, etdonné 2) q est quadratique sur chaque facteur.

Pour prouver 1), remarquons d'abord que par le sous-lemme précédent on peut
supposer F connexe; danscecas, si «.f =0, onpeut représenter @ et 8 par
deux familles disjointes de courbes fermées simples. Alors, si P et Q sont des mem-
branes dont les bords représentent « et 8, onrend P transverse & Q pour obtenir
une membrane R =P UQ dont le bord représente «+ 8 . Clairement, q(R) =
a(P) +q(Q) .

Pour prouver 2), on représente @ par une famille de courbes simples disjoin-
tes o, . Le point 1) donne q(e) = Eq(ai) et la remarque 3 du §I nous dit

q(ai) = a0 mod 2

Remarque. Nous suggérons au lecteur de se construire une preuve directe de la
proposition 2 en fabriquant une membrane pour la réunion de deux courbes se coupant
transversalement & partir d'une membrane pour chacune des courbes (ct. notre pre-

miére version [GM2]) .

IV. - PREUVE DU THEOREME.

LES EXEMPLES FONDAMENTAUX.

T est caractéristique dans le plan projectif complexe CP2 ;

Exemple A. La droite €P
2¢epl)=0 .

les invariants sont o(CPz) =1, cpl.cp'=1 , a(CP

Exemple B. Soit c: CP2 - CPZ la conjugaison complexe. C'est une involution pré-

servant 1'orientation dont 1' ensemble de points fixes RP2 est de codimension deux,
¢t donc 24 = CPZ/C est une variété lisse fermée orientable. L'exemple B est
(24,]RP2) . Nous montrons :
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2 2

(i) =% est une sphre d'homotopie : si p € RP2c €P2, tout &lément de
1(23 ,c(p)) se représente par un lacet mtersectant Rp? (c 24) transversalement au
seul point c(p) . Un tel lacet se reléve 3 CP? de sorte que c, : 1r1(CP2, ) 1|‘1(E4 ,C(p))':
est sur‘Jectlve et 7 (E ) =0 . On conclut en calculant la caractéristique d'Euler
YT - 1 (x(€pD+ x(RPz)) =106+ = 2.

Remarque. Kuiper et Massey ([K], [Mas2])) ont montré (indépendamment) que 4 est
PL isomorphe & s* et donc difféomorphe a s* selon le difficile "Iy =0" de Cert.

Récemment, A. Marin a obtenu une preuve directe et éiémentaire de ce dernier résultat
{Mar] . Rappelons qu'il y a de nombreuses maniéres de voir que 24 est homéomorphe

a S4 ; par exemple, la fonction de Morse usuelle £ : CP2 R,

2 2
f([x,y,z]) = l—lilé—';—zllzﬂ—l? induit une fonction de Morse sur 24 avec deux points
x|“+iyl“+ |z
critiques.
(ii) Bien siir, RP%c ? est caractéristique et 0(24) =0.

(iii) L'auto-intersection R’Pz.l'\’P2 dans 24 est deux fois 1' auto-intersection

RP2.RP? dans €p? par naturalité de la classe d' Euler {(cf. [Mas1, lemma 1]) . Ce
dernier nombre est - x(RPz) puisqu'on peut le calculer en multipliant par i un champ
de vecteurs tangents 2 RP? avec des points singuliers simples (cf. [A, lemma 6]) .

Donc, RPZ.RPZ dans 224 vaut -2 .

(iv) a(u4,RP1)—1 : puisque H (RP ;Z/22) =~ Z/2& est engendré par
Rp'c ¢p! 1 dans cp!

Cette membrane ne rencontre RP2 que le long de ]RP1 et son nombre d'obstruction

, on choisit comme membrane un des disques bordé par IRP

vaut +1 ; en effet, considérons deux dro1tes L1 et L a coefficients réels proches

de CP1 se coupant en un point de RP ; une petite vamatlon des coefticients du pro-
duit L1 .L2 donne une conique non singuliére qui rencontre RP2 selon le bord d'un
voisinage tubulaire de RP1 dans RP2 et qui rencontre la droite CP1 transversale-
ment en deux points chacun de signe +1 (comme courbes complexes). Par conséquent,

1

cette conique fournit un revétement double de la membrane pour RP' , comme dans la

remarque 1, § III, d'ol nous concluons q(]RPZ) =1.

. L, =0
RP? ~ =" rP’
e AT ==1 L,=0
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Considérons alors un couple (M,F) comme dans 1'énoncé du théoréme et remar—
(uons d'abord que ¢(M) = F.F mod 2 (en effet, toute forme bilinéaire symétrique non
Jdégénérée sur Z/2Z se décompose en une somme directe dont chaque facteur est

soit (1), soit ((1) (1)) d'élément caractéristique respectivement 1 et 0 ; donc

I'.F = dim HZ(M;Z/ 2Z) = ¢(M) mod 2). Remarquons aussi que les trois termes de la
formule 3 démontrer sont additifs sous la somme disjointe. L'exemple A permet alors
Jde supposer 6(M) =0, etdonc F.F pair. L'exemple B permet ensuite de supposer
v(M) =0 =F.F . Reste alors & montrer @(M,F) =0 ; pour cela, on s'appuie sur

|.EMME. Soient M une variété close orientée de dimension quatre et F < M une surfa-
ve close caractéristigue. Si 6(M) =0=F.F, alors (M,F)=23(V,G); oi V estune
vuriété orientée compacte de dimension cing et G une sous-variété caractéristique

e dimension trois.

Donné le lemme, on conclut aisément que «(M,F) =0 ; en effet, il faut voir que
la forme quadratique q associée & (M,F) est neutre. Le lemme du § IIl dit que le
noyau de 1'application H1(F;z/22) -+ H1(M;z/2z) induite par inclusion est isotrope.
Dh'autre part, la dualité de Lefschetz montre que ce noyau a une dimension moitié de
colle de H1(F;Z/ZZ) ; donc q est neutre.

I’'reuve du lemme. Puisque la signature réalise un isomorphisme du groupe de cobordisme
des variétés fermées lisses orientées de dimension quatre vers Z , M= 6V5 ol V5

est une variété compacte orientée lisse de dimension cing. Et, par la théorie des obstruc-
lions, il y a, & coefficients Z/2Z , un 3-cycle relatif G dans (V,M) , caractéristi-
yue et vérifiant 3G =G MNM =F . Nous sommes réduits au

SOUS-LEMME. Soit V une variété lisse orientable de dimension cinq & bord ; soit

(¢ V un 3-cycle relatif modulo 2 dont 3G = GN3V est une surface d'auto-intersec-
uon nulle dans V . Alors, G est homologue modulo 3G (et modulo 2) & une sous-
variété G dans V .

Preuve. Nous utilisons les méthodes expliquées en détails dans [GM3, I1.2] dues
a Kneser et Rohlin. On peut supposer G triangulé et (par un argument de collier) une
variété prés de sonbord F = 3G . Deplus, G est certainement une variété hors de
won 2-squelette. En utilisant les méthodes les plus simples de [GM3, II.2], on peut
lacilement se ramener au cas ol G est une variété hors de son O-squelette. On réunit
los sommets ol G n'est pas une variété par un sous-arbre du 1-squelette de G . Le
5 debord s* = 1alice (= link)
de cet arbre dans V . La lice de 1'arbre dans G est une surface L cohordante, par

o o
G-B? » & F . En appliquant le sous-lemme du § III au couple V- ﬁs, G- ‘],35) , on

wile (="star") de cet arbre dans V est une boule B
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peut supposer L connexe. Par conséquent, puisque le nombre d'auto-intersection
L.L =0 dans S4 (par cobordisme et parce que V est orientable), le fibré en disques
E normal a L dans S4 admet une section sans zéros s . On montre alors, comme
dans [GM3,1I §3], que s(L) borde dans s*-E (au besoin en "enroulant” d'abord la
section s) et donc que L est bord d'une sous-variété de S4 . On peut alors utiliser
& nouveau les méthodes de [GM3, II.2] pour rendre G lisse dans sa classe d'homo-
logie modulo 2 . Ceci termine la preuve du sous-lemme, donc de la proposition 2 et

du théoréme.

Remargues. La fin de la preuve du sous-lemme ci-dessus montre en fait le résultat
suivant :

Soit F‘2 une surface d'auto-intersection F.F =0 dans une variété orientable
M4 de dimension quatr'e et.qui représente zéro dans H (M ;Z/2Z) . Alors, il y a une

variété G3 dans M de bord F2
Ceci, joint a 1'exemple B , donne le

THEOREME. Soient M4 une variété spin de dimension quatre et F2 une surface
caractéristique telle que i*(H1(F;z/ZZ)) ={0}c H1(M;Z/zz) , alors :

F.F = -2a(M,F) mod 16 ,
ot a(M,F) estl'invariant de Brown du couple (M,F) .

Ceci est une généralisation d'un vieux théoréme de Whitney [W] (1941).
THEOREME [Whitney] . Soit F? une surface dans la sphere st , alors :
F.F = -2x(F)mod 4 .
En effet, «(M,F) = dim H,(F; Z2/2Z) = x(F) mod 2 .

L'ingrédient nécessaire pour attraper la partie signature du théoréme est le
résultat de Rohlin : une variété orientée fermée de dimension quatre M4 borde une
variété orientée de dimension cinq si 0(M4) =0,

Ainsi, on aurait pu monter la preuve du théoreme principal en deux étapes :

1) Prouver le théoréme ci-dessus (M4 spin, en fait M4 -st suffit).

2) Prouver, comme dans le lemme et le début du sous-lemme ci-dessus, que
M,F) 1 -0 (M)}CP2,cP!) n(s*,F') estbord de (V,G) avec V variété orientée
compacte de dimension cing et G sous-variété caractéristique de dimension trois
pour une certaine surface F' dans S4
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V. - CHIRURGIE ET COBORDISME CARACTERISTIQUES.

On considére maintenant des triplet (M,F,3) ou M est une variété fermée
orientée de dimension quatre, F une surface fermée caractéristique et 3 le choix
d'une trivialisation du fibré tangent 8 M au-dessus du 2-squelette de M~F qui ne
s'étend & aucun disque méridien de F (laquelle existe puisque F est caractéristique).

DEFINITION 5. Deux triplets (M,F,¥) et (M',F',¥') sont dits caractéristiquement
cobordants s'il y a un triplet (V,G,{) avec V variété orientée compacte de dimension
ving, G sous-variété caractéristique de dimension trois et G une trivialisation du
fibré tangent & V au-dessus du 2-squelette de V-G qui vérifient 3V = ML (-M'),
WG =FUF! et ¢ étend § et &' . Le groupe de cobordisme ainsi obtenu est le
proupe de cobordisme caractéristigue noté Q: .

Ikemarque 1. Si on néglige les trivialisations dans la définition précédente, la relation
ubtenue n'est pas transitive ([GM1, GM2] sont fautifs & ce point-13). On peut négli-

per les trivialisations si 1'on se restreint aux couples (M,F) comme dans la définition
uvec H1(M;z/ 2Z) =0, car alors il existe une unique trivialisation (4 homotopie prés)
du fibré tangent & M au-dessus du 2-squelette de M-F qui ne s'étend a aucun disque

méridien de F .

Soit un couple (M,F) avec M variété fermée orientée de dimension quatre et
I° surface caractéristique tel que i*(H1(F’;z/22.)) ={0}c H1(M ;&/2Z). Et soit aussi
¢ une courbe simple fermée de F .

I. EMME. Le résultat (M',F') d'une chirurgie de paire sur (M,F) le long de la cour-

be ¢ alapropriété que F' est caractéristique dans M' si et seulement si ac)=0.

Preuve. Soit P une membrane pour ¢ dans M et soit D le 2-disque &me de
la chirurgie dans M' . Alors, T =P UD estun 2-cyclede M' et
2(Z.Z+Z.F") =2(e(v) +P.F)
a4 P un champ de vecteurs normal & 3P dans F (cf. la remarque 3 du § II ; bien sir

qlc) mod 4 , ob &(v) est1l'obstruction & étendre

it

¢.c=0mod 2 puisque la chirurgie sur ¢ est possible). Donc, si F'! est caracté~
ristique, la formule de Wu donne q(c) =0 .

Réciproquement, soit ¥ un 2-cycle de M' que 1'on peut supposer coupant
{ransversalement en n points la co-me de la chirurgie sur M' . Alors, £ peut se
voir (apres isotopie) comme 1'union de n translatés disjoints de 1'4me de la chirurgie
ot d'une membrane P pour nc dans M ; donc
2HS. S+ Z.F") = 2(e(v) + P.F) = q(nc) = nq(c) =Omod 4 , et F' est caractéristique
dans M' .
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Remargue 2. Si ¢ est une courbe simple fermée dans F telle que g(c) =0, alors
(cf. la remarque 3 du § IIl), c.c =0 et la chirurgie sur ¢ est possible.

Soit (M,F,%) un élément de Qz » et soit M, une variété simplement connexe
obtenue a partir de M par des chirurgies d'indices 2 sur des cercles disjoints de F
telle que la trace de la chirurgie réalise un cobordisme caractéristique entre
(M,F,3) et le résultat (M1,F‘,3 } de la chirurgie ()

PROPOSITION-DEFINITION. Dans cette situation, si c est une courbe fermée simple
de F, q (c) ) ne dépend pas du choix de M1 . De cette maniére, on définit une

forme quadratique q (et un invariant de Brown a(M,F,¥)) pour le triplet (M,F,%).
Et alors q(c) =0 si et seulement si la trace d'une chirurgie de paire sur

(M,F,%) lelong de ¢ est un cobordisme caractéristique.

Preuve. Soient M1 et M2 deux choi: possibles ; on peut supposer tous les
cercles de chirurgie en vue disjoints. Soit M la variété obtenue en faisant toutes
les chirurgies nécessaires pour fabriquer M, et M, . Alors, M est simplement
connexe, la trace de la chirurgie de (M,F) a (M,F) réalise un cobordisme caracté-
ristique entre (M,F,¥) et le résultat (ﬁ,F,g) de la chirurgie, et clairement
in(C) = qplo) = qu(C) .

Supposons maintenant que la trace d'une chirurgie de paire sur (M,F,¥) le long
de ¢ soit un cobordisme caractéristique, alors g(c). =0 par le lemme du § III.
Inversement, d'apres le lemme ci-dessus, si q(c) =0, le résultat (M',F!) dela
chirurgie sur (M1,F) le long de ¢ admet F' comme surface caractéristique dans M'.
Soit (W,N) le complémentaire dans (M1,F) d'un voisinage de ¢, c'est aussi le
complémentaire dans (M',F') d'un voisinage de la sphére duale & la sphere d'attache-
ment de 1'anse de chirurgie. Comme W est simplement connexe, Hj(w-N;Z/ 2Z)
est engendré par les méridiens de F(IN et deux trivialisations du fibré tangent de
W~N au-dessus du 2-squelette de W-N provenant de trivialisations des fibrés tan-
gents a M1 ~F et M'-F' au~dessus de leurs 2-squelettes sont homotopes (leur
différence x € H1(W-N;z/21) s'annule sur tout méridien de FNN =F'NN) . Donc
la trace de la chirurgie liant (M1 ,F) & (M',F') réalise un cobordisme caractéristique
par définition, il en est de méme pour celle liant (M,F) a (M',F') ; on conclut par
transitivité.

() On sait bien qu'une telle variété M1 existe toujours et qu'elle dépend de la trivia~
) lisation & donnée.
$

qM1 désigne la forme quadratique associée, au § ITII, 2a (M1 ,F) .
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On se propose maintenant de calculer le groupe ﬂz .

THEOREME. La suite 0 — 0 ZOZO Z/SZ—' Z/16Z— 0 est exacte avec
»(M,F,3) = (6(M),F.F,aM,F 3)) et m(x,y;z) =x - (y+2z) . Autrement dit,
(M,F,3) =+ (0 (M),F.F) réalise un isomorphisme de 02 sur le sous-groupe d'indice
2 de Z &4 défini par x-y pair, (x,y) €ZSZ .

Preuve. (8 Si (x,y,z) € Z®Z® Z/8Z vérifie x =y + 2z mod 16 , on veut
trouver (M,F,¥) € 02 telque x=0(M), y=F.F et z=a(M,F,¥) . Mais,
I'exemple A du § IV nous réduit a réaliser les éléments (0,y,z) avec y = - 2z mod 16
ve que 1'on peut faire avec une union disjointe de z .exemples B.

(b)(1) Soit (M,F,3) € 9 , alors o(M,F 3) =0 si et seulement si (M,F,¥) est
caractéristiquement cobordant 4 un triplé (N, s2 ,C) € 0

En effet, si a(M,F,3) =0, laforme quadratique q sur H1(F;2/22) associée
i (M,F,3) admet un sous-espace isotrope de dimension moitié dont une base peut &tre
représentée par des courbes simples fermées disjointes de F . La proposition pré-
védente assure que la trace de la chirurgie sur (M,F) le long de ces courbes sera un
cobordisme caractéristique et la surface F' obtenue vérifie H1(F" ;Z/2%&) =0, donc

1o = g2 . La réciproque découle aussi de la proposition.

(2) Soit (M,F,&) en , alors a(M,F,¥)=0=F. F‘ si et seulement si (M,F,J)
vst caractéristiquement cobordant a un triplé (N,#, ¢) € 0 . Cela suitde (1 etdu

2

fuit que si une sphere S° vérifie S 52 =0, onpeut aJouter une 3-anse dessus

sans changer le caractére caractéristique.

(3) Enfin, M,F,5) ¢ 0 est nul si et seulement si (M) = F. F 0=a(M,F) .
Cela suit du point (2), du calcul du groupe de cobordisme ordinaire 0 et de 1'injec-

livité de 1'inclusion canonique Q (Cf. [GM3, @I, exercices]).

Sm

Remarque. La démonstration précédente a été écrite pour dégager le point de vue de
la chirurgie caractéristique ; en fait, on a seulement besoin du théoréme qui assure
Tox =0, dupoint (@) pour avoir ker # < Im(x) ; enfin, 1'injectivité de » démon-
trée au point (b) a déja été établie : c'est le lemme du § IV (dont la preuve commence
par étendre la structure spin donnée). Le lecteur en déduira comme en [GM3, III,

mercice IO d)] une preuve de 1'injectivité de 1'inclusion canonique Qépm g 94 .



APPENDICE

Dans cet appendice, nous esquissons une définition de «(M,F) qui passe par
une immersion de F dans R~ . Ce point de vue nous a été expliqué par L. Siebenmann
et ce sont ses explications que nous rapportons.

1. La forme quadratique attachée & une surface immergée dans R3 .

Une bande sera pour nous une union disjointe d'anneaux et de bandes de Moébius.
. Pour une bande Q plongée dans ]R3 , supposons 1'éme C de la bande et son
bord 3Q orienté de maniére cohérente. Alors, le nombre d'enlacement de C et de
dQ donne un entier bien défini 7(Q) € Z , indépendant du choix cohérent d'orientation.

7(Q) est un invariant de la classe d'isotopie, et méme de concordance, de Q
(calculer 7(Q) en utilisant 1'intersection de deux surfaces dans Bt bordant C et Q).

. Définissons q(Q) = 7(Q) mod4 . Alors, q(Q) est un invariant de la classe d'homo~

topie réguliere de Q .

(On utilise une surface de Seifert pour C dans R’

pour calculer T .

modifie 7(Q) par un multiple de 4 .

On se raméne au cas (@5) @ ol 7(Q) vaut respectivement -2 et +2 .)
~»

.o on véritq.e o .
Similairementique q réalise un homomorphisme de 1'ensemble des classes d'homo~

|
11 faut vérifier que ———-‘ VS "_".,
[}

topie régulieére de bandes munies de 1'opération somme disjointe sur Z/4Z . D'ailleurs,

si 1'on se restreint aux bandes connexes, on obtient un isomorphisme.

J
Par homotopie reguliere, on peut dénouer ans , ensuite utiliser =
( topie régulid peut dé C dans R> ite utili | = )

. La forme quadratique q : Hl(Fz;z/zz) + Z/4Z .
F est une surface fermée, non nécessairement orientable, immergée dans R3 .
Si x € H1(F,Z/ZZ) , onreprésente X par une bande QC F . Apres perturbation
de 1'immersion de F dans R3 , on peut supposer Q plongée. La classe d'homotopie
réguliére de ce plongement est bien définie et on pose q(x) = q(Q) . On vérifie aisément

que q(x) est bien défini.

On remarque que q ne dépend que de la classe d'homotopie réguliére de 1'immer-
sion de F dans ]R3 (car il en est de méme de q(Q) pour une bande Q R3 ).
La forme q est quadratique : q(x+y) = q(x) + q(y) + 2x.y mod 4 .

iffS = t
(En effet, la différence entre ...(_ et Jr__ est q(p) 2.)

114
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. Exemple [B, example 1.28] . A une surface fermée orientée M2 stablement
parallélisée est associée une unique parallélisation de szR et donc une immersion
de M?
dans Z/2Z = 4Z/8Z . On a ainsi une fléche de l'ensemble 7, des classes d'homo-

dans R3 . Comme M2 est orientable, 1'invariant de Brown de ¢q se trouve

2
topie réguliere des surfaces orientées immergées dans R3 vers Z/2Z . Clest un
isomorphisme et 1'élément non nul de ", peut se représenter par % union
un disque.

2. L'immersion associée a une surface caractéristique.

Soit M4 une variété fermée orientée de dimension 4 et soit F2 une surface
fermée caractéristique (non nécessairement orientable). On suppose H1(M4 Z/2Z)=0 v .
Puisque F est caractéristique, il existe une structure spin sur M-F et donc une
trivialisation 3, du fibré tangent 2 M® au-dessus du 2-squelette de M*~F (ce qui
équivaut a une trivialisation du fibré tangent a M4 au-dessus de (M4—F) sauf un

point) qui ne s'étend & aucun 2-disque transverse a F .

. Puisque H1(M;z/ 2Z) = 0, deux telles structures spin coincident (leur diffé-
rence est un x € H1(M- F ; Z/2Z) dont la restriction a tout méridien de F est nulle.
Donc x s'étenda X € H1(M;Z/ZZ) =0 et x=0).

Soit F‘O = F - quelques points, une partie de F sur laquelle existe un champ de

vecteurs normal dans M .

PROPOSITION. Ily aune classe d'homotopie réguliere d'immersions de F, dans
R’ bien définie par le procédé suivant :

Fixons un champ de vecteurs normal £ a FO et soit 1 son complément :
ton = u(F‘O,M) le fibré normal a F, dans M . Alors, l'espace total du fibré en

disques associé & 1, E(n), estun épaississement  trois dimensions de F‘o . A

isotopie pres, il y a une unique fagon de faire coincider le premier champ de vecteurs
de la structure spin 30 sur M-F avec ¢ lelongde F’O poussée par £ . Alors,
on projette le champ 30 sur E(n) parallélement au premier champ de vecteurs de 3‘0
pour obtenir une trivialisation G du fibré tangent & E(z) o F‘O , et par suite une

immersion g: E(n) -+ R .

W Si H1(M;z/2z) est non nul, mais si (M,F) est équipé d'une trivialisation du
fibré tangent 8 M au-dessus du 2-squelette de M-F qui ne s'étend & aucun méridien
de F, alors q est défini puisque FO poussé par ¢ récupere cette trivialisation
(cf. la proposition). Comparer au § V.
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Pour montrer la proposition, supposons que £§' , n' , G' et g' proviennent
d'une autre construction. Nous allons montrer qu'il existe un isomorphisme de fibrés
o: u(FO,M)-b v(FO,M) qui envoie £ sur &', 1 sur n' et G sur G' & homotopie
preés. Il s'ensuivra que g IFO est régulidrement homotope & g' lFo .

Le complément 7' de &' estisomorphe & n puisque tous les deux sont déter-
minés par wl(v) . Donc &' ,n' et oz30 conduisent comme précédemment a une tri-
vialisation oG du fibré tangent & E(r') . Si on peut montrer que aso est une tri-
vialisation homotope a ) il s'en suivra que « G est homotope a G' . Pour montirer
cela, on regarde chaque composante de F‘O comme une anse d'indice 0 avec quelques
anses d'indice 1 attachées. Par une homotopie de fibré, on peut supposer que o est
1'identité sauf sur les anses d'indices 1 ol v est trivialisé etot a s'exprime

comme une torsion lorsque 1'on se déplace le long de 1'ame d'une anse typique H .
Comme H est contractile, on peut assurer que prés de H dans MO— FO (MO =M~ les
points 6tés a F), la trivialisation 30 est un produit de la trivialisation de
R2-0 = Sl xR et de la trivialisation standard de H=1Ix1 . Il est alors clair que
o envoie 30 sur elle-méme (ce serait faux si ]Rz— O avait la trivialisation induite
de celle de R2) .

. La classe d'homotopie réguliere d'immersion g : FO -+ R3 obtenue ci-dessus

détermine une unique classe d'homotopie réguliére d'immersion g: F -+ R3 (cela

suit de la classification des immersions de S2 dans R3

a homotopie réguliére
pres) (T).

D'apres le point 1 , a l'immersion g est associée une forme quadratique sur
H 1(F;Z/ 2Z) avaleurs dans Z/4Z et donc finalement un invariant de Brown

a(M,F) € Z/8Z .

. Nous laisserons maintenant le lecteur se convaincre de la cohérence de cette
définition avec la ndtre. Bien entendu, il est aussi possible de continuer la preuve du
théoréme dans le langage de cet appendice. Nous allons seulement esquisser la preuve
du lemme clé du § III dont nous rappelons 1'énoncé.

Supposons que (M*,F?) soit bord de (V?,G7) , ou V°
compacte de dimension 5 et G3 une sous-variété caractéristique. Sojt A2 c G
une surface (non nécessairement orientable) telle gque ANF = A =C une courbe de F.

Alors, q([C]) =0 dans Z/4Z si [C] €H1(F;Z/2Z) est représenté par C .

est une variété orientée
3

(1)

g ¢ F‘O -+ R3 dont 1'existence est élémentaire.

3

Remarquons que 1'on n'utilise pas vraiment g : F * R” , mais seulement
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En effet, puisque G est caractéristique, il existe une trivialisation du fibré
tangent 3 V au-dessus du 3-squelette de V-G . Puisque A2 a le type d'homotopie
d'un 1-complexe, il existe un champ de vecteurs normal 2 G3 défini sur un voisinage
de A2 . Appelons ce voisinage G3A . Soit n le complémentde £, £9n =v (Gi,v) .
Le long d'une copie de Gi translatée par £ , on peut supposer que le premier vec-
teur de la trivialisation coincide avec £ et aussi que le dernier vecteur de la trivia-
lisation est normal rentrant le long de 3V~ . Alors, par projection parallélement a € ,
on obtient une trivialisation du fibré tangent 3 E(n|G A) . Par restriction au bord, on
obtient une trivialisation du fibré tangent & E(n IFC) ol F_ est un voisinage de C
dans F? qui est certainement celle utilisée dans la définition de q({C]) .

De 13, on déduit une immersion g : (G3 ,Fg) - (R:,R3 ) . On remarque alors
que le nombre d'enlacement de C et bFC est égal au nombre d'intersection

3

g(aGA).g(Az) qui est certainement nul puisque g(3G A) et g(A) sont disjoints.

On remarquera que cette preuve, contrairement a celle donnée au § III n'utilise
pas la formule de Wu , i.e. 1'équivalence des définitions algébrique et homotopique
du mot caractéristique.
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