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Ueber die Transformation einer quadratischen Form

in eine Summe von Quadraten.
(Von Herrn S. Gundelfinger in Darmstadt.)

Fast in allen Disciplinen der Mathematik bietet sich die Aufgabe
dar, eine quadratische Form: 221‘ gz, (2, A=1, 2, 3, ... ») in eine

Summe von Quadraten linearer Functionen der Verinderlichen z, zu ver-
wandeln. Bekanntlich hat zu diesem Behufe Lagrange*) eine successive
Reductionsweise entwickelt, welche fiir praktische Rechnungen an Einfach-
heit und Eleganz nichts zu wiinschen iibrig lisst; wie die Arbeiten von
Gauss iiber die Methode der kleinsten Quadrate und deren Anwendungen
zur Geniige zeigen. (Man vgl. namentlich die ,Disquisitio de elementis
ellipticis Palladis*, Bd. VI der Gesammtausgabe, Seite 20 ff.)

Eine tiefere theoretische Erforschung der Lagrangeschen Trans-
formation hat Jacobi im H53. Bande dieses Journals S. 266 ff. gegeben und
insbesondere die dabei auftretenden linearen Functionen der z, independent
darstellen gelehrt, allerdings unter Voraussetzung einer derartigen Anordnung
der Variabeln**), dass fiir mindestens eine Permutation «, 3, y, ... v die
Reihe der Determinanten:
od o4
O0a4s ' Oa4q0ap8

d = 2+ (a,0x...4,,), B

kein verschwindendes Glied besitze.

Weniger gekannt scheint eine Darstellung der fraglichen Reduction
zu sein, welche Plicker im 24. Bande dieses Journals S. 297 ff. angedeutet
hat. Dieselbe besitzt wesentliche Vorziige vor der Jacobischen Methode,
ist im gleichen Umfange wie diese giltig und lehrt in directer Weise die

*) Nach Baltzer zum ersten Male 1759 in Misc. Taur. 1 pag. 18.

*#) Man vergleiche hierliber Kromecker im Berliner Monatsbericht vom April 1874:
»Ueber die congruenten Transformationen der bilinearen Formen“ § 1.



222 Gundelfinger, sur Theorie der quadratischen Formen.

urspriinglichen Veréinderlichen «, durch die transformirten (die oben er-
wihnten. linearen Functionen) ausdriicken. Im Folgenden soll in weiterer
Verfolgung des Plickerschen Grundgedankens eine sammiliche Besonderheiten
beriicksichtigende Untersuchung des fraglichen Gegenstandes gegeben und
namentlich auch auf den Fall niher eingegangen werden, in welchem
zwischen den Veriinderlichen x, lineare Relationen bestehen.

1. Die Verwandlung einer quadratischen Form mit unabhingigen Ver-
dnderlicher in eine Summe von Quadraten kann unter allen Umstinden
vermittelst zweier Lehnsiitze geleistet werden, von denen der eine mit Ein-
fithrung der Bezeichnungen:

04
Oay,
folgendermassen ausgesprochen werden kann:

Lemma 1.%) Die quadratische Form u = SZauyiy (z, k=1,2,...m)

A=2Z2%(ayan...a,,), A= (4, k=1, 2, ... m)

der willkirlichen Verdnderlichen y; geht fir A,,= O durch die Substitutionen
L] (1') ypznp+(Apm:Amm)ym (p = 1, 2, .. m“-l)
giber in
(1a_) ui%%“pqnpnqﬂ_(A:Amm)yzn (P, q=17 27 v m—l)'
Fiigt man némlich dem Systeme (1.) die evidente Gleichung
A = (Amm:Amm)‘ym
hinzu, so ergiebt sich durch Multiplication des so erweiterten Systemes mit
a,, resp. a,,, und nachherige Summation iiber p:
(1) Qg Y1+ G Yot Qp Yoo = @y 7, +a, :'72 Tt Gy Nt (g= 1, 2,..m—1)
amlyl + A2 ?/2 +"'+ (/- ym = Q1M + a2 1 +'"+ am,m—-l Non—1 + (-A . Amm) ym .

Indem man diese m Relationen beziehungsweise mit y,, y., ... y, multi-
plicirt und hernach addirt, erhilt man

= Wl%‘aily('*‘?h‘?aﬂyi‘*""+"7m——1';a¢,m—1ym‘;1 + (A:Amm)yfn, P

- eine Gleichung, welche in die zu erweisende (1%) tibergeht, sobald man
die Summen rechter Hand durch ihre Werthe aus (1°.) ersetzt.
Der andere Lehnsatz lautet:

*) Dieses Lemma ist mutatis mutandis im Falle von finf Verinderlichen bereits
von Pliicker 1. ¢. ausgesprochen worden.
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Lemma 2. Ist A nicht gleich Null, verschwindet dagegen irgend eine
Hauptunterdeterminante (m—1)** Grades, etwa A,,, so wird, A,,_,=0
angenommen®), durch die Transformationen**)

(2'> yr = Yr + (Amr:Am,m—l)ym——l (7‘ = 1’ 21 tee m_2)7
(A :Am,m—-l) ym—l = ’zl'((A : Am,m—l) + amm) Ym + '% ((A :Am,m—l) _amm) Y —1
(2“.) — @y Yl_am? Y?"‘ —am,m—Z m-—i,
ym = Ym—-l - Ym
die quadratische Form u ibergefihrt in
4

Am,m-—l

(2°) v = a, Y{+2a, Y, Y, 4+ A2 ym—2 Y, o+ (Yoa—Yo).

Beweis. Erweitert man das System (2.) um die selbstverstindliche
Relation 9, = (4um—1:4nm-1)yn-1, und multiplicirt alsdann die einzelnen
Gleichungen derselben mit @, und a,,._,, so folgt durch Summation (wegen
Apw=0): .
Y1+ 0yt + Oy Yy = Gy Y1+aq2 Y2+‘“+“q,m-2 Ym—»‘Z;

qg=12,... m—1).

Indem man diese Relationen mit y, multiplicirt und tiber ¢ summirt,

ergiebt sich

(2°)

anyi+2a00 92t A+ Gus 1 Y
= Y,.%aqur}— Yg.‘q‘.‘aquq-i—---—}- Ym_g.faq,m_qu ¢g=1 2, ... m—1),
d. h. unter erneuter Anwendung des Systems (2°.)
230,94, =320, VY, (pg=12 ..m—1; rs=12, .. m—2).

Da gleichzeitig nach (2.)
\ W1 Y1+ W2 Y2+ Wy g1 Yn—s
29, A
( ) >= /] Yl+am2 Y‘l+“'+am,m—2 Ym—2+T~_ym-—l7

m,m—1
so wird die quadratische Form:
U = %%' amypyq + Yn (2 @1 Yo + e + 2am,m—l Ym—1 + a’mmym)

*) Im Hinblick auf die Gleichung A = @miAm1 + @mrAm2 4+ + Gmm—14m m—1+CnmAnm

ist fir 4,,,, = O mindestens eine der Griossen Am, Am2, ... Amm—1 von Null verschieden.

#*) Die Substitution (2.) ist im Grunde identisch mit derjenigen, welche aus dem
Lemma 1 vermdge Ersetzung von m durch m—1 hervorgeht.
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vermige des Systems (2.) iibergehen in: ,
% = zr"%‘ars YrY3+ ym(2 (1% Yl+ 2am2 Y? +"'+2 @n,m—2 Ym-—?

24
+ m—; ym—-l +ammym)7
oder bei Einfiihrung der Zeichen Y,_, und Y, nach (2°) in:
(Ym—l—' Ym) (Ym—l+ Ym); q- e. d.

v = 22a,,Y Y+

Am,m—l

Mit Riicksicht auf das Folgende bemerken wir noch, dass eine Form u,
welche den Bedingungen des Lemma 2. Geniige leistet und reelle Coeffi-
cienten a; besitzt, nie definit sein kann, d. h. dass « durch passende
Bestimmung der Veriinderlichen y, Zahlenwerthe mit entgegengesetztem
Vorzeichen anzunehmen vermag. Bestimmt man nimlich gemiiss den Re-
lationen (2.) und (2%) die y, derart, dass ¥, =0, ... Y, ,=0, dagegen Y,,_,
und Y, das eine Mal resp. 0 und 1, das andere Mal 1 und O werden, so
erhilt » das eine Mal den Werth A:4,,_,, das andere Mal den Werth
—(A: Appy).

Durch Combinirung der beiden Lehnséitze 1. und 2. lisst sich nunmehr
eine beliebige quadratische Form

f= 2%‘0&,,1:1:,302 (2, a=1,2,...%)
mit nicht verschwindender Determinante: 4,= =+ (@,,ax»...a,,) in eine
Summe von Quadraten, wie folgt, verwandeln. Ist irgend eine Haupt-
unterdeterminante (»— 1)ter Grades, etwa 4, , = =+ (ay,0x...¢,_,,_,), von
Null verschieden, so giebt es nach dem Lemma 1. eine Substitution
z =ay+ePw,; ... @y =a,+oelw,,

welche f iiberfiihrt in

4
D ot ) n 2
[ = anzl’+2apx2+ + 0101 Ty g z,.
e

n

Wird dagegen 4,_,=0, wihrend etwa aj‘d — von Null verschieden, so .

kann man nach dem Lemma 2. lineare Functionen z;, x;, ... «, der z,
finden, derart dass:

f = aq z+ 20y 2yt - [/ P x>+ (4 :-An,n—l) (w:.2_1 - a:lf)
In beiden Fillen besitzen die von f abgetrennten quadratischen Formen
j?%‘a/,, z,x, (u,v=12,...n—1 oder =1,2,...0—2)
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nicht verschwindende Discriminanten
S+ (a10x... an—l,n—l) und =+ (a,0,... Gy _2n2) *)s
und konnen in gleicher Weise weiter reducirt werden wie f selbst.

Man erhilt so schliesslich das Theorem, das von mir bereits an
anderer Stelle (Hesse, Raumgeometrie, drltte Ausgabe, Seite 460) bew1esen
worden ist: ,

Wiihit man die Permutation o;f3,y,...v der Zahlen 1,2, 3,...r derart,
dass keine zwei unmittelbar auf einander folgenden Glieder der Reihe

o4 a4

; . 8 4,
(3) vy Fare? Fansdazs' Bawadagsday,’ " Wm 1

verschwinden, so enthdlt die Form f bei der Transformation in eine Summe
von Quadraten genau so viel negative Quadrate, als die Reihe (3.) Zeichen-
wechsel darbietet, wenn man bei Zihlung der letzteren etwa auftretende Nullen
wegldsst.

Nimmt man speciell mit Jacobi an, dass keine der Determinanten
(3(1') dn, dﬂ—l, o e . dm - zi(aua”...amm), « o e au, 1

verschwinde, so kann man durch eine fortlaufende Reihe von Transfor-
mationen nach dem Lemma 1. die quadratische Form iiberfiihren in:

(4‘) f = A "1 .’D + A" = ;2—1+ d”—? ::’12+ +a w(ﬂ—l)w(ﬂ—l)

Dabei wird allgemein fiir irgend eine ganze Zahl m zwischen 1 und
n (incl. der Grenzen) die Form
' @y @

] w(ﬂ—m) + 2“12 mg,'l—m) :Dgn"n) + ot + Am m;(:_m) mg:;*m)
verwandelt in

— - — - An
a .T(” m+1) (B(" m+1) + + am—] ,m=1 wy(p:l—— D w(" ) + A : 1 S:—M) mr(:—‘m)
m—

durch eine Substitution der Gestalt:
(8.) &t =gl (1=1,2,...m—1),

wofern die Grossen A,;:4,, in (1.) der Kiirze halber mit o™ bezeichnet
werden. Setzt man in der letzten Gleichung (5.) fiir m der Reihe nach

*) Flir 4,2 = Z+auan...ds—2 .2 folgt dies sofort aus der bekannten Identxtat
04, o4
dn n— = n—
d ? 4 1 a“n—] n—1 ( dan,n—l> .
wegen A, =0 hat daher 4, steis_das entgegengesetste Vorseichen wie dn.

Journal fir Mathematik Bd. XCI. Heft 3. T T g9
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n, n—1, ... m und summirt alle so entstehenden Relationen, so ergiebt sich
(6.) o=al"D e, +al Vel 4 Fa™e™ (=1, 2,...m~1);

somit, indem man speciell /=m—1 annimmt und nachtriiglich & an

Stelle von m—1 substituirt:

(6%) @ =al P +toeMz,+ ol DaD .ol (k=1,2,...0—1).
Will man umgekehrt die Grossen =" durch die «, ausdriicken, so

erwiige man, dass nach (1°)

— — - —m1 - -
ay wgn m)+ ap mgn m)+_‘,+ Oy mf':: m) _ ay win m+ )_*_aq2 wgn ‘m+1) Fet Gy m ws:_lm+l),

und dass daher durch die successiven Annahmen m =n, n—1, ... k+1 das
System sich ergiebt:
(6%) 3 of =0y " 4 T a0 e +aqkwl(cn—k) (9=1,2,...k)

oz,

Diese linearen Gleichungen fiir die Unbekannten «{*~», &, ... z{™»
besitzen ex hypothesi eine von Null verschiedene Determinante (4,) und
konnen in bekannter Weise aufgelost werden. Sind in der Darstellung (4.) die
Coefficienten simmtlicher Quadrate mit dem gleichen Vorzeichen versehen,
so ist die Form f definit und kann fiir reelle @,, und «,(x, A=1, 2, ... n)
keine Zahlenwerthe mit entgegengesetztem Vorzeichen annehmen. Dieser
Satz gilt auch umgekehrt: _ _

Fiir eine wesentlich positive oder negative Form miissen die Glieder
der Reihe (3“) simmtlich positiv sein oder lauter Zeichenwechsel darbieten.

Beweisen wir zuniichst, dass keine Determinante in (3") verschwinden
kann. Wire ndmlich etwa 4,,_,(m=n, n—1,...2) die erste verschwindende
Determinante in der Reihe (3%), so geht f durch die Annahme

n = Ly =00 =Ly = 0
iiber in
0y @1+ 200, T B2+ + Gy Ty
d. h. in eine quadratische Form, welche den Bedingungen des Lemma 2.
~(Geniige leistet und somit durch passende Bestimmung der willkiirlichen
Verinderlichen @, ... @, ihr Zeichen zu wechseln vermag*).

*) Unabhidngig von den Ausfubrungen zu Lemma 2. und besonders fir den ersten
Vortrag in der Theorie der Maxima und Minima geeignet ist der folgende Beweis.
Man setze in u = 3 I apxraw, (k! = 1,2...m) die Verdnderlichen 2y, @», . .. - resp.

.4
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Eine definite Form f kann daher stets in die Form (4.) gebracht
werden, und die ihr zugehorigen Determinantenquotienten (4;:4,_ ;) miissen
simmtlich das gleiche Vorzeichen haben, da f bei gegentheiliger Annahme
bald positiv bald negativ werden konnte.

Uebrigens hiitte sich in ganz derselben Weise zeigen lassen:

Die quadratische Form f ist stets dann und nur dann wesentlich negativ
(bes. positiv), wenn die Reihe (3.) fiir irgend eine bestimmte Permutation
o 3, v, ... v der Zahklen 1, 2, ... n lauter Zeichenwechsel (beziehungsweise
Zeichenfolgen) darbietet. Werden also diese Bedingungen von den Gliedern
in (3.) bei einer beliebigen Permutation der Zahlen 1, 2 ...m erfiillt, so
haben dieselben auch fir jede andere Permutation statt.

Der Fall, in welchem die Determinante 4, gleich Null ist, kann
nunmehr leicht erledigt werden. Um die Vorstellung zu fixiren, mogen
simmtliche Subdeterminanten (m+ 1)ter Grades von 4, verschwindend ange-
nommen werden, dagegen sei mindestens eine Subdeterminante mter Grades
von Null verschieden, etwa:

a,, alﬂ e Qe
Q. a oo @

c = 2a 2 2| — Zi (a“x a')ﬂ P a,,,e),
Ay a,,,(; v Qe

worin o, (3, ... ¢ irgend welche bestimmte m Zahlen aus der Reihe 1, 2, ...n
bedeuten®). Alsdann besteht,

fi=anx+ap 4+ a,x, (k=1,2,...n)

gleich 4,1, A, ... Ay m—1. Alsdann wird wegen A,, = 0 fir beliebige Werthe
von x,:

%%Edl T, 4 ap Ty o U T = A Ty (I=1, 2m_.])
1
, Ou

2 = Amr 2, 'i‘ Am> T, +"‘ +ammwm =A "“ Umm T
0T

und
. Jdu ou

du
u vzggv:ml +’}F%;w2 + et ¥ S, T = (24 4 Gun@n).

I

Da ex hyp. die Determinante 4 nicht verschwindet, so kann offenbar durch geeignete
Verfigung tiber «, das Product «,.{24+ a,.@.} sein Zeichen wechseln.
*) Das Raisonnement im folgenden Texte ldsst sich obne Miihe auch auf den Fall

anwenden, wenn an die Stelle von 1, 2, ... m irgend welche m andere Zahlen aus
der Reihe 1, 2, ... n treten wirden.

29*
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gesetzt, fiir alle Werthe der «,:

G Qg .. Wy [

Qrg G oo G fo}

la,,.,,, @ng + v g [

Gy g ... Gy [
(i=m+1, m+2, ... n),

eine Gleichung, welche vermige Entwickelung der Determinante nach den

Elementen der letzten Verticalreihe die Gestalt annehmen moge:

() efi+efi+eP it o+ e, =0 (i=m+1, m+2, ... n)

Darin ist das System der Grossen ¢, ¢, ¢?, ... ¢™ von den @, unabhiingig,
und die Determinante ¢ ex hyp. von Null verschieden. Setzt man daher

(7') = 0,

(8.) :PI='X;+(cg)+1wm+l+c$r?+—'2$m+?+"’+cr(;l)mn):c (=12, ... m)

und fiigt die evidenten Relationen hinzu: h

r,=cx:c (i=m+1, m+2, ... n),
g0 folgt durch Multiplication dieser Gleichungen mit a,, resp. a; und
Summation iiber / resp. ¢, unter Riicksichtnahme auf (7):
fi=au X 40, X+ Fa. X, k=12, ... m),

und »
f=fizi+tfizat-+fix, = X, Zay 2+ + X, Zay T,

= X1f|+ X2f2++mem

= an Xi+ 20, X, X,+ -+ a’-mmX:t"

Da die @; vollig willkiirlich sind und somit nach (8.) auch den X, béliebige
Werthe zuertheilt werden konnen, so braucht man an Stelle der Form f
lediglich die quadratische Function der m unabhiingigen Verinderlichen X,
zu betrachten. Diese letztere besitzt eine nicht verschwindende Discriminante
=+ (y,0...6,,). Setzt man ndmlich in dem Systeme von m Gleichungen
F@)=FX) St p )52 g f (X, S

(9 ) 8-’17},
: ox, 91X,
= (‘f:aqu)‘gE-l—“"f‘_(%am; X‘)—gcih_’ k=0, 3, ... ¢

die Verinderlichen @,.,;, @z, ... 2, gléieh Null, d. h. nach (8.) X, = z,, so
ergiebt sich durch Vergleichung der Coefficienten von z, in (9.)
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0X oX, 0X.n
a,,,=a,,~é;:—h‘—+an—%:f+---+am,—a;{ th=a, B, ... 85 1=1, 2, ... m),

also nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten

X, X,  0Xm\

c = zi(auafn-.-amm)zi(awa 83;/9 see awe

Da ¢ nicht verschwindet, so ist jeder der beiden Factoren auf der
rechten Seite der letzten Gleichung ebenfalls von Null verschieden.*) Ein
anderer Beweis fiir das Nichtverschwinden von =+ (@, anasy...a,,), der
nur Sitze aus der Determinantentheorie benutzt, ist folgender. Nach Vor-
aussetzung besteht das System von Relationen:

ala a]ﬂ o e e ale au
a a O / / a
2 . W28 2 2] —0 (h=“,ﬂ,..-5)
A=1,2, ..m),
(L amﬂ oo Wy Gy )
Ay Qg+ o« Oy Oy

oder vermioge Entwickelung nach den Elementen der letzten Verticalreihe:
ayeV+ayeP+ -t a0 = —ay.c.
Gemiiss dem Multiplicationstheorem der Determinanten ist daher
Z4 (8180 Onn) Z+ (PP 7)) = (—1)"e" Z+ (B a5, .. @)
= (—1)"e"tl,
II. Sind die Verdnderlichen der Form f nicht willkiirlich, sondern
durch » lineare Relationen:

v =0.& o3+ Fo,z =0,

w=wo+w, o+t w,z, =0,

(10.)

¢t =he, +ho o+, =0
mit einander verkniipft, so lisst sich auch jetzt noch fiir f eine der La-
grangeschen analoge Transformation in »—» Quadrate angeben, und zwar

vermittelst zweier anderen Lehnsitze, zu deren conciser Fassung wir fol-
gende Bezeichnungen einfiihren: *

*) Wenn also sémmtliche Subdeterminanten (m 1) Grades von 4, verschwinden,
nicht aber alle Subdeterminanten m*» Grades, so hat immer mindestens eine Haupt-
unterdeterminante mt® Grades einen von Null verschiedenen Werth. Cfr. Hesse, Raum-
geometrie, 3. Ausgabe, S.S. 453 —45H4.



230 Gundelfinger, sur Theorie der quadratischen Formen.

Ay Gy ... By, O W ... I
Ay Ay ... O, U Wy, ... I
G Oy a,, U, W, [
L A=" "
(21 (23 ®., 0 0 0
w, W, w, 0 0 0
t t, R 0 0 ... 0
“ dA 04 __ o4
A1%)  du=g = Vi=—5—, Wi=F5-,

Lemma 3. Das simultane System der quadratischen Form
12) u= ‘i‘:éaiky,—yk G k=12 ... m

und der linearen Formen

f

e 0y 0.,
WY+ WYt W Yy

(f

g”
(12w (-
t = Ly +bhy, ++t,9,
wird durch die Substitutionen
(12) g, =+ A 4wn)Yn, (Awns0), (p=1,2, ... m—1)
ibergefiihrt in
U= 011773+2a12771772+"'+am-l,m—l N1 + (AiAmm)?lfn
-2y, (Vyo+ W,w+--+T,1): A,,,
(0 = 0,7+ 07 + F Oy Yy
(124) W = WG+ Wt F W 1Ny

(12°.) %

t =t +hm ot N

Beweis. Wie beim Lemma 1. wird zunichst nach (12°) und auf
Grund elementarer Determinantensiitze:

0
2_8—;2 = p1n1+ap2172+"'+ ap,m—lnm—l_ym(vap_*‘ Wmu)p_*"'“):Amm

st

(p=12,... m—1)
(12°) 5 T

Y

= Oy M+ B2 M2+ +am,m_.11]m_l + Ynm (A : Amm)
_ym(vam+ Wmﬁl7m+...+Tmtm):Amm,

1
z
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somit

Ou
U = a ?/1+ + ym l+ ay ym

0
= 17 +772% ay + +17m 1'2' 8 “ yfn(A:Amm)

_ym(va+ Wm’lo+"'+Tmt)' mm 9
welche Gleichung das fragliche Lemma erweist, wenn man das unmittelbar

ersichtliche System (12%) benutzt und die Differentialquotienten
(p=1, 2, ... m—1) durch ihre Werthe aus (12°.) ersetzt.
Lemma 4. Ist fir A< 0 die Subdeterminante A, gleich Null da-
gegen A, ., vor Null verschieden™); setzst man ferner der Kirze wegen
0*A

Ou
oYy

(13) qu:%,,,m, (q=1, 2, o m—-2, m)
' Y- — o4 WD — o4
" aam—l,m—l a'Dm ’ " aam——l,m—l awm ’

- 80 besteher vermoge der Substitutionen:

. .
13%) g =t g Yuat 4 "y =12, ... m—2)

die Identititen:
= X4, 7,7+ Y1~ Yna—Yu)'| A: Ay
(18%) —20@Vatw W, + - +tT,) Y A
—2@Vetw WS04 4t TC Ny, 4
(r, s=1, 2, ... m—2);
0 = 0N +0,7 +F0u 27,
w = 901771+w2’72+"'+wm—277m—2a

(13)

?t = t17h +t2772 +- +tm—2nm-2
Beweis. Definirt man ¥, durch:

(14') yr = r+ (Amr:Am,m—l) ym——l (r = 17 42? cee m_2)7
so wird nach Hinzufiigung der Identitiit

ym—-l = (Am,m—l : Am,m—l) ym-—l

*) A ist offenbar eine homogene Function (n—v)*® Grades der Coefficienten
a,, und befriedigt daher die Gleichung (n—)A= 2,240, (2,4 =1,2,...n).
Dieselbe zeigt, dass stets mindestens eme Subdetelmmante (etwa A, ._1) von Null
verschieden ist.
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und mit Riicksicht auf A4,,=0:
vlyl +02y2 +“‘+'vm——lym——l = lel +’72Y2 +“'+vm—2 m=—2

(14+) WY, W Yot Wy 1Yy = Wy Yi4+w, Yo+ 4w, .Y, ,

Ferner ist:
aply1+ap2 y2’+ "'+ap,m-—l ym-! - l Yl+ ‘2 Y2+ + ap m~—2 & m—2
14°
(14) —(, Vot w, W, +..) 22— y"‘”’ (p=1, 2, ... m—1),

-1
somit:

%‘%amypyq = lealpyp+"'+ Y, Za,,Y,

——].;‘:v,,yp Vm+2 w,Y,. w.+-. } Ym—1 (p, g=1, 2, ... m—1),

mm...

oder mit Benutzung von (14°.):

pz‘qzap\qypyq = ;%‘arsyr Ys_2{ VM‘%‘vpyp"*_an'%‘wpyp'i'"":Am,m—l

(r, s=1,2, ... m—2).
Da iiberdies

O Y1+ Cn2 Yot F Oy 1Yy = Oy Yi+a,Y, 4+ Qpm—2 X2

A m—
+m ym—l_(vme+mem+"') A?in,mll ’

(14.)

80 geht die quadratische Form w, d. h.
22099yt 2Yn S Oy Y+ G Y
vermdge (13%) nach Ersetzung von g, durch den Buchstaben Y, iiber in:
22%6 Y, Y4 2(A4:4, . )Y Yu—2(Voo+ Wt )Yt A,y
(0, 0=1,2, 8, ... m—2, m).

Aber nach Lemma 3. erhilt man durch die Substitutionen:

(15.) Y, =+ dmidw)Y, (r=1,2, ... m—2),

2 2 a,Y, Y, = 2 2 a0+ (Aprmri D) Yo—2VmY, 1 4, —

(15%) ZOQY Zv,1,, EweY‘,:Z‘w,nr,‘
(=12, ... m—2, m; r,s=1,2, ... m—2),

Relationen, welche im Vereine mit (14.)—(14%) das Lemma 4. erhirten,
wenn man nachtriglich wieder y,, an Stelle von Y, setzt und noch bertick-

(14%) 3” -
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sichtigt, dass wegen A4,, =0
A:A, s = —(Apcimr: D) ®).

Auf Grund der beiden Lehnsiitze 3. und 4. ist es nunmehr leicht, eine qua-
dratische Form = Xa;x.x,, deren Verinderliche den » Gleichungen (10.)
Geniige leisten, durch eine Reihe successiver Transformationen in eine
Summe von n»—» unabhingigen Quadraten zu verwandeln, wenigstens so
lange die Determinante A,**), die aus (11.) fiir m == hervorgeht, nicht
verschwindet.

Wenn némlich eine beliebige Hauptunterdeterminante (» — 1)ter Grades,
etwa A,_,, von Null verschieden ist, so kann man nach I.ehnsatz 3. eine

lineare Substitution angeben, welche bei volliger Willkiirlichkeit von «, die
Form f in die Gestalt iiberfiihrt:

f = a, mll x +2 anw;m’z S RREe oY/ N -77;.—1 w;:—l + (4, :An-l) mﬁ s
und bei welcher die «;...x,_, durch die Relationen verkniipft sind:
0T + 0,2+t 0, 2, = 0,

' li !
w4+ Wyt w, ¢,y = 0,

Il

tlm; +t +"'+tn-1w;.—1 = 0.
Ist dagegen 4,,=0 und 4,,_, <0, so lisst sich auf Grund des Lemma 4.
f verwandeln in:

It / An— n—

[ = aual+2apai@it oty g, 2 @+ = (@ —2,) =),
wihrend gleichzeitig die «, (r=1, 2, ... »—2) durch die Gleichungen
beschriinkt sind:

”1(1’;‘}‘”2-@2"1"’“‘1‘ vn—zw;—z = O,
Lo, +ha, ++t, 2, , = 0.
Man kann so, indem man die successiven Transformationen geniigend weit

fortsetzt, #—m unabhingige Quadrate von f abtrennen, wiihrend die Va-
riabeln der iibrig bleibenden quadratischen Form, sie heisse etwa:

#) Es ist bekanntlich identisch
Adpm = ApnAn—1m—1— Anm—r-
Fiir A, =0 ist daher 4,,, stets entgegengesetzten Vorzeichens wie A.
*%) Allgemein mioge A; die aus A fiir m = ¢ sich ergebende Determinante sein.
Journal fir Mathematik Bd. XCI. Heft 3. 30



234 Gundelfinger, zur Theorie der quadratischen Formen.

U = ay ?/i'*' 2“12!]1!]2 +- ammy:l *)
den Bedingungen zu geniigen haben:

1Yy 029, '}“"'+”mym = 0’
wlyl-l—wzyﬁ +wmym = 0,

tlyl +t2?/2 + +tmym = O‘

Die fortlaufenden Substitutionen sind jedenfalls so lange moglich, bis ent-
weder m gleich »+1 oder gleich »42 geworden ist. Die erstere An-
nahme ist erlaubt, wenn 4,,, < 0, die zweite dagegen, wenn 4,., <= 0 und
A,.,=0. Fiir 4,,, <0 ist jedenfalls auch mindestens eine der Grossen

65«; "1 (@=1, 2, ... v4+1) von Null verschieden, da in der Identit:it
A 6914114-1 - aAv+1 6AV—H _ aAx/4—1
v+l Oy, aalgﬂ T Oaus aaﬂ/g aaaﬁ

. . . . . . 0 A, i, . . .
einestheils die Differentialquotienten - BZ '9:;/19;? simmtlich verschwinden **),

Oyt wegen

anderntheils nicht alle Subdeterminanten Jass

n—v—14,,, = =3, ‘f;‘”“ s (0, B=1,2, ... v41)

Null sein diirfen. Man kann daher das Lemma 3. nochmals anwenden, und
die schliesslich iibrig bleibende quadratische Form wird alsdann, wenn
etwa ¢ =»-+1 angenommen wird, von der Gestalt:

(16.) anni+2anmn++ a,, 7,

mit den zugehdrigen » Bedingungen:
0177|+”27]2+ +o,7, = 0,

(16%)
tlm+tz7h + +t,7m, = 0.
o4, .
Da nach der gemachten Voraussetzung a—Tf‘—l, somit auch, gemiiss der
v+1,v+
Gleichung:
#) Das im Texte anzuwendende Raisonnement gilt nattirlich auch dann, wenn
nothigenfalls die Combination 1, 2, ... m durch irgend eine andere Combination
mter Clagse aus den Zahlen 1, 2, ... n ersetzt werden mtisste.

##%) Cfr. Baltzer, Determinanten, (4. Ausgabe), §. 4, 2.
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aAv+1

a = (—1)y2i(vlw2-'oty)2i(vlw'z"'tV) *)7
Ayt1,941

die Determinante =+ (v,w,...¢,) selbst nicht Null ist, so muss nach (16%)
N, =n,=--=1n,=0 werden, d. h. die quadratische Form in (16.) verschwindet.
Wiire dagegen A4,,,=0 und 4,,, =0, 8o sind die Bedingungen des
Lemma 4. erfiillt, und lassen sich zwei weitere Quadrate absondern, wihrend
die schliesslich iibrig bleibende quadratische Form wieder Null wird.
Zusammenfassend kann man im Hinblicke auf das Trigheitsgesetz
der quadratischen Formen und auf den Umstand, dass die Determinanten A
und 4,, in Lemma 4. entgegengesetzten Vorzeichens sind, das Theorem

aussprechen:
Fiir A, < O lassen sich aus der Reihe 1, 2, ... n stets n—v—1 Zahlen
o, 3, ... ¢ derart finden, dass von den Grossen '
0A, 8°4, n—r=14, ,
(17.) A'“ Olge ' Oage0agg’ " " OGuaOagg...0 ' (=1)

keine zwei unmittelbar auf einander folgende verschwinden. Die Anzahl
Zeichenwechsel, welche die Reihe (17.) nach Weglassung der elwa vereinzelt
auftretenden Nullen besilzt, ist genau gleich der Anzahl negativer Quadrate,
welche eine den Bedingungen (10.) unterworfene quadratische Form f bei der
Verwandlung in eine Summe von (n—v) Quadraten darbietet.

Aehnlich lisst sich auch das andere Theorem des Abschnitts I
iibertragen:

Soll f beim Bestehen der Gleichungen (10.) (die z,, a,;, v,, w,...t, als
reell vorausgesetst) keine Zahlenwerthe mit entgegengesetzstem Vorzeichen an-
nehmen kionnen, so muss die Reihe (17.) fiir mindestens eine Combination
(m—v ~1)ter Classe o, 3, ... ¢ aus der Zahlenreihe 1, 2, ... n entweder
lauter Zeichenwechsel oder lauter Zeichenfolger darbieten.

Um auf den Fall 4, =0 niher einzugehen, wollen wir annehmen,
dass simmtliche Subdeterminanten verschwinden, welche aus A, vermoge
gleichzeitiger Unterdriickung von beliebigen (m—1) Horizontalreihen und
(m—1) Verticalreihen der a,; hervorgehen, dass dagegen mindestens eine
Subdeterminante von Null verschieden sei, welche die a@,; nur in m Hori-
zontalreihen und in m Verticalreihen enthiilt. Sei etwa, unter e, 3, ... ¢

*) Baltzer, 1. c.

30%
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irgend welche bestimmte m Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... » verstanden:
Gy Qg ... @ O ... b
e Grg ... Gy O ... b
C = |One Qug o« Ay Oy tm §O
o, ©s ... v, 0 0
. e ooe. o0 0
t, tg ... ¢t O 0

Algdann ist e. h. fiir alle Werthe der «,

Gy g .. G O ... & fi
G g oo Gy 0y ... b [
Apry g « v« Gpe Oy . bon f[u
(18.) d y | = 0,
Go @ ... @, O ... & f;
o, v ... o 0 ... 0 o
te b ... & 0 ... 0 ¢
(¢ =m+1l, m+2 ... n)

welche Gleichung durch Entwickelung nach den Elementen der letzten
Verticalreihe iibergehen moge in:

(18%)  fie+fie+fre +f,nc<"°+v%+ T, =

Fiir alle z,, welche das System (10.) befriedigen, wird diese Gleichung
(18%) in der Form vollkommen identisch mit (7%), so dass durch Substitu-
tionen der Gestalt (8.) die den Bedingungen (10.) unterworfene Form f
iibergeht in:

(19.) f= 011X$‘+‘2“12X1X2+"'+ammxzn
und die Gleichungen o =0, w=0, ... t=0 in:
0, X+ 0.X,++0,X, =0,

(19a) le +w2X2+ +w X = 0

th—{— thz—i— + ¢, X —0*\

*) Man erwiige, dass nach Definition der ¢ in (182.):
vic+0,cN4o, ¢+t +o,cM=0 ete. i=m+1, m+2 ...).
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Man hat also lediglich die Form %%aﬂ‘ X X6, k=1, 2,...m) zu
behandeln, in der die Grossen X; dem Systeme (19°) Geniige leisten. Die
zu diesem neuen Systeme gehorige Determinante A (efr. 11.) besitzt einen
von Null verschiedenen Werth, wie man leicht aus dem Umstande schliessen
kann, dass die Gleichung (18%) fiir alle Werthe von ¢ zwischen 1 und #
(incl. der Grenzen) giltig ist, dass also speciell auch (efr. Schluss des Ab-
schnitts I):

—cay, = auci(»l)‘i‘amc;(.?)‘*‘"‘+amzc§»m)+’vz§8z+‘“+tzzz,
(h=wa, B, ... e51l=1,2, ... m).
Stellt man némlich die Determinante =+ c¢{’¢§’...c{™ in der Form dar:

e ¢® .. ™ B, W, ... T,
¢ P ..o By W ... T
¢ e ... ™ B, W, . T,
10 o ... O 1 0 ... 0]
‘0 0O ... 0 0 1 0
0 0 ...0 0 0 ...1

so ergiebt sich nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten:
A Z+(e...cM) = (—1) et
Darmstadt, im September 1880.
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