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Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme.
(Zweite Mitteilung.)®)
Von

AvrreEp Haar in Gottingen.

Einleitung.

In der Theorie der Reihenentwicklungen nach einem orthogonalen
Funktionensystem kann man zwei Arten von Fragestellungen unter-
scheiden.

Man denkt sich erstens eine Funktion f(s) gegeben und bildet in
bezug auf das gegebene Orthogonalsystem

. flpp(s)(pg(s)d8=0 €p=i=q),
‘pl(s>) (pg(S), @s(s)’ tee ¢
Jor@ds=1 (0=1,2,)]

die Fourier-Reihe dieser Funktion

) %@3[ 76 . () dt + ms)oﬁ(t) P () At + - -5

man sucht nun solche Eigenschaften der Funktion f(s) zu bestimmen,
vermbge deren man tber die Konvergenz, Divergenz und Summierbarkeit
der Reihe (1) entscheiden kann. Zu wesentlich tieferen und schwierigeren
Satzen gelangt man aber
durch die zweife Fragestellung. Man denkt sich dabei eine nach den
Funktionen des gegebenen Orthogonalsystems fortschreitende tiberall kon-
yergente Reihe
@ P(s) = a,01(5) + % 93(8) + a5 p5(s) + - -
(mit konstanten Koeffizienten a,, a,, - - -) gegeben, die eine Funktion ¢(s)
darstellt, und fragt, welche Eigenschaften sich daraus fiir die dargestellte
* Die vorliegende Arbeit ist bis auf unwesentliche Anderungen mit meiner im

Dezember 1909 der Gdttinger philosophischen Faknltht vorgelegten Habilitationsschrift
identisch.
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Funktion ableiten lassen. Insbesondere ob die Koeffizienten der Reihe (2)
die Fourier-Koeffizienten dieser Funktion sind; d. h. ob

4= [o0,®d (p=1,%--)

ist, und — was ein spezieller Fall dieser Frage ist — ob alle Koeffizienten
der Reihe (2) verschwinden miissen, wenn g@(s) tiberall gleich Null ist.

Diese zweite Art von Problemstellung rithrt von Riemann her, der
zuerst die hier anfgeworfenen Fragen fiir den Fall der trigonometrischen
Reihen in seiner beriihmten Habilitationsschrift in Angriff nahm. Die
daran ankniipfenden Arbeiten von Cantor und Du Bois-Reymond beant-
worten insbesondere die zuletzt gestellten Fragen.

Was nun die Theorie der allgemeinen orthogonalen Funktionensysteme,
insbesondere die mit den trigonometrischen Funktionen nahe verwandten
Sturm-Liouvilleschen Funktionen®) betrifft, so hat man sich bis jetzt auns-
sehlieBlich mit der ersten Art von Fragestellung beschiftigt; ja man be-
schrinkte sich sogar mit geringen Ausnahmen einfach darauf, Eigen-
schaften der Funktion f(s) anzugeben, auf Grund deren man auf die
Konvergenz der Reihe (1) schlieBen konnte. Ich habe in meiner Inaugural-
dissertation®¥) die Divergenztheorie und Summationstheorie der allgemeinen
Orthogonalsysteme in Angriff genommen. Fir die Sturm-Liouvilleschen
Systeme ergab sich dabei®*) das Resultat, daB die Differens der n** Teil-
summe der Fourier-Rethe und der Sturm-Liouvilleschen Reihe einer im
Lebesqueschen Sinne integrablen Funkiion awn jeder Stelle gegen Null kon-
vergiert, woraus ich schloB, daB die auf die Fouriersche Manier gebildete
Sturm- Liouvillesche Reihe einer Funkiion an einer Stelle konvergent, diver-

* Man gelangt zu diesen Funktionensystemen aus dem sogenannten Eigenwert-
problem der Differentialgleichungen. Dieses Problem besteht darin, diejenigen Werte
des Parameters i zn bestimmen, bei denen die Differentialgleichung

= (p@ 52 +a@u+ru=0 (2@ >0

eine Lésung besitzt, die an zwei Stellen, etwa z =« und z = § homogene Rand-
bedingungen erfiillt, beispielsweise
du adu "
3'5~hu=0 fir 2=« und d_a:+Hu=0 fir z=§.
Man zeigt nun, daB es, wenn die Funktionen p(z) und g(z) bestimmie Stetigkeits-
bedingungen befriedigen, stets abzihlbar viele solche Parameterwerte gibt und daB
die zugehérigen Losungen ein vollstindiges orthogonales Funkiionensystem bilden.
** ,Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme®, Dissertation, Gottingen.
Abgedruckt Math, Ann. 69 (1910), S. 331—371.
**) Vergl 8. 30 meiner Dissertation (8. 355 des genannten Anmalenbandes).
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gent bew, summierbar ist, je nachdem die in dhnlicher Weise gebildete Kosinus-
reihe dieser Fumktion an dieser Stelle konvergent, divergent bzw. summierbar ist¥).
Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist nun, die Theoreme jener
fiir trigonometrische Reihen auf Riemann zuriickgehenden Theorie fiir die
allgemeinen Sturm-Liouvilleschen Reihen zu entwickeln. Es gelingt, alle
Sitze dieser Theorie in sinngemiBer Weise auf diese Funktionensysteme
zu iibertragen; insbesondere beweisen wir
' den Canforschen Eindeutigheitssatz, d. h. den Satz, daB alle Koeffi-
zienten der Sturm-Liouvilleschen Reihe

ag uy (7) + asug (%) + agus(2) + - - -
verschwinden, wenn die Reihe tiberall Null darstells. ¥¥)

Ferner wird das Analogon des Du DBois- Reymondschen Satzes ab-
geleitet, der aussagt, daB die Koeffizienten der tiberall konvergenten Reihe
u(®) = a; u (2) + ayuy(2) + aguy(z) + - - -
auf die Fouriersche Manier aus u(%) gebildet werden, wenn diese Funktion
dem Betrage nach fiir jeden Wert von z unterhalb einer oberen Grenze bleibt.

SchlieBlich erbilt man die den Riemannschen Bedingungen fiir die
Darstellbarkeit durch eine trigonometrische Reihe analogen notwendigen
wnd hinreichenden Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Funktion
durch eine Sturm-Liouvillesche Reihe.

Die Grundlage dieser ganzen Untersuchung ist aber ein Satz, der in
dieser Theorie dieselbe Rolle spielt, wie das bekannte Riemannsche Theorem
in der Lehre der trigonometrischen Reihen. Der betreffende Satz Riemanns,
der das Hauptresultat seiner Abhandlung bildet, ist folgender: Die trigono-
metrische Reihe mit gegen Null konvergierenden Koeffizienten

fx) =2 (@, cos nx -+ b, sin nx)

#=0,1,2,- -
konvergiere an der Stelle # — a. Riemann bildet daraus, indem er jede
trigonometrische Funktion in dieser Rejhe durch den zugehorigen nega-
tiven Eigemwert, d. b. durch — »? dividiert***), eine neue Reihe

% Dieser in meiner Dissertation bewiesene Satz enthilt als Spezialfille die
Theoreme, die seitdem von Herrn W. Stekloff in seiner Note ,Solution générale du
probléme de développement d’une fonction arbitraire...“, Roma Acc. Line. Rend. 1910,
auf andere Weise abgeleitet wurden.

*#) Dieser Satz wurde fiir die nach den Legendreschen Polynomen fortschreiten-
den Reihen von Dini bewiesen. Dijese Reihen sind aber keive reguliiren Sturm-Liouville-
schen Reihen, da in der Differentialgleichung der Legendre-Polynome p(z) =1 — x*®
fiir & ==-1 verschwindet.

¥ Eg ist nimlich

dfcosnz d*sin nx

iz +nfeosnx =0, g + nisinne=0.
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F(a:) _ __2 a, cosne -4 b, sin'nx,

/4‘22
n=0,1,2,...

die offenbar gleichmiBig konvergiert und eine stetige Funktion darstellt;
er zeigt nun, daB

H—2F Fla—3
LF(a-}—) ?1;(20)—}— (a )=f(a)

d=0

ist. — Betrachten wir nun ein beliebiges Sturm-Liouvillesches Funktionen-

system
9)1(5), v2<z>) ”s(z): B
das etwa aus der Differentialgleichung
2
j—}; + Qv +iv=0

entspringt®), und sei 1, der zu v (2) gehorige Eigenwert. Wir werden
dann im AnschluB an das obige Theorem folgenden Satz beweisen:

Ist ay, ay, ag,- - - eine gegen Null kowvergierende Zahlenfolge und kon-
vergiert die Reihe
C) [(2) = ay9,(2) + ay 23(2) + agv5(2) + -
an der Stelle 2 = a, so konvergiert die neue Reihe, die wir dadwrch er-
halten, daf wir in (3) jede Funktion durch den sugehiorigen negativen Figen-
wert (— 1,) dividieren

F(z) =~ '%‘ v (2) — ‘;:‘ v, (2) — “;?:* vy(2) —
absolut und gleichmiiig fiir jedes z und stellt duher eine stetige Funktion F(z)
dar. Wir beweisen ferner die Limesgleichung

F &) —2F Fla—38

L (P20 T 4 9@) F@) = 1(0)-

Man leitet aus diesem allgemeinen Theorem sodann mit Leichtigkeit die
oben genannten Verallgemeinerungen des Cantorschen und Du Bois-Rey-
mondschen Satzes ab.

§ 1
Die Verallgemeinorung des Riemannschen Theorems.
Um das Orthogonalsystem #, (), #y(%), - - - zu studieren, das aus der
Differentialgleichung (nnt analytischen Koeffizienten p(x), q{®))

(@ 75 (@59 + a(@)u + du = (>@>0)

*) Es ist keine wesentliche Einschrinkung, da8 wir die Differentialgleichung
in dieser speziellen Form angenommen haben, da sich die allgemeine Glelc]mng durch
¢ine einfache Transformation auf diese Form bringen 1884, vgl 8. "?2 der vor-
liegenden Arbeit.
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bei der Randbedingung
du

B - hu=0firz—c wd Y4 Hu=0 fir o=p

entspringt, wenden wir auf die vorgelegte Differentialgleichung eine in
dieser Theorie iibliche Transformation an, die von Liouville herriihrt.
Wir setzen

4 1 1
z ==f(p(a:)) 2dz, o(2)=(p@)tu(z).
Unsere Differentialgleichung geht dann in die neuwe Differentialgleichung
4) g;, +@o+iv=0
iiber, wobel Q(z) eine durch die Funktionen p{2), ¢() leicht ausdriiek-
bare analytische Funktion bedeutet. Die Randbedingungen werden

G} g%-——k'@=0fiirz=0, g§+3'0=0fﬁrz=%:

wobei wir der HEinfachheit halber

g 1
f(p @) dr=u=

angenommen haben, was man ja dorch eine Multiplikation der unab-
hiingigen Variablen stets erreichen kanu. Wir bezeichnen die Sturm-
Liouvilleschen Funktionen, die aus der Differentialgleichung (4) ent-
springen, mit
v;(2), v,(2), v5(2), -,

die zugebOrigen Bigenwerte mit 4, und beweisen umnsere auf S. 40 und
41 ausgesprochenen Theoreme vorab fiir dieses Funktionensystem.

Wir nehmen zu diesem Zwecke an, daf die unendliche Rethe

f(2) = a, %, (5) + %”g(z) t v + -y

deren Koeffizienten a,, a5, @, - - - gegen Null konvergieren, an der Stelle
2z = a konvergiert und bilden — zunichst ganz formal — die unend-
liche Reihe ;

(6) F() =~ ___“1%(2)___.%’2(2)__ "3?;33(5) —,

von der wir behaupten, daB sie absolul und fiir jeden in Betracht kommenden
Wert von z gleichmiiBig konvergiert. Um dies zu zeigen, benuizen wir eine
von Liouville herriihrende und von Hobson®) verschirfte asymptotische

# London Math, Soe. Proc. (2) 6 (1908), 8. 349.
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Darstellﬁ'ng des n*» Gliedes unseres Orthogonalsystems und des #** Eigen-

wertes:
v, (2) = Vwcosnz—{—ﬁ(z)smm—]— S Z),
b= (n+ 1),

wobei die analytischen Funktionen f(2), «,(2) und die GréBen y, unterhalb
einer von # und 7 unabhingigen Grenze A bleiben.

Aus diesen Formeln entnehmen wir unmittelbar, daB die Funktionen
v,(2) unterhalb einer von » und s unabhingigen oberen Grenze bleiben
und dab die Summe der reziproken Eigenwerte

1,1 1
Lttt
absolut konvergiert; daraus schliefen wir, da8 die Reihe (6) absolut und
gleichmiBig konvergiert und eine stetige Funktion F'(z) darstelit.

Um den Gedankengang nicht zu unterbrechen, bemerken wir schon
hier, daB die unendliche Reihe .
2 (-7)

174
n=12-.-

absolut konvergiert, da ihr »*¢ Glied fiir hinreichend groBe Werte von 2

dem Betrage nach kleiner als
A@n4 4)

——'T)?
2 — et

‘ w(n—i
1st.

Fithren wir zur Abkiirzung fiir den zweiten mittleren Differenzenquo-
tienten einer beliebigen Funktion ®(2) an der Stelle 7 = o die Bezeichnung
DyO(@) _ Platd)—20() + da—d)

32 82
ein, so lautet der die Verallgemeinerung des Riemannschen Theorems dar-
stellende Satz, den wir nun beweisen wollen, folgendermafen:
Dy F
8) LZ52+ 0@ F@) =@
" Der Grundgedanke des Beweises ist der, daf man von der Reihe

©) F@ =~ 30 == 55 () T eos na + EO2 4 20)
#=1,3,3, 2=1,23 .

sukzessiv hestimmte Teile abspaltet, bei denen man leicht den Limes des

aweiten mittleren Differenzenquotienten berechnen kann, bis man zu

einem Rest gelangt, auf den unmittelbar das Riemannsche Theorem an-

wendbar ist.

)
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Unser Beweis zerfillt danach in drei Teile.
Wir berechnen zuerst den in (8) angedeuteten Limes fiir die unend-
liche Reihe
Fi(z)=~— z” “’;,&(sz) »
#=1,2.
die das letzte Glied von F(z) darstellt und deren absolute und gleich-
miBige Konvergenz aus der fiir alle » und 2z giltigen Ungleichung
le,(2)| < A folgt. Bilden wir nun den (8) analogen Limes fiir das
n* Glied dieser Reihe, so finden wir — mit Riicksicht darauf, daB »,(2)
die Differentialgleichung (4") befriedigt — nach einer kleinen Rechnung:

a? § ) £) .
9) w, (&)=~ n?lf [ ;:gz) + @) “n(z)] = (1 - 3@— D/% cOSNZ + Ef% smnz}
+T{ - ’;b(:) + ﬁ’ 9 sinns + 26'(2) cosnz

+ Q(2) (V cos B8 + ‘% sin nz)],

wobei §'(#) und §7(z) die Ableitungen von #(z) nach z bedeuten. Aus
der bewiesenen absoluten Konvergenz der Reihen

20-%) 2+

und aus dem Umstande, daf die in eckigen Klammern stehenden Ausdriicke
unterhalb einer von » und z unabhingigen Grenze bleiben, schlieBen wir
unmittelbar, dad die unendliche Reihe

Dl a,u,(2)

=12,

absolut und gleichmiBig kouvergiert. Aus denselben Griinden ist auch

die Reihe
2'!“ Q@) e,
% w2,
n=1,2,---

gleichmiBig konvergent, woraus unmittelbar die gleichmiBige Konvergenz

der Reihe
. dta,
— Z’ﬂ‘:n dz*gZ) = E'a w, (%) + .;.n% 0(2) e, (o)

B=1,2, - a=1,2,+ =19,

folgt, die also den Limes des zweiten Differenzenquotienten von F,(2) an
der Stelle 2 = a darstellt, und wir erhalten folglich:

10 -L{FI%5%7 e X3 = 3 awo.

A=l n=1,8,-- n=1y8 -~
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Um in shnlicher Weise den entsprechenden Limes fiir die Funktion

Fy(z) = —-2 [V cos ne + f—ﬁf—) sinnz}

n=1,2-

zu berechuen, beachten wir, daB fiir zwei beliebige Funktionen f(2) und ¢(7)

die Identitit

Di(fe) - 9@) = flz+ ) Djp(@) + [9(s) — (e — 8)][fle +8) — fle— )]
+ 9(2) Dif(e)

gilt. Wenden wir diese Identitit auf die Funktion Fy(2) fir die Ste}le

z =@ an, so erhalten wir, wenn wir noch zur Abkiirzung

K, (a,8) — sin n(a-+8) D, B(a) + [8(a) — B (a— )] [sinn (a-+8) —sin n(a—)]
setzen, die Relation

(11) Dagi(a) DJZ 1feosna+ﬁ(a) 2 a, sinna

”
n=1,2,- z=1,3,-.

+a”21” K. (a,9).

2=1,2,--

Der zweite Teil unseres Beweises besteht nun darin, daf wir zeigen, da8
12) L D5 K@) =@ 5= BN 42 (@) > 32 cosna
R=1,9, - n=1,2,-- n=1,5%--
ist. In der Tat, die beiden rechtsstehenden unendlichen Reihen

@, sinnz und E 2 cosnz
by ® l

n=1y 2. * n=1,2

konvergieren fiir jeden Wert von z gleichm#Big, und es stellt daher die
erste den Limes der unendlichen Reihe
a, sinn(z - &)
%, n
a=1,2,--

fir 6 =0, die zweite aber den Limes der unendlichen Reihe -

@, [sinn(z+-8) —sinn(z—d)]
Jn 24
a=1, 2.

fir 0 =0 dar. Darans folgt aber mit Riicksicht auf die zweimalige
Differenzierbarkeit der Funktion (7)) unmittelbar die Limesgleichung (12).

Wir fithren den Beweis umnseres Safzes zo Ende, indem wir driffens
zeigen, daB auch der Limes der ersten beiden Glieder in (11) existiert,
d. h. indem wir die Limesgleichung
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Dy 2 i
13 LIFESEY S osnat s 3 S5

§=0

n=1,28... z_l,z,
a, %
=— E V—cos na — f(a) E ——smna
%=1,2,.. n=1,2 -

beweisen. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daf der links unter dem
Limeszeichen stehende Ausdruck sich auf die Form

N2
_2[ n~V~— cosna + ﬁ(a %n sin na] (mfgi)

2=1,2-- %‘—2—

bringen liBt. Schreiben wir fiir den Augenblick A, fiir den Ausdruck in
den eckigen Klammern, so liuft unsere Behauptung auf den Beweis der

Limesgleichung
2
sinn%
L 2 4, 3 =2 4.
i=0 =12, ‘??:-2— n=1,2,--

hinaus. Das ist aber genau der Saiz, den Riemann in seiner Habilitations-

sehrift beweist (vgl. Werke, S.245).
Durch Addition der Limesgleichungen (10), (12) und (13) ergibt

sich aber
L {752+ e@F@) = 3 a,0,(a) = f(@);

n=1,2,--

damit ist unser Satz in allen Teilen bewiesen.

Wir konnen aus diesem Satze eine Anwendung auf die Darstellbar-
keit einer Funktion durch eine Sturm-Liouvillesche Reihe machen:

Wir sagen im Anschluf an die analogen Definitionen von Riemann,
daB die Funktion f(2) durch die Sturm-Liouvillesche Reihe

Zb v,(2)
z=1,2,
pdarstellbar” ist, wenn die unendliche Reihe
bﬂ
Fe) == /32,9

eine stetige Funktion F(z) definiert, die so beschaffen ist, dab
DiF
L (P52 + 0@ F@E) = 1)

§=
ist. Es ergibt sich dann aus unserem allgemeinen Theorem der folgende
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Satz, der eine Verallgemeinerung eines in der Riemannschen Habilitations-
schirift fir trigonometrische Reihen bewiesenen Satzes ist:

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dofiir, dap eine Funk-
tion f(2) durch eine Sturm- Liowvillesche Reihe mit gegen Null konvergicren-
den  Kocffizienten darstellbar sei, sind, daf eine stetige Fumklion F(z)
existiere von der Beschaffenheit, daf
L (252 + 0@ FO)} - 1)

F e
ist und dap die Zahlenfolge

L, f F(5)v,(2)dz

it wachsendem n gegen Null Lonvergiere.

Es bietet auch keine prinzipielle Schwierigkeit, die zweite dieser Be-
dingungen in der Weise umzuformen, wie es bei Riemann in der genannten
Abhandlung geschieht.

§ 2.
Der Eindentigkeitssatz.

Bevor wir zu dem Beweise dieses Satzes kommen, wollen wir zwei
Bemerkungen vorausschicken.

1. Ist
La,v,(s)=0

fiir jeden Wert von 2 im Intervall (0, ), so ist
La,=0.

Es folgt nimlich aus der asymptotischen Darstellung des x*® Gliedes
unseres Funktionensystems durch die Liouville-Hobsonsche Formel, daB
man, wenn ein beliebig kleines Intervall [«, 8] gegeben ist, einen Index m
derart bestimmen kann, daB jede der Funktionen

va(z), vm+2(‘z)’ Um+$(z)7 Tt

an mindestens einer Stelle dieses Intervalls dem Betrage nach groBer
als % ist. Herr Osgood hat nun bewiesen, daB unsere Behauptung, die
fiir trigonometrische Funktionen zuerst von Cantor bewiesen wurde, fiir

jedes Funktionensystem richtig ist, das die genannte Eigenschaft besifat.*)

*) Vgl G. Cantor, J. £ Math. 72; Math. Ann. 4; und Osgood, Amer. Trans.
Math. Soe. 10.
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2. Ist F(2) eine stetige Funktion von der Beschaffenheit, daB
DYF
L (52 0@ @) -0

ist fiir jeden Wert von 2 in einem Intervall, wobei Q(2) eine stetige
Funktion bedeutet, so ist F(2) sicherlich eine in diesem Intervall zweimal
stetig differenzierbare Funktion und eine Losung der Differentialgleichung

(14) S+ Q@) Fo) =

In der Tat, es folgt aus dem bekannten Schwarzschen Theorem unmittel-
bar, da

Fls) = — fj QO F@)dtdd + e,z + ¢,

ist, woraus man vermdge der Stetigkeit von @(2) schlieBt, daB F(z) zwei-

mal stetig differenzierbar ist und die Differentialgleichung (12) befriedigt.
Nehmen wir nun an, es gebe eine Reihe

(15) ay 03(2) + @3 05(2) + a5 v5(e) + - -,

die im ganzen Intervall gegen Null konvergiert. Vermdge unserer ersten

Bemerkung schlieBen wir aus der Konvergenz dieser Reihe, daBl die Zahlen-

folge ay, a,, a5, ++- gegen Null konvergiert' daher ist die unendliche Reihe

(16) V(o) =~ 70, (&) = 320(2) — 320, (8) —

gleichmiBig konvergent und stellt eine stetige Funktion V(z) dar. Unser
in § 1 bewiesenes Theorem lehrt nun, dafl fiir jedes 2
DIV () o
L (2724 0y 7e) -
ist, woraus wir mit Hilfe der zweiten Bemerkung folgern, daB ¥(z) eine
Léosung der Differentialgleichung

B+ Q) V(o) =

ist. Da die Reihe (16) gleichmiBig konvergiert, so ist eine gliedweise
Integration dieser Reihe gestattet und wir schlieflen daraus, daB die
Koeffizienten dieser Reihe die Fourier-Koeffizienten von V(z) in bezug auf
das betrachtete Orthogonalsystem sind; d. h. es ist

.__%Z_=fV<z>'vn(Z) dz (n=17 2,3, ')

Da aber v,(z) ein Integrai der Differentialgleichung®)
hyo,(2) = 0 (&) + @(2) v ()

# Die Akzente bedeuten Differentiationen nach z.
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ist, so folgt aus der letzten Formel

a,= [ TE ) + Q@) va()] dz.
0
Da aber andererseits ¥(z) die Differentialgleichung

V(2) Q@) =—T7"(2)
befriedigt, so erhalten wir:

a,= [TV @)v(6) =) V" (@) ds,

oder ’

a,=[V(@)v, () -V @),  (=123,.-)
Diese Formel @Bt sich mit Hilfe der Randbedingungen

v(8) —Wv(e) =0 fir 2=0, ¢'(s) + Hv()=0 fir s ==,
die alle Funktionen v, (2) (=1,2,3,--.) erfiillen, auf die Form
a,=— Cuv,(x) + Dv,(0) (n=1,2,3,...)
bringen, wobei zur Abkiirzung
C=V'(m)+ HV(z), D=V'(0)—r¥(0)

gesetzt ist. Mit Riicksicht auf die Formel (7) S. 43 konnen wir dies
noch schreiben:

2 1
=V 2D - (~1)C) + (D, (0) — Co(@)] (n—1,2,3,--).
Da die Funktionen «,(#) unterhalb einer von % und z unabhingigen
Grenze bleiben, so muB

L 2 [D2,0) — Ce,(@)] =0

n=o

sein; aus dem Umstande, daf die Zahlenfolge a,, a,, a5, - - - gegen Null
konvergiert, konnen wir also schlieBen, daB auch

L@—=1rc)=0
ist; d. h. es ist
C=0 und D=0
und folglich auch
a,=0 (n=1,23,..).
Damit ist unsere Behauptung bewiesen, daf alle Koeffizienten der Reihe (15)
verschwinden miissen, wenn diese Reihe tm ganzen Intervall Null darstellf.
Wir haben uns bei dem Beweise dieses Satzes der Einfachheit halber
auf den Fall beschrinkt, daB die gegebene Reihe ausnahmslos gegen Null
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konvergiert; wir konnten aber ohne jede Schwierigkeit eine solche Menge
von Ausnahmepunkten zulassen, wie es in der Theorie der trigonometrischen

Reihen iiblich ist.

§ 3.
Das Analogon des Du Bois-Reymondschen Satzes.
Wenn die unendliche Reihe
a7n - a,0,(2) + 8,23(2) + agvy(e) + - - -

tm ganzen Intervall gegen eine Funlktion f(2) konvergiert, die fiir jeden Wert
von z im Intervall [0, =] dem Betrage nach unierhalb einer oberen Grenze
bleibt, so ist’

6, = 1) v,(¢) ds (n=1,2,3,..).

Wir beweisen den Satz wie folgt™®):

Wir schlieBen zuerst genau so wie oben aus der Konvergenz der
Reihe (17), da8 die Zahlenfolge a,, a,, a;, - - - gegen Null konvergiert, und
bilden die stetige Funktion

Fla)=— % v, (2) — % %y(5) — % vg(2) — -
Aus der gleichmiBigen Konvergenz dieser Reihe folgert man, dab
—gf=6/’F(z) v,(d) dz (n=1,2,3,-.-)
ist oder

(18) 0= [T [ 50 + @) o ()]s

= [F(6) 06 ) d= + [ F(e) G2 ds.

Da aber zufolge unseres allgemeinen Theorems (§ 1)
Dy F
L 50— 10— 0 F@)

* Der Gedankengang unseres Beweises ist dem von Herrn Lebesgne bei dem
Beweise des entsprechenden Satzes im Falle der irigomomefrischen Reihen #hnlich.
Vergl, Lebesgue, Legons sur les séries frigonométriques, §. 122.
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ist, so schlieflen wir mit Hilfe des bekannten Schwarzschen Satzes und
aus dem Umstande, daB f(2) beschrinkt bleibt®):

Fe) = [ [1f®) — @) Ft)) dtas + az +1,

und wir erhalten daher:

2z P
fFO”’J:e‘z)d —fff () — @) F0)) £22 gt as as
+f(az+b)d;;'§’) dz n=1,2,3,--.
<]

Da alle hier auftretenden Funktionen beschriinkt bleiben, so kann man
in dem dreifachen Integral in der letzten Formel die Integrationsfolge
vertauschen®¥), und man erhilt, indem man zuerst nach 2, dann nach &
partiell integriert:

f P 50 s = f &) (1)~ Q) F(2)] ds + 6,0, (2) — e30,()
- 030 (O) + s n(o):

wobei zur Abkitrzung
%9
o=JJT®) ~ Q@) F®)latas + ax+b, e=b,
59

cg=[ () — Q) F@)}dt —a, 6 =a

gesetzt ist. Setzen wir dies in die Formel (18) ein, so erhalten wir mit
Riicksicht auf die Randbedingungen (5°), S. 42:

a, = [f(&)0,(2) de + Ao,(x) + Bo,©) (0=1,23,-)

A und B sind zwei von n unabhingige Konstante, die man mit Hilfe
der ¢, €, ¢, ¢, und der in den Randbedingungen aufiretenden Konstanten
7' und H’ leicht ausdriicken kann. Vermoge der Hobsonschen Formeln (7)
kann man diese letzte Gleichung anch auf die Form

*) Wir denken uns die Infegrale im Lebesgueschen Sinne genommen; die
Integrabilitit der Funkfion f(s) ist danh eine Folge des Umstandes, daB sie meBbar
und beschriinkt ist. Vergl. Lebesgue, Le¢ons sur les séries trigonométriques, 8. 11.

¥ Lebesgue, Intégrale, Aire, Longuenr (Ann. di maf. 1902).
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(19 e,= f:f(z) v,(2)dz +A[(._ 1)»-1/% + ,,@] +B Df + aﬂ«»]

(n=1,2,3,--)
bringen. Da aber die Zahlenfolge a,, a,, a5, - - - gegen Null konvergiert,
g0 mub auch¥)

L{(-14+ By =0

z=0
sein, d. h. sowohl 4 — B wie auch A4 + B ist gleich Null. Aus (19)
kdnnen wir daher schlieBen, dafi

a, wﬁ(ﬁ) v,(2) dz (n=1,2,3,--2)

ist, womit unser Satz bewiesen ist. —

Die oben abgeleiteten Sitze, insbesondere der Eindeutigkeitssatz und
das Analogon degs Du Bois-Reymondschen Theorems, die wir nur fiir ein
Sturm-Liouvillesches Funktionensystem, das aus der spezielleren Differen-
tialgleichung (4') 8.42 entspringt, bewiesen haben, lassen sich mit Leichtig-
keit auf das allgemeinste regulire Sturm-Liouvillesche Fuuktionensystem

ul(x)) uz(m>: ’”’3(93): T
tibertragen, das aus der allgemeinsten sich selbst adjungierten Differential-
gleichung

d d
4 7 (p@ g + 4@ u+iu=0 (p@>0)
entspringt. In der Tat, konvergiert die unendliche Reihe
(20) a0, (%) + ayus(7) + asuy(z) + - -

im ganzen zugrunde gelegten Intervall [«, f] gegen Null, so kdnnen wir
daraus, indem wir die unabhingige Variable 2 — wie bei der Liouvilleschen

1
Transformation — durch z = f [p(x)] *dx ersetzen und dann die Reihe
1
mit [p(2)]* multiplizieren, eine Reihe
T tA3
*} Da nimlich f fiz)dz im Lebesgueschen Sinne existiert und f(z) eine be-

0
schriinkte Funkiion ist, so folgt nach einem Satze von Herrn Lebesgue (L c. 8. 12)
k2
auch die Existenz vou [[f(2)]°dz, woraus man unmittelbar anf die Limesgleichung
0

f ) v, (e dz =0

#=0

schlieBt.
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(20) 0,9, (%) + a3y () + agwg(2) + - - -
ableiten, die nach den Eigenfunktionen einer Differentialgleichung von der
Form (4') fortschreitet. Da aber diese Reihe (20") nur um den Faktor

1
[p(2)]* von der Reihe (20) verschieden ist, so muB sie ebenfalls iiberall
gegen Null konvergieren; daraus schlieBen wir aber, daB
a,=0 (n=1,2,3,.-)
ist. — Um schlieBlich auch das Analogon des Du Bois-Reymondschen
Satzes fiir das Funktionensystem u,(z) abzuleiten, bemerken wir, daB
wenn die Reihe (20) die beschrinkte Funktion f(x) darstellt, die Reihe
1

(20" gegen die Funktion f(z)[p(x)]* konvergiert, die ebenfalls unterhalb
einer endlichen Schranke liegt. Wir konnen daher schlieBen, daB

7 1
a, = [1@) [2(@)] v, () az (1=1,2,3,:-)
b
ist; fiihren wir 2 als unabhéngige Variable ein*), so erhalten -wir:
8
a, = [f(@)u,(z) dz (n=1,2,3,.,

womit unsere Behauptung erwiesen ist.

*) Vgl. den @hnlichen Schiuf 8. 344 meiner Dissertation (Math. Ann. 69).



