
Zur  Theor ie  der  or~hogonalen  Funk t ionensysbeme .  

(Zwei~e Mi~eflung.)*) 

~ o n  

ALFRm~ H ~ a  in G~ttingen. 

Einleitung. 
In der Theorie der Reihenen~wicklungen naeh einem or~hogonalen 

Funk%ionensys~em kann man zwei Ax~en yon Fragestellungen unter- 
seheiden. 

Man denk~ sich erstens eiue Funk~ion f(s) gegeben und bilde~ in 
bezug auf das gegebene Ort~ogonalsys~em 

~l(s), %(s), ~(s), . . .  I / ~ ( s ) d s =  1 (p~-1,2,---)  

die Fourier-Reihe dieser Funktion 
1 1 

(1) ~ l ( s ) f  ~(t)~,(t)d~ + ~ ( s ) ~ ( ~ ) % ( t ) ~ t  + . . . i  
o o 

man sucht nun solehe Eigenschaft~n der Funk~on f(s) zu bestimmen, 
vermSge deren man fiber die Konvergenz, Divergenz und Summierbarkeit 
tier Reihe (1) entseheiden kann. Zu wesen~lieh ~ieferen und schwierigeren 
S~zen gelang~ man aber 

durch die zweite Frages~ellung. Man denkt sieh dabei eine naeh den 
Funk~ionen des gegebenen Orthogonalsystems for~sehreitende fiberall kon- 
~ergen~e Re,he 
(2) ~(s) = ,~ ,p~ (s) + a~ %(s)  + a~ %( , )  + . . . 
(mit kons~an~n Koeffizientmn al, a~ , . . . )  gegeben, die eine Funkfion ~(s) 
darstetlt, und frag~, welche" Eigenschaf~en sich daraus fiir die darges~ellte 

*) Die vorliegende Azbei~ ist bis auf unwesenfliahe ~nderungen mi~ meiner im 
Dezember 1909 der G~t~inger phflosophisc~hen F~.kult&~ vorgelegten Habili~ationsschf~ft 
idanCdseh. 
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F;nl~ion ableiten lassen. Insbesondere ob die Koeflizien~en der Reihe (2) 
die Fourier-Koeffizienten dieser Funktion sin(],, & ]~. ob 

1 

a~ =JPep(t) cp,(t) dt (p ----- 1, 2, . . .)  
o 

is~ und - -  was ein spezieller Fall dieser F r a ~  is~ ~ ob aUe Koei~izienten 
der Reihe (2) vexschwinden miissen~ wenn ~p(s) fiberall gteich Null ist. 

Diese zweite Art yon Problemstallung r~hrt yon Riem~.~u her, der 
zuerst die }tier aufgeworfenen Fragen fiir den Fall der trigonometrischen 
Reihen in seiner bertihmten Habilitationssehrift in Angriff nahm. Die 
dara~ ankntipfenden Arbeiten yon Cantor und Du Bois-Reymond beant- 
worten insbesondere die zuletzt ges~ellten Fragen. 

Was nun die Theorie der atlgemeinen orthogonalen Funktionensysteme, 
insbesondere die mit den trigonometrischen Funk~ionen nahe verwandteu 
Sturm-Liouvilleschen Funkfionen*) betrifft, so hat man sich bis jetzt aus- 
schliet]hch mi~ der ersten Art yon Fragestellung beseh~ftigt; ja man be- 
sehr~nkte sieh sogar mit geringen Ausnahmen einfach darauf, Eigen- 
schaften der Funktion f(s) anzugeben, auf Grand deren man auf die 
Konvergenz der Reihe (1) sehliel~en konnte. Ich habe in meiner Inaugural- 
dissertation**) die Divergenztheorie mad Summafiohstheorie der allgemeinen 
Orthogonalsysteme ha Angriff genommen. Ftir die Sturm-Liouvilleschen 
Systeme ergab sieh dabei***) das Result~t, da~ die Differenz der n ~ Teil- 
summe tier Fourier-t~he und der Sturm-I~avilleschen _Reihe einer im 
Lebesgueschea Sinne integrablen Fanktion an jeder Stelle gegen Null kon- 
vergiert, woraus ich sehlo6, da6 die-a.uf die ~auriersche Manier gebfldete 
Sturrn-Liouvillesche _Reihe einer Funkthm an einer Stelle konxerge~t, diver- 

*) Man gelangt zu diesen Funktionensystemen aus dem sogenannten Eigenwer~- 
problem der Differentialglelchungen. Dieses Problem besteh~ daxin, diejenigen Werte 
des Parameters ~t zu best{tureen, bei denen die Dilferentlalgleichung 

d du . 

eine LSstmg besi~t, die an zwei Stellen, etwa x ~---a and x ~-~ homogene Rand- 
bedingungen exfffllt, beispielsweise 

____ du du h u g o  ffir x~-a  mid -~--~Hu~O fiir x ~ .  
dx 

Man zeioo~ nma, da~ es, wenn die F~mkCionen p(x) mad q(x) best/~mte St~tigkelts- 
bedingungen befriedigen, stets abz-~tbax viete solche Parameterwerte gibt und dais 
die zugehttrigen LSsungen ein vollst,~ndiges or~ogonales Funk~ionensystem bilden. 

**) ,,Zur Theorie der orthogonalen Fn~ld~onensysteme", I)isser~tion, GSt;tingen. 
Abgedruckb M~h. Ann. 69 (1910), S. 831--371. 

***) Ve~gL & 30 meiner Dissertation (S. 355 des genannten A~na|enbandes). 
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ge~ bzw. summ~erk~r ist~ je nachdem die in ghnlicher Weise geb~dete Kosinus- 
~'eihe dieser Funktivn an dieser Stdle konvergent~ divergent bzw. summierbar /st*). 

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist nun, die Theoreme jener 
fiir trigonometrische Reihen auf Riemann zuriickgehenden Theorie fiir die 
allgemeinen Sturm-Liouvilleschea Reihen zu entwiekeln. Es geling~ alle 
Siitze dieser Theorie in sinngem~i~er Weise auf diese Funktionensysteme 
zu iiber~ragen; insbesondere beweisen wir 

den Cantorschen Eindeutigkeitssatz, d.h .  den Satz, dab alle Koeffi- 
zienten der Stunn-Liouvilleschen Reihe 

,~ u, (x) + ~ ~ (x) + ~ u~ (x) + . - -  

verschwinden, wenn die Reihe iiberall Null dars~ell~.**) 
Ferner wird des &halogen des Du t~is-Beymondschen Satzes ab- 

geleitet, der aussagt, dab die Koeffizienten der tiberall konvergenten Reihe 

u(x) = a, ul(x) + a u (x) + a u (x) + . . .  
auf die Fouriersche Munier aus u(x) gebildet werden, wenn diese Funktion 
dem Be~rage nach fiir jeden Wert  yon x unterhalb einer oberen Grenze bleibf. 

Sehliei~lieh erhilf  man die den Riemannschen Bedingungen far die 
Dars~llbaxkeif dutch eine hdgonome~rische Reihe analogen notwendigea 
and hinreichenden Bedingungen fiir die Darstellbarkei~ einer Funktion 
durch eine Sturm-Liouviltesche Reihe. 

Die Grundlage dieser ganzen Untersuchung is~ aber ein Satz, der in 
dieser Theorie dieselbe ~olle spiel~ wie des bekannte t~iemannsche Theorem 
in dar Lehre der trigonometrischen Reihen. Der betreffende Satz Riemanns, 
der des Hauptresulta~ seiner Abhancllung bilde~ ist folgender: Die trigono- 
meh'ische Reihe mi~ gegen Null konvergierenden Koefflzien~en 

f(x) - ~  (a~ cos nx + b, sin ~x) 
= O~ :lj  3 ,  - - 

konvergiere an der S~elle x = a. Riemann bildet daraus, indem er jeda 
trigonometrisehe Funkfion in dieser Reihe dutch den zugehSrigea nega- 
riven Eigenwert, & h. dutch - - n  ~, dividiert***), eine neue l~eiho 

*) Dieser in meiner Disse~sigon bewiesene S~tz enth~t als Speziatfille die 
Theoreme, die ~eitdem yon Herrn W. Steklc~ff in seiner Note ,,Solution g6n6rale du 
probl~me de ddveloppement d'une fonctlon a~bih~i~e...", Roma Ace. Linc. Rend. 1910, 
~uf andere Weise abgelei~e~ wurden. 

**) Dieser Satz warde f~" die nuch den Legendresehen Potynomen fortsehrei~en- 
den Reihen yon I)ini bewiesen. Diese Raihea sind aber keine regulltxen Sturm-Liouvitle- 
schen Reihen, da in dez Differen~iaJgleiehung der Legendre-Polyaome :p(x)~ 1 - - x  ~ 
~ir x -~- ~___ 1 vexsehw~udeK 

~*) E~ ist nfi~nlich 

d ~sin~x . ~ . d~cosn~+n~eosnx=O, - ~ d x ~ -  -l- n sm~x =-- v. 
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" ~ t  a~ cos nx. + b~ sin ~x Y(x) 
~=0,i,~,... 

die offenbar gleichm~l~ig konvergier~ und eine st&ige Funk~ion dars~e]l~; 
er zeig~ ram, da~ 

ist. - -  Beiraehtea wir nun ein beliebiges Sturm-Liouvillesehes Funktionen- 
system 

v l  " "  ",  

das etwa aus der Differenfialgleiehung 
d~v 
az---~ + ()v + ~.v = 0 

ea~sprin~*), und sei 2~ der zu v~(z) gehSrige Eigenwer~. Wit  werden 
dann im Ansehlu$ an alas obige Theorem folgenden Sa~z beweisen: 

Ist al, a~, a s , . . ,  ei~e gegen Null konverffierende Zahlenfolge und lam- 
vergiert die t~eihe 
(3) f(~) = ~ ~(~) + ~ ~(~) + a~,(~) + . . .  
an der Stdle z ~ a, so konvergiert die neue l~eihe, die wit  dadurch er- 
halten, daft wit  in (3) fide $'unktio~ dutch den z u g ~ e n  negativen ~ligen- 
weft ( ~  Z.) dividieren 

as 

absolut und gleichmiifiig fiir tides z und stellt daher eine stetige Funktion ~'(z) 
dar. Wi t  beweisen ferner die Limesgleichung 

ho(F(a+e?) -- 2F(a) + F(a-" )  #, + Q(a) F(a)) = f(a).  

Man ]eit& aus diesem allgemeinen Theorem sodman mit Leiehtigkei~ die 
oben genannten Verallgemeinerungen des Cantorsehen and Du Bois-Rey- 
mondschen Sa~zes ab. 

w  

Die Vemllgemeinorung des Riomannsehen Theorems. 

Um das Orthogonalsyst~m u~(x), u s ( x ) , . . ,  zu studieren, das aus der 
Differentialgleiehung (mit analy~isehen Koefiizienten ~(x), q(x)) 

(4) 

*) Es ist keine wesentliche Einschr~nkuug, daft wit die DiffezenfiaIgleichung 
~n dieser spe~iellen Form angenommen haben, da sich die allgemeine Gleichung duzeh 
eine elnfache Transformation ~uf diese Form bringen l~lSt, vgl. S.~2 der vor- 
liegenden Azbeit. 
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bei der Randbedingung 

du 
au hu  = O ~ r  x =  a und ~ + H u  = O ff~r x---- fl ( 5 )  a-~ - 

ent~pring~, wenden wir auf die vorgelegt~ Dit~brent~gleichnng eine in 
dieser Theorie tibliehe Transformation an, die yon Liouville herr~hr~. 
Wir se~zen 

Unsere Differen~ialgleiehung geht da--  in die neue Differentialgleichung 
d~v 

iiber, woboi Q(~) eine durch die Punktionon lo(x), ~(x) leieh~ ausdr~ek- 
bare analyt4sehe Funktion bedeuteg. Die Randbedingungen worden 

dv 
dv h ' v = O  ffir z = O ,  ~ - ~ + H ' v = O  fiir z = ~ ,  ( 5 3  a ,  

wobei wit der Einfachheit halber 

1 /(~ (x)) - u  d x  = 
r 

angenommen haben, was man ja dutch eine Multiplikation der unab- 
h~ngigen Variablen ste~s erreiehen kann. Wir bezeichnen die Shlrm- 
Liouvilleschen Funk~ionen, die aus der Differentdalgleichung (4 ~) ent- 
springen, mit 

~ ( ~ ) ,  v ~ ( ~ ) ,  ~ ( ~ ) ,  . .  -, 

die zugehiirigen Eigenwer~e mit /~ und beweisen unsere auf S. 40 und 
41 ausgesprochenen Theoreme vorab fox dieses Funktionensystem. 

Wir nehmen zu diesem Zwecke an, da~ die unendliche Reihe 

f(z) = a~ %(~) + ~ %(z) + a~ %(~) + . - . ,  

deren Koet~izient~n a~, a~, a ~ , . . ,  gegen Null konvergieren, an der S~ello 
z = a konvergier~ und bilden ~ zun~chs~ ganz formal ~ die uneud- 
liehe Reihe 

( 6 )  F ( ~ )  = - ~ " (~) - ~ '  ~ '  (~) - ~ ~ <~----~) . . . .  

yon der wit behaupt~a, d~l~ sie absolut und fi~r jeden in ~etravht lr 
Wef t  v ~  z gld.v.hm~flig kan~ergiart. Um dies zu zeigen, benutzen wit eine 
yon Liouville herrfihrende und ~on Hobson*) vexsch~-f~e asymp~o~ische 

*) L.ondoa Ma t~  Soo. Prec. (2) 6 (Ig0s), 8. a49. 



Or~hogonsle Fuuk~ionensysteme. II. 43  

Darstell~g des n ~  Gliedes unseres Orfkogonalsys~ems und des # ~  Eigen- 
wertes: 

(7) 

wobei die analyfischen Funkfionen fl(z), ~(~) and die GrSt~en ~,~ unterhMb 
einer yon n and z unabh~ingigen Grenze A bteiben. 

Aus diesen Formeln entnehmen wit tmmi~elbar, daft die Funktionen 
v~(~) un~erhalb einer yon n und a unabh'~ngigen oberen Grenze bleiben 
und dab die Summe der reziproken Eigenwerte 

~ + ~  ~Z+z, ~i + " "  

absolu~ konvergiol~; daraus schliel~en wir, dab die Reihe (6) absolu~ und 
gleiehmii~ig konvergiert und eine sf~ige Funktion ~'(z) dars~ellt. 

Um den Gedankengang nicht zu unterbrechen, bemerken wit schon 
bier, dat~ die unendliche Reihe 

ZO- ) 
~=l,%... 

absolu~ konvergier~ da ihr n ~ Glied flit hinreiehend groBo Werte yon n 
dem Beta-age nach kleiner als 

ist. 
Ffthren wit zur Abkiirzung flit den zweiten mi~deren Differenzenquo- 

~ienten einer beliebigen Funk~ion �9 (z) an der S~elle z ~ a die Bezeichnung 
1)~r ~. O(a+~) --  2r + r  

8~ #-* 
ein, so laute~ tier die Ferallgemeinerung des Riemannsc~ Theorems da/r- 
stellende Sate, den wir nun beweisen wo]len, folgenderma6en: 

(s) L t ~- + Q(a) F ( a ) }  = f(a). 
t~=0 

Der Grundgedanke des Beweises is~ der, dab man yon der Relhe 

sukzessiv besfimm~e Tefle abspa!t~t, boi denen man leich~ den Limes des 
zwei~en mitfleren Differenzenquotienten bereehnen kann, his man zu 
einem Rest gelang~, auf den -nmittelbar das Riemannsche Theorem au- 
wendbar isk 
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Unser Beweis zeffliJlt danach in drei Teile. 
Wit berochnen zuers~ den in (8) angedeuto~en Limes ffir die unend- 

liehe Reihe 
% 

~ = 1 ~  ~ ,  . . . 

die das letzte Glied yon ~(~) darstellt und deren absolute und gleich- 
m~ige  Konvergenz aus der f-fir alle n und z gtiltigen Ungleichung 
]a,,(z)l <: A folgt. Bilden wir nun den (8) analogen Limes ftir das 
n ~ Glied dieser Reihe, so finden wir - -  mit Rticksicht darauf, dal~ v~(z) 
die Differentiatgleichmlg (4') befriedigt - -  nach einer kleinen Rechaung: 

•  '~"(~) #"(~) 2# ' ( z )  r  + Z,,L " n ~ + ~ s i n n z - F  

+ Q(~) cos ~ + 

wobei : ' (z) uncl : ' ( z )  die Ableituagen yon fl(z) nach a bedeu~en. Aus 
der bewiesenen absolu~en Konvergenz der Reihen 

und aus dem Umstande~ duff die in ec, kigen Klammem stehenden Ausdrficke 
unterhalb einer yon n und z anabhi~ngigen Grenze bleibe~ schliel~en wit 
unmi~elbar, dab die unendliche Reihe 

~ =  I , ~ , .  . .  

absolu~ trod gleichm~Big konvergiert. Aus denselben Grfinden ist aueh 
die Reihe 

gleichmii~ig konvergent, woraus unmitt~Ibar die gleiehm~ige Konvergenz 
der Reihe 

=No:.(,> +N& 
~=1~2~--- n= l ,  2,.,- ~=1,2~*.. 

folg~, die also den Limes des zwe~en Differenzenquot;ienten yon ~ ( a )  an 
der S~elle a ~-a  darst~ll~, and wit erhalte~ folglich: 

[ . , , .  

(10) 
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Um in iihnlicher Weise den en~spreehenden Limes ffir die Fnnktion 

~ a~ I i ~  ~ ~(z) sin ~zJ 

uu berer beachten wit, dab fiir zwei behebige Funktionen f@) und ~.@) 
die Iden~iY~t 

_D'~'(fC~). q~ (z)) = f(z + ~)/Y~'~ (z) § [~ (z) -- ~ (z - -  ~)] If@ + t )  -- f(~ -- (~)] 

+ ~ (~) 9;:f(~) 
gilt. Wenden wir diese Identifier auf die Funktion F~(z) for die Stelie 

= a an, so e r h a l ~  wit, were1 wir noch zur Abkiirzung 

Es ~) -- s~  ~(~ + ~')~'~ (~) + [~ (~) - ~ (~-6)][~m ~(a + ~ ) -  sm ~(~-~)]  

setzen, die Relation 

(11) 
d ~ ~n P ~ ~n rt 
r t= 1, 2 , . .  �9 u = l ,  2 , - . .  

u=l ,  2,.,. 

Bar ~we/te Tell tmseres Beweises bes~eht nun darin, dab wir zeig~n, dab 

=Lo I ~ s i n n a  a n 

~ = 1, ~, . - .  n=l,~,  .. .  n=l.,~t, . . .  

ist. In der Tat, die beiden rechtsstehenden u~endlichen Reihen 

~ an sin nz ~ an z. ~- und y~ eos . z  
n = l l 2  ~ ..- * n = l l ~  . . .  

konvergierea ~fir jeden Wart yon ~ gleichmii~ig~ und es s~ll~ daher die 
ers~e den Limes der u~endliehen P~eihe 

, ~  a,, sin n(z -I- 8) 

n ~ l , 2 , - - -  

~iir 6 = 0, die zweite abet den Limes der anendlichen Reihe" 

~ a~ [sinn(z.-l-8)--sinn(z~8)] 

~=i,a,. . .  

ftir ~ = 0 dar. Daraus fdg~ aber mi~ Rticksich~ auf die zweimalige 
Differenzierbarkeit der FunkCion/~(z) unmittelbar die Limes~eichung (12). 

Wit fahren den Baweis unseres Saizes zu Ende, indem wit d ~  
zeigen~ dab aueh tier Limes der ersten bdden Gheder in (11) existler~ 
d .h . / adam wit die Limesgleidaung 
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(13) 

A. l~ ~: 

~ i" D~," "~i a~, 1/ /7 o,, Y~ ~ a. silva ~ �9 ( - ~  ~ y u cos na + pt, a) - ~ . , ~  
= 0  +l J 

n - l ,  2 ~ . . ,  ~ ! = I ~ 2 , . - .  

a..2 IF a.~ . 

li = I ,  2 1 . . .  7i = 1~ 2 a , . .  

beweisen. Zu diesem Zwecke bemerken wi$, daft der links tinter dem 
Limeszeiehen stehende Ausdruck sieh auf die Form 

/ . #\2 

bringen ];~t. Schreiben wir fiir den Angenbliek A, fiir den Ausdruek in 
den eekigen Klammern, so 1Zuft unsere Behauptung auf den Beweis der 
Limesgleichung 

~=0  ~=1 ,~ , . . .  ~=  1,2,--. 

hinaus. Das is~ aber genau dot Sa~z~ den Riemann in selner Habilitations- 
schrif~ beweist (vgh Werke, S. 245). 

Dutch Addition der Limesgleichungen (10), (12) und (13) ergibt 
sich aber 

L {/Yo'~(a) -t- Q(a)F(a)} =~_aa, vn(a)= f(a)i 
~ = 1 , 2 , - . .  

damit ist unser Satz in alien Teilen bewiesen. 
Wir kiinnen aus diesem Satze eine Anwendung auf die ]Darstellbar- 

keit einer Funkt,4on duzch eine S~urm-Liouvillesche Reihe maehen: 
Wir sagen im A_nschlaB an die analogen Defi~itionea yon Riemaxm, 

dab die Funktion f(z) dutch die Sturm-LiouviUesche Reihe 

~=1~ ~, . . .  

.dars~ellbar" is~ wenn die unendliche Reihe 

~ = I , 2 , . - .  

eine stetige Funktion .F(z) definier~, die so besehaffen is~, da~ 

isk Es ergibt sich dann aus maserem allgemeinen Theorem der s 
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Sa~z, der eine VeraUgemeinerung eines in der Riemannschen Habilit~tions- 
sclirift fiir t~igonometxische Reitmn bewiesenen Satzes ist: 

Die notwendigen und hineeichenden .Bedingu~en dafiir, daft eine Funk. 
tio~ f(z) dureh eine St~trm-Li(ravitlesche t~ihe mit gegen iVull konverg@rem- 
den Koeffizienien darstdlbar sei, sind, daft eine sletige Funktion F(x) 
existiere vo~ der Beschaffenheit, daft 

L + 
~=0 

ist und daft die ZahlenfoZge 
2~ 

x . f  e. 
0 

mit wachsendem n gegen NuU konvergiere. 
Es bietet auch keine priazipielle Sehwierigkeif~ die zweite dieser Be- 

dingungen in der Weise umzuformen~ wie es bei Riemann in der genannten 
Abhandlung gesehieht. 

w  

Der  Eindeut igkei tssatz .  

Be~or wit zu dem Beweise dieses Sa~zes kommen, wollen wir zwei 
Bemerkungen vorausschieken. 

1. Ist 

$ r  

fiir jeden Wer~ yon z im IntervaU (0~ z),  so ist 

La~=0. 
~ a a  

Es folgt n~mlieh aus der asymptolischen Darstellung des n ~ Gliedes 
unseres Funklionensystems durch die Liouville-Hobsonsche Formel, da6 
man, wenn ein beliebig kleines Intervall [a, fl] gegeben is~, einen Index m 
derar~ besfSmmen kann, dab jede der FunkCionen 

- . -  

a n  mindestens einer Stelle dieses ]_n~rvalls dem Beh'age nach grStler 
1 als y is~. Herr Osgood ha~ nun bewiesen, da$ unsere Behaup~ung, die 

far faqgonome~risehe Funk~ionen zuersl yon Caner  bewiesen wurde, fiir 
jedes Funktionensys~em rieh~ig is~, das die genann~e Eigens~hai~ besit~t~*) 

*) VgL G. Cam~5or, J. f. M~f~h. 72; MafJa. Ann. 4; und Osgood, Amer. ~ ,  
Math. Sor 10. 
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2. tst ~'(z) eine st,~ige ~nk~ion yon der Besch~ffenheit, dab 

I )) 
is~ flit jeden Weft yon ~ in einem Int~rvall, wobei Q(~) eine sterile 
Funktion bedeute~, so is~ F(z) sichertieh eine in diesem Int~rvall zweimal 
st~ig differenzierbare Funktion und eine LSsang der Differen~ialgleichung 

(14) d"F Q ( ~ ) F ( ~ ) a > , +  = 0. 

In der Tat, es fol~ aus dem bekannten Schwarzschen Theorem unmittol- 
bar, dab 

0 0 

ist, woraus man vermSge der S~etigkei~ yon Q(*) schlieB~, dab ~(~) zwoi- 
real s~e~ig differenzierbar is~ und die Differen~ialgleichung (12) befriedigt. 

Nehmen wir nun an, es gebe eine Reihe 

(15) a, vx(z) + a 2 v~(z) + a s va(z ) + . . . ,  

die im ganzen In/mrvall gegen Null konvergier~. VermiJge unserer ersten 
Bemerkung schlieBen wit aus der Konvergenz dieser Reihe, daft die Zahlen- 
folge at, a~, as, . . .  gegen Null konvergiert; daher ist die unendliche Reihe 

a~ 
0 6 )  r ( . )  = -  - - . . . .  

gleichmiiBig konvergent und stellt eine stetige Funktion V(z)  dar. Unser 
in w 1 bewiesenes Theorem lehrt nun, dab ffir jedes z 

~=0  

is~, woraus wir mi~ Hilfe der zweiten Bemerkung folgern, dab V(*) eine 
LSsung der Differentialgleichang 

d~V . 

§ r ( z )  = o 

ist. Da die Reihe (16) gteichmiiBig konvergier~, so is~ eine gliedweiso 
In~gmtion dioser Reihe ges~te~ und wir schlieBen daraus, dab die 
Koeffizienten dieser Reihe die Fourier-Koeffizien~en yon V(z)  in bezug auf 
das betwaehte~e Or~hogonalsystem sind; d.h. es ist 

a . z ~  _ _  - -  g - -  f g(*) %(z) d ,  (u = 1, 2, 3, �9 .). 
0 

Da abet  v.(~) ein Integral der Differen~ialgleichung*) 
- -  Z~,",,(4 = < ( ~ )  + q ( ~ ) v . ( ~ )  

�9 ) Die Akzoate bodeut~n I)ifferenti~onen na~h ,. 



is~; d.h. es is~ 

und folglich auch 
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is~, so folg~ aus der le~z~en Formel 
7g 

a.=fv(~)[v:(~) + Q(,)  v . ( , ) ]  d , .  
0 

Da abet audererseits V(z) die Differentialgleichung 

v(~) Q(~) = - r"(~) 
befriedigt, so erhalten wir: 

~ =f[ r(~) v:'(~) - v.(~) v"(~)] d~, 
0 

oder 
a~ = [ v(~)  ~: (~) - v ' ( , )  ~(~)]; (~ = 1, 2, 3 , . . . ) .  

Diese Formel rs sich mi~ ttilfe der Randbedingungen 

r  far z = O ,  r  ~ z = ~ ,  

die alle Funktionen v,(z) (n=1 ,2 ,3 , . . . )  erFtillen, auf die Form 

a s = --  Cry(z) § D v~(O) (n = 1, 2, 3,. . .)  

brlngen, woboi zur Abktirzun.g 

C =  V'(~) + ~rV(~) ,  D = r ' ( 0 )  -- h ' r (0)  

gesetzt ist. Mit Rficksicht auf die Formel (7) S. 43 kSnnen wir dies 
noch schreiben: 

a. = V ~ - [ D  - (-1)~ c j  + ~ [ D ~ ( o )  - c~,(~)]  ( ~ =  1,2,~,...). 

Da die Funktionen a,(z) un~erhalb einor yon n und z unabh~ngigen 
Orenze bleiben, so muB 

L ~[D~AO)-C~.(~)]=o 

sein; aus dem Umstande, da6 die Zahlenfolge al, a~, as, . . .  gegen l~u!l 
konvergier~, k~nnen wit also schliel~en, dab auch 

L ( 1 ) - ( -  1 r e )  = o  
~ a o  

C = O  und D ~ - O  

a.~-O ( ~ =  1, 2, 3, ..-). 
Damit ist unsere Behauptung bvw~.sen, daft alle K o e f ~  der t~d~ (15) 
verschwinden miissen~ wen~ diese Rvihe im g a m ~  Interva~ Nu~ dars~lJt~ 

Wit haben uns bei dem Beweise dieses Sa~zes der Einfachhoi~ hall)or 
aus den Fall beschr~nkt, dab die gegebene Reihe ausnahm~tos ge~au Null 
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konvergiert; wit k~nnten aber ohne jede Schwierigkeit eine solche Menage 
yon Ausnahmepun~en zulassen, wie es in der Theorle der trigonometrischen 
Reihen ~blich ist. 

w 

Das Analogon des Du Bois-Eeymondschen Satzcs. 

W ~  die u~ndliche Beihe 

(17) - alvl(z) -b a~v2(z) -b o~v~(z) + . . .  

ira ganzen ]n~rvcdZ gegen eine Funktion f(z) konvergie~, die fiir j ed~  Weft 
yon z im lntervaU [0, ~] dem Betra9 e na~h unterhalb einer oberen Grenze 
b ~ t ,  so ist" 

yg 

a~ ~ j ' f ( z )  v~(#) dz (n ~ 1, 2, 3,...). 
O 

Wir beweisen den Satz wie folgt*): 
Wit schlieSen zuerst genau so wie oben aus der Konvergenz der 

Reihe (17)~ dat~ die Zahlenfolge al, a~, a3 , . . ,  gegen Null konvergier~, und 
bilden die ste~ige Fnnlr~ion 

~kus der gleichmii~igen Ko~vergenz dieser Reihe folgert man, da5 
yg 

- = 3,..-) 
s o 

ist oder 
yf 

F ~  ~ ~(~)] d~ (18) a. = f  ( ) [ ~  + O(~) 
0 

0 0 

Da aber zufolge unseres allgemeinen Theorems (w 1) 

z)y(~) 
L = f(z) --  Q(,) F( , )  

6=0 

dz. 

*) Dex Ge~l~.~engaug unseree Bewelses is~ dem yon Herrn Lebesgue bei dean 
Beweise des en~prechende~ Sates  ira FaUe tier t r i g o n o m ~ h e n  Reihen ~mlich. 
Vea-g], Lel)e~u% Le~as  eur lee ~ t~rigonom.dtxl-quee, S. 122. 
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ist, so sctdieflen wit mit Hilfe des bel~an.oten Schwarzsehen Satzes und 
aus dem Umstande, daft f(z) beschr~kt bleibt*): 

z 

~(.) = f f {f(~) - O(O F(~)} d ~ a  + . .  + ~, 
0 0 

und wit erhalten daher: 

0 

g z ~  

{f(t) -- Q(t) F(t)} ~ dt dO dz 
0 0 0  

+ z + o) ~ dz (~ = 1, 2, 3,...). 
0 

Da alle hier aufCre~enden Funktionen besehri~nkt bleiben, so kann man 
in dem dreifaehen Integral in der letz~en Formel die In~egrationsfolge 
vertausehen**)~ und man erh~lt, indem man zuerst nach z~ dann nach 
partiell integriert: 

o . - , . . :  ( o )  + , . ~ . ( o ) .  

wobei zur Abkiirzung 

r f l ' [ f  ( ) Q(t) a~-{- b, b, 
0 0 

0 

gese~zt ist. Setzen wir dies in die Formel (18) ein, so erhal~en wit mit; 
Rficksich~ auf die Randbedin~omngen (5~), S. 42: 

a.=ff(~)~.(z)a,+~.(~) +B~.(O) (~=1,~,3,...); 
0 

A and ~ sind zwei yon n unabh~lgige Konstante, die man mit Hilfe 
der cx~ e2~ ca~ c~ und der in den Randbedingungen auftxet~nden Konst~mten 
h" und H" leicht ausdriieken kaml. VermSge tier Hobsom~chen Fprmeln (7~ 
kann man diese let~te Gleiehung auch auf die Form 

*) Wir denken uns die In~ograle ha Lebesgueschen Sinne genemmen; die 
I~tegrabiti~t dex Funk~on f(r ist daub ehe Polge des Umafi~ndes, da~ sie me~ar 
nnd ~ n k t ~  isL VergL Lebesgue, Lemons sur los ~!ries trig~uomO~iqu~, S. 1%. 

*~) Lebesgue, I~t~gr~le, Aire, Longueu~ (A~. di mat. t902). 
4* 
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( ,=  ~,2,~,...) 
bringen. Da aber die Zahlen~olge a~, a~, a~,..,  gegen N~fll konvergier~ 
so mu~ au~h*) 

L{(-1)-A + B} = o  

sein, d. h. sowoM A -  B wie aueh A + B ist gleich Null. hus (19) 
k(innen wir daher schliel]en, dab 

a. =~(/'(~) ~,(~) ~ (~ = 1,~,~,...) 
0 

is~, womi~ unser Satz bewieson ist. - -  

Die oben abgeleite~en S~itze, insbesondere der Eindeutigkeitssa~z und 
das Analogon de~ Du Bois-Reymondschen Theorems~ die wir nut flit ein 
Sturm-Liouvillesches Funktionensys~em t das aus der spezielleren Differen- 
tialgleichung (4 ~) S. 42 entspring~, bewiesen haben, lassen sich mi~ Leiehtig- 
keit auf das al]gemeins~e regul~re S~urm-LiouviUesche Funk~nensys~em 

, , (~) ,  u,(~), ~ ( x ) , - - . ,  

fibergragen, das aus der allgemelnsten sieh selbst adjungierten Differen~ial- 
gleichung 

d (lo d~) (4) a--~ ( x ) ~  - b q ( x ) u - b Z u = O  (~{x}~>O) 

enf~pringt. In der Tat, konvorgiert die unendliche Reiho 
(20) a~u~(~) + ~ ( ~ )  + a ~ ( ~ )  + - - .  

im gan~en zugrunde geleg~n Interval[ [a~ ~] gegen Null, so kSnnon wit 
daraus, indem wit die unabhiingige Variable x - -  wie bei der Liouvilleschen 

x 1 

Transformation dutch z =[[p(x)]-~dx ersetzen und dann die Reihe 
1 

mit [p(x)] ~ mulkiplizieren, eine Reihe 
/g 

*) Da n~.~l~ch f f(z)dz im Lebesguosche, Sinne ex~ie~ und f(z) eine be- 
0 

achr~k~e Funlddon is~. so fo]~ nach einem Satz~ yon Herrn Lebesgue (1, c. S. 12) 
/z 

auch die Exis~enz yon f[f(z)]~dz, woraus man unmi~elbar ~uf die Limesgleichung 
0 

2g 

L .f~.)~.(.~a. = o 



0rthogonaIe Funki~onensysteme. IL 53 

(20") al v, (z) -b a~, v, ( z) -.~ as vs (z ) "-k " " 

ablei~en, die nach den Eigenfunk~ionen einer Differen~io2glei~hung yon der 
Form (4") for~sehreito~. Da abet diese Reihe (20) nut um den Fak~r  

1 

~p(x)] ~ yon tier Reihe (20) versehieden is~, so muB sie ebenfalls ~berall 
gegen Iqull konvergieren; dingus schlieBen wir abet, da~ 

a , = O  ( ~ = 1 , 2 , 3 , . . . )  

ist. - -  Um schlie~lich auch das Analogon des Du Bois-Reymondschen 
Satzes far das Funk~ionensyst~m u,,(x) abzuleiten, bemerken wit, dab 
wenn die Reihe (20) die beschr's Funktion f (x)  darstellt, die Reihe 

1 

(20 ~) gegen die F,mk~ion f (x)[p(x)]  u konvergiert, die ebenfalls nn~erhalb 
einer endlichen Schranke liegt. Wir kSnnen daher schliel~en, dal~ 

~. = f i ( ~ )  [ , ( ~ ) ] ~  ~ ( , )  a~ ( ,  = 1 ,  2, 3, . . .) 
0 

ist; f'tihren wit x als unabhiingige Variable ein*), so erhalten-wir: 

a. = f i ( x )  ~.(~) a~ (~ = 1, 2, 3 , . . . ) ,  
s 

womi~ unsere Behauptung erwiesen ist~ 

*) Vgl. den ~hnlichen Schlut~ S. 34i meiner Dissertairlon (Math. Ann. 69). 


