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POINTS MULTIPLES D’UNE APPLICATION ET PRODUIT
CYCLIQUE REDUIT.*

par ANDRE HAEFLIGER.

Le but essentiel de cette note est de déterminer la classe de cohomologie
universelle modulo p duale au cycle des points p-uples d’une application f
d’une variété V dans une variété M, p étant premier et les points p-uples
étant considérés comme des points du produit cyclique de V. Cette classe
peut aussi s’interpréter comme une obstruction & trouver dans la classe d’homo-
topie de f une application sans point p-uple. Elle est en relation étroite avec
la classe de plongement ®, de Wu (cf. [13]).

La méthode utilisée donne une détermination explicite de la cohomologie
modulo p du p-produit cyclique réduit V*, d’une variété V. C’est dans la
cohomologie de cet espace que se trouvent des obstructions au plongement de
V dans une variété M (cf. [13] et [7]). Nous retrouvons les conditions
données par Wu pour l’annulation des classes ®, lorsque M est l’espace
euclidien.

Je tiens 4 remercier vivement le Prof. N. E. Steenrod qui m’a commu-
niqué ses résultats avant leur publication.

1. Définitions. Ce paragraphe rappelle essentiellement les notions
introduites dans [5].

1.1. Pownt p-uple de type = d’une application. Soit f une application
continue d’un espace V dans un espace M. Un point p-uple de f est une
suite @1,- - *,x, de p points distincts de V tels que f(z;) —- - =1f(zp).
Mais il est naturel d’identifier deux telles suites si ’une se déduit de ’autre
par une permutation. Soit donc = un groupe de permutations de p objets;
il agit sur le produit V» par permutation des facteurs et, par restriction, sur
le sous-espace V?#, formé des suites de p points distincts de V. Soit VO le
quotient de V2, par l’action de =: deux points (2, - -, @) et (¢4, - -, a%)
de V7, définissent le méme point {w:, - -,x,} de VO si 'une des suites est
obtenue & partir de l’autre par une permutation appartenant & =. Par défi-
nition, un point p-uple de f de type = est un point {z,,- - -, x,} de Vr tel que

f(@) =+ - =f(z).

* Received June 8, 1960.
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58 ANDRE HAEFLIGER.

1.2. Classe universelle des points p-uples. Supposons que M soit une
variété de dimension m. *Soit’Er->'Bx un-espace fibré universel -de groupe
structural «. Soit M?x le fibré Er Xx M? associé & Er de fibre M? sur laquelle
= agit par permutation des facteurs. La reunion des diagonales des fibres
forme un sous-fibré trivial M,= Bz X M : le sous-fibré diagonal.

On peut définir la classe AY duale & Mx dans M?r de la maniére suivante.
Soit B’z — B’z un fibré universel de groupe = pour une grande dimension N
et tel que E’r et B’z soient des variétés; alors le fibré M’?r associé & E’'x de
fibre M? est une variété ainsi que le sous-fibré diagonal M’z. Soit A"y la
classe duale & la classe d’homologie de M’?; représentée j)ar la sous-variété M’z
Cest un élément de H@Vm(}'?z), les coefficients étant les entiers modulo 2
si M est non orientable ou un faisceau d’entiers tordus si M est orientée.
11 existe une représentation définie & ’homotopie prés de M'?x dans Mrq; elle
induit un isomorphisme de H®9m(Mv,) sur H- bm(M'Pr) si N est assez
grand. Par définition AMy sera ’élément de H®D™(M?r) correspondant a
A’M 7 par cet isomorphisme.

La classe AM; (ou plus simplement Ar) sera la classe universelle des
points p-uples de type = pour les applications continues dans M. Cette termi-
nologie est justifiée dans les paragraphes qui suivent.

1.3. La classe Ofy. L’espace V7, (cf. 1.1) est un revétement de Vr
et peut étre considéré’comme un fibré principal de groupe structural .
Soit alors comme plus haut E le fibré - associé i V7, de fibre M? et soit D le
sous-fibré diagonal formé de la réunion des diagonales des fibres. Toute
application continue f de V dans M définit une section f°r de E et le point
&= {z,"  *,2,} de V% est un point p-uple de f si et seulement si for(z)
appartient & D.

Si V est un espace assez raisonnable (par exemple un polyédre), il existe
une représentation & de E dans l’universel M?x unique & I’homotopie prés.

Par définition la classe OTx est égale @ f**zh* (AMz). Il est clair que Ofx
ne dépend que la classe d’homotopie de f.

ProrosiTioN. S8i f est homotope d une application de V dans M sans
point p—uple,alors Of g —

En effet, si f est une application sans point p-uple, alors hf’z applique
V°r dans M?r-— Mz ; dautre part image de AM, par ’homomorphisme induit
par Pinjection de M?r — Mr dans M?z est nulle, car AM; est représentée par
une cochaine de support Mr.

La classe Ofr représente dans un certain sens une premiére obstruction



POINTS MULTIPLES D’UNE APPLICATION. 59

3 trouver dans la classe d’homotopie de f une application sans point p-uple

(ef. [7], [13]).

1.4. Interprétation de la classe OTz dans le case différentiable. "Soit f
une application différentiable d’une variété V dans une variété M présentant
sous forme réguliére les points p-uples, c’est & dire que pour tout point p-uple
(21, - -, @) de f les images par f des espaces tangents & V en z,,- * -, 2, sont
en position générdle dans lespace tangent & M en y={f(z;) =" - - =7F(zp).
Ceci équivaut 3 dire que f2: V2— M est transverse (cf. [11]) sur la diagonale
de M? en tout point de V2, C V?, ou encore que la section f°r du fibré E est
transverse sur le sous-fibré diagonal D. Dans ces conditions, les points p-uples
de type = de f forment une sous-variété dans V°r représentant une classe
d’homologie duale & OTr. Cela résulte immédiatement de la définition de O
car h*(AM;) est la classe duale 3 D dans E. '

On peut remarquer (cf. [5], I, 3) que Lon peut toujours approcher une
application donnée par une application- différentiable qui présente sous forme
réguliére les p-uples sur un ouvert de ¥°z qui en est un rétract par déformation.

1.5. Produit cyclique réduit V*, et classes de plongement ¢f,. Soit
p un nombre premier. Suivant la terminologie de Wu [13], appelons p-
produit cyclique réduit de V le quotient V*, de V?»— 7V (p-produit de V
privé de sa diagonale V) par Paction du groupe = des permutations cycliques
des facteurs. Comme p est premier, 'espace V?— 7V est un revétement a p
feuillets de 7*, et peut &tre aussi considéré comme un espace fibré principal
de groupe structural . On peut donc construire comme plus haut (1.2 et
1.3) le fibré associé (de base V*,) de fibre M? et I’on a une représentation A
de E dans ’universel M?z; toute application continue f de V dans M définit
une section fp de E.

Par définition la classe ¢pfy € HEDm(V*,) est bgale o f*,h* (AMy).

On remarquera que Ofr est 'image de ¢, par l’hom(‘)morphisrné' induit
par Pinjection du -sous-espace V°r dans V*, Naturellement pour p=—2,

0f1r = ¢fp.

ProposITION. Si f est homotope ¢ un plongement de V dans M, alors
¢y =0.

La démonstration est la méme que celle de la proposition précédente.

Les classes ¢, généralisent au signe prés les classes de plongement
¢@-Vm, définies par Wu lorsque M est I’espace euclidien B (¢f. [13], IT).

On pourrait aussi définir, suivant Wu (cf. [13], II), les classes d’im-
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mersion yf, en prenant ’image de ¢, dans la limite inductive des cohomologies
des voisinages de la diagonale dans le p-produit cyclique réduit de V. Si f est
homotope & une immersion (c. & d. une application localement biunivoque),
alors yf, — 0.

2. Résultats de Steenrod. Dans tout ce qui suit, p est un nombre
premier et = est le groupe des permutations cycliques de p objets; T’ est un
générateur de =. Tous les groupes de cohomologie considérés sont a coefficients
les entiers modulo p.

2.1. L’anneau de cohomologie du classifiant Br pour le groupe = sera
noté H*(x) (cf. [3], Chap. XII).

Pour p=2, H*(w) =P (pn), o P(n) est ’anneau des polynomes sur
Z, dans la variable u€ H*(x).

Pour p > 2, H*(n) =P (pn)® E (v), o P(u) est ’anneau des polynomes
sur Z, dans la variable u€ H?(x) et E(v) lalgébre extérieure engendrée par
un élément v € H*(x).

La cohomologie de tout espace fibré ¢: E— B & groupe structural = est
une H*(x)-algébre: soit A l’application (définie & une homotopie prés) de
B dans Br qui définit la classe de I/ ; si z € H*(E) et a € H*(x), par définition
ar = g*h* (a)U z.

2.2. Calcul de H*(M?z). Soit M un compléxe fini et soit M?r le fibré
associé 4 Er de fibre M? sur laquelle = agit par permutations cycliques des
facteurs (cf. 1.2).

THEOREME (Steenrod). II ewiste un isomorphisme naturel de H* (x)-
algebre ¢: H* (MPr) — H* (x, H* (M)?).
La projection naturelle de H*(m, H*(M)?) =X H"(m, H*(M)?) sur
r=0

H° (m, H*(M)?) identifié au sous-groupe des éléments invariants de H* (M)?
= H*(M?) correspond a Uhomomorphisme r*: H*(M?z) — H*(M?) induit
par Uinjection de la fibre M?y.

Dans cet énoncé, H* (M )? est consideré comme un w-module (c. & d. un
module sur Vanneau Z(x) de ), = agissant par permutation cyclique des
facteurs du produit tensoriel H*(M)? avec le changement de signe usuel

(cf. [3]).

R.3. Avant d’esquisser la démonstration, explicitons la structure de
H* (o, H* (M)?)
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Soit D le sous-groupe de H*(M)? formé des combinaisons linéaires des
éléments diagonaux (z)? =2zQz®:- - -Quz, ou z€ H*(M); le groupe =
laisse fixe les éléments de D. Comme w-module, H*(M)? est somme directe
de D et d'un sous-module libre. Soit en effet (a;) une base de H*(M);
les éléments a;, ®@- - -®a;, forment une base de H*(M)?. Les éléments
Q- - -®a; forment une base de D et les autres éléments de la base engen-
drent un sous-module =-libre que ’on peut écrire sous la forme Z,(#)® S, ol
S est L’espace vectoriel sur Z, engendré par une =-base.

Ainsi H*(M)?»=D + Z,(=)® 8 et donc

H* (m, H*(M)?) — H*(7)® D + N,

ol NV désigne 'image de H*(M)? par Popérateur norme N:1 4 T - - - - T2
(cf. [8], Chap. XII). ' '

Le H*(w)-module H* («r, H*(M)?) est donc engendré par le sous-groupe
D+ N des éléments de x-degré 0 (un élément de Hr(w, H*(M)?) est de
m-degré r); de plus H*(x) agit trivialement sur les normes N (cf. [3],
Chap. XII).

La structure multiplicative est déterminée en remarquant que les éléments
de 7-degré 0 forment un sous-anneau isomorphe & celui des éléments invariants
de H*(M)? et que H*(x)®D est une sous-algébre produit extérieure des
anneaux H*(x) et D. On remarquera enfin que l’application de H* (M)
sur D faisant correspondre i un élément z sa p-me puissance tensorielsle
(z)? est un homomorphisme d’anneaux modulo N.

R.4. La démonstration du théoréme est en gros la suivante (pour plus
de détails, voir [9]).

Soit W le complexe des chaines de B (résolution acyclique libre du -
module Z) et soient Cy (M) (resp. C*(I)) le complexe des chaines (resp.
des cochaines) & coefficients Z, de M. Alors H*(M?y) est la cohomologie du
complexe double Hom (W ®xC*(M)?,Z,) qui s’identifie canoniquement au
complexe double Homq (W, C*(M)?). Comme les coefficients sont dans un
corps, il existe une équivalence naturelle (& I’homotopie prés) entre le com-
plexe de chaines O* (M) et H* (M) considéré comme un complexe de chaines
avec opérateur bord zéro; il en résulte également que les w-complexes de
chaines C*(M)» et H*(M)? sont équivalents. Donc Homq (W, C*(M)?) est
équivalent (comme =-complexe) au complexe simple Homgq (W, H* (M )?)
dont la cohomologie est par définition H* (w, H*(M)?). Il existe donc un
isomorphisme naturel ¢: H*(Mez) — H* (m, H*(M)?) de H*(x)-modules.

La deuxiéme partie de I’6énoncé résulte immédiatement de la définition
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de ¢. Ceci montre que la restriction de ¢ aux éléments de =-degré 0 est un
homomorphisme multiplicatif; comme H*(M)? est engendré comme H*(x)-
module par ses éléments de =-degré 0 (cf. 2.3), il en résulte que ¢ est aussi
un isomorphisme d’anneaux.

R.5. L’homomorphisme v*: H* (M?r) — H*(M=). Soit Mr le sous-fibré
dlagonal de M?r (cf. 1.2); il est isomorphe au produit Br X M.

Avec Pidentification du Théoréme 2.2 et P’identification de H* (M=) avec
H*(x)® H*(M), homomorphisme 4* induit par linjection de My dans
Mry sera un homomorphisme de H*(«)-algébre:

i % (o, H* (M)?) — H* ()@ H* (M).

I1 suffira de connaltre ¢* sur le sous-groupe D + N = H°(x, H*(M)?)
qui engendre H*(w, H *(M )?). Comme H*(wx) agit trivialement sur N et
que H* (x)® H*(M) est un H* ()-module libre, on a *(N)=0. La valeur
de 7* sur D est donnée par le

TuEOREME (Steenrod). Soit = un élément de HI(M) et (x)?

q
-——‘a:®- - Quz. On a p=2, i*(x)f’=2,ﬂ'h5'qia:,

p>2, i*(2)P =0 z (— 1)t MarPig g 2 (— 1) buhla-20-1,8Pig,

ou les Pt (resp. les Sqt) sont les p-émes puissances cycliques r-duites ( resp;
les carrés) de Steenrod (cf. [8]); B est Phomomorphisme H*(M,Z,)
— H*Y(M, Z,) de Bockstein ; b= (p—1)/2 et o= (—1)9% ou (—1)(@/2p}
sutvant que q est pair our impair.

Pour la démonstration, cf. [9]. On remarquera que i* est injectif sur
le sous-module H*(7)® D.

8. Détermination de la classe universelle des points p-uples.

3.1. Soit M une variété connexe de dimension n, compacte, avec un
bord B. Nous supposerons M -orientée si p > 2. Pour tout nombre premier
p et tout. entier j positif, WU a défini (cf. [12]) les classes U7, apparte-
nant & H2@Y (M, Z,) pour p > 2 ou & Hi(M;Z,) pour p— 2 par les relations:

<Sgia,M>=<UimUaM>, =2,
<(pja:M>=<Uj(p)U.“;M>5 P> 27
pour tout élément « appartenant & H*(M mod B, Z,) ; le symbole <y, M >



POINTS MULTIPLES D’UNE APPLICATION. 63

désigne la valeur (indice de Kronecker) de y€ Hr(M,Z,) sur le générateur
de H,,(M mod B, Z,) défini par ’orientation de M. -Remarquons que < vy, M >
=0 si rs£m.

Pour rester dans le cadre de la théorie précédente, nous supposerons que
M est un complexe.

3.2. TuforiME. La classe Ar modulo p duale au sous-fibré diagonal M
de Mp est

=m/2 )
Ar = 2 :”'m_zj(U](z))z_l‘am P=2,
§=0
=mizp t _ ;
Ar =N (— 1)) ([hy)7 + 3y p>2
j=0

\

ot 8y est la classe duale dans M? a la classe d’homologie représentée par la
diagonale, h—= (p—1) /R et A= (—1)™% ou (—1)™-D/2h! suivant que m
est pair ou impair.

Pour exprimer Ar, on a identifié H*(M?r)a
H* (r, H*(M)?) = S H¥(r) ® D + (D +N)
¥>o :
(cf. 2.3).

3.3. DEMONSTRATION. Prenons pour Er le complexe standard qui a p
cellules dans chaque dimension ©1=0: e;Te;- - -, T?,, Poperateur bord
étant défini par fesn— (14T 4+« -4 TP ) egyy et desp— (1—T') ean.

Remplagons le fibré Ex—> Br par le fibré E’r— B’z obtenu en enlevant
de Ex toutes les cellules de dimension plus grandes que (p—1)N—1, ou
N >m. Nous obtenons ainsi une décomposition cellulaire de la sphére
S®DN-1 et B’z est un espace lenticulaire de la méme dimension. Soit M’?x
la restriction du fibré M?r & B's.

Le méme raisonnement que dans 2.4 montre qu’il existe un isomorphisme
naturel de H*(x)-module ¢’ tel que le diagramine suivant soit commutatif :

¢ -
H*(M'Pr) —— H*(B'n, H*(M)?)
j* : T j*
¢
H*(MPr) —— H*(Bx, H*(M)?)
ol les homomorphismes verticaux j* sont ‘induits par inclusion de M’?,

dans M?x et B’z dans Br resp. ; j* est bijectif pour r < (p—1)N —1, injectif
pour 7= (p—1)N —1 et zéro pour r > (p—1) N — 1, r désignant le =-degré
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(cf. 2.8). De plus ¢’ est aussi multiplicatif (tout au moins sur I'image de
j* puisque ¢ et j* sont des homomorphismes d’anneaux).

Choisissons un générateur S de H (p-1yn-1(B’r, Zp) tel que < pN1, 8> =1
sip=2et <uY, §>=15sip>2;soit M€ H,(MmodB,Z,) le géné-
rateur défini par Dorientation de M. Alors les éléments SQM et SO Mr
sont des classes d’homologie qui définissent des orientations modulo p de M’x
et M'?; respectivement.

Soit Ar la classe duale & M’ relativement & ces orientations. Pour tout
x € HeON-1+m (}'p, ) on a

3.4. <i#*(2),8®OM>=<zUAr S®Mr >

car par définition Ar N (SQM?) =i, (SQOM) et <zUA,SQOMP>=
< AN (SOMP)> = < 2,1, (SO M) > = < i*(2),SOM > (cf. [10]).

La formule 3.4 permet de calculer Ar modulo les normes N en appli-
quant mécaniquement 2.3 et 2.5. Montrons-le dans le cas p==2. Posons
Ar =2 w21 (V4)2 modulo N, ou Vi€ HI(M). Soit a€ H™i(M mod B) et
0it @ = pN-m20-1(¢)2,  D’aprés 2.5, on a i*(z) =2, uM*-7-18¢ a = pN-1S¢'a
pour raison de dimensions. De méme, d’aprés 2.3,

U Ag =3 pV+2i-23-1(Vig) 2 — uN-1(Via)?2,
Donc

<i#(2), QM > = < Sqia, M > et <2U Ar, SQ M2 > = < Via, M >
Pott V= Uiy.

Un calcul analogue donne dans le cas p > 2

Ar=A X (—1)IpMm-2i0) (T4, )P modulo N.

0=j=m/2p

Pour déterminer Ar, il suffit de connaitre so composante de =-degré 0 (cf.
R.3). Remarquons pour cela que Vinjection r de la fibre M» dans M'?, est
transverse sur la sous-variété M’z et que 7*(M’r) est la diagonale de M,
Donc r*(Ax) est la classe duale §, & la diagonale dans M? (cf. [11]) ; comme
r* est injectif sur les éléments de =-degré O et les identifie aux éléments
invariants de H*(MP) (cf. 2.2 et 2.8), le théoréme est démontré.

3.5. Classes caractéristiques de WU. Posons

Wi—= 2 Sqi_jUj(z)
et !

) =§‘PHUI(,), p>2.
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Les classes Wi sont les classes de Stiefel-Whitney de M et les classes
Q) € H*@Vi(M,Z,) (notées aussi Q%) sont les classes caractéristiques de
Wu. Si M est une variété différentiable, ces classes sont des polynomes dans
les classes de Pontryagin de M réduites modulo p (cf. [6]).

Considérons la classes ¢*(Ax) restriction de Az & Mx; elle peut s’inter-
préter comme la classe duale & la self-intersection de la “sous-variété” Me
de MPy; dans le cas différentiable, i* (Ar) est la classe d’Euler du fibré normal
4 Mr dans MP, (c’est & dire la réunion des fibrés normaux aux diagonales des
fibres ou encore la limite du fibré normal & M’z dans M’?r lorsque N tend
vers linfini).

3. 6. COROLLAIRE.
¥ (Ar) = X pum W, p=2
i
*(Ar) = A3 (—1)Fphtm-20Qk () — A 3 (— 1)*prm=20-48Qk 4, p > 2.
k P)

Ces expressions se calculent immédiatement en appliquant 2.5 et 3.2.
Lorsque M est une variété différentiable, alors BQ%y) =0 car les Q* sont
la réduction modulo p de classes entiéres (polynomes dans les classes de
Pontryagin) (cf. [11], p. 63).

Les classes 1* (Ar) s’interprétent aussi comme classes universelles d’im-
mersion dans M (cf. 1.5, 5.4).

3.7. Ezpression de ¢’p. Remarquons tout d’abord que V72— Vr a le
méme type d’homotopie que le p-produit cyclique réduit V*, de V. En effet
Vor — Vo =Er Xx(V?P—TVT) est fibré sur V*, avec une fibre contractile Ex.
La projection ¢ de cette fibration induit un isomorphisme naturel de H* (V*,)
sur H*(Ver—Vx); avec cette identification, j*: H*(V?r) — H*(V*,)
désignera ’homomorphisme induit par l’injection j de V?r— V. dans V7.

Toute application continue f de V dans M induit une application con-
tinue ¢Pr=1Xrf? de VPr=DEz X« V? dans M?P= Er X« V2. Avec les
identifications de 2. 2, $?*r n’est autre que I’homomorphisme de H*(ar, H*(M)?)
dans H* (w, H*(V)?) induit par ’homomorphisme f*r: H*(M)?— H*(V)>.

On vérifie aisément (notations de 1.5) que hfrq est homotope 4 ¢®xj.
Donc ¢fp = j*[$?*zAx].

Pour p=2, on aura par exemple

¢l = J*[Zpm i (f*T4)* + 2*(82) 1.

L’homomorphisme j* sera explicité au paragraphe suivant dans le cas
ol V est une variété.
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4. Cohomologie modulo p du p-produit cyclique réduit d’une variété.

4.1. Sudtes exzactes associées 4 une sous-vartété. Soit V une sous-variété
fermée de codimension ¢ d’une variété paracompacte M. Dan ce paragraphe
T’homologie ou la cohomologie sont & coefficients entiers ou modulo 2 suivant
que les variétés sont orientées ou non, et la famille des supports est celle de
tous les fermés. En utilisant la cohomologie définie par A. Borel dans [1]
(ct. aussi [R]), U étant un voisinage ouvert de V, on a la suite exacte suivante:

o Hy(V) > He(U) > Hy(U—V) > Hyy (V) >+ - -

ol le premier homomorphisme est induit par Iinjection 1 de V dans U et le
second par la restriction & U — 7V des chaines de U. Si U’ est un voisinage
ouvert de V contenu dans U, cette suite exacte s’envoie par restriction dans
la suite exacte analogue pour U’. En posant d’une part U = M et en passant
d’autre part 4 la limite directe suivant ’ordonné filtrant des voisinages de V,
on a le diagramme commutatif et exact suivant:

S H(V) - Hy(M) > Hy(M—7V)>

- H(V) - lim. dir. Hy,(U) — lim. dir. Hy (U — V) -

Passons 4 la cohomologie par dualité de Poincaré (cf. [2]). L’injection
de V dans U induit un isomorphisme de lim. dir. H*(U) sur H" (V) (cf. [4]).
Avec cette identification et en notant H7(M \V) la limite directe de H"(U — V)
lorsque U parcourt les voisinages ouverts de V dans M, on a

4.2. PRoPOSITION. Le diagramme suivant est commutatif.

j*
(M) —— H (M —TV)

H
P l N 2
l Hr-a+ ( V)
N

& * 7
H (V) ——> Hr(M\V)

Les lignes horizontales sont exactes, ¢ est I'homomorphisme de Gysin déter-
miné par Pinjection © de V dans M, §* est induit par Uinjection de M —7V
dans M. L’homomorphisme ¢, est déterminé par le cup produit par la classe
*¥(V*), ou V* est la classe duale a V dans M.

N
Hr4(V)
7

I1 reste & vérifier ce dernier point. Comme lim.dir H*(U) = H*(V),
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pour tout a€ H*(V), il existe un voisinage ouvert U de V et un élément
BEH*(U) tel que t*y(B8) =@, ol iy est I'injection de V dans U; si ¢y
désigne I’homomorphisme de Gysin déterminé par iy, on a ¢, (@) —i*yéy ()
=*ypy (1*gB) = 1*p (BU V*) = a U t*(V*).

Remarquons que si V est une sous-variété différentiable de M, alors
H*(M\V) s’identifie & la cohomologie du bord (espace fibré en sphéres)
d’un voisinage tubulaire de V et la deuxiéme suite exacte n’est autre que la
suite exacte de Gysin.

On peut compléter le diagramme ci-dessus par des suites exactes verti-
cales en faisant intervenir le groupe H* (M mod V).

4.3. Application & la “sous-variété” Mx de M?r. Comme dans 3.3,
réalisons Fr (resp. Br) par une sphére (resp. un espace lenticulaire) de grande
dimension (p—1)N —1. Ecrivons les suites exactes de 4.2 associées 3 la
sous-variété M’ de M’?r et passons & la limite en faisant tendre N vers Pinfini.
Nous obtenons les suites exactes:

j*
Hr(Mpg) ——> H" (MPr — M=)

P \ 2
l ¥ l Hr-(e-1)m+1 (M'u')
N

L * 7
H (Mz) ——> Hr (Mp=\Mz)

Nous avons vu dans 8.7 que MPr— Mr a méme type d’homotopie que
le p-produit cyclique réduit M*, de M. Le méme raisonnement montre que
H*(MPe\M~r) est canoniquement isomorphe & H*((M2/x)\M), ott M?/x est
le p-produit cyclique de M (quotient de M» par l’action de w) et ou M est
identifié & la diagonale de M?/x.

D’autre part ¢, est donné par le cup produit par la classe i* (Az). Orle
terme de -degré maximum dans i*(Ar) est w™ (cf. 3.6); il en résulte que
si a€ H*(Mr) est 540, alors aU i*(Ar) est 540, donc que ¢, est injectif.
En vertu de la commutativité du diagramme, ¢ est aussi imnjectif.

N
Hr—(p—l)m (M';r)

Désignons par r* (resp. r*;) les homomorphismes induits sur la coho-
mologie par I'injection de la fibre M# (resp. M ) dans M?r (resp. Mx) par y
I’homomorphisme de Gysin déterminé par l’injection de la diagonale M
dans M»,

4.4. Compte tenu de ce qui précéde, on a le diagramme commutatif
et exact horizontalement:
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0 —> Hr-@-om (1) '

r¥
yk

. j .
I %, ¢/Hr(Mp,,) s Hr(M*,) \
r-(p-1)m N »k 0
AL N L L >
j .

Hr (Be X M) ———s Hr((M2/x)\M)

4.5. TufkoriME. L’homomorphisme j*: H™ (MPz) —> HT(M*p) est sur-
jectif. L’image par j* d'un élément a-€ H* (M?r) est nulle si et seulement si

a) il existe un élément B € H*(Bx X M) tel que i* (o) = BU i*(Ar)
(B est alors unique) et

b) yr*o(B) =r*(a)-

Les conditions a) et b) sont évidemment nécessaires d’apres la commu-
tativité de 4.4 et le fait que ¢, est donné par le cup produit par i* (Ax).

Réciproquement, supposons qu’il existe 8 tel que i*(a) =BU ¢* (Ar) s en
vertu de 4.4, ¢(B8) — « appartient au noyau de i*; or ce noyau est contenu
dans le sous-groupe des éléments de w-degré 0 de H* (M?yx) = H* (x, H* (M)?)
(cf. 2.5); comme r* est injectif sur ce sous-groupe (cf. 2.2), la condition
r*(¢(B) — @) =0, équivalente & b), entraine a =¢(g), donc j*(a) =0.

Ce théoréme permet le calcul explicife de H*(M*,) compte tenu des
identifications H*(M?x) = H*(m, H*(M)?), H*(Bx X M) = H*(x)® H*(}),
des expressions explicites de i* (cf. 2.5), de 7* (R.2) et de i*(Ar) (ct. 3.6).

Quant & y, il est déterminé par la formule y(y) = (y®1- - -®1)U 3,
ol §, est la classe duale & la diagonale M dans M? (on a identifié H* (Mp)
a H*(M)?); en effet, si 4, est P'injection de la diagonale M dans M?,
y=1%(y®@1- - -®1) et la formule résulte de le propriété multiplicative
de ¢.

5. Conditions pour ’annulation des classes de plongement %/,

5.1. Classes caractéristiques normales d’une application. Soit f une
application continue d’une variété ¥V de dimension n dans une variété M
de dimension m. Soient W= 3 Wi (resp. W =X W’%) la classe totale de
Stiefel-Whitney de V (resp. M) et @ =X Q% (resp. @' =X Q%) la classe
caractéristique (totale) modulo p de Wu de V (resp. M) (cf. 8.5).

La classe totale de Stiefel-Whitney normale de f est la classe Wy= X W'
=WU f*(W), o W est défini par WU W =1.
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La classe caractéristique modulo p de Wuw normale de f est la classe
Qr=3Q%=@uU f*(Q’), ot §Q est défini par QU @ —=1.

Désignons par 8, (resp. &p) la classe duale & la diagonale de V?
(resp. M?).

5.2. TuEOrREME. La condition ¢f,=0 est équivalente auzx conditions

a) Wk=0, k>m—n pour p=2,
Q% =0, k> (m—mn)/2 pour p > 2
et
b) (WmQ®1)U §, = f2*(¥,) pour p=2,
o (@M M2, Q1. - -Q1)U §, =fr*(&,) pour p>?2

ot o=1 ou (—1)®I/2 susvant que m et n sont tous deuz pairs ou impair.

5.3. Démonstration. Reprenons les notations de 8.7, 4.4 et 4.5. La
restriction de ¢?r & Vr est une application ¢ de Vr dans Mz. On a vu (8.7)
que ¢fp = j*¢P*7AMr.  D’aprés 4.5, ¢/, =0 si et seulement si a)’ il existe
BE H*(Bxr X V) tel que *(pP*zAMz) =BU 1*(AVs) et si b) yr¥(B)
= r*(¢pP*zAMz). Ces conditions a)’ et b)’ sont équivalentes respectivement
aux conditions a) et b) de 5.2. Montrons le pour p—2.

En effet, t¥¢?*z(AMz) = ¢p*7i* (AMy) =X pmif*(W’9). La condition

a)’ s’exprime sous la forme
a)’ 2 pmifr (W) =B U X ur Wi,
Multiplions les deux membres par X u*#W?. On obtient la condition
> wrnk ik — p2eB qui équivaut & Wr — 0 pour k > m—n.
On voit aussi que r%,(8) = composante de w-degré 0 de B— W,

Dans le cas p > ®, on a r%,(8) = ¢@;™™/2, La condition b)’ est bien équiv-
alente & b) d’aprés la fin de 4. 5.

5.4. Les classes d'immersion yf,. Il suit de cette démonstration que
y'p = 0 est équivalent aux conditions a) de 5.2. En effet ¢/, — j*,p*ai*(AM).

5.5. CororLAIRE (Wu). 89 f est une application de V dans Vespace
euclidien B™, la condition ¢’ =0 est équivalente &

Wk=0 pour k=m—n dans le cas p=2

Q*=0 pour k= (m—n)/2  dans le cas p > 2.

5.6. Le cas différentiable. On sait alors (cf. [6]) que la classe normale
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@% de f modulo p est un polynome dans les classes de Pontryagin normales
pi € H* (V) de f réduites modulo p. Plus précisément, si p’; est formelle-
ment la i-me fonction symétrique élémentaire oy(a2,- - -, %), alors Q%
est la k-éme fonction symétrique élémentaire oy (27, - -, 27%). Un caleul
immédiat montre que la condition g% = 0 pour & > (m—mn)/2 est équivalente
4 (p%)* =0 modulo p pour k > (m—mn)/? et qu'alors Qfm-mI2 — (pm-miz)b
modulo p, ot h= (p—1)/2.

INSTITUTE FOR ADVANCED STUDY.
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