Allgemeine L nd aquivariante Hom ie. [
ge _e e ageu d aquivariante Homotopie I' DU )
Hauschild, Henning

in: Mathematische Zeitschrift, volume: 143 :

NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
pp 155 - 164 UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Terms and Conditions

The Gottingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial
educational, research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes.
Some of our collections are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including
electronic) requires prior written permission from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's
online system to access or download a digitized document you accept there Terms and Conditions.
Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be
further reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materias, please give
proper attribution of the source.

Contact:

Niedersichsische Staats- und Universitétshibliothek
Digitalisierungszentrum

37070 Goettingen

Germany

Email: gdz@www.sub.uni-goettingen.de

Purchase a CD-ROM

The Goettingen State and University Library offers CD-ROMSs containing whole volumes / monographs in PDF
for Adobe Acrobat. The PDF-version contains the table of contents as bookmarks, which allows easy navigation
in the document. For availability and pricing, please contact:

Niedersaechisische Staats- und Universitaetsbibliothek Goettingen - Digitalisierungszentrum

37070 Goettingen, Germany, Email: gdz@www.sub.uni-goettingen.de



Math. Z. 143, 155—164 (1975)
© by Springer-Verlag 1975

Allgemeine Lage und dquivariante Homotopie

Henning Hauschild

0. Ubersicht

Es wird der Ansatz der ¢-kontrollierten Transversalitdt aus [6] auf punktierte
G-Abbildungen f: S**"-»S" zwischen einpunktkompaktifizierten G-Darstel-
lungen angewendet. Man erhilt hierdurch eine bordismentheoretische Beschrei-
bung der dquivarianten Homotopiemengen [S”*", S* A X *]§ und ihrer stabilen
Version /(X *)=lim[S" *", S' AX*]5. Diese Methode liefert in den Sitzen

}
(I11.1) und (111.3) eine Zerspaltung obiger Homotopiemengen. Insbesondere wird
die additive Struktur des Burnside Ringes 4(G)=n{ (Punkt™®) analysiert, welche
unabhingig hiervon auch von tom Dieck in [3] mit anderen Methoden berechnet
wurde. Beachtenswert in diesem Ansatz erscheint mir, dall G-Abbildungen
f: 8" S in cine allgemeine Lage gebracht werden konnen, welche nicht
notwendig Transversalitit zur Inklusion des Nullpunktes in S* beinhaltet.

I. Vorbereitungen

Es sei im folgenden G immer eine kompakte Liegruppe. M, N, ... seien C”-
differenzierbare G-Mannigfaltigkeiten und alle auftretenden Abbildungen seien
G-iiquivariant und differenzierbar, sofern dies sinnvoll ist. Auf dem Tangential-
biindel TM von M sei eine Riemannsche Metrik fest gewiihlt, ebenso ein Spray
und die zugehdrige Exponentialabbildung. M sei hierdurch metrisiert. Ist L& N
eine Untermannigfaltigkeit, so bezeichne v(L, N) das Normalenbiindel von L
in N und T: v,(L, N) - U, die Tubenabbildung gegeben durch die fest gewiihlte
Exponentialabbildung, welche eine ¢-Umgebung des Nullschnittes in v(L, N) mit
einer ¢-Umgebung U, von L in N identifiziert. Alle vermoge der fest gewdhlten
Exponentialabbildung gegebenen Tubenabbildungen werden mit T bezeichnet.
Oft wird die Identifizierung von v,(L, N) mit U, nicht extra bezeichnet. Es soll im
folgenden ¢ immer eine konstante Abstandsfunktion sein, sofern L kompakt ist;
ist L nicht kompakt, so sei ¢ eine jeweils passende Abstandsfunktion. Die ¢-Um-
gebungen sind jeweils offen zu verstehen, ihr AbschluB wird in der iiblichen Weise
mit v,(L, N) bzw. U, bezeichnet. Sind V, W, ... orthogonale G-Darstellungen, so
bezeichnen S",S".... die entsprechenden Einpunktkompaktifizierungen; die
triviale G-Darstellung IR" wird einfach durch n abgekiirzt. Ist X ein G-Raum und
xeX, so sei G, die Standuntergruppe im Punkte x. Die Schreibweise H <G bzw.
H <G besagt, dal H abgeschlossene Untergruppe bzw. abgeschlossener Normal-
teiler von G ist. Ist H<G, so sei NH <G der Normalisator von H in G und WH
der Quotient NH/H. Ist X ein G-Raum und H <G, so sei X,;={xeX|G,=H};
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X ={xe X|G, konjugiert zu H} und X"={xeX|h-x=x fiir alle he H}. Fiir
Funktionen f: X — Y verwende ich die entsprechende Schreibweise, so bezeichnet
z.B. fy; die Einschrinkung von f auf X,.

Ist
fi E—s I
| |
U U
B———p

eine nullschnitterhaltende Abbildung von (differenzierbaren) G-Vektorraum-
biindeln, so wird in [6] §II beschrieben, wie man f linearisiert, d.h. durch das
Differential langs der Faser ersetzt; vgl. auch [2] Kapitel I11, Beweis von Satz(3.1).

Lemma (I.1). Sei U, > C eine e-Umgebung der abgeschlossenen Menge C <=M
und F eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von M ; ist weiter - M — N eine
differenzierbare G-Abbildung und H: F x I — N eine Homotopie von f|F, fiir welche
H|FnU,,=f|FnU,, gilt, so laft sich diese Homotopie zu einer differenzierbaren
Homotopie von f auf ganz M erweitern, welche auf einer passenden Umgebung U,
von C in M konstant ist.

Beweis. vgl. [10] Lemma (3.2). [

Lemma (L.2). Ist f: M — N eine Abbildung differenzierbarer G-Mannigfultig-
keiten, U eine offene Umgebung der abgeschlossenen Menge C<=M und h: U — N
eine differenzierbare G-Abbildung mit h|C=f|C, dann existiert eine Homotopie
H: M x1I-— N, und eine Umgebung V von C mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Hy=f: (i) H|M~U=f|M~Us; (i) H,|V=h|V; (iv) V< U.

Beweis. vgl. [10] Lemma (3.4). 0O

II. Allgemeine Lage

Es sollen in diesem Abschnitt punktierte Abbildungen f: S¥*"— S in eine
allgemeine Lage gebracht werden, welche eine Klassifikation dieser Abbildungen
bis auf G-Homotopie gestattet. Es ist hierbei G eine beliebige kompakte Liegruppe.

Definition (IL.1). Es sei M offene Untermannigfaltigkeit von V' x n. Die eigent-
liche Abbildung f: M — V soll in allgemeiner Lage befindlich heien, wenn fiir
alle abgeschlossenen Untergruppen H <G gilt:

(i) fu: My —> V" ist transversal zur Inklusion des Nullpunktes i'’: » — V!,

(ii) Setzt man Fy=f;; ' (x), Fuy=G - Fy=Gxyy F; und bezeichnet v(Fy,, M)
das Normalbiindel von Fy, in M mit der Tubenabbildung T: v,(Fy;,, M) > U,c M,
so sei

SoTiv,(Fypys M) ——— U, - ——V
! i
u U

Fypy——————>x
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lokal linear, d.h. auf einer passenden Umgebung vs(F;,, M) des Nullschnittes
gleich seinem Differential ldngs der Faser.

(iii) Die faserweise lineare Abbildung

SoT:vs(Fyys M) ——>V
C
¢ l
Fuy ——x

ist ,p-kontrolliert, d.h. die auf v4(My,, M)| Fyy, induzierte Abbildung ist gleich
@® mit o=@ o j: v(My,, M)| gy — TM | Fyy >V X Fgy, wobei

Jiv(My, M) Fyy— T™ | Fy,

die Inklusion des Normalbiindels in das Tangentialbiindel sei, welche durch Wahl
einer Riemannschen Metrik bestimmt ist, und ¢ durch die Projektion V xn->V
induziert sei. [

Definition (I1.2). Ist C = M eine abgeschlossene Menge, so heillt f in den Punk-
ten von C in allgemeiner Lage, wenn eine passende &-Umgebung U, von C existiert,
so daB f|U, die Bedingungen aus Definition (I1.1) erfiillt.

Satz (IL.3). Jede eigentliche Abbildung f: M —V einer offenen Untermannig-
faltigkeit M <V x n, welche sich in den Punkten der abgeschlossenen Menge C =M
in allgemeiner Lage befindet, ldft sich relativ C zu einer in allgemeiner Lage be-
findlichen Abbildung G-homotop abindern.

Beweis. Es sei H eine maximale auf M auftretende Standuntergruppe.

(i) Es soll gezeigt werden, daB ohne Einschridnkung f;;: My - V' transversal
zum Nullschnitt von p': V¥ — « ist. Bezeichnet U, die zu C =M gehorige offene
Umgebung gemiB Definition (I1.2), so ist nach Voraussetzung f{MynU,,
transversal zum Nullschnitt von p?. Wegen Satz (1.4) aus [6] existiert eine NH-
dquivariante Homotopie F: My x I — V* mit: F,=fy; F transversal zum Null-
schnitt von p' und F|(MynU,,) xI=fy;|Myn U, ,. Man erweitert nun F zu
einer G-Homotopie F': M, x =G Xy My x1-»>V durch F'(g,m,t)=g- F(m,1)
und erweitert diese mit Lemma (I.1) zu einer Homotopie F”: M xI -V von [,
welche auf U,. nichts éindert. Mit U, an Stelle von U, kann man also ohne Einschrién-
kung voraussetzen, daB f;, transversal zum Nullschnitt von p' ist.

(ii) Setzt man Fy,=(f|M;) ' (%), so soll gezeigt werden, dal} / auf einer
Tubenumgebung v (Fy,, M) linear und p-kontrolliert gemacht werden kann.
Es hat nach Voraussetzung f|U, die Eigenschaften (ii) und (iii) aus Definition
(I1.1). Sei also v,(Fy;, N U,, U,) eine Tubenumgebung von F, 0 U, in U,, auf welcher
f linear und ;,p-kontrolliert ist. Es existiert nun eine Tubenumgebung v(Fy;,, M)
von Fy;, in M, welche zwar nicht notwendig in v,(F;, 0 U, U,) liegt, wenn man mit
U, schneidet, welche aber in v(F;,n U, U)nU,, liegt, wenn man mit U,
schneidet. Das Normalbiindel v(F;,, M) zerfallt in v(Fyy, M) @ v(M gy, M)| Fyy).
Damit gilt vy(Fypy, M)=(v(Fuy, M) @ V(M M)| Fyp)). Man ersetzt nun f auf
v(Fupy, M) durch das Differential lings der Faser, bildet v(My,, M)| Fy;, durch
die kontrollierende Abbildung ;¢ nach V ab und setzt diese beiden Abbildungen
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auf die direkte Summe fort. Da f iliber den Punkten aus Fy,n U,;, schon linear
und kontrolliert abgebildet wurde, dndert sich hier nichts. Wihlt man noch ff <¢/4,
so ist gewihrleistet, dal} sich auf U,, nichts dndert. Die soeben konstruierte
Abbildung sei h': vy(Fy,, M) — V. Man setzt nun h vermoge f auf die Umgebung
U, 4 fort und erhilt eine auf einer Umgebung von U, 4 U Fy;, definierte Abbildung h,
welche auf U, 4 U Fyy, mit f ibereinstimmt. Auf f und h wendet man nun Lemma
(I.2) an und erhilt eine zu f homotope Abbildung f*, welche auf U, s U F, mit f
iibereinstimmt und auf einer passenden Tubenumgebung v (F,, M) gleich h,
d.h. linear und j¢-kontrolliert ist. Es ist auBerdem f;;: My — V" transversal
zur Inklusion des Nullpunktes. Dies ist sofort richtig fiir die Punkte aus F;, da
Linearisieren am Differential nichts dndert. Fiir alle anderen Punkte aus My
gilt es aber auch, da man die Homotopie zwischen f und f’ nach dem Beweis von
Lemma (1.2) so wihlen kann, daB bei f;; nur F,; auf den Nullpunkt abgebildet
wird. f erfiillt also ohne Einschrinkung die Bedingungen aus Definition (II.1)
fiir die Untergruppe H und die Konjugierten.

(i) Da die lineare Abbildung ¢ auf den Fasern von v(M,, M)|Fy,
injektiv ist, geht aus v(Fy,, M) nur der Nullschnitt in den Nullpunkt von V
liber; f erfiillt die Bedingungen aus Definition (II.1) in der Umgebung v (F;,, M)
also auch fiir alle abgeschlossenen Untergruppen von G. Da aus My, auller Fy,
nichts auf den Nullpunkt abgebildet wird, existiert eine offene Umgebung W,
von My, in M, auf welcher f ohne Einschrinkung die Eigenschaften aus Defini-
tion (II.1) hat.

(iv) Beweis von Satz (I1.3) durch Induktion nach der Anzahl der Orbittypen.
Enthilt M genau einen Orbittyp (H), so ist man nach (iii) fertig. Ist dies nicht der
Fall, so sei H maximale auf M auftretende Standuntergruppe. Nach (iii) kann
man ohne Einschrinkung voraussetzen, dall f in allgemeiner Lage ist auf einer
Umgebung W, von M, in M. Man schneidet nun W,, aus M weg. Es entsteht
cine Mannigfaltigkeit M’ (mit Rand). Auf M’ treten zunichst weniger Orbittypen
auf als auf M. Man bringe nun f|M’ in allgemeine Lage, ohne auf einer Tuben-
umgebung des Randes und auf einer Umgebung von M’'n C etwas zu dndern.
Zusammenkleben der auf W,,, gegebenen und auf M’ erhaltenen Abbildungen
lings des Randes liefert die Behauptung. []

Bemerkung (11.4). Allgemeine Lage bedeutet im allgemeinen nicht Trans-
versalitit. Ist H eine Untergruppe von G, fiir welche der homogene Raum G/NH
nicht endlich ist, so ist zuniichst fy;: My - V¥ transversal zur Inklusion des Null-
punktes in VY. Ist F;=f;;'(*) und erweitert man f;; zu einer G-Abbildung f,,
so wird das Normalbiindelbiindel v(My, M y,)| Fy; auf den Nullpunkt abgebildet
und der Rest des Normalenbiindels v(M;;,, M)| Fy; reicht nicht mehr aus, um das
Komplement von V" in V aufzufiillen. []

II1. Berechnung diquivarianter Homotopiemengen

Ist V eine G-Darstellung, so bezeichne O(V) die auf V auftretenden Standunter-
gruppentypen und O(G) die Menge aller Konjugationsklassen abgeschlossener
Untergruppen von G. Ist X eine G-Mannigfaltigkeit, so entstehe X + aus X durch
Hinzunahme eines separaten Grundpunktes.
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M sei eine kompakte G-Mannigfaltigkeit; V'<V eine offene Untermannig-
faltigkeit; j: M — V' x n eine G-Einbettung; y: v(j) — V eine V-Trivialisierung des
Normalenbiindels von j, [wobei man sich v(j) der Einfachheit halber in V xn
gebildet denke,] und g: M — X eine G-Abbildung in den topologischen Raum X.
Fiir diese Tripel [j: M — V' xn; : v(j)— V; g: M — X] erhdlt man, wie in [r21.
Kapitel 111, Def.(2.1)] ausgefiihrt ist, eine Bordismenrelation. Die entstehende
Menge von Aquivalenzklassen bezeichne ich mit L5[V'[V](X). Zunichst soll
eine natiirliche Transformation

Pr @ LMLV, VIY(XT) S [ST St AX TS

HeO (@)
definiert werden.

Ist [y Fy = Vi xns g v(i) > VI kyt Fy: Fy > X" aus Iy [V | VIT(XT)
gegeben, so betrachte man die Zusammensetzung ji > Vj; xn—V x1n und er-
weitere jj; zu einer G-Einbettung jiy,: G Xy Fy = Fyy >V xn durch ji(g, /)=
g ju(f). Das Normalenbiindel v(F;,, V x n) von Fy, in V xn enthilt das Biindel
G Xy v (Fy, VI xn)— G x gy Fy = Fy;y. Dieses werde vermoge

Yan: G Xy v(Fy, VH xn)—V
Yan(g t)=g- Yu(v).

Auf das orthogonale Komplement dieses Biindels in v(Fy;,, V xn) wird die Ab-
bildung ;, vermdge der kontrollierenden Abbildung ¢: V xn -V fortgesetzt.
Man erhilt also eine auf den Faserninjektiveund lineare Abbildung

Wiy v(Fan, V xn)-> V.

abgebildet mit

Es soll nun kurz fiir den Spezialfall X = Punkt erlidutert werden, wie die Pontrjagin-
Thom-Konstruktion dem Element [j,;: ¥y gi] aus L[V, V7 ](X") ein Element
Plju: Wusgul: SV " S" zuordnet. Es seien ji, und v, wie im vorangehenden
konstruiert. Ist ¢>0 gegeben, so withle man t,: [0,¢)— R mit 7,|[0,¢/2]=1 und
7, monoton und unbeschrinkt. t, liefert sofort eine Streckung S,: v, (Fyy), V xn) -~
v(Fypy, V x n) definiert durch S,(p, v)=(p, 7,(|¢]) - v) fiir pe Fy) und ¢ aus der Faser
iiber p. Sei T: v,(Fyy, V xn)— U,cS"*" eine Tubenabbildung. Man definiere
Plju: ¥u: gn] durch die folgende Zusammensetzung:

Sl'xn """’Sl xn//Sl x"—lj, ! *V,(F;”), VX”)/(T',("',"')_\',("N"‘))
|
PUjr: Wi gut) s
v
R L B Thomraum von \'(F("), V xn).

Nun setzt man die Konstruktion auf die direkte Summe fort, indem man die
eben fiir jeden Summanden erliuterte Konstruktion fiir alle HeO(V) gleich-
zeitig macht, wozu man bemerke, daB die Einbettungen ji;,: Fyy — V x n disjunkte
kompakte Untermannigfaltigkeiten liefern. Man iiberzeugt sich, da3 P wohl-
definiert ist und erhilt so eine natiirliche Transformation

P @ L[V VII(X™) S8 S A X

HeOV)
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Satz (I1L.1). Die Transformation
Po @ LAV VIIX") o [S' ST A X

HeO(})
ist ein Isomorphismus ( zundchst von Mengen ).

Im Falle n=0 wurde von Rubinzstein in [8] ein dhnliches, etwas allgemeineres
Resultat bewiesen. Es werden dort die Homotopiemengen (SV, SV']¢ berechnet,
wobei SV die Sphire vom Radius | in V ist.

Beweis. Es soll eine zu P inverse Abbildung

R:[S" " 8" AX*]S > @ LY, vi(x"
definiert werden. HeO(V)

Ist f: 8" *"—>S" A X* gegeben, so betrachte man zunichst f: prof: 8 *" -
S"AS°=S" und f': M=f"""(V)—V; man kann wegen Satz (I11.3) ohne Ein-
schrinkung annehmen, daB sich f” in allgemeiner Lage befindet Verwendet man
weiter die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz (11.3),so ist f* ~! () die disjunkte
Vereinigung der kompakten G-Mannigfaltigkeiten

SN )= U Fun= U GxXyp By
HeO(V) HeO(WV)
Es ist weiter f’ auf passender Tubenumgebung v,(Fy,, V x n) linear und -
kontrolliert. Man kann weiter annehmen dafl alle diese Tubenumgebungen
disjunkt sind. Die Einschridnkung von f auf Fy liefert eine Abbildung g, : F; — X".
Fiir das Normalenbiindel v(F;, V¥ x n) von F; in V¥ x n erhiilt man eine Triviali-
sierung Yy v(Fy, VExn)— V¥ da f* sich nach Voraussetzung in allgemeiner
Lage befindet und damit fj;: M;; - V¥ transversal zur Inklusion des Nullpunktes
in V! ist. Man setzt daher
R(N)= @ Un: Fa— Vaxn by v(Fy, VExn) >V gy Fy— X1
HeO(V)

und iiberzeugt sich, dal3 R(f) nur von der G-Homotopieklasse von f abhidngt.

Da P[jy;¥y; gul: SV*"—S" A X™* sich nach Konstruktion in allgemeiner
Lage befindet, folgt sofort Ro P=id. Die Beziechung P- R=id folgt, da fiir
f:8V*"S" die Abbildungen f und Po R(f) in einer tubularen Umgebung des
Urbildes f ~!(*) iibereinstimmen. ‘

Bemerkung. L¥™[V,;| V!](X) hat zunichst nicht die Struktur einer abelschen
Gruppe. Die suggestive Summenschreibweise ist daher zunichst als mengen-
theoretisches Produkt anzusehen. Enthélt V' einen zweidimensionalen trivialen
Summanden, so auch V¥ und die disjunkte Vereinigung macht LY [V, |V1](—)
in der iiblichen Weise zu einer abelschen Gruppe. Die Summendarstellung
bekommt also einen Sinn. Die Homotopiemenge [S¥ <", S¥ A X +1§ triigt in diesem
Fall auch eine abelsche Gruppenstruktur. Da die Pontrjagin-Thom-Konstruktion
additiv ist, liefert P also einen Isomorphismus abelscher Gruppen. []

Ist Weine G-Darstellung, so hat man in der dquivarianten Homotopie einen
Einhdngungshomomorphismus

Z(W) [SVxn’ SVAX+]gH[SWXV'xn’SWxVAx+]8
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und ebenso fiir die Bordismengruppen
stWH): LYHLV [VITXM) = LTIV x W)y | VI x WHT(X),

indem man eine Einbettung M — V, xn zu einer Einbettung M — V x n—
(V' x W)y xn erweitert und den trivialen Summanden W* des entstehenden
Normalenbiindels mit der Identitit abbildet. Man erhilt hiermit das folgende
kommutative Diagramm:

@ LW!I[V |V"] XH —5 *[SVX",SV/\XAPJg

HeO(V) ‘

l ® stWH) LLW)
HeO (V) 4

@ LPrl"H [(V x W)Ill vH « W”](X”) - N [SW xV xn SW xVoA X+]X

HeOWlV x W)

Bildet man nun den Limes iiber die Abbildungen st(W*) bzw. (W), wobei W
die Isomorphieklasse von G-Darstellungen durchlduft, so erhiilt man eine natiir-
liche Transformation
Q:lim @ LYW, WH(X")->lim[$¥ " " A X *T§.
W HeOW) W

Durchlduft W alle G-Darstellungen, so durchlduft He O(W) alle abgeschlossenen
Untergruppen von G. Es ist also

lim @ W, wT(x"= @ th”'[W |WH (X,

w HeO W) HeO(G) w
Ist ¢ (X) die Bordismentheorie der stabil R"-gerahmten G-Mannigfaltigkeiten
aus [5], so erhdlt man eine natiirliche Transformation T: w!""(EWH x X'y -»
lim LYW, | WH](XM), indem man von der tangentialen zur normalen Rahmen-
w

struktur iibergeht. Hierbei ist EWH der universelle freie WH-Raum. Weiter
beachte man, dall man jede freie WH-Mannigfaltig M in einen Raum W, ein-
betten kann, da G x y, M in eine G-Darstellung W x n einbettbar ist.

Lemma (I111.2). T: " (EWH x X) >llme”[W,,]W"](X" ist ein Isomor-

phismus von Gruppen, wobei die Addition 1eue1[s durch die disjunkte Vereinigung
gegeben ist.

Beweis. Siehe [2] Kapitel I1I Satz (5.5) fiir den analogen Fall der nichtorien-
tierten Bordimentheorie. []

Korollar (I11.3). Die durch
0=0:( ® T): ® w/"EWHxX") >1§rr)1[SW*'ggW,\ X5 =nl(X")
W

n
HeO(G)  HeO(G)
gegebene natiirliche Transformation ist ein Isomorphismus.

Beweis. Verwende Lemma (111.2) und die Tatsache, daB Q als direkter Limes
von Bijektionen wegen Satz (I11.1) bijektiv ist. [

Im Falle n=0 kann man noch etwas mehr aussagen. Es bezeichne hierzu
O'(V) bzw. O'(G) diejenigen Untergruppen H aus O(V) bzw. O(G), fiir die WH
endlich ist.
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Korollar (IIL4). Man hat natiirliche 1somorphismen

P @ LSV VXM [87, 8V A X T
HeO (V)
0: @ wlMEWHxX")-n§(X™).
HeO'(G)

Beweis. Man verwende Satz (I11.1) bzw. Korollar (I11.3) und beachte hierbei,
dafB alle Summanden wegfallen fiir die WH nicht endlich ist, da es in diesem Fall
keine nulldimensionalen freien WH-Mannigfaltigkeiten gibt. [

In [5] wurde mit Hilfe der Pontrjagin-Thom-Konstruktion eine natiirliche
Transformation it w{(—)— n¥(—) konstruiert, gezeigt, wann i isomorph ist,
und ein Beispiel einer Liegruppe angegeben, fiir die i nicht isomorph ist. Als
Ergdnzung ergibt sich nun:

und

Korollar (IIL5). Die obige Transformation i: w$(X)—ns(X*) ist injektiv auf
einen direkten Summanden.

Beweis. Mit der Methode aus [9], Proposition 2 erhilt man emnen Isomorphis-

mus
Z:o%(X)—»> @ oV"EWHxX"),
HeO'" (G)

wobei 0”(G) diejenigen Untergruppen aus O(G) bezeichnet, fiir die die Menge
G/WH endlich ist.

Indem man die Definition durchgeht, iiberzeugt man sich davon, dal} das
folgende Diagramm kommutiert:

@y (X) ~
|

: iz 0'l
l
@ oVMEWHx X" @ of"(EWHx X")

HeO ' (G) HeO(G)

Korollar (I11.3) liefert nun die Behauptung. [

Bemerkung (111.6). Die Gruppen X[V, |VH](X") und o)™ (EWH x X")
lassen sich wieder durch Homotopiegruppen darstellen, da es sich um freie WH-
Mannigfaltigkeiten handelt und fiir diese nach [6] Satz (I.4) ein Transversalitiits-
satz gilt. [

IV. Aquivariante Eulerklassen

Es sollen in diesem Abschnitt die Homotopiemengen [SY, SY*" A X *]§ und
die stabilen Analoga n¥ (X *) berechnet werden. Fiir eine G-Darstellung V' be-
zeichne O(G|V) diejenige Untergruppen HeO(G), fiir die sich der homogene
Raum G/H nicht nach V—0 abbilden ld3t. Analog setzt man

OW|V)=0(W)nO(G|V), O (G|V)=0'(G)NO(G|V)
und
O'(W|V)=0(W|V)nO'(G).
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Definition (IV.1). Das durch die Inklusion e(V): S°-»>S" in der Homotopie-
menge [SY, SYASY]Y beziehungsweise in 7%, (S°) induzierte Element heiBt die
Eulerklasse von V. [

Ist f: SY > SV gegeben, so ist e(V) - f definiert durch die Abbildung
U ! i
SO ASY - c(Vynid ’Sl A Sl Tid A ,’ Sl A Sl .

Es bezeichne DV den Ball vom Radius 1 in V und SV die zugehorige Sphiire. Es ist
zuniichst [SY, SY*V A X+ 15 =[SY, SYA (S A X *)]4.

Wegen Korollar (I11.4) hat man einen Isomorphismus

P: @ LHU[ULUMI(X" (DY, SV >[SY,SYA(S" A X )16,
HeO'(U)
Ist
Un: My — Uy Y v(My, UM) - U fiy: My — X (DY, SV
aus
ngll[UH| U"](X" x (D V", SV”))
gegeben und ist H¢ 0'(U|V), so ldBt sich f;; aus dem Nullpunkt von DV heraus-

geformieren, da My die disjunkte Vereinigung von endlich vielen homogenen
Rédumen WH ist, also ist obige Bordismenklasse nullbordant.

Satz (IV.2). (1) Man hat natiirliche Isomorphismen

Pi @ LEM[Uy UM (X" x (DY, SV) -5 [SU,59Y A X *1§

HeO (U|V)

0 @ ofMEWHxX"x(DVH SVl (X +).

HeO' (G|V)

und

(i) In [SY,SY*V' A X *]§ bzw. in n% (X ") ist jedes Element g darstellbar als
g=e(V)-hmit he[SY,SUA X*]§ bzw. hen§(X ¥).

Beweis. (i) ist sofort klar wegen Korollar (I11.4) und der vorangehenden
Bemerkung. Ebenso folgt aus derselben Bemerkung, daB die zu P~'(g) bzw.
Q' ~'(g) gehorigen Abbildungen f;: My — X" x(DV" SV") iiber die Inklusion
des Nullpunktes * — V¥ faktorisieren. Dies liefert wegen der Natiirlichkeit von P
bzw. Q' sofort die Behauptung aus (ii). [J

Korollar (IV.3). Enthdlt die G-Darstellung V einen trivialen Summanden, so gilt
[SY,SV*V AX*]S=nr%, (X *)=0.

Beweis. Enthilt V einen trivialen Summanden, so gilt ¢(V)=0 und die Be-
hauptung folgt mit Satz(IV.2). [J
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