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1. Ubersicht

In dieser Arbeit sei G immer eine kompakte Liegruppe; orthogonale G-
Darstellungen werden mit U, ¥V, W... bezeichnet. Weiter sei SV dic Einheitssphére in
Vund S die Einpunktkompaktifizierung von V. In den Arbeiten [3,5,9] und [10]
wurden mit verschiedenen Methoden Zerspaltungen fiir die Homotopiemengen
[S(R" x V)| S(V)]¢ und fiir die zugehorigen stabilen Versionen angegeben.

In der fundamentalen Arbeit [8] berechnete Petrie die Homotopiemenge
[SV|SW]C fiir zwei komplexe G-Darstellungen Vund W, fiir die |V*| =|W*| gilt fiir
alle H < G. Er zeigte, daB eine G-Abbildung f:SV—SW durch die Abbildungsgrade
der auf den H-Fixpunktmengen induzierten Abbildungen f H bestimmt ist ; weiter
berechnete er, welche Familien von Abbildungsgraden {a”} von einer G-Abbildung
herkommen. Diese Arbeit kniipft an die Betrachtungen von Petrie an. Es wird
durch einfache homotopietheoretische Betrachtungen gezeigt, wie fir zwei G-
Darstellungen ¥ und Wunter obiger Dimensionsbedingung die Homotopiemengen
[S¥ AX|S" A Y]S zerspalten. Insbesondere ergibt sich in Satz (3.4) ein in dem
trivialen G-Raum X natiirlicher Zerspaltungsisomorphismus

E: ] 8”87 AX|S"" A YHIHS[SY AXISY A YIS

(H)eF(V)
Fiir den stabilen Fall erfolgt dann in Abschnitt3 eine weitere Berechnung von

Kolim [SV"xU”/SVx UH/\X'SWHXU”/\ YH]g/”.
U

In Abschnitt4 benutze ich die Zerspaltung E und einige Tatsachen aus der
Obstruktionstheorie, um die unpunktierte Homotopiemenge [SVISW]® zu be-
rechnen. Ich verschaffe mir hierzu zunichst durch die nicht redl}zierte Em
hiingung eine punktierte Situation. Der Satz (4.5) liefert eine vollstandige Klassifi-
kation von [SV|SW]C. Insbesondere werden Bedingungen angggebeq, unter dengn
eine G- Abbildung f: SV—SW durch die Abbildungsgrade der /¥ bestimmt ist. Dies
verallgemeinert das Ergebnis aus [8] auf nicht notwendig komplexe G-Darstellur}-
gen: es ist aber andererseits wesentlich schwicher, da keine Aussagen ‘Li.ber die
auftretenden Abbildungsgrade gemacht wurden. Eine teilweise Verallgemeinerung
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der Ergebnisse aus [8] ist kiirzlich in [19] erschienen. Im Abschnitt 5 werden fiir

endliche Gruppen einige Ergebnisse iiber dquivariante Konfigurationsrdume

zusammengetragen. Insbesondere verwende ich die Ergebnisse aus Abschnitt 3, um

in Satz (5.4) eine dquivariante Version des sogenannten Approximationssatzes,

welcher ein dquivarantes Modell fiir den stabilen Abbildungsraum Kolim {SY|SY},
U

liefert, zu beweisen. In Satz (6.1) zeige ich, wie sich mit Hilfe der Zerspaltung E aus
Satz (3.4) die Segalschen Kohomotopieoperationen 6, aus den symmetrischen
Potenzoperationen ergeben. Als Anwendung hiervon erhilt man in Satz (6.2) und
Bemerkung (6.4) Verallgemeinerungen des Satzes von Kahn und Priddy.

2. Technische Hilfsmittel

Fiir H < G bezeichne NH den Normalisator von H in G, WH den Quotienten NH/H
und (H) die Konjugationsklasse von H. Ist X ein G-Raum und x€eX, so sei G, die
Standuntergruppe an der Stelle x. Weiter setze ich wie iiblich:

XH={xeX|H<G,}; X"¥W={xeX|H subkonjugiert zu G}
Xy={xeX|G,=H}; Xy =1{xeX|G, konjugiert zu H}
XH=X"\X,; und X =XINX,.

Die Menge der auf der Darstellung Vauftretenden Standuntergruppen sei F(V);
die Menge aller abgeschlossenen Untergruppen von G sei F(G).

Fiir eine Menge {V;} von G-Darstellung sei [V;] die kleinste gegeniiber
Summenbildung abgeschlossene Menge von Darstellungen, welche {V;} enthilt.
Die Menge der auf den Ve[ V] auftretenden Standuntergruppen sei F[V;]. Ist F ein
System von Untergruppen aus G, so sei EF der zugehorige klassifizierende Raum
aus [3]; der universelle freie G-Raum sei EG.

Fiir zwei Paare von (punktierten) G-Rdumen (X, A4) und (Y, B) bezeichne
{X, A| Y, B}, den Raum der stetigen (punktierten) Abbildungen von Paaren mit der
kompakt offenen Topologie; die Menge der G-dquivarianten Abbildungen sei
{X,A|Y,B}§. Ist f: A>Y vorgegeben, so sei noch {X,A4|Y}§ der Raum der G-
Abbildungen von X nach Y, welche auf 4 mit f iibereinstimmen, mit der Abbildung f
als Grundpunkt. Die zu diesen Abbildungsrdumen gehorigen Homotopiemengen
werden durch eckige Klammern gekennzeichnet. Die konstante Abbildung wird
immer mit o bezeichnet.

Fiir eine G-Darstellung hat man die Einhdngungsabbildung EV:

[X|YIS—>[X ASY|IYASYTS.
Ist [V] ein additiv abgeschlossenes System von G-Darstellungen, so bezeichne
K[(?/I'i]m [X ASY|Y AS"]§ den Kolimes iiber alle in [V;] moglichen Einhéngungsab-
bildungen. Enthilt [V;] alle irreduziblen G-Darstellungen und ist V—W eine
virtuelle G-Darstellung, so sei n%_,(A4|B)= K[?/l'i]m [S¥ A AASY|S” ABASY]S,

ng ()= ”(;;/—V(A 18°); ng_ w(B)= an/— W(SO | B) und ng— w= n,(f_ W(SO)' Durchlduft
die Darstellung X ein festes System [ V;] von G-Darstellungen, welches wie eben alle
irreduziblen G-Darstellungen enthilt, so schreibe ich an Stelle von K[?/li}m auch oft
Kolim. i

X
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3. Der Zerspaltungssatz

In diesem Abschnitt seien ¥ und W zwei feste G-Darstellungen, fiir welche die
Dimension |V¥| gleich der Dimension |W#| ist fiir alle H <G. Treten V und W in
einer Homotopiemenge im Zusammenhang mit einem Kolimes iiber ein System
[V] auf, so seien immer ¥ und W in [V[] enthalten.

Lemma 3.1. Ist Vi das orthogonale Komplement von V¥ in V, so gibt es eine NH-
Abbildung by, : SVE->SWH,

Beweis. Man konstruiert by durch Induktion iiber die auf SV auftretenden
Orbittypen. Die auftretenden Obstruktionen verschwinden wegen |VH|=|WH| [vgl.
[8], Beweis von Theorem (3.2)]. [

Korollar3.2. Es gibt eine eigentliche NH-Abbildung by, : Vi —WH

Beweis. Man setzt das by, aus Lemma (3.1) radial fort. Ist V=W, so soll b, natiirlich
immer als Identitdt gewdhlt werden. [

Es sei zundchst M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit trivialer G-
Operation und Y™ ein beliebiger G-Raum mit separatem Grundpunkt. Ich will eine
natiirliche Transformation

Ey:[SY7/S"" AM|S™™ A YHHIWH [V A M|S¥ A Y*+]S

konstruieren. Da WH auf §V"/S V¥ A M auBerhalb des Grundpunktes frei operiert,
kann man nach Satz (1.4) aus [6] eine NH Abbildung f: S"/S"" AM—S"" A YH+
transversal zu 0 x Y# -S%" A Y#* machen. Ich benutze hier den Transversalitiits-
satzin der Version aus ([2], S. 34), der im Bildraum nicht die Differenzierbarkeit der
Basis des Thomraumes voraussetzt. Man setzt F,=f~'(0 x Y¥). Weiter ist f ohne
Einschridnkung auf dem Normalbiindel v(F; V¥ x M) von Fy in V¥ x M linear.
Man erweitert nun die NH-Abbildung f zu einer G-Abbildung
f1:G-(S"" AM)>S" A Y*; indem man f,(g,v,m)=g-f(v,m) setzt, und schreibt
dann F =G -Fy=Gx vy, Fy. )

Das Normalenbiindel von F , in V x M sei W(F )3 V x M). Nach Konstruktion
ist fi auf wF s Vx M)¥ linear. Auf dem orthogonalen Komplement erhilt
man durch die folgende Zusammensetzung eine NH-Abbildung
fUv(F s Vx MY Fpy x VE 25 WH Hierbei ist by, die Abbildung aus Korollar
(3.2). Durch Fortsetzung auf die direkte Summe erhélt man aus f; und f, eine
cigentliche NH-Abbildung f, : v(F g ; V x M)|F;— W x Y und erweitert f, zu einer
G-Abbildung f; : W(F )3 V x M)=G x ygV(Fyppy3 VX M)| Fyy—> W Y. Indem man al-
les auBerhalb von W(F gp); V x M) auf den Grundpunkt abbildet, erweitert man 53 zu
einer G-Abbildung Ej(f):S” A M—S" A Y*. Nach Konstruktion gilt E4(f)" =1
Man ordnet die Standuntergruppen aus F(V) durch (H,)<(H,)<... <(H,), so daB}
J<i gilt, falls H, subkonjugiert zu H ist.

Ist ﬁ [ ] das mengentheoretische schwache Produkt der betreffenden

(H)eF(V) . . . drliche T f ti
Homotopiemengen, so konstruiert man induktiv eine natiirliche Transformation

E=(E,): [] [SV/S7" AMIS¥" A YH*]¥H[S" AMIS¥ AYT]S
(H)eF(V)
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durch die folgenden Vorschriften:
(i) E|[S""°AM|SWT o YHot (W Ho<E,
(i) Ist E(fy, f1s s f):S¥ AM —S" A Y* konstruiert, so daB naf:h Konstruktion

E(f,, ..., f;) auBerhalb einer passend kleinen Umgebung von U (8" AM) die
r=0

konstante Abbildung ist, so sei diese Umgebung so klein gewihlt, daB die zu f;, ,
gehorige Tubenumgebung W(F g, ,; V x M) ganz im Komplement liegt.

E(fy, ..., f fi+,) entsteht, indem man die Abbildung E(f,,....f) auf
WF )3 V x M) durch Ey | (f;,,) ersetzt.

Bemerkung 3.3. Die obigen Homotopiemengen sind Gruppen, falls Veinen trivialen
Summanden enthilt. In diesem Fall ist das mengentheoretische Produkt als direkte
Summe aufzufassen und E ist ein natiirlicher Homomorphismus.

Satz3.4. Sind V und W orthogonale G-Darstellungen und gilt fiir alle H <G|VH|
=|WH|, so liefert

E: I [S"/87" AMIS™" A YT I3H[SY AMISY A YIS
(H)eF(V)
einen in der trivialen G-Mannigfaltigkeit M und in dem G-Raum Y natiirlichen
Isomorphismus.

Beweis. a) Surjektivitit: Ist f,:S”¥ AM—>S" AY" gegeben, so soll f; in eine
bestimmte Normalform gebracht werden. Zunidchst ist ohne Einschrinkung fio
transversal zu 0x YHoC "™ A YHo* mit dem Urbild F,. Wihlt man die zur
Konstruktion von E(f°) bendtigte Tubenumgebung passend klein, so ist die durch
fo gegebene Erweiterung von fHo auf dieser Tubenumgebung G-homotop zu E( [,
Man erhilt dann eine G-Abbildung f,, indem man f, auf dieser Tubenumgebung
durch die konstante Abbildung o ersetzt. f, ist auf S¥“°AM konstant. Man
wiederholt nun dieselbe Konstruktion mit f; und H, usw. Induktiv erhdlt man also
Funktionen f,, f, ..., f, und es gibt nach Konstruktion

Jo=E( [ oo ).

b) Injektivitit: Ist T:S* AMxI—>S¥ AY" eine G-Homotopie zwischen
E(fy, f1s ---» f) und E(g, 4y, ..., g,), SO bringt man diese Homotopie relativ zu den
Enden in die Normalform aus Teil a). Es folgt, daB Trelativ zu den Enden homotop
zu E(T,, T,, ..., T,) ist; wobei die T, nun WH-Homotopien zwischen f; und g;
sind. O

Bemerkung 3.5. a) Man erhilt dieselbe Zerspaltung, falls man die Mannigfaltigkeit
M durch einen CW-Komplex mit trivialer Operation ersetzt. Die hierzu ndtigen
kategoriellen Tatsachen iiber Kanerweiterungen von Funktoren findet man in[1],
S.32f.

b) Auch falls der Grundpunkt in Y nicht separiert liegt, erhdlt man dasselbe
Ergebnis. Man hat in diesem Fall mit Thomrdumen liber Paaren zu arbeiten ; ich
habe dies unterlassen, um die Bezeichnungen iibersichtlich zu halten.

FaBt man [S”AXIS¥ A Y]S bzw. [S""/S7" AX|S"" A YH]FH als halbex-
akten Funktor in X auf, so l4Bt sich die natiirliche Transformation E aus Satz 34
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realisieren durch eine stetige Abbildung

E: _l——[ {SVH/SVHISWHA YH}SVH_,{sV]sWA Y}g

(H)eF(V)
der diese Funktoren darstellenden Riaume.

Korollar 3.6. Die Abbildung
E: T {S""/s™"|S"™ A YT} H(SY|SY A Y}S

(H)eF(V)

ist eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. Man verwendet Satz 3.4, um zu zeigen, daB E fiir die dargestellten
Funktoren isomorph ist; und daB3 die Abbildungsrdume vom Homotopietyp eines
CW-Komplexes sind. []

Da E mit Einhdngungen vertréglich ist, erhélt man einen natiirlichen Zerspal-
tungsisomorphismus

E:Kolim [] [S4"*V"/SVXV" AX|SH"*WH A yH|WH

Vil mefw;
> K[c‘),li]m[SVf"V/\Xl SYi*WAYS.
J
Korollar 3.7. Man hat eine Homotopiedquivalenz
E: T] Kolim {S5"*V7/SV,<VH|ghtxWH  yHyw
@erv,) Vi

— K[?/h]m {SijVISVJx LN Y}g O

Da WH auf S%"V"\8V:*¥™ frei operiert, induziert die klassifizierende
Abbildung eine natiirliche Transformation

Ky: K{c&li}m [SKXVH SV VI \ X | SHIWH Ay HIIWH
- K[(?/li]m [SH XV AX|SH WA YEAEWH M.

Lemma 3.8. Die Abbildung K, ist ein Isomorphismus falls G trivial auf X operiert und
K, ist induziert von einer Homotopiedquivalenz

Ky Kolim (S V" /SVAVH | U A yHYTH
—»K([)Vlim {SHTVH|SHE X WH A YR AEWH Y.
A

Beweis. Die Isomorphie von K, folgt aus der universellen Eigcnschaft von EWH
fiir freie WH-Rdume ; die Homotopieiquivalenz K, ergibt sich aus K. [

Es soll nun untersucht werden, wie weit

H

Kolim [S¥ XV AX S5 ASYH A YEAEWH*TYH von ¥V —W

abhingt.

Definition 3.9. Wihlt man auf den Darstellungen ¥ und W Orientierungen, so sagt
man, daB ¥ und W dasselbe Orientierungsverhalten haben, falls ge G auf V genau
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dann die Orientierung erhélt (umgekehrt), falls g die Orientierung auf W erhilt
(umgekehrt).

Komplexe Darstellungen haben dasselbe Orientierungsverhalten. Nach [16],
Satz 2.25 haben zwei Darstellungen V und W mit |V#|=|WH| dasselbe Orientie-
rungsverhalten. Haben V¥ und W* dasselbe Orientierungsverhalten, so gibt es
nach [16], Theorem 3.20 fiir passend groBe V; eine NH-Abbildung
g SHTWELSHTYE yom  Gradel. Damit erhdlt man eine WH-
Homotopiedquivalenz

Ry=ryxid: %W AEWH* > S"" V" A\EWH™"

Korollar 3.10. Sind V und W zwei G-Darstellungen mit |V¥|=|W*|, so hat man
natiirliche Isomorphismen

Ry :[SH"VHAX|SH WA YR AEWH P!

S[SVEAX|SET YA Y AEWH T T
und

Ry {SH V| SH WA YR AEWH Y

S {SHTVH| ST VE A YR AEWHTIWE. O

Da G auf SY/S"\oo frei operiert, kann man die Homotopiemengen
[SY/SY AX|S" A YIS =[S" AX|S" AYAEG*']; in Homotopiemengen von
nicht dquivarianten punktierten Schnitten umschreiben. Ich beschrinke mich auf
den stabilen Fall, da sich hier ein iibersichtliches Ergebnis ergibt.

Wegen Korollar 3.10 geniigt es, den Fall ¥ = Wzu betrachten. Fiir die kompakte

Liegruppe G bezeichne LG die Liealgebra von G. Da G nun frei auf SY\S§" operiert,
liefert die Transferkonstruktion aus [20] eine natiirliche Abbildung

A Kolim {SY/SV|SV A Y}§= Kolim {SY|SY ANEG* AY}S
~ Kolim {"|5" A EG* A 4SO},

Satz 3.11. Die Abbildung A ist eine Homotopiedquivalenz und X induziert fiir einen
trivialen G-Raum X einen Isomorphismus

A:mAX|EG* A Y)->nOX |(EGT A Y) A ¢SH9).

Beweis. Dieser Satz ist mit geringen beweistechnischen Modifikationen gerade das
Theorem 6.6 aus [20]. [

Bemerkung 3.12. Da G frei auf S¥\§" operiert, gilt ein dquivarianter Transversali-
titssatz und man erhilt leicht eine geometrische Beschreibung von A. Man stellt sich
hierzu n3(X |EG* A Y) als dquivariante Kobordismentheorie von freien G-Mannig-
faltigkeiten iiber X mit gewisser Zusatzstruktur dar. Dividiert man die freie G-
Operation aus, so erhilt man eine nicht dquivariante Kobordismentheorie. Die
Pontrjagin-Thom Konstruktion zeigt dann, daB diese Theorie isomorph zu
OUX|(EG* A Y)AgSH) ist. [0

Korollar 3.13. Man hat eine Homotopiedquivalenz

E: T] Kolim{S"|S"A(EWH* A YH) Ay S™WH},— Kolim {S¥|S" A Y}§ -
(H)eF(G) neN |4
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Diese Homotopiedquivalenz induziert fiir einen trivialen G-Raum X einen
Zerspaltungsisomorphismus
E: [] »%XI(EWH* AYH)A S 500(X|Y).
(H)eF(G)

Beweis. Man verwendet nacheinander die Homotopiedquivalenz aus Korollar 3.7
und Satz 3.11. O

4. G-Abbildungen zwischen Darstellungssphiren

In diesem Abschnitt seien ¥V und W weiter zwei G-Darstellungen mit |V¥| =|WH| fiir
alle H <G. Es sollen die Ergebnisse aus Abschnitt 3 zur Berechnung von [SV|SW]°
benutzt werden. Die Obstruktionstheorie erlaubt dann in diesem Fall eine explizite
Berechnung der in der Zerspaltung aus Satz 3.4 auftretenden Homotopiemengen.

Die Anordnung (H,)<(H,)<... <(H,) der auf SV auftretenden Orbittypen sei
wie in Abschnitt 3 gewihlt. Da WH auf SVA-\SVH" frei operiert, hat man eine
singuldre Faserung

p, :(SVH SV x . SWH—SVH/WH,, SVi/WH, .

Istv, =[SV, (SWHr) das durch die v,-te Homotopiegruppe und p, gegebene
lokale Koeffizientensystem und H*"[ — |z, (—)] die zugehorige lokale Kohomolo-
gie, so liefert die Obstruktionstheorie das folgende

r—1
Lemmad.1. Ist f: | ) SVH)—SW eine G-Abbildung, so entsprechen die G-Homoto-
i=0

pieklassen von Erweiterung von f auf | ) SV#? den Differenzkozykeln
i=0
Alg, )e H"[SV*/WH,, SV*/WH, |z, (SW™)]. O

Ist v,=0, so sei die Kohomologiegruppe so definiert, dal Lemma4.1 richtig
bleibt.

Man unterscheidet nun die folgenden Fille:

1. V=R*xV,; W=R?xW,: Es folgt sofort

[SVISW]G — [Smx Vi |S1Rx wl]g (3£) 1—[ [Sle for/smlfrlsmx Wf{r']g'”r

r=0

25 11 H[SVH/WH,, SV /WH, |z, (SW™)].

= r=0

2. V=R'x V,; W=R!x W, mit V¢ =0: Man hat die Grundpunkte O und 1 in
SV =S°. Es bezeichne [$*|S"1]§ bzw. [$"*|5"1]{ die Homotopieklassen von G-
Abbildungen, die den Grundpunkt-0 fest lassen bzw. in 1 abbilden.

Weiter hat man einen Isomorphismus o = —id x id : R* x ¥, »>R" x Vlv;,weG]cher
auf §*1 die Fixpunkte vertauscht, also einen Isomorphismus von [S"+|S%1]§ und
[S¥+18%119 liefert. Es folgt

[SVISW]o=[S"+|S" ] =[s"|S" 1§ U [S"|S"]Y
—{0u1} x [§¥1|S71IS ={0ul} x [] [S""/s¥s" 15
r=0

={0ul}x H He[S"™"/WH,, S /WH, | =, (8")].

r=0
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3. ¥9=W¢%=0: Die nicht reduzierte Einhingung X mit den Grundpunkten 0
und 1 liefert eine Abbildung

S:[SV|SW]®»[ZSV,0ul|ZSW]S,
~idg x [] [ZSVH-/ZSVH-| ZSWH- W Hr

r=0
n

~idg x [[ H*'[ZSVH/WH,, ESVi"/WH, |z, . (ESWHr)] .

r=0
(Der nur aus einem Element id; bestehende Faktor wird mitgeschleppt, um
anzudeuten, daB alle Abbildungen auf der G-Fixpunktmenge die Identitit liefern.)

Lemma 4.2. Die Abbildung S ist injektiv; ist v, %0, so liegt der zu (H,) gehorige Faktor
ganz im Bild von S, ist v;=0, so ist das Bild in dem zu (H,) gehdrigen Faktor

HO[SVHWH, |z (SWHy] >H [ZSVHYWH, 001 |z, (ESWHy].

Beweis. Angenommen es gibt f+¢g mit Sf=_Sg. Sei i minimal gewihlt, so daB f*:
nicht WH -homotop zu g* ist. Man erhilt nach Lemma 4.1 einen Differenzkozykel

A(f™, g")e HY[SV™/WH, SV /WH, |z, (SW™)].

Istv;=0, so folgt SVHi=SWH:=5° und man erkennt durch explizites Hinzeich-
nen der moglichen Fille, daB S injektiv ist. Ist v;+0, so entspricht der Ein-
hdangungsabbildung S bei den Differenzkozykeln der Einhdngungsisomorphis-
mus in der Kohomologie. Wegen A(SfH:, Sg")=0 folgt daher sofort der Wider-
spruch A(f#:,g%)=0. O

Es bleibt H*[SV*YWH,, SV*/WH,|zn, (SW*) weiter zu berechnen. Ist WH,
nicht endlich, so ist die Dimension von SV#{/WH, kleiner als v; und die obige
Kohomologiegruppe verschwindet. Ist v;=0, so ist SV¥i=@ und eine triviale
Uberlegung ergibt, daB HO[SVH:/ WH,|z,(SWH)] fiir jede Zusammenhangskom-
ponente von SV#i{/WH, aus einer zweipunktigen Menge besteht. Allgemein verdickt
man nun SV#/WH, durch eine verallgemeinerte Tubenumgebung und schneidet
dann das Innere dieser Tubenumgebung aus. Man erhilt somit eine disjunkte

K, . .
Vereinigung | ) (M '» @M) von v;-dimensionalen zusammenhéngenden Mannigfal-
i=1

tigkeiten M; mit Rand. Die Anzahl K ist gleich der Anzahl der Zusammenhangs-

komponenten von SV, /WH,. Es bleibt H*[ M, 0M|z, (SW")] zu berechnen.
Wegen Satz 2.25 aus [16] haben V und W dasselbe G-Orientierungsverhalten

und damit haben die in SV iiber M} liegende freie WH-Mannigfaltigkeit M L und

SWH: dasselbe WH -Orientierungsverhalten.

Satz4.3. Ist M eine v-dimensionale orientierbare freie WH -Mannigfaltigkeit, ist
M/WH, zusammenhdiingend und haben M und SW*": dasselbe Orientierungsverhalten,
so gilt

H"[M/WH, 0M/WH,|z, (SW')]=Z.

Beweis. Das lokale Koeffizientensystem r, (SW#)=M x ,,, n, (SW")—M/WH,
hat als charakteristische Abbildung die Zusammensetzung

x:7(M/WH)—WH;— Aut(n, (SW")) = Aut(Z) = Z, .
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Nach [18], (2.1) und (2.2) berechnet sich H*[M/WH,, 0M/WH |z, (SWH)] in der
folgenden Weise: Zunidchst unterteilt man n,(M/WH,))==} Un; in die orientie-
rungserhaltenden und orientierungsumkehrenden Wege. Ist ACZ der von den
Elementen

{z=20™)(2); @+x(@7)(@)|zen, (SWH); w*enf)

erzeugte Untermodul, so gilt H*[M/WH,,0M/WH,|z, (SW")]=Z/A. Die Voraus-
setzung iiber das Orientierungsverhalten liefert, daB y(w*)=1 und y(w )= —1.
Hiermit folgt A=0. [

Ist p M' M'/WH Ml die Pro_]ektlon so ist (pj) (z, (SWH) das triviale
Koefﬁ21entensystem Mi x z; denn ein iiber sich selbst induziertes Prinzipalbiindel
ist trivial. Die PrOjthlOn p, induziert einen Homomorphismus

« H*[M', 6M |z, (SWH)]— H*[ M, M| Z]
D1e Abblldung p fiihrt den leferenzkozykel der zu den WH-Abbildungen f*: und
g™t gehorigen Schmtte in den zu ¥ und g* gehorigen Differenzkozykel iiber.
Satz4.4. Die Abbildung
pi*: HO [ M1, M3 |z, (SWH9]—HU[ M, 6N} |Z] ist injektiv.
Beweis. Da WH, endlich ist, existiert ein Transfer p}, und p'. pi'ist die Multiplikation

mit der Ordnung von WH,. Da nach Satz 4.3 der Urbildbereich torsionsfrei ist, folgt
die Behauptung. [

Wiihlt man fiir jedes H; auf SV und SW*H: Orientierungen, so erhélt man eine
Abbildung

@ =(py):[SVISWI°~ [] Z,
i=0
indem man ¢y (f)= Abbildungsgrad von f Hi getzt.

Satz4.5. Seien V und W zwei G-Darstellungen mit |VH|=|W*H| fir alle H<G.
a) Durchlauft {H,}!_, die auf SV auftretenden Orbittypen, fiir die WH, endlich st,
und durchlauft fiir festes i 1 {M'}¥:, die Komponenten von SV /WH,, so sei A(V, W)

n

=11 H Z:, wobei Z' eine zweipunktige Menge sei, falls die Komponente M, eine
i=0 j=1
endliche Menge ist, und Z;:Z sonst. Man hat dann einen Isomorphismus

E:[SV|SW]%= AV, W).
b) Ist fir die auf SV auftretenden {H.};_,, fir die WH; endlich iSt,ndie

Kodimension von SVHi in SVHi gréfer als 1, so ist <p=((pH‘):[SV|SW]G—> I:[ z
injektiv.

¢) Ist [V;] ein additiv abgeschlossenes System von G-Darstellungen mit Ve[V}],
WelV,] und durchlauft (H)) alle Orbittypen aus F[V}], fiir die WH, endlich ist, so ist

®=(py,): K[(‘),h]m [S(V; x V)|S(V; x W)]¢~ [1Z injektiv.
J (H

Beweis. Teil a) folgt aus den vorangehenden Bemerkungen, Lemma 4.2 und Satz
4.3.
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Zu Teil b) bemerkt man zunichst, daB alle Fixpunktmengen SV eine
Dimension >1 haben; denn nach Voraussetzung hat die leere Menge mit der
Dimension —1 in SV¥ eine Kodimension > 1. Nach Lemma4.2 kann man ohne
Einschriankung einen Grundpunkt voraussetzen. Nun ist die Zusammensetzung

I, : H"[M",0M" |z, (SWHr)]
=H"[SV*/WH, SV /WH, |z, (SW")] — H"[S yH- SV 7] — H[SVH|Z]

nach Satz 4.4 und wegen der Kodimensionsvoraussetzung injektiv.
Ist fir f:SV—SW nun f=E(fy,, fu,» > fy,) die Produktzerlegung, so war

Ay (f)eH"[SVH/WH,, SV /WH, |z, (SW™)]

der Differenzkozykel zwischen dem zu f;; gehorigen Schnitt und dem konstanten
Schnitt; [,(4, (f)) ist der Differenzkozykel zwischen f, und der konstanten
Abbildung, also gerade der Grad von fy, . Zum Beweis von Teil b) hat man wegen
der Injektivitét von [, also zu zeigen, daB aus ¢(f) = ¢(g) folgt Grad(fy,) = Grad(gy,)
fiir i=0, 1, ..., n. Wegen ¢, (f)=Grad(f"°)=Grad(fy )= ¢y, (9)=Grad(g,,) folgt
die Behauptung fiir i =0. Hiermit sind E(f,,0, ...,0) und E(gy,,0, ...,0) G-homotop.
Es folgt @(EQ, fy,, .-, fu,)=0(EQ,gy,,....gy,) und somit Grad(E(0, fy,
s oo fu, )1 =Grad(fy ) = Grad(E0, gy, ...,g5 )" = Grad(gy ). In dieser Weise in-
duktiv fortfahrend folgt die Behauptung. Teilc) folgt aus Teilb); denn wegen
Ve[V;]ist fiir passend groBles V; die Kodimension von (V; x V)#in (V; x V) groBer
als 1. O

Bemerkung 4.6. a) Satz 4.5a liefert fiir V=W das Hauptergebnis aus [9].

b) Satz 4.5.c wurde fiir komplexe Darstellungen in [8] bewiesen.

c) In [17] wurde gezeigt, daB ¢ =(¢y) instabil in obiger Situation immer
injektiv ist; dies ist offensichtlich falsch.

d) Gilt nicht mehr |VH|=|W¥|, sondern nur noch |V¥| <|WH|, so bleiben alle
Ergebnisse dieses Abschnittes richtig, sofern fiir alle He F(V), fiir die WH endlich ist
und fiir die |[V¥|=|WH| gilt, V¥ und W dasselbe WH-Orientierungsverhalten
haben. Hat fiir ein H V¥ nicht dasselbe WH-Orientierungsverhalten wie W, so
wird die Kohomologiegruppe aus Satz 4.3 eine Torsionsgruppe und Satz 4.4 wird
falsch. Satz 4.5a bleibt richtig indem man fiir die H, fiir die V¥ und W nicht
dasselbe Orientierungsverhalten haben, den Faktor Z durch die Torsionsgruppe
ersetzt. Satz4.5b wird natiirlich falsch.

5. Aquivariante Konfigurationsriume

In diesem Abschnitt sei G eine endliche Gruppe und [V;] ein festes System von G-
Darstellungen, welches alle irreduziblen enthalt. Ist n die n-puriktige Menge, S(n) die
zugehorige symmetrische Gruppe und V eine G-Darstellung, so sei E(n, V) der
Raum der Einbettungen von n in V. Durch die G-Operation auf Verbt E(n, V) eine
G-Operation ; die Permutationsoperation auf n liefert daher ein G-dquivariantes
S(n)-Prinzipalbiindel py : E(n, V)— E(n, V)/S(n)=B(n, V). Die Inklusion V->Vx W
induziert eine G-Abbildung E(n, V)— E(n, V x W); bildet man den Kolimes iiber alle
Darstellungen aus dem System [V;], so erhdlt man einen Raum E(n, G)

= K[cz/l_i]m E(n, V). Ist N eine endliche G-Menge, so sei E(N, V) der Raum der G-
Einbettungen e : N -V.
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Die Inklusion V' -V x Wliefert dann eine Abbildung E(N, V)— E(N, V x W). Im
Kolimes erhilt man E(N)= Kg}l‘i]m E(N, V).
Lemma5.1. Sind N und [V;] wie oben gegeben, so liefert die freie Operation der G-
Automorphismengruppe A(N) von N auf E(N) ein universelles AN )-Prinzipalbiindel

q: E(N)>E(N)/A(N)=B(N).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB E(N) zusammenziehbar ist. Sind nun
£, :S">E(N) zwei Abbildungen, welche vermdge Adjunktion durch die G-
Abbildungen f, f': S"x N—V reprisentiert seien, so gibt es wegen des G-Einbet-
tungssatzes fiir passend groBes Ve[ V;] zwischen f und f* eine Homotopie H,, welche
fiir festes se S" G-Einbettungen H,(s): N -V liefert. [

Bemerkung 5.2. (i) Zerlegt man die endliche G-Menge N in ihre irreduziblen
Bestandteile N = [ [ n,- G/H,, so folgt A(N)= [[S(n,) [ WH,, wobei “[” das semidi-

rekte Produkt von S(n,) mit (WH )" ist.
(ii) Es gilt B(S(n) | WH)=E(S(n)) x smB(WH)"; denn S(n) [ WH operiert frei auf
E(S(n)) x E(WH)" und der Quotient ist E(S(n)) X s, BWHY".

Satz5.3. p : E(n, G)— B(n, G) ist ein universelles G-dquivariantes S(n)-Prinzipalbiindel.

Beweis. Ist p : E— B ein universelles G-dquivariantes S(n)-Prinzipalbiindel, so hat
man eine klassifizierende Abbildung k : B(n, G)— B und man rechnet explizit nach,
daB k auf allen H-Fixpunktmengen Homotopiedquivalenzen k¥ induziert ; denn die
jeweiligen H-Fixpunktmengen klassifizieren wegen Lemma 5.1 dieselben Biindel.
Damit ist k dann eine G-Homotopiedquivalenz. [

Die iibliche Transferkonstruktion liefert analog zu [11], S.213 eine G-
Abbildung

T: 1] B(n, )~ Kolim {§¥|5™},.
neN

(Hierbei durchlduft X alle G-Darstellungen aus [V;].)
Durchlduft N die Menge aller Isomorphieklassen endlicher G-Mengen, so
induziert T auf der G-Fixpunktmenge die Abbildung

T¢: [ 1B(N)~ Kolim {$¥|8%}8.
N

Nach [11], S.213 ist [] B(n, G) ein partielles Monoid; B(—) sei der zugehdrige
neN
klassifizierende Raum.

Satz5.4. Bezeichnet QX den Schleifenraum von X, so induziert T eine (schwache) G-
Homotopiedquivalenz
T QB(H B(n, G))—» Kolim {S¥|$*},
nelN

und TS induziert eine (schwache) Homotopieiquivalenz

I QB(]_I B(N)) — Kolim {S¥|5¥}S.
N X
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Beweis. Es ist zu zeigen, daB T* fiir alle H < G eine schwache Homotopiesquivalenz
ist. Ich beschrinke mich ohne Einschrankung hierzu auf den Fall H =G. Man erhilt
das folgende kommutative Diagramm:

Ty

QB(]_IB(N))} Lt nn[Ko}im{S"lS"}g]
N
x Bemerkung 5.2

Ty

QB ( H H E(S(n)) X s(n) B(WH )")] ~ | Korollar 3.13
(H)eF(G) neN

|

[l

(H)eF(G)

5 1 = BWH)*).
(H)eF(G)

QB[ E(S() x 5 BOVHY'

neN

Hierbei ist © die schwache Homotopiedquivalenz aus [11], Theorem2. []

Bemerkung 5.5. (i) Man kann die ganze vorangehende Konstruktion durch einen
G-Raum Y parametrisieren und erhidlt so eine G-Approximation von
Ko}im {S¥|SX A Y},;ich habe nur den Fall Y=S° behandelt, um die Bezeichnungen

nicht unnétig zu komplizieren.

(ii) Eine analoge Approximation fiir {S¥|S"}§ ist moglich, indem man die
Zerspaltung E aus Satz 3.4 und an Stelle von Theorem 2 aus [11] die Ergebnisse aus
[4] benutzt.

(iii) Es wire wiinschenswert, Satz 5.4 ohne die Zerspaltung aus §3 direkt zu
beweisen.

Ist A4(Y) der halbgruppenwertige halbexakte Funktor gegeben durch die
Homotopieklassen endlicher G-dquivarianter Uberlagerungen iiber Y, so liefert der
Transfer einen Halbgruppenhomomorphismus T: A4(Y)—>nd(Y ™).

Korollar 5.6 (Segal). Der Halbgruppenhomomorphismus T ist universell, d.h. ist
h: Ag(Y)— H(Y) ein Halbgruppenhomomorphismus in den gruppenwertigen halbexak-
ten dquivarianten Funktor H(Y), so existiert genau ein h : nQ(Y *)— H(Y) mit ho T=h.

Beweis. Man iibertrigt den Beweis aus [12], Theorem 4.1 unter Benutzung von Satz
5.4 auf den dquivarianten Fall. []

6. Die Segalschen Kohomotopieoperationen

Fiir den Raum B sei /\ B die n-fache Smashpotenz von B mit der kanonischen
Operation der symmetrischen Gruppe S(n). Weiter hat man eine S(n)-Abbildung
d:B— /\ B gegeben durch die Diagonale. Die n-fache Smashpotenz liefert eine

natiirliche Potenzoperation

P, :n%(B)—S, (é\ B)
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und die interne Operation Q,=d-P,: ng(B)—m‘s)(")( B). Fiir (H)e F(S(n)) erhilt man
aus Korollar 3.13 eine Projektion

Iy Myw(B)—>ny(B|IBWH™).
Satz 6.1. Die Operation
=(ry)°Q, :1YB)~(B|BWH™)
liefert fiir H=1 die Segalsche Operation 0, aus [13].
Beweis. Ich muf3 hier auf den Beweis verzichten, da ich nicht die Definition aus [13]
wiederholen will. Der wesentliche Beweisschritt wird geliefert durch das Diagramm
aus dem Beweis von Satz 5.4 ; denn dort wird die Zerspaltung der Homotopiemen-

gen aus Abschnitt 3, mit deren Hilfe ich die 0, definiere, mit endlichen Mengen in
Verbindung gebracht, mit deren Hilfe Segal seine Operationen 0, definiert. [J

Es sollen nun einige Verallgemeinerungen des Satzes von Kahn und Priddy
behandelt werden. Hierzu sei G eine endliche Gruppe der Ordnung » und F eine
Familie von Untergruppen von G mit dem klassifizierenden Raum EF. Ist X ein

n
Raum mit trivialer G-Operation, so ist /\ X durch die Permutationsoperation in
1

natiirlicher Weise ein G-Raum und die Diagonale d : X —» /\ X ist G-dquivariant.

1
Die Zerspaltung aus Satz3.7 liefert eine natiirliche Transformation
rp:na(X)> 2 (X|EF ). Mit Hilfe der multiplikativen Induktion, der Diagonalen d
und der Transformation ry erhilt man genau wie im Vorangehenden eine natiirliche
Transformation 6 : n(X)->n2(X |EF ™).

Satz6.2. Ist X ein endlicher zusammenhingender punktierter CW-Komplex mit
trivialer G-Operation und ist F, die Familie aller echten Untergruppenvon G, so ist die
durch  Vergessen der G-Operation gegebene natiirliche  Transformation
0 :mYX |EF})>n%(X) surjektiv.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB -0, auf n(X) isomorph ist. Wegen der
Natiirlichkeit von g-6, und dem Zusammenhang von X kann man sich auf den
Fall X = §' mit i > 1 beschriinken. Die Abbildung rg, entsteht, indem man von einer

G-Abbildung gerade den G-Fixpunktanteil abzieht. Die G-Fixpunktmenge in /\ A

ist die Diagonale. Nach Konstruktion von r_ folgt nun 00 (NN=S" f fir
fen®(S’). Wegen i>1 gilt f*=0. Hiermit folgt die Behauptung. [1

Korollar 6.3 (Kahn, Priddy). Ist X wie in Satz 6.2 gegebenund Z,, die zyklische Gruppe
von Primzahlordnung p, so ist

0:my(X|BZ))=ny (X|EZ;)-ng(X) surjektiv.

Beweis. Da die Familie F, aller echten Untergruppen nur aus dem trivialen Element
besteht, folgt EF,=EZ, und damit aus Satz6.2 die Behauptung. [

In [13] wird gezeigt, wie aus Korollar 6.3 folgt, daB ¢ :mg(X |BZ ) ->ng(X)
surjektiv auf den p-primédren Anteil ist.
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Es wire wiinschenswert, das Bild von ¢ fiir allgemeinere Familien FCF,
auszurechnen.

Bemerkung 6.4.Ist S eine beliebige kompakte Liegruppe und G wie bisher endlich, so
148t sich jeder S-Raum X in kanonischer Weise iiber die Projektion S x G—S§ als

S x G-Raum auffassen. Der Raum /\X ist in kanonischer Weise ein S x G-Raum
1

und die Diagonale d:X— A\ X ist Sx G-dquivariant. Ist F die Familie aller

1
Untergruppen von S x G, deren Projektion eine echte Untergruppe in G liefert, so
zeigt eine leichte Uberlegung, daB die vorangehenden Betrachtungen alle auf die S-
dquivariante Situation iibertragbar sind. Man erhilt also insbesondere die folgende
S-dquivariante Version des Satzes von Kahn und Priddy: Ist X ein punktierter S-
CW-Komplex, der aus Zellen vom Typ S/K x D' mit i>1 aufgebaut ist, so ist die
Restriktionsabbildung

0:19 X |EF*)->nd(X) surjektiv; insbesondere ist
0:mY, Zp(XlEF+)=ngXZP(X|E(Zp, S)*)=ndX|B(Z,, G)*)->nIX)

surjektiv. Hierbei ist E(Z , G) der universelle freie Z,-Raum mit S-Operation und
B(Z,S8)=E(Z,S)/Z,
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