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J~quivariante Transversalit~it und ~iquivariante 
Bordismentheorien 

Von 

HENiVING HAITSCHILD 

0. Einleitung. Ist  G eine kompakte Liegruppe, sind M und 2/ differenzierbare 
G-Mannigfaltigkeiten und ist i: L--> 2 / d i e  Inklusion einer Untermannigfaltigkeit, 
so gebe ich eine hinreichende Bedingung daffir an, warm sich jede G-Abbildung 
/:  M --> AT transversal zu i homotop ab&ndern l~13t. Es wird hierbei ein Ansatz yon 
A. Wasserman [10] systematisiert unter Benutzung yon Methoden aus der ~qui- 
varianten Bordismentheorie. Einige Beispiele sollen die Anwendung in der &qui- 
varianten Bordismentheorie erl~utern. 

I, Yorbereitungen. Es seien im folgenden M, 2/, L ... immer kompakte C~-differen- 
zierbare G-Mannigfaltigkeiten. Weiter seien alle auftretenden Abbfldungen differen- 
zierbare G-Abbildungen, werm nicht ausdriicklich anders erw~hnt. Ist  m e M, so 
sei Gm die Standuntergruppe im Punkte m. Ist H c G eine abgeschlossene Unter- 
gruppe, so sei M H die H-Fixpunktmenge der G-Operation auf M. Auf M tt operiert 
der Normalisator 2/(H) yon H. Welter setze ieh 

~/H = {me ]/lGm = H} und M(~) = {me M] G~ ~ H}. 

das Orbitbtindel gilt dann I]I(H)~ G XN{H).~IH. Analoge Bezeiclmungen ver- 
wende ieh ffir G-Abbfldungen. Ist  z.B. /:  M --> 2/gegeben, so ist ]~: M H --> iVH die 
Einschr~nkung auf die H-Fixpunktmenge. 

Satz (I.1) (Thorn). Ist G -= 1 und ]: M --> 2/ eine G.Abbildung, welche au/ der 
abgeschlossenen Menge C c M schon transversal zu der Inklusion i: L - +  N ist, so 
l~iflt sich / relativ C homotop zu einer zu i transversalen Abbildung ab~ndern. �9 

Lemma (I.2). Sei Ue o C eins ~- Umgebung der abgeschlossenen Menge C c M und 
F eine abgeschlossene Untermannig/altigkeit yon M;  ist welter /: M -> 2/eine di]/eren- 
zierbare G-Abbildung und H: .F • I --> 2/ eine Homotopie yon / IF , / i~r  welche 

HtIF n 0~/2 = / 1~' n 0~/~. 
gilt, so l~flt sich diese Homotopie zu einer di/lerenzierbaren Homotopie von / au/ ganz 
M erweitern, welche au] einer passenden Umgebung Ue" yon C in M konstant ist. 

B e w e i s .  Vgl. [10] Lemma (3.2). �9 
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Lemma (I.3). I st /: M ---> N sine A bbildung di// erenzierbarer G- M annig/altigkeiten, 
U sine o//ene Umgebung der abgeschlossenen Menge C c M und h: U ---> N eine diHeren- 
zierbare G-Abbildung mit h t C = / l C, dann existiert eine Homotopie H: M • I ---> N, 
und eine Umgebung V von C mit den/olgenden Eigenschaften : 

(i) H o = / ;  (ii) H t ] M ~ U = f I M ~ U ;  (iii) H x l V = h l V ;  
(iv) ]7 c U .  

B e w e i s .  Vgl. [10] Lemma (3.4). �9 

B e m e r k u n g .  Wegen der Existenz tubularer Umgebungen braucht  man ftir alle 
Transversaliti~tsbetrachtungen nicht beliebige Inklusionen zu betrachten, sondern 
kann sieh auf  Nullschnitte in G-Vektorraumbfindeln besehr~nken. �9 

Satz (I.4). Es sei M sine di//erenzierbare G-Mannig/altigkeit, au/ der nut ein Orbit- 
typ (H) au/trete. ]: M--> E sei sine Abbildung in den Totalraum des G-Vektorraum- 
bis p : E ---> B, welche au/ der abgeschlossenen Menge C c M transversal zum Null- 
schnitt yon p sei. Gilt/fir alle b e B, die yon H/es t  gelassen werden, daft H auch die 
Faser p-1 (b) ~unktweise /est 15flt, so l~[3t sieh f relativ C transversal zum Nullschnitt 
yon p homotop abSndern. 

B ewe is. Betraehte zuns die Situation ftir die H-Fixpunktmengen.  

p~ 

$ 
B ~ 

Die Abbi ldung/R ist genau darm transversal  zum Nullschnitt yon TR, wenn 

]H X id : M ~ --> E[~ ,  X M R 

transversal zum Nullschnitt yon pE x id : E ] ~ • M H -+ BE X M Hist .  Man dividiert 
nun die freie K-Operat ion ( K =  N (H)/H) aus und erh~lt das folgende Diagramm: 

M H . . . . . .  E ] ~ , x M  R - - ' B  I t X M  H 
f n X i 4  ] 9 ~ x i d  , 

MH/K I-• ' E I~"  • ~MH ~-x~id ~ BH • M R 

Man m a e h e / n  • id relativ CH/K transversal zum Nullschnitt yon E [ ~  • M R. 
Es entstehe die Abbildung h'. Lifter man h' mad die zugehSrige t tomotopie,  so ent- 
steht sine zum ~ullschnit t  yon E l 2 ,  • M n transversale N (H)-Abbildung 

h: MH--> EIZ. x M R .  

Bezeiehnet pr:  EIB,  X .M R --> ElBa: die Projektion, so erhs man wegen 

M ----- G X_~(H) M H 

aus h sine zu ] homotope G-Abbfldung / '  : M ----- G Xlv(m M H --> E definiert dureh 
]'(g, m) = g.  (p ro  h) (m). Man rechnet fttr ] '  die gewtinschten Eigensehaften hash. �9 
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Ein Induktionsschlul3 nach der Anzahl der auf  M auftretenden Orbit typen liefert 
sofort die folgende Versch~rfung yon Satz (I.4): 

Satz (I.5). Sei M eine kompa~te G-Mannig/altiglceit und ~: E --> B ein G-Vektor- 
raumbi~ndel, /iir welches gilt : L~i[3t die au] M au/tretende Standuntergruppe H c G den 
Punlct b ~ B/es t ,  so lasse H auch die 2'aser p-1 (b) /est. Dann l~i/3t sich ]ecle Abbitdung 
/: M--> E, welche an/der  abgeschlossenen Menge C r M schon transversal zum Null- 
schnitt von p ist, relativ C transversal zum Nuilschnitt yon p homotop abdndern. 

Bewe i s .  Es sei Ue eine ~-Umgebung yon C, auf weleher / noch transversal zum 
Nullschnitt yon p ist. 

1. Existiert auf  M genau ein Orbittyp, so folgt die Behauptung aus Satz (I.4). 

2. Sei H r G eine maximale auf M auftretende Standuntergruppe. 

MH = { m e M ] G m  : H)  

und 

M(~) -~ {m e MIGm ~ H} -~ G • MH 

sind abgeschlossene Untermannigfaltigkeiten yon M. Betraehte 

/(H) : M(m ~ E 
Ip 

B 

p erffillt die Bedingungen ans Satz (I.4), daher kann man/(H) relativ ~'~/2 (~ M(H) 
transversal zum Nullschnitt yon p machen. Man hat  also eine Homotopie 

F:  M(H) • I--> E 
gegeben. /qach Lemma (I.2) kann man nun diese Homotopie auf  ganz M • I er- 
weitern, ohne auf einer passenden Umgebung yon C etwas zu gndern. Also ist / ohne 
Einschrgnkung auf  M(H) transversal zum Nullschnitt yon p und damit  auch auf einer 
passenden tubularen Umgebung ~ (M(H), M) yon M(H) in M. 

3. Man schneider ans M nun v~/2 (M(H), M) weg und betrachtet  

/[ ) ) - - / I M '  
Auf M '  treten weniger 0rb i t typen  als auf  M a u f .  !~ach Induktionsvoraussetzung 
kann man n u n / I  M '  transversal zum l~ullschnitt yon p machen relativ zu 

(C n M') u) (Rand der tubularen Umgebung). 

Znsammensetzen der neuen Abbildung und der Homotopie lgngs des Randes der 
tubularen Umgebung liefert die Behauptung. �9 

B e m e r k u n g .  Dieser Satz wurde zuerst yon Stong [8] fOr endliche abelsche 
Gruppen G bewiesen. �9 

U m  das l~olgende zu erls mSchte ich kurz auf  die Schwierigkeiten eingehen, 
die im Falle beliebiger G-Vektorraumbfindel/o : E --> B auftreten. Sei etwa G = Z2. 
Ohne Einsehr~nkung kann man /: M --> E auf M z~ als transversal zum Nullschnitt 
yon pz2: EZ~ __> BZ2 voraussetzen. Um den Rest  des Biindels E aufftillen zu k6nnen, 
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muB man in M i m  Normalenbfindel der Fixpunktmenge noch genug Platz haben. 
Im folgenden Beispiel ist dies nicht der Fall: 

M = Punkt  ~ E =- ~z  (mit nicht trivialer Z2-Operation) 

B = Punkt  

Aber aueh wenn die vorangehende Erseheinung nieht auftreten kann, erh~lt man 
noeh keinen befriedigenden Transversalit~tssatz, wie die folgende l~berlegung lehrt : 

Seien zwei homotope Z2-Abbildungen [, g: M --> B • V gegeben und seien [ und g 
transversal zum Nullsehnitt B c B • V im Punkte  m s 3/. Welter sei V eine Z2-Dar- 
stellung ohne trivialen Summanden und es sei m ein Fixpunkt  mit v (M z', M)m ~- V. 
Induzieren / und g nieht homotope Ze-Vektorraumisomorphismen V-+  V, so lggt 
sich die Homotopie zwisehen / und g nieht relafiv zu den Endpunkten transversal 
maehen, d a m  bei der Homotopie nieht aus dem Nullsehnigt herauslaufen daft, da 
nut  B z2 c B • V lest bleibt. 

Um die aufgezeigten Sehwierigkeiten zu umgehen, fiihre ich sogenannte kontrol l ier te  
Bfindelabbildungen im n~ehsten Abschnitt ein. 

H. Kontrollierte ~iquivariante Transversalit~it. Es sei eine differenzierbare lineare 
G-Abbildung 

E S , E '  

l, ],, 
B 

gegeben. Es sei weiter eine G-Darstellung V mit E'  @ E ' ~  B • V und eine lineare 
G-Abbildung ~0: E -~ V gegeben. 

Definition ( ILl) .  [ heiBt kontrolliert durch % falls ftir alle b s B das folgende 
Diagramm kommutiert :  

• E~ ~ b' n - - - ~ V =  •  

Proj. 

Eb-)V-, ~;, 

tIierbei bezeiehnet _l_ das orthogonale Komplement in Eb. [] 

Bemerkung (II.2). Eine differenzierbare Abbildung f: E ---> E' yon G-Vektorraum- 
biindeln, welehe den Nullsehnitt erhglt, l~gt sieh in das Differential yon [ lgngs der 
~'aser deformieren ([2], S. 30) ; die Deformation ist konstant fiber den Punkten, fiber 
denen [ die Fasern schon linear abbildet. [] 

Es sei M eine kompakte G-~annigfaltigkeit. Auf dem Tangentialbfindel T (M) sei 
eine Riemannsche l~etrik lest gewghlt und M dadurch metrisiert. Welter sei s M 
ein Spray und die dazugehSrige Exponentiaffunktion lest vorgegeben. Ist  F eine 
Untermannigfaltigkeit yon M und v(F, M) das Normalenbiindel yon F in M, so 



540 H. HAUSCHILD ARCH. MATH. 

liefert die Exponentialabbildung einen Diffeomorphismus T zwischen einer 8-Um- 
gebung ~ ( F ,  M) des Nullsehnittes in ~(F, M) und einer s-Umgebung yon F in M. 

list F kompakt, so ist ~ als konstante Abstandsfunktion aufzufassen; ist F nieht 
kompakt, so i s t s  im allgemeinen nicht konstant.] 

Alle Tubenabbfldungen werden im folgenden mit  T bezeichnet, we eine Bezeieh- 
nung fiberhaupt nStig ist. Meist werden ~ (F, M) und die s-Umgebung yon F in M 
identifiziert. 

Definition (II.3). Ist  eine Abbfldung/:  M -> E der kompakten G-NKannigfaltigkeit 
M in den Totalraum des G-Vektorraumbfindels 19: E - .  B gegeben, E ein Inverses 
yon E mit E O E ~ V • B und F: T (M) --> V eine lineare G-Abbfldung, so heil3t f 
~-kontrolliert transversal zum Nullsehnitt yon p, falls ffir alle Untergruppen H c G 
gilt: 

(i) ]~/: M H --> E H ist transversal zum Nullschnitt B H c E/~. 

(fi) Setzt man F/~ = (] I M•) -1 BH und ist T:  v~ (F~, M) --> M eine Tubenabbil- 
dung mit passend kleinem 6, so ist ] o T:  v~ (F H, M) --> M -* E linear, d.h. gleich 
seinem Differential l~ngs der Faser und als Bfindelabbildung Rq-kontrolliert mit 

H~ ~-~ ~ o i :  v(FH, M)--> T(M)IFH--> V .  

Hierbei bezeichnet i die Inklusion des I~ormalenbfindels in das Tangentialbfindel, 
gegeben dureh die Riemamlsehe NIetrik. 

Ist  C c M abgesehlossen, so heiBt I auf C ~-kontrolliert transversal zuln !qull- 
sehnitt yon 19, falls eine offene s-Umgebung Ue yon C in M existiert, so dal3 ][Us 
obige Bedingungen (i) und (ii) erffillt. �9 

Satz (II.4). Sei G eine l~ompakte I_~egruppe; ]i~r jede abgeschlossene Untergrup19e 
H c G sei GIN (H) endlich; sei p: E --> B ein di//erenzierbares G- Ve~torraumbi~ndel mit 
E G E - ~  V •  M eine l~om19akte G-Mannig/altigl~eit mit einer sur]elc t iven 
linearen G-Abbildung ~: T(M)--*  V, so lS]3t sich ]ede di]/erenzierbare G-Abbildung, 
welche au/ einer abgeschlossenen Menge C c M schon q~-kontrolliert transversal zum 
Nullschnitt yon 19 ist, relativ C in eine zum Nullschnitt yon 19 cp-lcontrolliert transversale 
Abbildung homoto19 ab~indern. 

Beweis .  Es sei H e i n e  maximale auf  M auftretende Standuntergruppe. Da H 
maximal ist, ~ l t  M/r = MH. 

(i) Ohne Einsehr~nkung ist / [ M K transversal zum Nullsehnitt y o n / ~ :  E K --> B K 
ffir K : g H g-1. 

Um dies zu zeigen, betrachte m a n / I  M~/" l~ach Voranssetzung i s t / ]  M ~ (~ Kf~/2 
transversal zum Nullsehnitt y o n / ~ ;  hierbei ist Us die zu C gehSrige Umgebung und 
~r  ihr AbschlulB. Wegen Satz (I.4) existiert eine N(H)-~quivariante Homotopie 
F :  M H • I -*  E/t  mit  -~0 ---- f, F1 transversal zum Nullsehnitt y o n / ~  und 

F I ( . ~  n O~i~) x I = 1 ~ . 

Erweitere nun F zu einer G-Homotopie F ' :  M(H) X I_ ~  G XN(AO M H X Z --> E dutch 
F'(g, m, t) ~ g . F(m, t) ffi.r g e G, m e M ~ und t e I und setze diese Homotopie mit 
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Lemma (I.2) zu einer Homotopie _~": M • I -~ E mit den folgenden Eigensehaften 
fort: 

(2) ~'~'I ~,' = i I ~,,  mit passendem U,, D C; 
(3) / ~  ist auf M K transversal zum I~ullschnitt yon 1~ fiir K ~- gHg-1. 

(ii) Es soll nun ] auf der Tubenumgebung ~ (ivY, M) linear und/r 
gemacht werden, ohne dab sich in einer Umgebung yon C etwas ~ndert. 

Die Tubenumgebungen ~ (~H, M) seien so klein gew~hlt, dal3 zu verschiedenen 
Untergruppen K = gHg -1 disjunkte Tubenumgebungen ~ (F/~, M) ---- g .  ~(F ~, M) 
gehSren. 

Diese Wahl ist mSglich, da die Menge G/N (H) endlieh ist. Nach Voraussetzung 
efffillt t l U~ die Voranssetzung (ii) ans Definition (II.3) fiir die Untergruppe H c G. 
Sei also ~,~(.FH ~ U~, U~) eine Tubenumgebung yon F H n U~ in Ue, auf welcher t 
linear und H~-kontrolliert ist. Es existiert nun eine Tubenumgebung r~ (F H, M) yon 
F ~ in M, welche zwar nieht notwendig in ~(F/~  n U~, U~) enthalten ist, wenn man 
mit U~ schneider, welche aber in ~ ( F  H n U~, U~) n U~/2 liegt, wenn man mit 
0~/2 schneider. Das Normalenbfindel ~ (/~H, M) zerf~llt in 

( FH, .MH) G ~ ( MH, _/]1) I ~H. 

Damit gilt 

~(F~,  ~ )  = (~ (F~, M~) @ ~ (M~, ~/) I F~)~. 

Man ersetzt nun ] auf ~ (F/~, M ~) dureh das Differential langs der Faser, bfldet 
(M/~, M) I F ~  durch die kontrollierende Abbfldung ~ nach B ab und setzt dann die 

beiden Abbildungen auf die direkte Summe fort. Da ] fiber den Punkten aus U~/~ (~ F H 
schon linear und kontrolliert abgebildet wurde, ~ndert sich hier nichts. W~hlt man 
noch fl ~ el4, so ist gewahrleistet, dal~ auf Ue/4 niehts geandert wird. Die soeben 
konstruierte Abbildung sei h': ~ ( F  H, M)--> E. Bezeiehnet F(~) die Vereini~cmng 
fiber alle F/~ mit K = gHg-~, so erhalt man aus h' eine G-Abbildung 

h: G XN(H) ~ ( F  H, M) = ~(-~(H), M) -->E, 

welche linear und ~-kontrolliert ist. 
Weiter kann man h auf U~/4 fortsetzen, indem man hier h = l fordert. Auf die 

beiden Abbfldungen 1: M--> E und h: U~/4 u ~ ( F ( m ,  M)--> E wende man nun 
Lemma (I.3) an mit dem dortigen C = U~/s u F(H). Es ergibt sieh dann eine zu l 
homotope Abbfldung t', welehe auf Ue/s u F(~) mit  I iibereinstimmt und wetehe 
auf einer passenden Tubenumgebung ~ (F(H), M) gleich h, d.h. linear und 9-kon- 
trolliert ist. Es ist welter (l')g: M ~ -->E g transversal zum Nullschnitt y o n / ~  ffir 
K = gHg -~. Dies ist sofort riehtig ffir Punkte aus F K, da Linearisiemng am Diffe- 
rential nichts gndert. Ffir aUe anderen Punkte ans M K folgt die Transversalitgt, da 
man die obige Homotopie zwischen ~ und l' noch so einrichten kann, dab ans M g 
nur F~  bei l '  naeh B ~ abgebildet wird. Man daft  also jetzt annehmen, dab t die 
Bedingungen (i) und (ii) aus Definition (II.3) ffir die Untergruppen K = gHg-Z er- 
fiillt. 
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(iii) Die Abbildung / ist wegen (i) und (ii) in den Punkten aus F(H) transversal 
zum Nullschnitt yon p, da die kontrollierende Abbildung surjektiv ist. Hiermit ist / 
auch transversal in den Punkten einer geeigmeten Tubenumgebung ~ (E(~), M). 

(iv) Die Abbildung ] eingesehr/inkt auf ~ (F(H), M) ist ~-kontrolliert transversal 
zum Nullschnitt yon p;  denn ist L c H gegeben, so ergibt sich aus der Transversalit~t 
sofort, dab auch 

/L: (~(F(z ) ,  M))L -+EL 

transversal zum Nullsehnitt yon pL ist. ES ist dann v,~ (L) ..~ (/L)-I BL ein Unter- 
bfindel yon ~ (F(~), M). 

Ist  ~(L): v~(L)-+F(H) die Projektion, so erh~lt man als Normalenbfindel yon 
v~(L) in v~(F(H), M) das Bfindel g(L)*( l~(L)) ,  wobei • das orthogonale Kom- 
plement yon v (L) in v (F(~), M) bezeichnet. Da )t auf v~ (L) fiber ~ faktorisiert, ist 
auch die auf dem iNTormalenbfindel v (v~ (L), ~ (F(H), M)) induzierte Abbfldung ~-kon- 
trolliert. 

Hiermit ist / eingeschr~nkt auf v~(F(H), M) ~-kontrolliert transversal. Auf 
M(H)\(M(H) ~ y~(/V(H), 21//))trifft die Abbildung / den Nullsehnitt B nieht, daher 
trifft / auch auf einer passenden Umgebung von M(zc)\(M(H) n ~'~(F(tt), M)) den 
Nullschnitt B nieht. Die Abbildung / ist daher nicht nut  auf v~ (F(H), M), sondern 
sogar auf einer passenden Umgebung Wa yon M(H) in M ~-kontrolliert transversal 
zum Nullsehnitt yon P. 

(v) Beweis yon Satz (II.4) durch Induktion nach Anzahl der Orbittypen. 

Tri t t  auf M genau ein Orbittyp auf, so ist man wegen (iii) fertig. Da M kompakt 
ist, t reten auf M nur  endlich viele Orbittypen auf. Sei (H) ein maximaler auftretender 
Standuntergruppentyp. Ohne Einsehr/inkung ist nun / ~-kontrolliert transversal 
zum/~ullschnitt  yon j0 auf einer offenen Tubenumgebung Wa yon M(H) in M wegen 
(iv). Man schneide nun etwa W(~/2 aus M weg und betraehte die entstehende Mannig- 
faltigkeit mit Rand M'. Auf M'  treten zun/~chst weniger Orbittypen auf als auf M. 
Weiter i s t / '  ----/I M' ~-kontrolliert transversal zum Nullschnitt yon p auf Ue n M'  
und auf einer tubularen Umgebung des Randes yon M'.  Nach Induktionsvoraus- 
setzung kann man n u n / '  relativ zum Rand und relativ zu M' n C ~0-kontrolliert 
transversal zum Nullschnitt yon :p maehen. Zusammenkleben der auf dem weg- 
gesehnittenen Tell gegebenen Abbildung und der auf  M' konstruierten Abbildung 
I/ings des Randes liefer~ nun die Behauptung. �9 

Bemerkung (II.5). Der Satz (II.4) gilt aueh ffir Mannigfaltigkeiten M mit Rand. 
Hierzu beaehte man nut, dab die lineare G-Abbildung q : T (M) -+ V aus der Voraus- 
setzung yon Satz (II.4) nieht als surjektiv vorausgesetzt zu werden braueht; der 
Beweis yon Satz (II.4) zeigt, dab man nur eine surjektive G-BO_ndelabbildung 
~0 : Bn X M O T (M) -+ V benStigt. 

Es sind viele weitere Varianten des vorangehenden Ansatzes mSglieh. Zum Bei- 
spiel karm man eine lest gegebene Abbildung/:  M -+ E transversal zum Nullsehnitt 
yon ~: E -+ B maehen, sofern man eine Bfindelabbildung q:  T M  ---~/*2*E hat, 
welche auf den orthogonalen Komplementen der H-~ixpunktmengen surjektiv ist. 
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Bemerkung (II.6). In  Anlehnung an die Obstruktionstheorie kann die Methode aus 
Satz (II.4) auch benutzt werden, um zu untersuchen, warm sich f: M--~ E trans- 
versal zum Nullschnitt yon ~0 : E --~ B maehen l~13t. Ohne Einschrgnkung kann man 
nach Satz (II.4) Beweisschritt (i) voraussetzen, dab f~: M ~ --~ E r transversal zu B G 
ist. Is t  F G = (]r (BG), so hat  man zu testen, ob sich • ~, M) ~ als G-Biindel 
fiber ]~ surjektiv nach • ~ abbilden l~13t. Ist  dies der Fall, so kann man mit obiger 
l~ethode ] auf einer Umgebung Ue yon M ~ transversal zu B machen, t~an schneider 
nun U~/2 aus M weg. Auf der entstehenden Mannigfaltigkeit 2~ sei H maximale auf- 
tretende Standuntergruppe. Relativ zum Rand yon $ /  16st man nun dasselbe 
Problem (oder auch nicht) fox die Untergruppe H usw. bis man M ausgesehSpft hat. 
Problematisch hierbei ist, dab die LSsung der Normalenbfindelbeding-ang z.B. fiber 
F~ yon der Auswahl abh~ngt, wie man fa transversal zu B G gemaeht hat. Die 
Existenz der surjektiven Biindelabbildung q0: T (M) --> V garantiert die LSsbarkeit 
aller anftretenden Normalenbfindelbedingungen. �9 

HI. Anwendungen. Arbeitet man in der unorientierten/~quivarianten Bordismen- 
theorie ~.~(--), so hat  man keinen Transversalit~tssatz zur Verffigung. Dutch 
passende Einh~ngmng mit einer G-Darstellung karm man naeh Satz (II.4) immer in 
den Bereich kommen, in dem ein Transversalit&tssatz gilt. Die fiblichen Trans- 
versalit~tsschlfisse aus der Theorie 9l~ (--) iibertragen sich daher auf die stabflisierte 
~qttivariante Bordismentheorie st~.~ ( _ )  aus [1]. Es soll dies im folgenden an einigen 
Beispielen erl~utert werden. Hierzu sei G zun~chst endlich. Es bezeichne BO (k I G I W) 
die ~quivariante Grassmaimmannigfaltigkeit der k-dimensionalen Unterr~ume der 
G-Darstellung W. E(k  I G I W) sei das zugehSrige G-Vektorraumbfindel mit dem 
Thomraum MO (k I f  I W). Es sei F eine G-Darstellung, die alle irreduziblen G-Dar- 
stellungen mindestens einmal enth~lt. Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion liefert 
nach [10] eine natoxliche Transformation 

(*) iz: ~r~(X)-- , [Srr+~,MO((r+h) . lVI-  r l a l  

mit h > r ~ 3. 

8atz (HI. l )  (Wasserman [10]). I)ie obige Transformation ia ist ein Isomorphismus. 

Beweis .  FOx den Beweis verweise ieh auf [10] rind bemerke, dab der Trans- 
versalit~tsbegriff aus [10] ,,consistent transvers regularity" ein Spezialfall der kon- 
trollierten Transversalits ist. l~aeh Projektion hat  man in (*) die Homotopiemenge 
[S v'§ MO (... ]GIFt+h)] ~ zu betrachten. Es mul3 also eine Abbildung 

]: DVr+~---> DE(.. .  IGI V r+~) 

transversal zum Nullsehnitt gemacht werden. Hierbei bezeichnet D V bzw. DE, 
jeweils das Ballbfindel yore Radius 1 in V bzw. E. E ( . . .  I GI Vr+h) hat  ein aus- 
gezeichnetes inverses Biindel E (... 1G I Vr+~) mit 

E | ~ = r~+~ • B o ( . . .  161 r~+~). 

Weiter hat man eine kontrollierende Abbildung W: T(DV r+a) --> V r+n. In dieser 
Situation liefert nun Satz (II.4) den Satz (3.10) aus [10], welcherder wesentliche 
Beweisschritt fiir Satz (III.1) ist. �9 
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Ist 
) �9 ---- lxm~,+lV I(X • DV, X • SV) 

wieder die stabilisierte unorientierte Bordismentheorie, so liefert die Pontrjagin- 
Thom-Konstruktion nach [1] eine natfirliche Transformation 

st i : s t ag  (Z) ---> 2 ~  (Z+) ,  

wobei N.e(--) dureh das /~quivariante Thomspektrum MO (n[G] oo) gegeben sei. 
(Ffir die Definition vergleiehe [3].) 

Satz (III.2) (Brfcker-Hook [1]). sti: st~a(X ) _._> No(X+) ist ein Isomorphismus. 

Beweis .  Es sell Satz (III.2) als Satz fiber stabile Transversalits interpretiert 
werden. Man konstruiert mit Satz (II.4) eine zu sti inverse Abbfldung 

E :  N ,  o ( x + )  - ,  

0hne Einsehr~nkung karm man annehmen, dab X ein Punkt  ist, da der auftretende 
Raum ffir alle auftretenden Konstruktionen unwesentlich ist. 

Ist  /:  Sv--->MO([ V [ -  rIGlc~)eNra(So) gegeben, so bemerke man zun~ehst, 
dab [ fiber einen Thomraum MO (] V] --  r I G ] W) faktorisiert mit passend groBem W, 
wobei noch ohne Einsehr/~nkung V c W voransgesetzt werden kanm F bezeiehne 
das orthogonale Komplement yon V in W. Naeh Einh/~ngung mit S V ist ] dureh 

1': SW-,MO(I Vl - r l e l  W) A 

repr~sentiert, gechts steht der Thomraum des Bfinaels E(] V 1 --  r ]G]W) A ~-P. In 
dieser Situation ist die Voraussetzung yon Satz (II.4) erffillt. Wie im nicht /~qui- 
varianten Fall konstruiert man nun die inverse Abbildung E. �9 

Es sollen nun Paare (j, ]) betraehtet werden, wobei ]: M--> V x U eine Ein- 
bettung einer kompakten G-Mannigfaltigkeit M und [: ~ (]) -> U • g eine U-Tri- 
viahsierung des Normalenbfindels dieser Einbettung sei. Auf der Menge der Paare 
(], ]) erhi l t  man analog zu ([2], Def. (III.2.1)) eine Bordismenrelation. Die Menge 
der Bordismenklassen yon Paaren (], ]) bezeiehne ieh in Abhi~n~gkeit yon G, U, V 
und B mit Lav[U](B). Die Pontrjagia-Thom Konstruktion hefert z.B. naeh ([2] 
Kapitel I I I w  1) eine bezfiglieh der Variablen B natfirliche Transformation 

P :  L~[U] (B) --> [S vxv, S v ^ B+]0a. 

Betraehtet man nur solehe Paare (], [), ffir welehe die entstehende Abbildung 

P (], 1) : Svxu "-> Sv  ^ B+ 

~-kontrolliert transversal zum Nullsehnitt yon U X B ist ffir geeigneten Repr/isen- 
tanten (], [), wobei ~: V X U --> U als die Projektion auf U zu w~hlen ist, so bezeichne 
eLav [U] (B) die Menge dieser ~quivalenzklassen. Man erh&lt eine natfirliehe Trans- 
formation A : r (B) -.-> L~v[U] (B), indem man die Einsehr/~nkung der ~o-Kon- 
trolliertheit ver~Bt. 

Satz (III.3). Sei G eine l~omt~akte Liegrut)pe ; /iir alle abgeschlossenen Untergru~pen 
H c G sei die Menge G/N (H) endlich. Dann ist 
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P o A : r (B) ---> [S vxv, S r: ^ B+]o ~ 

eine Bi#ktion. 

Beweis .  Man verwende den Transversalig~tssagz (II.4) und schliege dann wie im 
Beweis yon Satz (3.1) aus [2] I<apitel III .  �9 

Ist  W eine weitere G-Darstellung, so hat  man eine Abbildung 

st(W): L~[U](B)~L~[U x W](B) 
gegeben dureh 

st(W)[?': M - - ~ V •  U ; / :  v(])-~ U •  B]---- 

[ ] ' : M - - - > V x U  c--%V• U x  W; / ' = / x i d :  v (] ' )= 

= v (j) x W--* U x B x W] . 

Ist  PC],/] 9 -k~176 transversal, so auch P o st(W)(~,/]) .  Man erhglt also aueh 
eine Abbildung 

�9 st(W): ~L~[U](B)-~ q,Z~[U x W](B). 
Ist  

Z(W):  IS vxv, S ~r A B+]o~ --> [S vxuxW, S uxW A B+]o a 

der zur Darsgellung W geh6rige Einh~ngungshomomorphismus in der/~quivarianten 
Homotopie, so erh/flt man ein kommutatives Diagramm: 

r (B) - ,t , L~[U] (B) P . [S vxv,[ S v A B+]0 a 

�9 ) ~st (w) st(w) Ix(w) ( 

�9 a * v [SVxVxw,~ SUxw ^ B+]o o +L~EU x W](B) ~ L ~ [ U x  W](B) , 

Durchl/iuft nun W alle Isomorphieldassen yon G-Darstellungen und bfldet man den 
direkten Limes fiber die Abbildungen r bzw. 2:(W), so erh~It man eine natiir- 
fiche Transformation 

Q: ]fin cLa [W](B) -->lira [S vxw, S w a B +] ---= ~ ( B + ) .  
W W 

Korollar (III.4). Unter den Voraussetzunger~ yon Satz (III.3) ist 

Q: ]ma ~Lg[W] (B) -+ ~g(2~) 

isomorph. 

Beweis .  Ein direkter Limes fiber Bijektionen ist bijektiv. �9 

Ist  e@(B) die Bordismentheorie der singul~ren G-Mannigfaltigkeiten g: M - +  B 
mit einer V-Rahxnenstraktur 

y): Rn X T(M)--> Rn X V x M 

"X M /  
auf dem stabilen Tangentialbiindel (fiir die genauen Definitionen vgl. [5]), so erh&lt 
man eine natfirliche Transformation T:  c@ (B) --> lira ~L~ [ W] (B), indem man yon 

- - 4  
W 

der stabilen tangentialen Struktur zur stabflen normalen Struktur fibergeht. 

Archly der Mathemafik XXVI 3 5  



546 H. HAUSCHILD ARCH. MATH. 

Bemerkung  (III .5) .  Korol lar  ( I II .4)  b ie te t  eine BeweismSglichkeit  fiir Satz (IV.2~ 
aus [5], indem m a n  zeigt, dal3 T bi jekt iv  ist. �9 

Beispiel ( I I I .6) .  Sei G ---- Z2 und  ~ i  die nicht  t r iviale  Z2-Darstellung. M sei die 
Z~-Manni~oialtigkeit bes tehend nu t  aus einem Punk t ,  i: M-->  p~l • ]~z sei die In-  
ldusion, die M etwa auf  (1, 0) abbildet ,  und  

---- id • - -  id: ~ (i) ---- ~1  x ]~1 _+ ]K1 x ~ z  

sei eine Trivialisierung des Iqormalenbfindels yon  i. 

[ i  : M -">" ]p~l X R,1, ,~ : ~ (,~) __>. R1 X :~1] 

liefert ein Element in Lo z~ []~I X ]~I] (Punkt), welches nicht ~-kontrolliert ist, wie man 
sich leicht iiberlegt. Dies Beispiel rechtfer t igt  die Einff ihrung der  Bordismentheor ie  
cL~[U]  ( - - ) .  �9 

I n  diesem Zusammenhang  sei erwghrit, dal3 Proposi t ion 1 aus [7] falseh ist. Man 
da f t  die stabile tangent ia le  i~ahmens t ruk tur  nur  auf  Bfindeln ]~n • T (M) definieren 
und  nicht  wie in [7] auf  Bfindeln U X T (M) ffir beliebige G-Darstel lungen U. Mit 
der Definition einer stabflen R a h m e n s t r u k t u r  aus [7] erhs m a n  n~mlieh auf  der 
Z2-Mannigfaltigkeit ,  die nur  aus e inem P u n k t  besteht ,  analog zu Beispiel ( I I I .6)  
mehr  als 2 stabile ]~~ was Proposi t ion 1 aus [7] widerspricht ,  
denn die Homotop ie  wird beschrieben durch ~-kontrol l ier te  Bordismenklassen.  �9 
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