536 ARCH. MATH.

Aquivariante Transversalitit und dquivariante
Bordismentheorien

Von

Hexxmne HAUSCHILD

0. Einleitung. Ist @ eine kompakte Liegruppe, sind M und N differenzierbare
G-Mannigfaltigkeiten und ist s: L — N die Inklusion einer Untermannigfaltigkeit,
s0 gebe ich eine hinreichende Bedingung dafiir an, wann sich jede G-Abbildung
f: M — N transversal zu ¢ homotop abidndern 1a6t. Es wird hierbei ein Ansatz von
A. Wasserman [10] systematisiert unter Benutzung von Methoden aus der dqui-
varianten Bordismentheorie. Einige Beispiele sollen die Anwendung in der dqui-
varianten Bordismentheorie erldutern.

L. Vorbereitungen. Es seien im folgenden M, N, L ... immer kompakte C*-differen-
zierbare G-Mannigfaltigkeiten. Weiter seien alle auftretenden Abbildungen differen-
zierbare G-Abbildungen, wenn nicht ausdriicklich anders erwahnt. Ist m e M, so
sei Gy, die Standuntergruppe im Punkte m. Ist H c G eine abgeschlossene Unter-
gruppe, so sei MH¥ die H-Fixpunktmenge der G-Operation auf M. Auf M¥ operiert
der Normalisator N (H) von H. Weiter setze ich

My={meM|Gp=H} und My ={mecM|Gn~ H}.
Fir das Orbitbiindel gilt dann Mgy o~ G Xn@) Mpy. Analoge Bezeichnungen ver-

. wende ich fiir G-Abbildungen. Ist z.B. f: M — N gegeben, so ist fZ: MH — NH die
Einschrankung auf die Z-Fixpunktmenge.

Satz (1) (Thom). Ist G =1 wnd f: M — N eine G-Abbildung, welche auf der
abgeschlossenen Menge C c M schon transversal zu der Inklusion i: L — N ist, so
l@pt sich f relativ C homotop zu einer zu i transversalen Abbildung abindern. ]

Lemma (1.2). Sei U2 C eine ¢-Umgebung der abgeschlossenen Menge C c M und
F eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von M ; ist wester f: M — N eine differen-
zierbare G-Abbildung und H: F X I — N eine Homotopie von f| F, fir welche

H|\FNUpp=f|FOUgp

gilt, so lipt sich diese Homotopie 2u einer differenzierbaren Homotopie von f auf ganz
M erweitern, welche auf einer passenden Umgebung Uy von C in M konstant ist.

Beweis. Vgl. [10] Lemma (3.2). ||
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Lemma (L3). Ist f: M — N eine Abbildung differenzierbarer G-Mannigfaltigkeiten,
U eine offene Umgebung der abgeschlossenen Menge C ¢ M und h: U — N eine differen-
zierbare G-Abbildung mit h|C = f|C, dann existiert eine Homotopie H: M x I — N,
und eine Umgebung V von C mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Ho=f; @) HJ|M\U=FM\U; (i) H:1|V=5V;
(iv) VcU.

Beweis. Vgl. [10] Lemma (3.4). -

Bemerkung. Wegen der Existenz tubularer Umgebungen braucht man far alle
Transversalititsbetrachtungen nicht beliebige Inklusionen zu betrachten, sondern
kann sich auf Nullschnitte in G-Vektorraumbiindeln beschrinken. [ |

Satz (I.4). Es sei M eine differenzierbare G-Mannigfaltigheit, auf der nur ein Orbii-
typ (H) auftrete. f: M — E sei eine Abbildung in den Totalraum des G-Vektorraum-
biindels p: E — B, welche auf der abgeschlossenen Menge C ¢ M transversal zum Null-
schnitt von p sei. Gilt fiir alle be B, die von H fest gelassen werden, daff H auch die
Faser p~2(b) punktweise fest lift, so laft sich | relativ C transversal zum Nullschnitt
von p homotop abindern.

Beweis. Betrachte zunichst die Situation fiir die H-Fixpunktmengen.
fH: MH —— EH = E | px
pH
L
BH
Die Abbildung f ist genau dann transversal zum Nullschnitt von pH, wenn
A Xxid : MHE - E|pu X MH

transversal zum Nullschnitt von pH X id : B| gz X ME — BH x M¥ ist. Man dividiert
nun die freie K-Operation (K= N (H)/H) aus und erhilt das folgende Diagramm:

H_ b4 —~ RH H
M Axid EIB"*M pExid B XM
{ J
JtIH K E l MH BH H
/ A xxid |52 X & PR xgid Xg M

Man mache f# X id relativ CH/K transversal zum Nullschnitt von E|gzs xXg MH.
Es entstehe die Abbildung 4’. Liftet man A" und die zugehérige Homotopie, so ent-
steht eine zum Nullschnitt von E| g« X M¥ transversale N (H)-Abbildung

h: MH - B gu X MH
Bezeichnet pr: E| gz X MH — E | p» die Projektion, so erhilt man wegen
M =G Xy MHE

aus h eine zu f homotope G-Abbildung f': M = G Xy@ MH - E definiert durch
{'(g, m) = g - (pr o h)(m). Man rechnet fiir /' die gewiinschten Eigenschaften nach. m
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Ein Induktionsschiu8 nach der Anzahl der auf M auftretenden Orbittypen liefert
sofort die folgende Verschirfung von Satz (1.4):

Satz (15). Sei M eine kompakie G-Mannigfaltigheit und p: E — B ein G-Vektor-
raumbiindel, fir welches gilt: Lift die auf M auftretende Standuntergruppe H c G den
Punkt b € B fest, so lasse H auch die Faser p=1(b) fest. Dann lift sich jede Abbildung
f: M — E, welche auf der abgeschlossenen Menge C c M schon transversal zum Null-
schnitt von p ist, relativ C transversal zum Nullschnitt von p homotop abindern.

Beweis. Es sei U, eine ¢-Umgebung von O, auf welcher f noch transversal zum
Nullschnitt von p ist.
1. Existiert auf M genau ein Orbittyp, so folgt die Behauptung aus Satz (I1.4).
2. Sei H c G eine maximale auf M auftretende Standuntergruppe.
Mp={meM|G,=H}
und .
M(H) = {mEM[Gm ~ H} =@ X NH) My

sind abgeschlossene Untermannigfaltigkeiten von M. Betrachte

fen: M —E

In
}
B

p erfillt die Bedingungen aus Satz (I.4), daher kann man fg, relativ Ugs N M

transversal zum Nullschnitt von p machen. Man hat also eine Homotopie

F- M ) X I+ E ) )

gegeben. Nach Lemma (I.2) kann man nun diese Homotopie auf ganz M x I er-

weitern, ohne auf einer passenden Umgebung von C etwas zu dndern. Also ist f ohne

Einschrankung auf M () transversal zum Nullschnitt von p und damit auch auf einer

passenden tubularen Umgebung v4(M )y, M) von Mgy in M.

3. Man schneidet aus M nun vs2 (M, M) weg und betrachtet
fl(M\wg2(...)) = f| M.

Auf M’ treten weniger Orbittypen als auf M auf. Nach Induktionsvoraussetzung
kann man nun f| M’ transversal zum Nullschnitt von p machen relativ zu

(C N M'") U (Rand der tubularen Umgebung).

Zusammensetzen der neuen Abbildung und der Homotopie lings des Randes der
tubularen Umgebung liefert die Behauptung. |

Bemerkung. Dieser Satz wurde zuerst von Stong [8] fiir endliche abelsche
Gruppen G bewiesen. |

Um das Folgende zu erldutern, mochte ich kurz auf die Schwierigkeiten eingehen,
die im Falle beliebiger G-Vektorraumbiindel p: & — B auftreten. Sei etwa G = Z5.
Ohne Einschrinkung kann man f: M — E auf M%* als transversal zum Nullschnitt
von p?:: B%* — B% voraussetzen. Um den Rest des Biindels & auffiillen zu kénnen,



Vol. XXVI, 1975 Aquivariante Transversalitit 539

muf man in M im Normalenbiindel der Fixpunktmenge noch genug Platz haben.
Im folgenden Beispiel ist dies nicht der Fall:

M = Punkt— E = R! (mit nicht trivialer Z,-Operation)
l pr
i
B = Punkt

Aber auch wenn die vorangehende Erscheinung nicht auftreten kann, erhilt man
noch keinen befriedigenden Transversalititssatz, wie die folgende Uberlegung lehrt:

Seien zwei homotope Zz-Abbildungen f, g: M — B X V gegeben und seien f und ¢
transversal zum Nullschnitt B ¢ B X V im Punkte m € M. Weitersei V eine Zs-Dar-
stellung ohne trivialen Summanden und es sei m ein Fixpunkt mit » (M2, M), V.
Induzieren f und g nicht homotope Z3-Vektorraumisomorphismen ¥ — ¥, so laBt
sich die Homotopie zwischen f und g nicht relativ zu den Endpunkten transversal
machen, da m bei der Homotopie nicht aus dem Nullschnitt herauslaufen darf, da
nur B% ¢ B x V fest bleibt.

Um die aufgezeigten Schwierigkeiten zu umgehen, fithre ich sogenannte kontrollierte-
Biindelabbildungen im nichsten Abschnitt ein.

1I. Kontrollierte figuivariante Transversalitiit. Es sel eine differenzierbare lineare
G-Abbildung
B-L-m
[lp ) llr'
BB

gegeben. Es sei weiter eine G-Darstellung V mit B’ @ B =~ B x V und eine lineare
G-Abbildung ¢: E — V gegeben.

Definition (IL.1). f heiBt kontrolliert durch ¢, falls fiir alle b € B das folgende
Diagramm kommutiert:

LES V=0t xV
N (2
l Proj
.
E b T’ E 1'%
Hierbei bezeichnet | das orthogonale Komplement in Ep. ]

Bemerkung (IL.2). Eine differenzierbare Abbildung f: E — E’ von G-Vektorraum-
biindeln, welche den Nullschnitt erhalt, 168t sich in das Differential von f langs der
Faser deformieren ([2], S. 30); die Deformation ist konstant dber den Punkten, iiber
denen f die Fasern schon linear abbildet. 1

Es sei M eine kompakte G-Mannigfaltigkeit. Auf dem Tangentialbiindel 7' (M) sei
eine Riemannsche Metrik fest gewahlt und M dadurch metrisiert. Weiter sei fir M
ein Spray und die dazugehorige Exponentialfunktion fest vorgegeben. Ist F eine
Untermannigfaltigkeit von M und » (¥, M) das Normalenbiindel von F in M, so
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Liefert die Exponentialabbildung einen Diffeomorphismus 7' zwischen einer &-Um-
gebung v (F, M) des Nullschnittes in »(F, M) und einer ¢-Umgebung von F in M.
[Ist F kompakt, so ist ¢ als konstante Abstandsfunktion aufzufassen; ist F nicht
kompakt, so ist ¢ im allgemeinen nicht konstant.]
Alle Tubenabbildungen werden im folgenden mit 7' bezeichnet, wo eine Bezeich-
nung tiberhaupt nétig ist. Meist werden v:(F, M) und die e-Umgebung von F in M
identifiziert.

Definition (IL.3). Ist eine Abbildung f: M — E der kompakten G-Mannigfaltigkeit
M in den Totalraum des G-Vektorraumbiindels p: E — B gegeben, £ ein Inverses
von B mit E @ Eo< VX Bund ¢: T(M)— V eine lineare G-Abbildung, so heilt f
g-kontrolliert transversal zum Nullschnitt von p, falls fiir alle Untergruppen H c G
gilt:

(i) fH: MH > EH ist transversal zum Nullschnitt B c EH,

(i) Setzt man FH = (f| MH)-1 BH und ist T': vs(FH, M) — M eine Tubenabbil-
dung mit passend kleinem 4, so ist fo T': vs(FH, M) —~ M — E linear, d.h. gleich
seinem Differential lings der Faser und als Biindelabbildung ge-kontrolliert mit

gp=gqoi: y(FE, M)—>T(M)|FE-7V.

Hierbei bezeichnet ¢ die Inklusion des Normalenbiindels in das Tangentialbiindel,
gegeben durch die Riemannsche Metrik.

Ist C c M abgeschlossen, so heiBit f auf C' g-kontrolliert transversal zum Null-
schnitt von p, falls eine offene &-Umgebung U, von C in M existiert, so daB | U,
obige Bedingungen (i) und (i) erfiillt. n

Satz (IL4). Sei G eine kompakte Liegruppe; fir jede abgeschlossene Untergruppe
H c G sei GIN (H) endlich; sei p: E — B ein differenzierbares G-V ektorraumbiindel mit
E@E=VxXB; M cine kompakie G-Mannigfaltigheit mit einer surjektiven
linearen G-Abbildung @: T (M)— V, so lift sich jede differenzierbare G-Abbildung,
welche auf einer abgeschlossenen Menge C c M schon @-kontrolliert transversal zum
Nullschnitt von p ist, relativ C in eine zum Nullschnitt von p @-kontrolliert transversale
Abbildung homotop abindern. '

Beweis. Es sei H eine mazimale auf M auftretende Standuntergruppe. Da H
maximal ist, gilt MH = My.

(i) Ohne Einschrinkung ist f| MX transversal zum Nullschnitt von pK: EX —» BK
fir K=gHg?.

Um dies zu zeigen, betrachte man f| MH. Nach Voraussetzung ist flME N Ueo
transversal zum Nullschnitt von p¥; hierbei ist U, die zu C gehdrige Umgebung und
U, ibr AbschluB. Wegen Satz (I.4) existiert eine N (H)-iquivariante Homotopie
F: MH x I — EH mit Fo = {, F transversal zum Nullschnitt von p¥ und

FIMENTUgp)x I=fH.

Erweitere nun F zu einer G-Homotopie F': Mgy X I o« G Xy ME x I > E durch
F'(g,m,t) =g+ F(m,1) fir g G, m e M¥ und t € I und setze diese Homotopie mit
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Lemma (1.2) zu einer Homotopie F'': M X I - E mit den folgenden Eigenschaften
fort:

(1) Fo=f;
(2) F;|Us=f|U, mit passendem U, >C;
(8) Fj ist auf MK transversal zum Nullschnitt von pX fiir K = gHg-1.

(i) Es soll nun f auf der Tubenumgebung »4(FH, M) linear und ge-kontrolliert
gemacht werden, ohne daf sich in einer Umgebung von C etwas dndert.

Die Tubenumgebungen »{FH, M) seien so klein gewihlt, dal zu verschiedenen
Untergruppen K = gH g1 disjunkte Tubenumgebungen »(FX, M) = g - v(FH, M)
gehéren.

Diese Wahl ist moglich, da die Menge G/N(H) endlich ist. Nach Voraussetzung
erfilllt f| Ue die Voraussetzung (ii) aus Definition (I1.3) fiir die Untergruppe H c G.
Sei also v, (FH N U,, U,) eine Tubenumgebung von F& N U, in U,, auf welcher f
linear und go-kontrolliert ist. Es existiert nun eine Tubenumgebung »(F¥, M) von
FH in M, welche zwar nicht notwendig in vy (F# N U,, U,) enthalten ist, wenn man
mit U, schneidet, welche aber in vy (FH N Ue, Ug) N Ugje liegt, wenn man mit
Uy/2 schneidet. Das Normalenbiindel » (FE, M) zerfallt in

v(FE, MH) @ v(ME, M)|FH .
Damit gilt
vs(FH, M) = (»(FH, MH) @ »(MH, M)| FH); .

Man ersetzt nun f auf y(FH, MH) durch das Differential lings der Faser, bildet
v(MH, M)| FH durch die kontrollierende Abbildung ¢ nach & ab und setzt dann die
beiden Abbildungen auf die direkte Summe fort. Da f iiber den Punkten aus U2 N FH
schon linear und kontrolliert abgebildet wurde, dndert sich hier nichts. Wahlt man
noch f§ << ¢f4, so ist gewahrleistet, daB auf Ues michts geindert wird. Die soeben
konstrujerte Abbildung sei A’: vg(FH, M) — E. Bezeichnet F(yy die Vereinigung
tber alle FK mit K = gHg1, so erhilt man aus &’ eine G-Abbildung

h: G XNE) 'Vﬁ(FH, M) = vg(F(H),M)%E,

welche linear und g-kontrolliert ist.

Weiter kann man % auf U,y fortsetzen, indem man hier 2 = f fordert. Auf die
beiden Abbildungen f: M — E und h: UgsV v5(F @y, M) - E wende man nun
Lemma (1.3) an mit dem dortigen ¢ = Ugg U Fy. Es ergibt sich dann eine zu f
homotope Abbildung ', welche auf Ugs U F mit f iibereinstimmt und welche
auf einer passenden Tubenumgebung v, (F ), M) gleich &, d.h. linear und ¢@-kon-
trolliert ist. Es ist weiter (f)X: ME — EX transversal zum Nullschnitt von pX fiir
K = gHg1. Dies ist sofort richtig fiir Punkte aus FX, da Linearisierung am Diffe-
rential nichts éndert. Fiir alle anderen Punkte aus MX folgt die Transversalitit, da
man die obige Homotopie zwischen f und f noch so einrichten kann, daB aus MX
nur FK bei f nach BEK abgebildet wird. Man darf also jetzt annehmen, daB f die
Bedingungen (i) und (ii) aus Definition (I1.3) fiir die Untergruppen K = gH g1 er-
fallt. .
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(iii) Die Abbildung f ist wegen (i) und (ii) in den Punkten aus F ) transversal
zum Nullschnitt von p, da die kontrollierende Abbildung surjektiv ist. Hiermit ist f
auch transversal in den Punkten einer geeigneten Tubenumgebung vo(Fzy, M).

(iv) Die Abbildung f eingeschrinkt auf v4(F(a), M) ist g-kontrolliert transversal
zum Nullschnitt von p; denn ist L c H gegeben, so ergibt sich aus der Transversalitat
sofort, daB auch

L (vo(Fiay, M))E — EL

transversal zum Nullschnitt von pZ ist. Es ist dann vs(L) = (fL)~1 BL ein Unter-
biindel von v (F @y, M).

Ist %(L): vs(L) = Fy die Projektion, so erhilt man als Normalenbiindel von
vs(L) in v6(F g, M) das Bundel z(L)* (L (L)), wobei 1y (L) das orthogonale Kom-
plement von »(L) in v(F gy, M) bezeichnet. Da f auf »s(L) tiber = faktorisiert, ist
auch die auf dem Normalenbiindel » (vs(L), v (F &y, M)) induzierte Abbildung ¢-kon-
trolliert.

Hiermit ist f eingeschréinkt auf vs(F(w), M) @-kontrolliert transversal. Auf
Man\(HMm O vs(Fany, M)) trifft die Abbildung f den Nullschnitt B nicht, daher
trifft f auch auf einer passenden Umgebung von M\ (M@ N ve(Fay, M)) den
Nullschnitt B nicht. Die Abbildung f ist daher nicht nur auf v4(F )y, M), sondern
sogar auf einer passenden Umgebung W von Mgy in M @-kontrolliert transversal
zum Nullschritt von p.

(v) Beweis von Satz (I1.4) durch Induktion nach Anzahl der Orbittypen.

Tritt auf M genau ein Orbittyp auf, so ist man wegen (iii) fertig. Da M kompakt
ist, treten auf M nur endlich viele Orbittypen auf. Sei (H) ein maximaler auftretender
Standuntergruppentyp. Ohne Einschrinkung ist nun f g-kontrolliert transversal
zum Nullschnitt von p auf einer offenen Tubenumgebung W4 von My in M wegen
(iv). Man schneide nun etwa W42 aus M weg und betrachte die entstehende Mannig-
faltigkeit mit Rand M’. Auf M’ treten zunichst weniger Orbittypen auf als auf M.
Weiter ist /' = f| M’ g-kontrolliert transversal zum Nullschnitt von p auf U, N M’
und auf einer tubularen Umgebung des Randes von M’. Nach Induktionsvoraus-
setzung kann man nun j relativ zum Rand und relativ zu M’ N C g-kontrolliert
transversal zum Nullschnitt von p machen. Zusammenkleben der auf dem weg-
geschnittenen Teil gegebenen Abbildung und der auf M’ konstruierten Abbildung
lings des Randes liefert nun die Behauptung. ]

Bemerkung (11.5). Der Satz (I1.4) gilt auch fir Mannigfaltigkeiten M mit Rand.
Hierzu beachte man nur, daB die lineare G-Abbildung ¢: 7' (M) — V aus der Voraus-
setzung von Satz (I1.4) nicht als surjektiv vorausgesetzt zu werden braucht; der
Beweis von Satz (I1.4) zeigt, dal man nur eine surjektive G-Biindelabbildung
@: R X M @ T(M)— V benétigt.

Es sind viele weitere Varianten des vorangehenden Ansatzes moglich. Zum Bei-
spiel kann man eine fest gegebene Abbildung f: M — E transversal zum Nullschnitt
von p: E — B machen, sofern man eine Biindelabbildung ¢: T'M — f*p*E hat,
welche auf den orthogonalen Komplementen der H-Fixpunktmengen surjektiv ist.
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Bemerkung (I1.6). In Anlehnung an die Obstruktionstheorie kann die Methode aus
Satz (I1.4) auch benutzt werden, um zu untersuchen, wann sich f: M — E trans-
versal zum Nullschnitt von p: £ — B machen 148t. Ohne Einschrinkung kann man
nach Satz (I11.4) Beweisschritt (i) voraussetzen, dafl f¢: MG — EG transversal zu B¢
ist. Ist F& = (f%)~1(B6), so hat man zu testen, ob sich Ly (FC¢, M)¢ als G-Biindel
iiber f¢ surjektiv nach LE¢ abbilden 1i8t. Ist dies der Fall, so kann man mit obiger
Methode f auf einer Umgebung U, von M& transversal zu B machen. Man schneidet
nun U,z aus M weg. Auf der entstehenden Mannigfaltigkeit M sei H maximale auf-
tretende Standuntergruppe. Relativ zum Rand von H 16st man nun dasselbe
Problem (oder auch nicht) fir die Untergruppe H usw. bis man M ausgeschépft hat.
Problematisch hierbei ist, daBl die Losung der Normalenbiindelbedingung z.B. iiber
F¢ von der Auswahl abhidngt, wie man f¢ transversal zu B¢ gemacht hat. Die
Existenz der surjektiven Biindelabbildung ¢: 7' (M) —> V garantiert die Ldsbarkeit
aller auftretenden Normalenbiindelbedingungen. |

III. Anwendungen. Arbeitet man in der unorientierten dquivarianten Bordismen-
theorie M§(—), so hat man keinen Transversalititssatz zur Verfiigung. Durch
passende Einhingung mit einer G-Darstellung kann man nach Satz (I1.4) immer in
den Bereich kommen, in dem ein Transversalititssatz gilt. Die tblichen Trans-
versalititsschlisse aus der Theorie ML (—) iibertragen sich daher auf die stabilisierte
aquivariante Bordismentheorie StR§ (—) aus [1]. Es soll dies im folgenden an einigen
Beispielen erldutert werden. Hierzu sei G zunichst endlich. Es bezeichne BO (k|G| W)
die dquivariante Grassmannmannigfaltigkeit der k-dimensionalen Unterriume der
G-Darstellung W. E(k|G|W) sei das zugehérige G-Vektorraumbindel mit dem
Thomraum MO (k|G| W). Es sei V eine G-Darstellung, die alle irreduziblen G-Dar-
stellungen mindestens einmal enthilt. Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion lefert
nach [10] eine natirliche Transformation

*) ig: RE(X) > [87", MO((r + b) | V| —r |G| Prem) p XHI§
mit 2 > r + 3.

Satz (IIL1) (Wasserman [10]). Die obige Transformation ig ist ein Isomorphismus.

Beweis, Fir den Beweis verweise ich auf [10] und bemerke, daB der Trans-
versalitdtsbegriff aus [10] ,,consistent transvers regularity ein Spezialfall der kon-
trollierten Transversalitdt ist. Nach Projektion hat man in (*) die Homotopiemenge
[8V"™", MO(...|@| Vr+#)]§ zu betrachten. Es muB also eine Abbildung

f: DVr+h — DE(... |G| Vr+h)

transversal zum Nullschnitt gemacht werden. Hierbei bezeichnet DV bzw. DE
jeweils das Ballbiindel vom Radius 1 in ¥V bzw. E. E(...|G|Vr+h) hat ein aus-
gezeichnetes inverses Biindel E(...|@| V7+#) mit

EQ@E=Vrth X BO(...|G| Vr+hy,

Weiter hat man eine kontrollierende Abbildung ¢: T (DVr+#) — Vr+k, In dieser
Situation liefert nun Satz (I1.4) den Satz (3.10) aus [10], welcher der wesentliche
Beweisschritt fir Satz (IT1.1) ist. L]
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Ist
StRE(X) = lim NE, 1y (X X DV, X X 8V)
v

wieder die stabilisierte unorientierte Bordismentheorie, so liefert die Pontrjagin-
Thom-Konstruktion nach [1] eine natiirliche Transformation

sti: stRE(X) — NG (XH),
wobei N§(—) durch das aquivariante Thomspektrum MO (n|@| ) gegeben sei.
(Fiir die Definition vergleiche [3].)
Satz (IIL.2) (Brocker-Hook [1]). sti: stR$(X) —~ NE(X+) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Es soll Satz (II1.2) als Satz iiber stabile Transversalitit interpretiert
werden. Man konstruiert mit Satz (I1.4) eine zu st inverse Abbildung

E: N§(X+) >t RE(X).

Ohne Einschrinkung kann man annehmen, daf X ein Punkt ist, da der auftretende
Raum fiir alle auftretenden Konstruktionen unwesentlich. ist.

Ist f: 8V — MO(| V| — r|G] ) € NF(S0) gegeben, so bemerke man zunichst,
daB f dber einen Thomraum MO (| V| — r|@| W) faktorisiert mit passend groBem W,
wobei noch ohne Einschrinkung V ¢ W vorausgesetzt werden kann. V bezeichne
das orthogonale Komplement von V in W. Nach Einhangung mit S7 ist f durch

f: 87 > MO(|V|—7r|G|W) S

reprasentiert. Rechts steht der Thomraum des Bindels E(| V| — r|G| W) A 7. In
dieser Situation ist die Voraussetzung von Satz (II.4) erfillt. Wie im nicht aqui-
varianten Fall konstruiert man nun die inverse Abbildung %. |

Es sollen nun Paare (j, f) betrachtet werden, wobei §: M ~> V X U eine Ein-
bettung einer kompakten G-Mannigfaltigkeit M und f: »(j) — U X B eine U-Tri-
vialisierung des Normalenbiindels dieser Einbettung sei. Auf der Menge der Paare
(4, f) erhdlt man analog zu ([2], Def. (IIL.2.1)) eine Bordismenrelation. Die Menge
der Bordismenklassen von Paaren (j, f) bezeichne ich in Abhingigkeit von @, U, V
und B mit LE[U](B). Die Pontrjagin-Thom Konstruktion liefert z.B. nach ([2]
Kapitel III § 1) eine beziiglich der Variablen B natiirliche Transformation

P: LE[U](B) —[SVXV, U A B+]§.
Betrachtet man nur solche Paare (j, f), fiir welche die entstehende Abbildung
P, f): S¥XU - 8U A B+

@-kontrolliert transversal zum Nullschnitt von U X B ist fiir geeigneten Reprisen-
tanten (7, ), wobei @: ¥V X U - U als die Projektion auf U zu wihlen ist, so bezeichne
eL%[U](B) die Menge dieser Aquivalenzklassen. Man erhilt eine natiirliche Trans-
formation A : ®L$[U}(B) — L$[U](B), indem man die Einschrinkung der g-Kon-
trolliertheit vergiBt. ‘

Satz (IIL3). Sei G eine kompakte Liegruppe; fir alle abgeschlossenen Untergruppen
H c @ sei die Menge G|N (H) endlick. Dann ist
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Pod: eL§[U)(B) —[S"*U, 8U » B+]§
eine Bijektion.
Beweis. Man verwende den Transversalitatssatz (I1.4) und schliefe dann wie im
Beweis von Satz (3.1) aus [2] Kapitel II1. n
Ist W eine weitere G-Darstellung, so hat man eine Abbildung
st(W): LE[U)(B) ~L§[U x W](B)
gegeben durch
st(M: M-V XU; f:v(f)>Ux B]=
[ M—-VXUVXUXW; §=fxid: »(j") =
=X W—=>UxXBxW].
Ist P[j, f] p-kontrolliert transversal, so auch P o st(W)([4, /). Man erhilt also auch
eine Abbildung
ost(W): eLG[U}(B) —*L§[U X W1(B) .
Ist :
Z(W): [SY*U, 8U 5 B+]0G___> [SVXUXW QUXW \ B+]g
der zur Darstellung W gehorige Einhdngungshomomorphismus in der dquivarianten
Homotopie, so erhdlt man ein kommutatives Diagramm :

*LG[U1(B) - LG [UY(B) ——5— [87%Y, 8V » B*]§

(*) o5t (W) st(W) Z(W)

i 1
OLE[U X W(B) —2— L§[U x W](B)—2— [SYXUXW, JUXW ) BH§

Durchlduft nun W alle Isomorphieklassen von G-Darstellungen und bildet man den
direkten Limes tiber die Abbildungen ¢st(W) bzw. Z(W), so erhalt man eine natiir-
liche Transformation

Q: lim 9L [W](B) — lim [S7*7, S¥ 5 B+] = 7 (B*).
w w

Korollar (111.4). Unier den Voraussetzungen von Satz (IT1.3) ist

Q: lim ¢L§[W](B) — #$ (B)
W
tsomorph.

Beweis. Ein direkter Limes iiber Bijektionen ist bijektiv. . om

Tst % (B) die Bordismentheorie der singuliren G-Mannigfaltigkeiten g: M — B
mit einer V-Rahmenstruktur

p: Re X T(M)—>RBRrxX VXM
N

auf dem stabilen Tangentialbiindel (fiir die genauen Definitionen vgl. [5]), so erhilt
man eine natiirliche Transformation 7': @$(B) — lim ¢L§[W](B), indem man von
—

der stabilen tangentialen Struktur zur stabilen normalen Struktur iibergeht.
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Bemerkung (IIL5). Korollar (ITT.4) bietet eine Beweismoglichkeit fir Satz (IV.2)
aus [5], indera man zeigt, daB 7' bijektiv ist. ]

Beispiel (IIL.6). Sei ¢ = Z, und R die nicht triviale Zs-Darstellung. M sei die
Zy-Mannigfaltigkeit bestehend nur aus einem Punkt, ¢: M —R1 x R1 sei die In-
klusion, die M etwa auf (1, 0) abbildet, und

p=id x —id: »¢@) =RIx Rl >R x R!
sei eine Trivialisierung des Normalenbiindels von <.
[: M —~RLxRL p: (i) >Rt x R1]

liefert ein Element in LZ:[R! X R1](Punkt), welches nicht ¢p-kontrolliert ist, wie man
sich leicht iiberlegt. Dies Beispiel rechtfertigt die Einfithrung der Bordismentheorie
oL [U](—). n

In diesem Zusammenhang sei erwahnt, dal Proposition 1 aus [7] falsch ist. Man
darf die stabile tangentiale Rahmenstruktur nur auf Bindeln R x T'(M) definieren
und nicht wie in [7] auf Bindeln U x T (M) fir beliebige G-Darstellungen U. Mit
der Definition einer stabilen Rahmenstruktur aus [7] erhélt man nidmlich auf der
Zy-Mannigfaltigkeit, die nur aus einem Punkt besteht, analog zu Beispiel (I11.6)
mehr als 2 stabile R°-Rahmenstrukturen, was Proposition 1 aus [7] widerspricht,
denn die Homotopie wird beschrieben durch g-kontrollierte Bordismenklassen. m
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