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Bordismentheorie stabil gerahmter G-Mannigfaltigkeiten

Henning Hauschild

0. Ubersicht

Mit den in [10] zu findenden Methoden der dquivarianten Bordismentheorie
analysiere ich zunidchst die Bordismentheorie w¢(—) der stabil gerahmten
(stably framed) G-Mannigfaltigkeiten. Sodann wird in Satz (IV.2) gezeigt, daB} die
Pontrjagin-Thom Konstruktion fiir eine groBe Klasse von Liegruppen einen
Isomorphismus i: w§(X)— IT¢(X) liefert, wobei ITS(—) die stabile dquivariante
Homotopietheorie aus [9] bezeichnet. Es wird ein Beispiel einer Liegruppe ange-
geben, fiir welche i nicht isomorph ist. SchlieBlich wird angedeutet, wie sich die
Methoden zur Berechnung von w§(—) auf II¢(—) und von hier vermoge der
Universalitit von IT¢(—) auf beliebige durch ein G-Spektrum gegebene stabile
Homologietheorien ¢$(—) iibertragen. Diese Arbeit gibt eine Zusammenfassung
der Ergebnisse meiner Dissertation [7].

L. Bordismentheorie stabil gerahmter G-Mannigfaltigkeiten
Es sei im folgenden G immer eine kompakte Liegruppe. Ist M eine differen-
zierbare G-Mannigfaltigkeit, so bezeichne T(M) das zugehorige Tangential-
biindel. Ist V eine G-Darstellung, so sei V— M das triviale G-Vektorraumbiindel
pr: Vx M— M. Sind V und W G-Darstellungen, so bezeichne ¢}'¥ (M) die Menge
der Homotopieklassen von G-Biindelisomorphismen

o R"®@W@ T(M)— > R" @V
M

Man hat eine Abbildung &)W (M)— &)1 (M), welche durch Addition des

trivialen Biindels IR' von links gegeben sei.

(I2) Definition. #*""(M)=lim ®}'"(M) heiBt die Menge der stabilen (V|W)-
neN

Rahmenstrukturen auf M; eine (V| W)-gerahmte G-Mannigfaltigkeit besteht aus

einem Paar (M, ¢) mit pe®”'"(M). O
Segal arbeitet in [9] mit einer etwas anderen Definition. Hierzu sei %)% (M)
die Menge der Homotopieklassen von G-Biindelisomorphismen

V:UOWS TM) —— UV

N
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Ist «: U— U’ eine injektive Abbildung von G-Darstellungen, so induziert diese
eine Abbildung ¥/ (M)— V¥ (M).

(L3) Definition. ‘P”W(M)——-]_i_rg %" (M) heiBt die Menge der G-stabilen (V| W)-
U
Rahmenstrukturen auf M. []

(I4) Definition. w§(X) [bzw. &% (X)] bezeichne die Bordismentheorie, die man
mit Hilfe der stabil(V|IR°)-gerahmten [bzw. G-stabil(V'|R°)-gerahmten] singu-
liren G-Mannigfaltigkeiten in X erhilt, wobei X beliebiger G-Raum sei. O

Man hat eine natiirliche Transformation A4: w§(X )— @y (X). Es zeigt sich,
daB die Methoden der #quivarianten Bordismentheorie nur fiir die Theorie
of(X) anwendbar sind, wihrend man fiir Transversalitdtsargumente besser die
Theorie @y (X) benutzt.

Sind nun F 5 F’ zwei Familien von Untergruppen von G (vgl. [10]), so hat man
analog zu [10] auch die Bordismengruppen wg[F, F']1(X, A), welche aus F-
freien G-Mannigfaltigkeiten, deren Rand sogar F'-frei ist, gebildet werden.

Ist V—W eine gekiirzte virtuelle G-Darstellung, so setze man noch

a)lc’;—w[F’ F’](X’ A)=0);G/[F, F’]((Xa A)X(DVV, SW))9

wobei DW bzw. SW den Ball- bzw. die Sphidre vom Radius 1 in W bezeichne,
und man erhidlt so dquivariante mit dem Darstellungsring RO(G) indizierte
Homologietheorien w$[F, F](—) bzw. @S[F, F'](—).

Ist U wieder G-Darstellung, so hat man analog zu [2] einen Einhingungs-
homomorphismus

st(U): wf[F, F1(X, A)— wley[F, F'] (X, 4)x(DU, SU)).
(L5) Definition. *w§[F, F'](X, A)=lim wyeulF. F1((X, A)x (DU, SU)), wobei
4]
U die G-Darstellungen durchlaufe, heiBt die zu w§ (—) gehérige stabile Bordismen-

theorie. [J

Ist IT¢(—) die dquivariante stabile Homotopietheorie aus [9] und F'cF
zwei Familien von Untergruppen von G, so kann man nach [5] auch die Theorien
IIS[F, F7](—) definieren. Die Pontrjagin-Thom Konstruktion liefert z.B. nach [2]
eine natiirliche Transformation

iz 0S[F, F1(X, A)— S[F, F](X, A).
Ist
& 0§[F, F1(X, A) > "wS[F, F](X, A)
die Abbildung in den direkten Limes, so setze man noch

%iog=i: wl[F, F](X, A)— IS[F, F](X, A).

(1.6) Satz. "i: “w§[F, F](X, A)— OS[F, F1(X, A) ist ein natiirlicher Isomor-
phismus von dquivarianten Homologietheorien.

Beweis. Siehe [2] fiir den analogen Fall der nicht-orientierten dquivarianten
Bordismentheorie. [J
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II. Ein Reduktionssatz
Es sei H abgeschlossene Untergruppe von G. Das Tangentenbiindel von
G/H hat die Gestalt T(G/H)=G xy L mit passender von G und H abhéngiger
H-Darstellung L. Ist nun eine V-gerahmte singuldre G-Mannigfaltigkeit
[f: (M,p)— G xy X] gegeben, so betrachte die Zusammensetzung

profi: M—Gxy X — G/H.

Ohne Einschrinkung kann man prof als differenzierbar voraussetzen.
Weiter ist pr o f eine Submersion und damit transversal zur Inklusion H/H — G/H.
Damit ist (prof)~!(H/H) eine H-Untermannigfaltigkeit von (M, ¢) mit einer
durch ¢ induzierten (V|L)-Rahmenstruktur @. Man erhilt so eine natiirliche
Transformation T: w§ (G xy X)— w{7’| 1(X) definiert durch

TL/: (M, 9)—> G xy X1=Lf|: ((pro f)~' (H/H), 3) - X],

wobei V durch Restriktion der Gruppenoperation von G auf H entstehe und
wf),(X) die mit Hilfe von stabil (V|L)-gerahmten G-Mannigfaltigkeiten gebildete
Bordismentheorie bezeichnet.

(IL1) Satz. Die natiirliche Transformation T ist ein mit den Jjeweiligen Einhiin-
gungshomomorphismen vertréglicher Isomorphismus.

Beweis. Eine zu T inverse Abbildung E: 0P| (X) > 0¥(G x y X) erhilt man
durch die Extension der Gruppenoperation. _

Ist [f: (N,$)> XTew |, (X) gegeben mit 3: R"QL @ T(N)->IR"®V, so
setze man

_ ELf: (N,§) > X1=[id xg f (G xy N, ¢) - G xy X]
mit
0. R"®@T(GxyN)=G xyz(R"® L @T(N))WGXH(IR”@V)
=(GxyN)x(R"D V).

Aus der Konstruktion von T und E folgt sofort To E=id und Eo T= id, sowie die
Vertriglichkeit mit den betreffenden Einhdngungshomomorphismen. []

Da T mit den Einhé@ngungshomomorphismen vertr'a'.gli‘ch ist und wegen der
Beziehung "w,l;"' L(X)="w¥ (X x DL, X x SL) folgt wegen Satz (IL.1) und Satz (1.6):
(IL.2) Korollar. Man hat natiirliche Isomorphismen

*T: *w§(G xy X)—= Stwgm(x)

und
T: II§(G x 4 X) > (X x DL, X x SL).

IIL. Berechnung von wS[F, F'](—) fiir benachbarte Familien

(IIL1) Definition. Zwei Familien F'cF von Untergruppen von G heifen be-
nachbart zur Untergruppe HcG, falls F—F aus den Konjugierten der in F
maximalen Untergruppe H besteht.

12 Math. Z, Bd. 139
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Sind F’'  F benachbart zur Untergruppe H, so bezeichne N den Normalisator
von H in G und es sei K= N/H; weiter sei [frei] die Familie, die nur aus dem
Einselement besteht. Man hat dann eine natiirliche Transformation

BaF(H): o$[F, F1(X)— ofu[frei] (X*),
welche einfach durch Beschrinkung auf die H-Fixpunktmenge gegeben ist, d.h.
BaF(H)[f: (M, ¢) > X]1=[f": (M", ") - X"],
wobei das hochgestellte H die jeweilige H-Fixpunktmenge bezeichnet.

(I11.2) Satz. Sind F'cF zur Untergruppe H<G benachbarte Familien und ist
G/N eine endliche Menge, so ist BaF(H) ein natiirlicher Isomorphismus.

Beweis. Eine zu BaF(H) inverse Abbildung
E: ofx[frei](X®)— wf[F, F1(X)

ergibt sich wie folgt: Ist a=[f: (M, d)— X"]ewfu[frei](X") gegeben und
bezeichnet V¥ das orthogonale Komplement von V¥ in ¥ so setze man

E@)=[f: (Gxy(MxDVM), p)— X1,

wobei die V-Rahmenstruktur ¢ als Produkt der beiden Rahmenstrukturen auf
den N-Mannigfaltigkeiten M und DVF entstehe und dann auf G xy(M x DV
erweitert werde, was moglich ist, da G/N als endliche Menge vorausgesetzt ist.
Die Abbildung f ist definiert durch f(g,,v)=go f(m). Die Bezichungen
EoBaF(H)=id und BaF(H)o E=id rechnet man etwa wie in [10] Satz(5.1)
nach. [

Da BaF(H) mit den Einhingungshomomorphismen in den betreffenden
Theorien vertriglich ist, erhélt man

(I11.3) Korollar. Unter den Voraussetzungen von Satz (IIL2) hat man natiirliche
Isomorphismen : N
S'BaF(H): *w§[F, F1(X) = *wfu[frei] (X™)
und
BaF(H): IIS[F, F1(X) = T§=[frei](X").

Beweis. Verwende Satz (I11.2), Satz(1.6) und die Tatsache, daB der direkte

Limes Isomorphismen erhilt. [ :
Sind F'cF zur Untergruppe H benachbarte Familien und ist G/N beliebig,
so ist die Berechnung von w§[F, F'](X) etwas aufwendiger. Ist

[f: (M, 9)— X]ewy [F, F1(X)

gegeben, so betrachte die H-Fixpunktmenge M™ und das zugehérige Orbitbiindel
M® =G x y MY, Bezeichnet v(M®, M) das Normalenbiindel von M* in M, so
hat man fiir das Ballbiindel eine Abbildung

kop: Dv(M, M)— M™ — G xy E(K),

wobei p die Biindelprojektion, k die klassifizierende Abbildung des Orbitbiindels
und E(K) der universelle freie K-Raum ist. Dv(M' M) erhilt durch Einschrén-



Bordismentheorie stabil gerahmter G-Mannigfaltigkeiten 169

kung eine V-Rahmenstruktur ¢|. Man denke sich hierbei D v(M™, M) mit einer
Tubenumgebung von M™ in M identifiziert. Setzt man Ex[f: (M, ) > X]=
[f: (DM, M), ¢|)>GxyE(K)x X] mit f'=kopxf]|, so erhdlt man eine
natiirliche Transformation Ex: w§[F, F'](X)— w§[F,F]1(G xyE(K)x X). Ex
soll hierbei an Excision erinnern, da etwas F’-freies weggeschnitten wird.

(II1.4) Satz. Sind F' cF zur Untergruppe H =G benachbarte Familien, so ist Ex
ein natiirlicher mit den Einhdngungshomomorphismen vertriglicher Isomorphismus.

Beweis. Eine zu Ex inverse Abbildung ist durch die Projektion
P: GXyE(K)x X — X

induziert. Aus obiger Konstruktion folgt sofort Exo p,=id und die Vertriglich-
keit mit den Einhdngungshomomorphismen. Die Beziehung p, o Ex=id folgt mit
Lemma (5.1) aus [10]. [

(IILS) Korollar. Sind F'cF benachbart zur Untergruppe H=G, so hat man
natiirliche Isomorphismen:

S'Ex: "oy [F, F'](X) 5 "oy [F, F](G xy E(K) x X)
und
Ex: IS[F, F1(X)— IE[F, F](G xyE(K) x X).

Beweis. Verwende Satz (1.6) und Satz (I11.4). [

IV. Die Stabilitit von w%(X)

(IV.1) Satz. Ist T: hS(—)— kS(—) eine natiirliche Transformation von stetigen
dquivarianten Homologietheorien, welche fiir benachbarte Familien F'cF einen
Isomorphismus

TLF,F]: B([F, F](=)—ki[F, F1(X)
induziert, so ist T isomorph.

Beweis. Man betrachte die Menge M aller Familien von Untergruppen an-
geordnet durch Inklusion. 9N bezeichne die Menge derjenigen Familien FeIN,
fiir die T[F] isomorph ist. Es ist ' nicht leer, da die Familie bestehend nur aus
dem Einzelelement in ¢’ liegt. Man erhilt in I’ ein maximales Element A, indem
man die Vereinigung iiber alle Familien aus 9t bildet. Bezeichnet E(F) den

klassifizierenden Raum der Familie F aus [5], so erhidlt man E(A)=lim E(F),
Fe®'
da der Funktor E mit direkten Limiten vertauschbar ist. Wegen der Stetigkeit gilt

nun T[A]=lim T[F], und damit ist auch T[A] isomorph. Besteht 4 aus allen
Fe®’
abgeschlossenen Untergruppen von G, so ist man fertig. Ist dies nicht der Fall, so

sei K eine abgeschlossene Untergruppe von G mit minimaler Dimension und mini-
maler Anzahl von Zusammenhangskomponenten, welche nicht in 4 liegt. Bilde
nun die Familie A’, die aus A4 entsteht, indem man noch die Konjugierten von K
hinzunimmt. Es sind dann A< A4’ nach Konstruktion benachbart zur Unter-
gruppe K.

12¢
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Betrachte nun die zu dem Paar A = A" gehorigen langexakten Sequenzen
o= h[A](=) —— ki [A(=) —— K[ A, AT (=) —

EJT[A] lT[A'l JT[A',A]

> kG [A](—) —— kS[AT(=) —— KE[ A, AT(=)— .

R

Somit ist nach dem 5-er Lemma auch T[A"] isomorph, damit mull 4 schon alle
abgeschlossenen Untergruppen umfassen, da A maximal gewéhlt war. [J

(IV.2) Satz. Ist G eine Liegruppe, so daf fiir alle abgeschlossenen Untergruppen
H <G die Menge G/N(H) endlich ist, so ist die Transformation

i: w¥(X)— IE(X)
aus (1.6) ein Isomorphismus.

Beweis. Wegen Satz (IV.1) geniigt es, die Behauptung fiir benachbarte Familien
zu zeigen. Wegen Satz (1.6) geniigt es zu zeigen, daB

st(U): w§[F, F1(X)— oley[F, F1(X x DU, X x SU)

isomorph ist fiir zur Untergruppe H = G benachbarte Familien F'c F und alle
G-Darstellungen U. Da nach Voraussetzung G/N(H) endlich ist, kann man
Satz (II1.2) anwenden und erhilt das folgende Diagramm:

wlc’;[F’ F,](X)leG’QU[F’ F/](X x DU, X x SU)
= | BaF (H) EJBaF(H)
% [frei] (XH) 22, o)Xy oy [frei] (XH x DUH, XH x SUH).

Fiir freie K-Mannigfaltigkeiten gilt nun aber ein Transversalititssatz und damit
ist st(U*) in der iiblichen Weise ein [somorphismus. []

Bemerkung: Ein Transversalititssatz fiir freie K-Mannigfaltigkeiten und all-
gemeinere Resultate iiber dquivariante Transversalitit werden in [8] bewiesen.

Beispiel (IV.3). Ist G=U(n)=unitdre Gruppe, T< U(n) ein maximaler Torus
und W= N/T die Weylgruppe, so ist G/N nicht endlich. Die Familie F bestehe aus
allen Untergruppen von T nebst allen Konjugierten; F’ bestehe aus allen echten
Untergruppen von T nebst Konjugierten.

F>oF' sind benachbart zum Torus T, Es gilt nun w§, [F, F'](Punkt)=0; denn
wire (M, ¢) eine nicht leere IR"-gerahmte G-Mannigfaltigkeit mit

¢: R"®T(M) > R"®IR’,

so betrachte die T-Fixpunktmenge M7, sie ist wieder R"-gerahmt, also r-dimen-
sional. M enthilt aber mit MT auch das zugehorige Orbitbiindel MM =MT x,G.
Dies hat aber echt gréBere Dimension als M, also muB3 M leer sein.
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Andererseits gilt:

II, [ F, F'}(Punkt) —g= I [F, F'1(G xy E(W))

“;32) I [F, F'](DL x E(W), SL x E(W))

= [IE [frei) (E(W))
oS, LIl (E(W) = o (BW) 0,

wobei B(W)=E(W)/W gesetzt ist. Der Isomorphismus () gilt wegen Korollar
(IIL.3), da die Menge N/T=W endlich ist und die T-Fixpunktmenge in der
N-Darstellung L nur aus dem Nullpunkt besteht. []

LE

V. Anwendungen

Ist {t§} analog zum #quivarianten Sphirenspektrum ein mit den G-Dar-
stellungen indiziertes dquivariantes Spektrum und t§(—) die resultierende Homo-
logietheorie, so folgt sofort:

(V.1) Satz. Es gilt tS(X )xlim ¢ u(te A X), wobei U die G-Darstellungen durch-
lauft. v

Hiermit iibertragen sich nun die geometrischen Methoden zur Berechnung
von w&(—) aus den vorangehenden Abschnitten vermoge Limesbildung auf
beliebige dquivariante darstellbare stabile Homologietheorien t§(—).

Im einzelnen kann man t$(G x4 X) ,reduzieren®; té[F, F'](X) fiir benach-
barte Familien durch Beschrinkung auf die Fixpunktmenge berechnen und,
worauf in dieser Arbeit nicht eingegangen werden kann, w§[frei](X) und
t$[frei] (X) auf nicht dquivariante Homologietheorien zuriickfiihren unter Be-
dingungen, wie sie in [4] fiir die dquivarianten Kohomologietheorien angegeben
sind. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Anwendungen findet man in [7].
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