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INDLEDNING

Det er almindelig bekendt, hvilken Vekst Teorien for
</ Funktioner af een uafhengig variabel fik, da man tog
imaginere Verdier al den uafheengig variable med i Be-
tragtningen og knyttede Teorien til en geometrisk Frem-
stilling af de imaginare Storrelser.

Skulde man opbygge en Teori for Funktioner af to
uafhengig variable, vilde det derfor veere naturligt at soge
en lignende Fremstilling. At der er hengaaet saa lang
Tid, inden man er begyndt at beskeftige sig med denne
naturlige Udvidelse, ligger vel blandt andet 1, at Under-
spgelserne for to uafheengig variable ere langt vanskeligere
end for een. Mulighedernes Mangfoldighed frembringe
Forhold, til hvilke der ingch Analogier findes i Teorien
for cen uafheengig variabel. Picard bemearker saaledes:
L,On voit, par ce qui précede, les différences profondes
qui séparent la théorie des fonctions algébriques dune
variable de la théorie des fonctions algebriques de
deux variables indépendantes. L'analogie qui souvent
est un guide excellent, peut devenir i¢i bien trompeuse.”
En  Vanskelighed for anskuelsesmessig Fremstilling
ligger naturligvis ogsaa deri, at de geometriske Dannelser,

Heegaard., Topologisk Teori. 1
E= k o
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som skulle spille de Riemannske Fladers Rolle, skulle veere
4-dimensionale.

Kan Analogien end vare vildledende ved vore Under-
sogelser i Enkelthederne, vil en almindelig Oversigt over
de Midler, man har anvendt i Teorien for een uafheengig
variabel, dog give en god Arbejdsplan. Lad os da be-
tragte en saadan Oversigt.

Teorien for Funktioner af een uafhangig variabel
hanger paa del nejeste sammen med de algebraiske Kur-
vers Teori. Geometrien paa en saadan Kurve bliver der-
for af fundamental Betydning.

Undersogelserne ere anstillede fra hajst forskellige

Synspunkter. De vigtigste stotte sig

. paa elementere algebraiske Swmtninger.

Herunder kan navnes

) Undersogelser af de adjungerede Polynomier,
en Teori, skabt af Brill og Nother i Afhandlingen: Ueber
die algebraischen Functionen (M. A.Bd. 7, 1873).

3) Italienernes Undersogelser af 'liucere Punkt-
grupper. De have forsagt at befri den forrige Teori for dens
projektive Form, saa at de udvikle den uafheengig af Begre-
berne Grad, Klasse o.s. v., kir. et Referat af Castelniovo
og FBuriques (Sur quelques récents resultats dans la
théorie des surfaces algébriques. M. A, Bd. 48. p. 242,
1897). ‘

1) antalgeometriske Undersogelser, sarlig en Rakke
Afhandlinger af Zeuthen (f. Eks. M. A. Bd. 3 og Bd. 9).

II. paa Studiet af de til den algebraiske Kurve harende
transcendente Funktioner.

Disse Undersogelser, der vel kunne siges at stamme
fra Riemanins banebrydende Arbejde (1857), ere saa al-

i,
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mindelig bekendte, at der ingen Grund er il at omtale

dem neermere,

III. paa topologiske Undersogelser af de Riemannske
Flader, der reprasentere den algebraiske Kurve.

Her er man atter gaaet to noget forskellige Veje:

o) Enten bestemmer man Fladens Sammenheengstal
ved Hjwlp af en Satning, der kan opfattes som en Gene-
ralisation af Eulers Setuing om Polvedre (Riemann,
Neumann),

) Eller man punkterer den Riemannske Flade og
bringer den derpaa ved kontinuert Deformation over i en
Normalform. Saavidt os bekendt, findes denne Fremgangs-
maade kun gennemfort af jul. Pefersen (Forelesninger
over Funktionsteori, Kap. IV). List/ug benytier ganske
vist en saadan Fremgangsmaade til at danne ,Diagram-
met® af en Rumfigur for herved at komme til en Udvi-
delse af Eulers Setning (Census rdumlicher Complexe,
1502), og Betir (1871) benytter en saadan Betragtning
ved sine Undersogelser af Sammenheengstal for n-dimen-
sionale Rum 1 Almindelighed, men begge Afhandlinger
synes at have varet upaaagtede 1 lang Tid. Denne Metode
giver en sardeles anskuelig Fremstilling af de behandlede
Forhold.

For Teorien for Funktioner af to variable spille Trans-
formationerne af algebraiske Flader en analog Rolle. Der
findes allerede en Del Arbejder — vessentlig fra den nye-
ste Tid — 1 hvilke Sagen er behandlet fra Synspunkter

svarende til de opregnede.
I. Elementer-algebraiske Undersogelser.

a) Adjungerede Polynomier. Denne Teori skriver
sig fra Clebsch (C. R. Dec. 1868) og Ndther (Zur ein-
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deutigen Entsprechen .... I & II, M. A, Bd. 2, 1850, og
Bd. 8, 1874.

8) Lincare Kurvesystenier. Italicnerne have skabt
en Teori for lineare Kurvesystemer paa Flader, analog
med den for omtalte for Punktgrupper paa Kurver. Ved
Hjzlp af denne bestemme de Invarianter for Flader (kfr.
det omtalte Referat af Castelnuovo og Enriques).

1) Fladetransformationer ere ogsaa undersogte anlal-
geometrisk af Zeuthen (Etudes géométriques . . ., M.
Bd. 4)..

II. Undersogelser ved transcendente Funktioner.

Allerede 1 sin Afhandling 1 AL A. Bd. 2 betragter

y ) \Q(xy
Nother Integraler af Formen )7+

) dev dy.

].'

-~

card indforer Integraler af Formen
.\z ;> & Pdx -+ Qdyv, hvor Pog Q tilfredsstille Integrabili-
tetsbetingelsen (Liouville Journ. 1885 & 80). Endelig har
Picard i sin priskronede Afhandling: Meémoire sur la
théorie des fonctions algébriques de deux variables (Liouv.
Journ. 4de Rekke. Bd. 5, 1889) og i den nylig udkomne
Bog om samme Emne (Preard et Simart: Théorie des
fonctions algébriques de deux variables indépendantes,
1897) givet en sammenhangende Fremstilling af hele
denne Teorl.

Poincarés Afhandling: ,Sur les residus ...." (Acta
mathematica, Bd. Y, 1887) maa ogsaa nwevnes 1 denne
Sammenheng.

sy

INDLEDNING ¥

II1. Topologiske Undersogelser.

I denne Retning findes ikke meget. 1 Picards Ar-
bejder findes vel en Del, men ikke noget gennemfort, da
han overalt foretreekker den analytiske Fremstilling. Van-
skeligheden ligger i, at den Riemann-Bettiske Teori for
Sammenhaengstal er meget mangelfuld og vanskelig at
anvende, naar Talen er om Mangfoldigheder af mere end
9 Dimensioner. Poincaré har sogt at fuldstendiggere den
{(Analysis Situs, Journ. de [Iécole polytéchnique, 2den
Reekke, Cah. 1, 1890), uden at det dog efter vor Forme-
ning er lykkedes. Senere har Picard givet sit Bidrag;
W. Dyck har allerede tidligere beskeftiget sig med Sporgs-
maalet (Beitriige zur Analysis situs, M. A, Bd. 52 og 37,
men ingen Steder findes en fuldt ud til fredsstillende Teorl
Forud for Undersogelser i denne Retning maa derfor gaa
en Teori for topologisk Sammensvaren af Mangfoldig-
heder af hojere Dimensionstal end 2. Hvad der allerede
findes i denne Retning, maa sidestilles det under 1%
navnte. Der findes ingen Undersegelser analoge med de
under HI#) nevnte.

De efterfolgende Blade indeholde intet afsluttet Hele,
kun Studier: Emnets Vanskelighed maa tjene til Und-
skyldning herfor. For at Undersogelserne kunne komme
til at staa i det rette Lys, vil det maaske veere heldigt forst
at fremseette den Tankeraekke, der har veret den ledende
ved mine Undersogelser.

Ved et Tilfeelde havde jeg bemeerket, at den Zeuthen-
Halphenske Udvidelse af Slaegtsetningen (M. A. Bd. 3
Bull. de la Soc. math. de France, Bd. D) kunde bevises
ved et rent fopologisk Resonnement; man kan nemlig
paa de to Riemannske Flader, mellem hvis Punkter der

antages at vare en u-v tydig-Korrespondance, konstruere
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ny Riemannske Flader, som svare eentydig til hinanden.

Den Ligning, som udtrykker, at de to konstruerede Flader

have lige store Sammenheengstal, udsiger da netop den
omtalte Setning. Der kastes herved et nyt Lys over
den for Antalgeometrien saa vigtige Omstaendighed, at den
udvidede Slegtsetning kan anvendes uden infinitesimale
Undersogelser ved Coincidenspunkterne (eller Erstatninger
for saadanne), medens disse Undersogelser derimod ere
nodvendige ved de andre Korrespondanceformler (kfr.
Acta mathem., Bd. 1, p. 171). Jeg skal ikke her komme
nermere ind paa Beviset for denne Swmtning, saa meget
des mindre som jeg senere har fundet det i en Afhand-
ling af Hurwitz (M. A. Bd. 39).

Min Tanke var nu, at man maatte kunne danne en
lignende Seetning for algebraiske Flader, men der var forst
et stort Arbejde, som maatte gores: der maatte for de
algebraiske Flader skabes noget, som svarede til de alge-
braiske Kurvers Riemannske Flader; derpaa maatte der
opstilles topologiske Kriterier for disses een-eeniydige Korre-
spondance. Og, som det allerede er berort, Materialet,
der iforvejen fandtes til en saadan Undersogelse, var enten
mangelfuldt eller opfyldt af Fejltagelser. Det er under
Forsogene paa at rette disse Fejl og fylde disse Huller, at
de efterfolgende Blades Indhold er opstaaet,

o

FORSTE AFSNIT

Om en anskuelig Fremstilling
af en algebraisk Flades komplekse Punkter.

§ 1. Anskuelig Fremstilling
af en 4-dimensional Mangfoldighed.

For at skaffe sig Overblik over Sammenhasngen mel-
lem Punkterne af en algebraisk Kurve y=fx), veelger
man sig forst en dobbelt uendelig Samling Punkter (Plan
eller Kugle), i hvilken man tyder den uafhengig variables
komplekse Verdier. Over denne konstruerer man da en
Riemannsk Flade, paa hvilken den afhangig variables
Verdier kunne udbredes entydig. Hvad der da vasentlig
karakteriserer den algebraiske Kurves Sammenhsaeng, er
Antallet af Blade og Forgreningspunkter paa den titherende
Riemannske IFlade eller rettere den af disse Antal afledede
Sleegt.

For at kunne gennemfere en analog Undersogelse
for Sammenhaengen af en algebraisk Flade &= fla, v/
maa man forst danne sig en 4-dobbelt uendelig Samling
af Elementer, til hvilke man kan lade svare alle Veerdipar
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fx, 3, som man kan faa ved at lade & og vy uafhengig
af hinanden antage alle mulige komplekse Veardier. Ved
at overdaekke denne flere Gange og ved paa passende
Maade at indfere ,Forgreningsflader® og forbinde disse
med J-dimensionale Dannelser, gennem hvilke de forskel-
lige ,Lag® swttes i Forbindelse med hinanden, kan man
skabe en d4-dimensional Mangfoldighed, i hvilken de alge-
braiske Fladers Sammenheaeng kan studeres. Hvad der
her vasentlig bliver af Betydning for Fladens Sammen-
heng, er ,Lagenes® Antal og Forgreningsfladernes Egen-
skaber. Af disse Ting bor man derpaa sege at danne
Begreber analoge med de algebraiske Kurvers Slagt.

Spergsmaalet bliver nu, hvilken 4-dimensional Mang-
foldighed man skal veelge. Man kunde bruge Rummets
4-dobbelt uendelige Samling af rette Linier. Enten kunde
man f. Eks, velge to Planer, i hvilke man paa sadvanlig
Maade fremstillede de komplekse Verdier af henholdsvis
X oog v; den Linie, der forbinder Punktet (x) med Punktet
(v), kunde da svare til det paageldende Verdipar (v, v).
Eller ogsaa kunde man benytte v. Staudts Fremstilling
af enimaginer Plans Punkter. Dette vilde veare en meget
elegant Maade at behandle Sagen paa, men den lader sig
neppe gennemfore -— 1 hvert Fald ikke paa Videnskabens
nuvarende Standpunkt.

I vore Undersogelser, hvor alt afheenger af en klar
Anskuelighed af de Elementer, med hvilke vi arbejde, ere
de her nevnte Fremstillingsmaader imidlertid ikke heldige.
Det kommer nemlig ikke alene an paa, at det Elemeht,
som fremstiller Punktet (v, y), bliver simpelt, men ogsaa
paa, atdet samlede Indbegreb af Elementer, som omgive et
opgivet Element, bliver saa let anskueligt som muligt.
Det er imidlertid vist nasten umuligt for Anskuelsesevnen

ANSKUELIG FREMST., AF EN 4-DIM., MANGFOLDIGHED )

at danne sig en tyvdelig samlet Forestilling om den Sam-
ling af rette Linier i Rummet, som danner , Omgivelsernc”
af en ret Linie; derimod er det let at dannc sig klare
Forestillingsbilleder af Omgivelserne af et Punkt 1 en
Flade og al et Punkt i Rummet. Nu kende vi imidlertid
ikke nogen 4-dimensional Mangfoldighed, ihvilken et Punkt
uden videre er Element. I vore Undersogelser ville vi be-
nytte folgende Fremstillingsmaade :

I en vandret Plan (x/) veelge vi os to paa hinanden
vinkelrette Akser, X| og X,; X, med positiv Retning til-
hejre, X, med positiv Retning bort fra os. 1 denne Plan
fremstille vi paa sadvanlig Maade de komplekse Verdier
af z==x, 4+ 7x,. For nu at kunne faa Plads til baade
at fremstille det v, og det y,, som indgaari yv==1y, -[- Ly,
ville vi som Element betragte -— ikke Punkterne i Rum-
met uden videre, men disse forsynede med en reel Tal-
veerdi.

Vi oprejse i Punktet (x) en Linie af Lzngden »,
vinkelret paa Planen (X; X,/ (positiv Retning opad), og
Endepunktet af denne tenke vi os udstyret med Tallet y,.

Fremgangsmaaden ligner den, som Landmaaleren an-
vender, naar han paa et Kort skal fremstille og undersege
Rummets Punkter: disse sidste erstattes med deres Projek-
tioner paa Billedplanen, og Projektionerne udstyres med
et Kotetal angivende Hejden over eller Dybden under
Planen; for Kotetallet Nul faa vi selve Billedplanen.

Hele den Samling af Elementer — eller, som vi ville
sige, Punkter - som vi betragte, kunne vi faa ved forst
at tenke paa vort sedvanlige Rum, udstyre dets Punkter
med Kotetallet O og dernsst kontinuert lade alle Kote-
tallene forst gennemlebe Vardierne fra O til 4 oo og
dernéest fra O til — oo, Vi betegne denne Samling ved T.
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Vi kunne da i Analogi med Landmaalerens Betragtning
sige, at Punkterne i vort <-dimensionale Rum fremstilles
ved Projektion ind paa det sedvanlige Rum, idet vi ved
Projektionen af et Punkt forstaa det Punkt, vi faa, naar
vi slette dets Kotetal (eller retiere: forandre det til O}

Af Bekvemmelighedshensyn ville vi benytte en Del
Navne og Betegnelser, hvis Analogi med bekendte For-
hold er let at se. Den Samling Punkier, som faas, naar
man udstyrer et Punkt i det seedvanlige Rum med Kotetal
fra — cotil 4 oo, siges at danne en ret Linie perpen-
diluler paa vort Rum. Paa analog Maade defineres en
perpendikulzer Plan og et perpendikulert plant Rum ved
Hjelp af henholdsvis en ret Linie og en Plan. Naar en
Mangfoldighed i T projiceres 1 en Mangfoldighed, der har
en Dimension farre, men som til Gengeeld i hvert Punkt
beerer uendelig mange Kotetal, kalde vi den wverftkal. Hvis
Dimensionstallet er uforandret, og Kotetallet er det
samme overalt 1 Mangfoldigheden, kalde vi den Zorisonial.
Punkter med positive Kotetal siges at ligge over vort
Rum, Punkter med negative wnder. Projektionen ind
paa vort Rum af en eller anden Mangfoldighed ville
vi kalde Bareren for denne.

4-dimensionale Mangfoldigheder ville vi i det folgende
betegne ved fede latinske Bogstaver, den her konstruerede
ved T; Rum (3-dimensionale Mangfoldigheder) betegnes
ved store graske, vort sedvanlige Rum ved /7 Flader
betegnes ved smaa graske Bogstaver (g, %), Linier ved
store latinske (L) og Punkter ved smaa latinske (p).

En Kurve T fremstilles da simpelt hen ved sin Pro-
jektion, Bererkurven, idet dennes Punkter forsynes med
Kotetal.

Bereren for en Flade er 1 Almindelighed en Flade;

Ry
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for let at faa Overblik over Notetallene paa denne, legge
vi Kurver paa den gennem Punkter med de samme
Kotetal. Den sogte Flade er fuldsteendig bestemt ved det
System af Kotelinier, som Bererfladen paa denne Maade
overtreekkes med.

Ligesom Projektionen af en Flade paa en Plan i
Reglen overdaekker Dele af Planen flere Gange, og ligesom
disse Dele ere begransede af Kurver (Konturen), saaledes
vil Projektionen af et Rum paa P i Reglen vare et Rum,
som overdeekker Dele af P flere Gange, og disse Dele
ville vere begrensede af Flader (Konturfladerne). Kote-
tallene bestemmes ved Koteflader gennem Punkter med
samme Kotetal.

Ved kontinuerte Deformationer af de beskrevne For-
mer maa man saavel lagttage, hvad der sker med Rea-
reren, som undersoge, hvilke Forskydninger, Kotetallene
undergaa.

Paa det givne Grundlag kan man let definere, hvad
der skal forstaas ved ret Linie, Plan og plant Rum i T,
0g udvikle disses almindelige, deskriptive Egenskaber.
Den rumlige Kollineation kan fores tilbage til Central-
projektion o. s. v. Herpaa skulle vi ikke komme ind.
Den metriske Geometri i T kunde man f. Eks. grunde paa
en Definition af Afstanden mellem to Punkter

d == V(x,

A R R O )

eller ved at udvikle Begrebet Kongruens paa Grundlag af
nedenstaaende Definition af Drejning om en Plan og der-
ved reducere Sporgsmaalet til et vort Rum angaaende,
For at fremsatte den omtalte Definition af Drejning ville
vi forst definere, hvad der skal forstaas ved en Cirkel i
en ,perpendikuler” Plan.  Projektionen af en saadan skal
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veere et ret Liniestykke ab paa Planens Spor i/, og

Kotetallene paa dette skulle bestemmes ved

N, == ¢ rsin®,

Afstanden fra Midtpunktet af a6 til det variable Punkt.
;\Iidtpunktef med Kotetal ¢ kaldes dens Centrum, # dens
Radius. Et Punkt drejes om en Jhorizontal” Plan, ved at
man lader Punktet beskrive den ,vertikale® Cirkel, som gaar
gennem det, og som projiceres paa en ret Linie gennem
Punktets Projektion, vinkelret paa den horizontale Plans
Projektion. Ved Drejningen lober Projektionen frem og
tilbage paa en ret Linie, hvis Endepunkter ligge symme-
trisk med Hensyn til Drejningsplanens Projektion. hva-
dratet paa dets storste Afstand fra denne Projektion er lig
Summen af Kvadratet paa Afstanden i et vilkaarligt Oje-
blik og Kvadratet paa det tilhorende Kotetal. Punktet
passerer afvekslende ,over® og ,under” Drejningsplanen.
Et plant Rum skarer £ i en Plan, og enhver Figur,
som findes i det, kan derfor nedlegges i P ved en Drej-
ning om Sporet.

Det er nu ikke vanskeligt at udvikle de metriske
Grundbegreber Vinkel, Afstand o. s. v.

Det er ligeledes let at se, hvorledes man ved Drej-
ning kan bringe to symmetriske Legemer over i hinanden
(f. Eks. ved Drejning om en Symmetriplan), ligeledes, at
man ved Drejning kan fore et Punkt, der befinder sig
indenfor en lukket Flade i £, udenfor denne uden at pas-

sere Begraensningen.

i

[

DEN RETTE LINIE i:

§ 2. Den rette Linie.

Vor Fremstilling af den analytiske Plangeometri har
den Fordel, at de Anskuelsesresultater, som man der kom-
mer til ved at holde sig til reelle Koordinater, indgaa som
specielle Tilfelde af de Anskuelsesresultater, vi her naa.
Punkterne med Kotetal O beliggende i X; Y;-Planen ere
nemlig de sadvanlige reelle Punkter.

Vi ville forst undersege den Samling Punkter, der

er given ved Ligningen

yo== X,
Seettes
X=Xy L
A==y _1‘,_ [,\’2

o === gl e l'ai

i

3)1 i .11 ;171 ...... 0-9 *x":l (l)
Yo Ay o Ay (2

(1) er Ligningen for Bererfladen i et retvinklet Koor-
dinatsystem med X;, X, og ¥, til Akser. Den fremstiller
en Plan gennem Begyndelsespunktet. Konstrueres Punktet
- a,=1:07(X; X,), vil Linien, der forbinder dette Punkt
med Begyndelsespunktet staa vinkelret paa Planens Spor;
s Verdi i dette Punkt er L. Herved bestemmes let
Planens Beliggenhed.

(2) bestemmer Koteliniernes Projektioner paa Planen
(X, X,), idet y, opfaties som Parameter. Da disse Projek-
tioner staa vinkelret paa Sporet af Planen (1), blive Kole-
linierne Planens Faldlinier.

Faldlinien gennem Begyndelsespunktet —svarer til
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vy ==0; den indeholder det for konstruerede Punkt, be-

Gy = 1y . -
L 22 Tovrig ere de for-
:

Lo

stemtved.ar, -7, == g e

skellige Faldliniers Kotetal proportionale med deres Af-
stande fra Kotelinien y, == 0. Det er derfor tilstraekkeligt
at kende Kotetallet for endnu en Faldlinie. Det Punkt af
Planens Spor i (X; X,), som har Kotetallet 1, har Kordi-

naterne

ey
i
|
{

og faas altsaa ifelge ovenstaaende ved at multiplicere
Punktet 1:a med 7

Den Plan 1T, der fremstiller y==2a, bestemmes
altsaa paa folgende Maade: 1 Punktet 1:a af (X, X,) op-
rejses en Vinkelret af lLengden -+ 1; en Plan legges
gennem dette Punkt og den Vektor, som faas ved at
dreje Vektoren fra Begyndelsespunktet til Punktet 1:2 en
Vinkel lig -F 90° i positiv Omlobsretning. Faldlinien gen-
nem Begyndelsespunktet gives Kotetallet O, og Faldlinien
gennem den drejede Vektors andet Endepunkt Kotetallet 1.

Naar der omwvendt er givet et Punkt gennem Begyn-
delsespunktet i vort Rum, er det ved denne Regel let at
bestemme saavel Retningskoeflicienten for den rette Linie,
den bliver Barerplan for, som ogsaa Kotetallene, som
Faldlinierne skulle udstyres med. Til Retningskoefficienter
med samme Modulus svare Planer med samme Heldning
og samme Afstand mellem ensbensvnte Faldlinier. Jo
storre Modulus er, des stejlere lgger Bearerplanen, og
des nermere komme to Faldlinier med opgivne Kotetal
tit hinanden. For a==0 faa vi X-Aksen, som alfsaa
fremstilles ved X; X,-Planen (overalt med Kotetallet 0) ;

e
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for a==oco faa vi Y-Aksen, der fremstilles ved en Plan
gennem Y, perpendikuler paa vort Rum P7).
Det er nu let at se, hvorledes Linien

Ve=ua g (¢ =q,+4q )
remstilles.  Ligningerne (1) og (2) andres til
M= (g e ) b g,
Vo= By vy o ) g,
der vise, at Bererplanen parallelforskydes Stykket gy,
og at alle Faldliniernes Kotetal foroges med g,.

Rette Linier, parallele med X-Aksen fremstilles ved
vandrette Planer med Kkonstante Kotetal; rette Linier
parallele med }=Aksen fremstilles ved Planer, perpendikulere
paa £ og med Spor i denne =%~ 1]

§ 3. Algebraiske Kurver.

Lad £ (x,y) =<0 vere Ligningen for en algebraisk
Kurve af n-te Orden; den forudsettes at have en almin-
delig Beliggenhed. Spalte vi mellem reelt og i maginert,
faa vi to Ligninger al Formen

M=l ) (1
Moo= (v, vy, @)

hvor ¢ og ¢ ere n-tydige Funktioner af Xy 0g .
) er Ligningen for Barerfladen. Til hvert Punket i
)

skal svare n reelle Veardier af y,. Bererfladen

gl desuden hele Rummet belagt med uendelig store Kotetal kiv.

§ 4 Herved faas den kontinuerte Overgang fra Linier med en-
delig Retningskoefficiont, idet Beererplanen gaar over til en Plan
gennem Y, i hvilken Linie alle Faldlinier med endelige Kote-
tal har trukket siz sammen, mens Kotelinien vy, = oo har ud-
bredt sig over hele den resterende Plan.
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maa derfor bestaa atf n reelle Blade, der udbrede sig
langs hele den uendelig Plan (X, X,/; Fladen kan aaben-
bart 1kke have nogen Wontur paa (X; X,), hvorimod 2
Veerdier af y; godt kunne falde sammen paa en Dobbelt-
kurve.

Kurvesystemet (2), hvor y, er Parameter, fremstiller
Projektionerne af Kotelinierne. Da vy er en monogen

Funktion af a, er

hvilket  viser, at de to Kurvesystemer (1) og (2) (med
henholdsvis v, og v, som Parametre) ere ortogonale Tra-
jektoriesystemer.  Heraf folger, at Kotelinicrne paa
Bererfladen maa vere dennes Linicr af storst Fuald.

Ligningen

-

Beererfladens Krumning er derfor overalt Zivperbolsk.

viser, at ) maa vare negativ;

En let Regning viser, at Tangenten ftil et ordineert
Punkt af Kurven fremstilles ved en Plan, der tangerer
den algebraiske Kurves Beererflade 1 det betragtede Punkt;
Faldlinien gennem Roringspunktet er Tangent til Fald-
linien paa Bearerfladen — selvivlgelig med samme Kotetal.

Ved Hjelp af Reglen Pag. 14 bliver det altsaa let
at afgore, til hvilken Side paa Bearerfladen Faldliniernes
Kotetal vokse. Kravler man op ad Fladen, har man de
voksende Kotetal paa venstre Haand.
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Singulere Punkter. 'Til Substitutionen

N == y‘ —

svarer en Parallelforskydning af Aksehjernet og Addition
af en Konstant ftil Kotetallene. Man kan derfor tanke
sig det singuleere Punkt, man betragter, anbragt i Begyn-
delsespunktet; Bererfladens Udseende og Koteliniernes
Forleb vil veere uforandret. Omegnen af det singulere
Punkt fremstilles ved Reekker af Formen
ye= Aar - Bad ... (a m/), g = ?i, . .),
q q

hvor Eksponenterne stadig vokse, og alle have faelles Nazvner.
Vi feste Opmerksomheden paa een fuldsteendig Kurvegren.
Indferes Abscissens Modulus, g, og Argument, ¢, faar

man
¥y Yy == A pr (cos ag - 7 st ag)
4 Bgb(cos Bo-+ismfBe) 1 .. ..
Seaettes
A=y (cosv -isinv),
B =71 (cos v, -+ I sinv,),
0. s. V.,
faas

Vy==r. 0%, oS (v -+ ag) vy L ob L cos (v B . (D)

-
yy =¥ . p%. st (v ag) by pblosin (v ) L (2)

(1) er Ligningen for Bererfladen i semipolere Koor-
dinater, (2) bestemmer Koteliniernes Projektioner paa

(X, X,). Medtages kun forste Led, kan det sidste System

Heegaard, Topelogisk Teori. -
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faas af Niveaukurvernes Projektioner ved en Drejning paa

—
™

- om Begyndelsespunktet. Vi ville betragte nogle speci-
-)(x O3 < <

elle Tilfzelde.
Plrge==1, a=2, v At Bat -

Punktet er et ordinart Punkt med X-aksen til Tangent,
Beererfladens Udseende i Omegnen af Begyndelsespunktet

bestemmes ved

vy ==rpt.cos{v - 2e).

T

Denne Flade faas ved at konstruere den Gren af

Parablen y; = v %, der svarer til positive Veerdier af ay,
dreje dens Plan Vinklen 9 om Y og samtidig multiplicere
dens Ordinater med cos (v - 24); hele Fladen faas da ved
at lade ¢ antage alle Verdier fra O til 2n.  Skerings-
kurven med en Cylinder om v er en Belgelinie, der 4
Gange passerer (X; X,).

I et Punkt af en algebraisk Kurve, hvor g: == (J
(uden at der findes andre Searegenheder), faar Bererfladen
et saddelformet Punkt med en vandret Tangentplan, der
skeerer Iladen i to paa hinanden vinkelrette Kurvegrene.
Systemet af Kotelinier er af samme Type som Systemet
af Hyperbler med felles Asymptoter. Ligesom 1 dette en
Hyperbel gennem sine Asymptoter gaar over til den kon-
jugerede Hyperbel, saaledes gaar Faldlinier med Kotetal
storre end Reringspunktets over til Faldlinier med mindre
Kotetal igennem en Kurve med Dobbeltpunkt, Dennes

paa hinanden vinkelrette Grene tangere den vandrette
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Tangetplan og skare hinanden under en ret Vinkel; den ene
lober over Planen, den anden under. Tangenterne i Dobbelt-
punktet halvere Vinklerne mellem Bererfladens Hoved-
tangenter.

:)U.q;-_—_«‘_)} o = L “:\;;::“_{xz_%_~”‘

Man faar her

My=rp'.cos(v - 1)k
Al .
Ny == F pl . Sin <2) M%_. :7,{’} ”z_ .

Ved den analoge Undersogelse af Barerfladen ses,
at Bolgelinien paa Cylinderen gaar 2 Gange rundt for
den lukkes og herunder udferer en fuldsteendig Oscillation.
Udseendet minder om et almindeligt Forgreningspunkt pasa
en Riemannsk Flade, idet der er en Dobbeltlinie, der i
det betragtede Punkt har et pinch-point, saa at Dobbelt-
linien derefter forlober isoleret og mister Betydaing
for os.

Medtages kun ferste Led, blive Niveaukurvernes Pro-
jektioner et System af konfokale Parabler. Faldliniernes
Projektioner faas ved at dreje disse 180° om Begyndelses-
punktet (Breendpunktet). Til hver Projektion svarer i de
to Blade to Grene, der skere hinanden paa Dobbelilinicn.
Overgangen mellem de to Sewt Faldlinier sker gennem
en lodret Parabel.

Hermed er Barerfladens Udseende beskrevet i et ordi-
dy

e

nart Punkt, hvor -
dx

I g=1, u=3, y= A+ Byl .
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Et Vendepunkt med vandret Tangent. Bolgelinien lukker .

sig efter en Omdrejning med 3 Oscillationer. Bererfladen
bestaar af cet Blad, Kotelinien 3y, =0 har et 3-dobbelt
Punkt, og de andre Kotelinier sende 3 Tunger ind afveks-

lende i det ene St paa 3 Aabninger mellem Grenene og .

i det andet Set.
Paa lignende Maade forholder

4 == ‘»L\"p -*— By\,‘ j>+1 ‘{" N Slg.
A g=2 a="; y=Av'--... En Spids

vy, =rp Lcos(vtie) 4.

vy = ot . Ssin(ve) 4L

Bolgelinien gaar 3 Gange rundt og udferer 3
Oscillationer.  Fladen beskrives (tilnermelsesvis), idet
Bolgelinien paa lignende Maade som for bruges til Lede-
linie for den positive Gren af Kurven y; = 7%, '3’, der
drejer sig om Y;. (X, X,) bliver overdekket 2 Gange, og
man faar 3 Forgreningslinier, der treeffe sammen iPunktet
under Vinkler paa 120°  Disse Dobbeltliniers videre Forlob
som isolerede Linier interesserer os ikke.

5%, Paa lignende Maade kan en vilkaarlig fuldstendig
Kurvegren undersoges. Fladens Form og Forgrenings-
liniernes Antal faas ved at undersege Bolgelinien, ihvilken
Cylinderen om Y7 skeres. Den indeholder p Oscillationer
og gaar ¢ Gange omkring Cylinderen; der er plq—1)
Forgreningslinier, som udstraale fra Punktet, thi et Stykke
af Bolgelinien fra et Maksimumspunkt til et Minimumspunkt
(eller omvendt) passeres ved enhver af de q-— 1 folgende
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Omdrejninger 1 Gang, saa at der i det Hele bliver
p (q— 1) Skeringspunkter. Hvis den forste Eksponent kan
forkortes, blive Forholdene noget mere indviklede; vi
ville dog ikke forfolge denne Ting videre.

Keglesnit. Naar man 1 Ligningen for et Keglesnit
paa sedvanlig Maade spalter mellem reclt og imaginert,
kommer man til to Ligninger af Formen

Nt agys Fay=0
vt by by =0,

nvor Koefficienterne ere Polynomier i ay, a0, og vy af de

~Grader, Indices angive. Subtraktion giver en Ligning af

Formen _
‘ Ci Vst Cg= 0 (L

og Elimination af v, giver
P —cpag et efay =0 (1)

Bearerfladen dannes altsaa af en algebraisk Flade af 4de
Orden. (1) giver til hvert Punkt paa dennc 1 tilsvarende
Veardi af v,, undtagen naar Punktet ligger paa det Kegle-
snit, i hvilket Planen ¢; =0 skeares af 4, = 0. Berer-
fladen har 2 pinch-points svarende til de to Punkter, i
hvilke Z{" = co; i det uendelig fjeerne falder dens Forleb
i det vesentlige sammen med Asymptoternes. Af alt
dette kan sluttes, at Beererfladens to Blade skeere hinanden
i to Dobbeltlinier, der kommende fra det uendelig fjerne
standse i 2 pinch-points, og at disse Linier udgere Dele
af en Hyperbel. Denne kan specielt oplese sig i 2 hin-
anden skerende, rette Linier. Bererfladens Forgrenings-
linier kunne da enten blot vere Dele af den ene af disse
eller ogsaa bestaa af et begreenset Stykke af den ene Linie
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og hele den anden Linie, som da maa skere det begren-
sede Stykke. Et Dobbeltpunkt paa Forgreningslinien faas
for en vilkaarlig algebraisk Kurve, hver Gang Tangen-
terne til fo Punkter med samme Abscisse ere parallele,
sémtidig med at deres Ordinaters reelle Dele ere lige store;
det gelder f. Eks. for en Hyperbel, naar Tangenterne
parallele med X-Aksen ere imaginere. Som Eksempler paa
det anforte kan tjene Kurverne y® = +a*-+ 1, hvis Barer-
flader let undersoges. Som Fksempel paa en Kurve med

:

Asymptote == Y-Aksen kantjene xy = a. Projektionen af
Niveaukurverne og Kotelinierne dannes af to Cirkelsystemer
rorende X, og X, i Begyndelsespunktet.

Lader man Keglesnittet oplese sig i to rette Linier,
gaar Barerfladen over til at bestaa af to Planer, Forgre-
ningslinien bestaar af disses Skeeringslinie, og de to pinch-
points ere faldne sammen i det Punkt, der svarer til de
rette Liniers Skeeringspunkt. Ved den omvendte Proces
udskiller der sig altsaa fra Skeeringspunktet to pinch-points ;
paa den mellemliggende Streekning ombyttes Bladenes
Sammenhang.

Bererjfladen 1 sin Almindelighed. Vi betragte en
almindelig algebraisk Kurve af zte Orden med 7’ Tan-
genter parallele med }-Aksen, med *d Dobbeltpunkter, ¢
Spidser og forudsette, at den ikke indtager nogen speciel
Stilling mod den uendelig fjeerne, rette Linie og Koordinat-
systemet, De # Blades Forleb i meget store Afstande
bestemmes ved Asymptoterne. Der streekker sig altsaa,
i 7 {n — 1) Forgreningslinier ud i det uendelige. De #’

y % . .
Forgreningspunkter, som svarer til e = ville  vi

kalde af 1ste Art; fra hvert af dem udgaar 1 Forgrenings-
linie. Til de ¢ Spidser svare Forgreningspunkter, som
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vi ville kalde af 2den Art; fra disse udgaa 3 Forgrenings-
linier.  Til Dobbeltpunkterne svare ikke nogen Saregen-
heder paa Bererfladen; de befinde sig paa Forgrenings-
linierne, og det eneste merkelige ved et saadant Punkt
er, at Kotetallet er det samme i begge Blade. Dobbelt-
punkter paa Forgreningslinien, som ovenfor beskrevet,
findes i Almindelighed ikke, derimod nok tredobbelte Punk-
ter, 1 hvilke 3 Blade skere hinanden.

Lade vi Kurven veare uendelig ner ved at oplose sig
i rette Linier, er det let at gore sig Rede for F orgre-
ningsliniernes Forlob: fra ethvert af de 7 (12— 1) Forgre-
ningspunkter af lste Art udstraaler der en Forgrenings-
linie, der streekker sig i det uendelige, og omvendt ender
enhver fra det uendelige kommende Forgreningslinie i et
Forgreningspunkt. Der er 7 (12— 1) (12— 2) tredobbelte
Punkter paa Forgreningslinierne. Naar der ved kontinuerte
Endringer opstaar et Dobbeltpunkt, sker dette ved, at to
Forgreningspunkter forenes; opstaar der paa Kurven en
Spids, vil der paa Barerfladen dannes et Forgreningspunkt
af 2den Art, idet 3 Forgreningspunkter af lste Art rykke
sammen. Der skulde synes at vere Mulighed for at be-
handle Barerfladens Udseende iAlmindelighed ved ,de kon-
tinuerteEndringersMetode®; der rejser sig dogVanskeligheder
herfor.  Dels er der vel ikke noget i Vejen for, at Antallet
af tredobbelte Punkter kan zndres, dels kan Forgrenings-
liniernes Forlob endres ved Dannelsen af Dobbeltpunkter
paa dem, som ovenfor beskrevet. Dette sidste kan dog
ikke frembringe nogen veesentlig Andring i deres Forlob,
idet man let beviser, at en Forgreningslinie, der udstraaler
fra et Forgreningspunkt, i Almindelighed ikke kan ende i
et andet, men maa strekke sig i det uendelige. Hvis
en Forgreningslinie nemlig forbinder saadanne to Punkter,
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indses let ved Reglen Pag. 16 om Kotetallenes Voksen,
at Forgreningslinien maa skeres af en anden Forgrenings-
linie (for at Bladenes Sammenhang skal kunne ombyttes);
men idet dette Dobbeltpunkt oploses, brydes Forbindelsen
mellem de to Forgreningspunkter.

§ 4. Planen.

Vi gaa nu over til at undersoge, hvorledes vi skulle
opfatte de uendelig fjerne Elementer i T, for at denne
kan” svare til den projektivgeometrisk definerede Plan
(XV). (Om andre Synspunkter sencre). 1 denne have
1) alle rette Linier 1 uendelig fiernt Punkt; 2) parallele
rette Linier have fzlles uendelig fjeernt Punkt, 3) alle de
uendelig fjeerne Punkter danne tilsammen en ret Linie.

Samlingen af de uendelig fjeerne Punkter i vort Rum,
P, ville vi betegne med U. Enhver Retning i £ bestemmer
et Punkt i UL

De Elementer i T, som svare til Planens uendelig
fierne Punkter, faas dels af Rummets uendelig fjerne
Punkter ved at belegge disse med vilkaarlige Kotetal, dels
af Rummets Punkter i endelig Afstand ved at beleegge
disse med uendelig store Kotetal. Forholdene ere imid-
lertid ret indviklede. Alle en Bererplans uendelig fjeerne
Punkter udstyrede med deres tilherende Kotetal skulle
fremstille det samme Punkt, nemlig den tilhorende rette
Linies uendelig fjerne Punkt. Heraf folger, at det Punkt

i U, der er bestemt ved Faldlinierne i parallele Planer,
Tremstﬂlu‘ det samme Punkt af (XY), hvilket endeligt
Kotetal det end belegges med. Omvendt vil et Punkt
i I bestemt ved en Retning, der hverken er vandret eller
lodret, svare til det uendelig fjeerne Punkt af en ret Linie,
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hvis Bererplan har Faldlinier iRetning af det givne Punkt,
nvilket endeligt Kotetal Punktet end belegges med.

Alle de uendelig fjerne Punkter i Bearerplanen, der
ligge 1 Retninger forskellige fra Faldlinierne, faa uendelig
store Kotetal, Omvendt svarer et vilkaarligt Punkt i U
med uendelige Kotetal til en hel Samling af uendelig
fierne Punkter i (XY), nemlig til dem, der tilhore Linier,
hvis tilsvarende Barerplaner ere parallele med den Retning
i P, i hvilken Punktet i U ligger, uden at Faldlinicrne
gaa i denne Retning.

De vandrette Planers uendelig fjerne Punkter frem-
stille X-Aksens uendelig fjerne Punkt, hvis Kotetallet er
endeligt, hvorimod Sammenhzngen er ubestemt, hvis Kote-
tallet er uendeligt. Punkter i U, som bestemmes ved den
lodrette Retning med vilkaarlige Kotetal, svare til Y=Aksens
uendelig fjmrne Punkt, og det samme gelder Punkter i
P i endelige Afstande med uendelig store Kotetal. Som
man ser, ere Forholdene temmelig indviklede.

For Anskuclighedens Skyld ville vi tenke os Planen
(XY) senderskaaren i saadanne Dele, der let og bekvemt
fremstilles hver for sig. Dernast sammenfojes atter de
4-dimensionale Mangfoldigheder, der fremstille Delene,
eller man angiver blot, hvorledes Punkterne i de begran-
sende Rum hore sammen.

Sfwriske Rum. Viville forst undersoge den 3-dimen-
sionale Mangfoldighed, som bestemmes ved Ligningen

e R A

og som vi ville kalde et sferisk Rum. vy, == 0 bestem-
mer en Kugleflade, der bliver Kontur, idet den Del af P,
som ligger indenfor den, bliver Berer dels for ¢t Rur,
der befinder sig owver, dels for et, der befinder
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under P  Kotefladerne blive for begge Rum koncen-
triske Kugleflader, der for vy, = +# svinde ind til Cen-
trum. (Sammenlign med en Kugleflades Fremstilling ved
sine Niveaukurvers Projektioner paa en vandret Dia-
metralplan).

Det sfmriske Rum deler T i to Dele, der indeholde
de Punkter, hvis Afstande fra Begyndelsespunkiet ere hen-
holdsvis mindre end eller storre end 7 De forste Punkter
'pmjiceres paa P indenfor Konturen, og deres Kotetal ligge
i Vaerdi mellem de to Kotetal, som findes paa det sferiske
Rum vertikalt owver og wunder Punktet.,

Skeringslinien mellem det sfariske Rum og den Plan,
der fremstiller v = a x, er bestem{ ved

Ny T Oy Oy

2 > b1

2 b =

l Vg =0y Xy Oy

Ligningen for Projektionen af Barerkurven paa
(X X,) er

(140 b a®) (v ? 4 oy

Beaererkurven er derfor en Ellipse, hvis store Akse er
den Diameter i Konturkuglen, som afskares paa Bearer-
planens Faldlinie gennem Begyndelsespunktet; den lille
Akse faas ved at dreje den store Akses Projekiion paa
(X, X,) en Vinkel paa 90 °.  Endepunkterne af den store
Akse  dele Ellipsen i to Dele, hvis Kotetal have mod-
satte Fortegn, saa at den ene Del leber over £, den
anden under; i Endepunkterne af den lille Akse naa
Kotetallene deres storste numeriske Verdi.

=)

S
4

PLANEN

<

For « uendelig stor bliver Skeeringslinien den vertikale
Cirkel

Enhver ret Linie gennem Begyndelsespunktet deles
saaledes af det sferiske Rum i to enkelt sammenhen-
gende Fladestykker; det ene af disse indeholder Liniens
uendelig fieerne Punkt og er bestemt ved Uligheden

! x [, e e
CE VL e

(for « uendelig stor ved |¥|> 7.

Hele Planen (X Y) beskrives af Linien y==ax, idet
o antager alle komplekse Verdier. Vi udskere forst den
J-dimensionale Mangfoldighed A, som ligger indenfor det
sfreriske Rum, 2, med Centrum 1 Begyndelsespunktet og
Radius #. Den resterende Del af (X Y), der indeholder
Planens uendelig fjeerne Linie fuldsteendig, overskeres der-
naest i to Dele paa folgende Maade:

Enhver Linie y==ax, for hvilken |a|=1, har et
Fladestykke beliggende udenfor Y, og dette bestemmes
ved |z ¥o . Alle disse Fladestykker bestemme ct
Rum, 7, der sonderskeerer den omtalte Del af (XY)ito
Dele, som vi ville betegne ved B’ og C'; B’ skal veere den
Del, som indeholder X-Aksens uendelig fjeerne Punkt, ¢
den Del, som indeholder Y-Aksens. Rummet 7' udgaar
fra en Flade, 7, 1 &, som beskrives af de omtalte Flade-
stykkers Rande. 7 bestemies ved

lal=1; |x > 1.

e / ;)
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T bestemmes ved

[ }’7 N
[ i ----- 1, I | o= \/L)
eller, da y=ax, ved
Lo | o
! i \/2
Projektionen paa £ er en Cylinderflade, hvis Akse er

¥, hvis Radius er #:V2, og som begrenses af to Cirkler
i Konturen af X, Den kan beskrives af vertikale Cirkler,
der bares af Cylinderens Frembringere.
Y deles af T i to Dele, X, og ZX,, gennem hvilke A

staar i Forbindelse med henholdsvis B’ og €.

Vi ville nu transformere B’ og €', saa at deres
Punkter komme til at ligge i det endelige.

B’ er bestemt ved

| el Py
R }7 X (l)
« og 1:x ere derfor endelige overalt i B’
Paa lignende Maade bestemmes €' ved
@)

1 } &)

PLANEXN 26

og ved

til 2 Mangfoldigheder B og €, der defineres henholdsvis
ved

< 1 [
og ved

| 2

=15 1.

Idet vi paa sedvanlig Maade tyde % og 4 i en
4-dimensional Mangfoldighed og ligeledes & og 7/, faa vi
herved B’ og € wndrede til to simple helt i det ende-
ligé beliggende <-dimensionale Mangfoldigheder.  Den
forste af disse beskrives af vertikale Cirkelflader med

Radius 1, med Centre i Cirkelfladen |5/ <1; 7= 0,
og - hvis Projektion paa £ ere lodrette Liniestykker.
Projektionen af hele Mangfoldigheden paa £ er en ret,
cirkuleer Cylinder. Begransningen bestaar dels af et ver-
tikalt Rum 7'(B) svarende til 7, der projiceres i den om-
talte Cylinders krumme Overflade, og som er bestemt ved

P
P
P =

dels af et Rum X; (B) svarende til ¥,, hvis Projektion
overdekker den Del af P, som indeholdes i Cylinderen,

dobbelt; dette Rum bestemmes ved
(B =15 nl =L

Disse to Begrensninger adskilles fra hinanden ved en
Flade < (A) svarende til 7, der beskrives af de vertikale
Cirkler
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Om B gelder ganske analoge Bemearkninger.

Den uendelig fjerne Linie 1 (X V) er fremstillet ved
to horizontale Cirkelflader, den ene i B, den anden i €,
og Dbestemte henholdsvis ved 7==0 og 7'=0. Deres
Rande |%Z]=1; 7=0 og

Yl==1; =0 ere geo-
metriske Steder for Centrerne af de vertikale Cirkler, der
frembringe 7°(A) og 7(B).

Vi ville nu slutte med en kort Oversigt over, hvor-
‘ledes Begraensningerne af de tre Mangfoldigheder AB
og € svare til hinanden.

- B og € skulle sammenfojes i Rummene 7 (B) 0g
T(b) efter Formlerne

I¥Y
#¥Y
-~
o
Jr—
1

hvilket ses af Formlerne (3) og (4) Den samlede Mang-
foldighed, B +- C, begraenses af X; (B) og 3, (C), og denne
maa nu, topolong{ set, vare af samme Art som det
sfeeriske Rum X, (Hertil komme vi senere tilbage). Form-
lerne (3) og () vise Sammenhwengen. ‘

§ 5. Algebraiske Flader.

Lad £ (v, v, 2) =0 vere Ligningen for en algebraisk
Flade af nte Orden; vi ville forudsatte, at denne, opfattet
som Punktfrembringelse, er en almindelig Flade (uden
Dobbeltkurver, Spidskant eller Mangefoldspunkter), og at
den indtager en almindelig Stilling i Forhold til Koor-
dinatsystemet og den uendelig fjrerne Plan.

Ligesom en algebraisk Funktion af | uafheengig vari-
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abel kan udbredes n-tydig paa en Kugleflade, der frem-
stiller en ret Linies Punkter, saaledes maa den ved oven-
staaende Ligning definerede algebraiske Funktion 2~ £ (x,y)
kunne udbredes n-tydig i den 4-dimensionale Mang-
foldighed, der fremstiller Planen (XY). Til hvert Punkt i
Planen svarer en Verdi af z; disse ville alle vare for-
skellige, naar den rette Linie gennem Punktet =% og Z-Aksen
skeerer Fladen i 2 adskilte Punkter. Samlingen at Punikter
i T, for hvilken dette ikke finder Sted, kalde vi Forgre-
ningsfladen. Denne vil vere den Flade, som fremstiller
Konturen af den algebraiske Flade paa Planen (X))
Konturen eren algebraisk Kurve, hvis Orden er 7 (17 — 1),
og hvis Klasse er # (2~ 1)*.  Antallet af Spidser er lig
Antallet af Hovedtangenter til Fladen parallele med Z-Aksen;
dette Antal er n(n—1)(z—2). Antallet af Dobbelt-
punkter er lig Antallet af Dobbelttangenter til Fladen,
parallele med Z-Aksen, lige stor med

w iz~ 1) (- 2) (1 — 3.

Forgreningsfladen, som vi ville betegne med ©, dan-
nes altsaa af # (2 — 1) Blade langs (X, X,) med 1 (—1 /
Forgreningspunkier af forste ITvpe ogn (1 ~— 1) (11 —
Forgreningspunkier af anden Type.

Vi betragte nu hver af Delene A, B og € for sig.
Y's Radius, #, ville vi tenke os som uendelig stor, saa
at A indeholder alle Forgreningsfladens F orgreningspunkter,
Den Del af ¢, som ligger i A, betegne vi ved v (A); den
begrenses af 72 (12— 1) lukkede Kurver, der tilnermelsesvis
kunne udskeres af 2 ved Hjelp af homumns Asymptoter.
Vi kunne uden nogen vesentlig Indskrenkning forudseette,
at disse Kurver helt forlobe i den Del af 2, vi have kaldt
2, — med andre Ord: forudseette, at Konturens uendelig
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fierne Dele helt forlobe i B. Det vil nemlig ikke frem-
kalde nogen vesentlig Endring i den 1§ 4 fremsalte De-
ling af Planen, hvis man i Stedet for at bestemme T ved
|| ==1, bestemmer den ved |al=4#k, hvor % er et
vilkaarligt positivt Tal

De Dele af », som forlebe i B, fremstilles (tilnzer-
melsesvis) -af 7 (12 — 1) vertikale Cirkelflader

Ew'als ‘qt(i—\:]

fe=ay; nl<1

» . ; f

S =Gy, ! .

hvor 4,9, ..., % nm—y ere Retningskoefficienterne til
Konturens Asymptoter, Disse Flader ville vi betegne ved
¢ (B), 5. B),. .., $up—n B

For nu at udbrede z's Vardier i A, gennemskare vi
denne Mangfoldighed med et vertikalt Rum, &, hvis Pro-
jektion paa P er ¢ (&), og som iovrig er bestemt ved, at
hvert Punkt i Projektionen skal beleegges med Kotetal,
der i Verdier ligge mellem det, som Punktet skal ud-
styres med for at tilhore g, og det, som Punktet skal ud-
styres med for at tilhere den gverste Del af 2 med
andre Ord: Rummet er den Del af A, som ligger verti-
kalt over ¢ (A)

2 Linier i A, der have de samme Endepunkter og
ikke skere @, kunne forbindes med et Fladestykke, der
heller ikke skerer @. Vi forbinde nemlig blot Liniernes
Projektion i 2 med et Fladestykke og udstyre dets Punkter
med et vilkaarligt Kotetal, der, hvis Fladestykket skeeter
«’s Projektion, blot skal vare mindre end det mindste
Kotetal, der er paa Skeringslinien. Randene af dette
Fladestykke forbindes let med de givne Linier ved verti-

o
o
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kale Fladestykker, og man har konstruerct en IFlade med
den forlangte Egenskab.

Paa lignende Maade ses, at to vilkaarlige Punkier i
A altid kunne forbindes med Linier, der ikke skeere ®.

1 et Punkt a af A anbringe vi en af de 7 s-Verdier,
der hore til Punktet. lLade vi a beveege sig til et Punkt
b ad to forskellige Veje, der ikke skere @, og lade vi
s-Verdien sendre sig kontinuert 1 Overensstemmelse med
Ligningen F(x, v, 3)==0, maa vi begge Gange ende med
samme Verdi; dette folger af, at de to Veje tilsamimen
danne Begransningen for et Fladestykke, der ikke skerer
®. Hele den af & gennemskaarne Mangfoldighed A kan
altsaa eentydig beleegges med z-Veardier ud fra den givne.
Ved paa lignende Maade at gaa ud fra de 72— 1 andre
z-Verdier faas 2 Lag udbredte over A. To Punkter, der
ligge lige overfor hinanden i Begrensningerne mod O,
bere de samme 72 Veardier (men ikke i samme Orden);
i Overensstemmelse dermed sammenfojes Lagene.

Den 4-dimensionale Mangfoldighed, som paa denne
Maade i # Lag udbredes over A, betegnes med A’; den
begrenses af et Rum X‘. Ethvert Fladestykke i A bliver
Bearer for et Stykke af en Riemannsk Flade i AY, ogFor-
greningspunkterne ligge 1 Fladestykkets Skeringspunkter
med ¢ (A). k

z-Veardiernes Udbredelse 1 € frembyder ingen Vanske-
ligheder, da der slet ikke findes Punkter af Forgrenings-
fladen i dem; man faar 7 Mangfoldigheder €y, C,, ..., C,
aldeles analoge med C.

Forgreningsfladen sender, som tidligere bemeerket,
1 (n — 1) Fladestykker ind i B; s-Verdierne udbredes let
her f. Eks. ved Hjelp af 2 ()z — 1) Forgreningsrum ud-
straalende fra en af B's vertikale Cirkelflader og endende

Heegaard. Topologisk Teorl 3
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ie/B),... 2, m—p(B). At hele denne Mangfoldighed,

BY, danner et samlet Hele, folger af, at den uendelig
fjeerne Plan skeerer £ (v, v, 2) =0 i en algebraisk Kurve «,
der efter vor Forudselning er usammensat. Den Del
4 (BY) af denne Kurve, der forlober i B, bares af Cirkel-

fladen (2| <1;%==0. Resten bestaar af 7 Elementar-
flader der” beeres al [ <1;%'==0 i €. Hele B

i

kan beskrives af vertikale Cirkelflader med Centre 1 det
Riemannske Fladestykke & (B).

ANDET AFSNIT

Om topologiske Sammenhzengstal.

§ 6. Topologi.

Descartes” analytiske Metode var vel en Universal-
metode til Lesning af geometriske Opgaver, men i Reglen
gav den Konstruktioner, der iSimpelhed og Elegance stode
langt tilbage for Grackernes. Under Forsegene paa at
trenge ind i Principperne for den ejendommelige geome-
triske Analyse, disse anvendte, opstillede ZLezbniz en
Reekke Betragtninger, som han betegnede som Analysis
situs eller Geometria silus.  (Leibnizens gesammelte
Werke herausg. von G. H. Pertz, 1838, mathematische
Schriften. Bd. 1, p. 178: De Analysi situs). Man har
undertiden i Sammenhzeng hermed navnet Leibniz som
Faderen til den moderne Topologi 2: til den Gren af
Matematikken, som tager Sigte paa kvalitative Egenskaber
ved Tingene uden at beskeftige sig med kvantitative,
metriske.  Leibniz bemerker et Sted i Anledning af sin
Teori: ,Figura in universum practer quantitatem continet
qualitatem seu formam®, men i Realiteten har hans Teori
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ingen Lighedspunkter med, hvad man nu forstaar ved
Topologi. ‘

[ den nyere Tid have Matematikerne begyndt at
interessere sig for en stor Meangde topologiske Sporgs-
maal. Man behaver blot at erindre om 7ais, Sinionys
og andres Undersogelser af Knuder, Net o. l; om Gra-
fer; om gra\kﬁske Kurvers Udseende; om den Opgave at
bemale, og derved adskille, Landene paa et Landkort ved
Hjelp af 4 forskellige Farver: om Frimearkefoldnings-
problemet og, last not least, om de omfattende Forseg paa
at danne en Teori for m-dimensionale Mangfoldigheders
Sammenhengstal og paa at almindeliggore Eulers Poly-
ederseetning —— 2 Forsog, der ere noje knyttede til hin-
anden. (En god Litteraturoversigt findes i W. Dyck: Bei-
triige zur Analysis situs, M. A. Bd. 32).

Sprogbrugen er noget vaklende, men det rimeligste
vil vaere at forbeholde den sidstnevnte Slags Undersogelser
Navnet Analysis situs og derimod bruge Ordet Topologi
om alle Undersogelser af kvalitativ Natur, saaledes som
Listing har foreslaaet (Vorstudien zur Topologie).

§ 7. Analysis situs.

Det vil vistnok veere meget vanskeligt paa en uan-
gribelig Maade at opstille almindelige Satninger angaa-
ende en z-dimensional Mangfoldigheds Sammenheng; i
hvert Fald vil det vistnok vere heldigt, om man, mere
end det hidtil er sket, studerer konkrete T ilfeelde 1 Stedet
for straks at gaa los paa Sagen 1 sin abstrakte Alminde-
lighed. ‘Teoretisk set’ burde Logik vere tilstreekkelig til
matematisk Udvikling, men Praksis viser, hvilken megtig
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Loftestang den Taktfolelse er, som bliver udviklet, naar
man anvender en Teori paa en stor Del konkrete Til-
felde; selv om en Teori ser nok saa logisk og bestik-
kende ud, rummer den dog let Fejl, som forst komme
for Dagen, naar den ved Siden af kontrolleres af Anskuelsen.

Riemann og Betli ere de forste, som have forsogt
at almindeliggore den Teori for FKladers Sammenhang,
som Riemann selv med saa stort Held har anvendt i de
Abelske Integralers Teori, Efter Riemanns Ded fremkom
Betti med en Afhandling om det navnte Emne (Sugli
spazi di un numerc qualunque di dimensioni, Ann. di
matem. 2den Reekke, Bd.4, 1871). Han omtaler ikke noget
Samarbejde med Riemann ; men at domme efter de Fragmen-
ter til en Teori, som Weber har samlet sammen af Noter,
Riemann havde nedskrevet (Riemann: Gesammelte mathe-
matische Werke, 2. Aufl, Fragment XXIX), saa har Riemann
under sit Ophold i Italien (Ges. Werke, p. 55D) givet et
vaesentligt Bidrag til de Tanker, der findes udtalte i Bettis
Afhandling, 1 denne findes forste Gang Definitionen paa
Sammenhengstal af Mangfoldigheder, hvis Dimensionstal
overstige 2. Senere have forskellige sogt at forbedre og
fuldsteendiggore Teorien: Dyck i .Beitrage zur Analysis
situs® (M. A. Bd.32 og Bd.37), Poicaré i Afhandlingen

»e

Analysis Situs® og Picard i Arbejderne over Funktioner
af to variable (se p. ).

Allerede for jeg kendte disse sidstnevnte Arbejder,
havde jeg besluttet at forsege en anden Vej end den Rie-
mann-Bettiske, nemlig at preve paa at almindeliggore
Jul. Petersens Punkteringsmetode, som jeg erindrede fra
Forelzesninger.  (Listings ,Diagram” og , Trema® lLerte
jeg forst langt senere at kende, og det samme gelder de
af Undersogelserne hos Betti, som ere peslegtede hermed,
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og som jeg indtil for nylig kun har kendt gennem det
kortfattede Referat i ,Fortschritte der Mathematik®), Blandt
andet forekom det mig uheldigt, at de # Sammenhengstal
ikke vare tilstreckkelige til, fopologisk set, at karakterisere
en Mangfoldighed, naar 72> 2. Da jeg stiftede Bekendt-
skab med de senere navnte Afhandlinger, swerlig Poincarés,
begyndte jeg at vakle i mit Valg, idet jeg sammenlignede
de elegante Metoder, jeg her traf, med den noget tunge
0g ubehjalpsomme Teori, jeg selv arbejdede med; men
da jeg mente at opdage, at den Vej, jeg havde valgt,
kastede Lys over Forhold, som ikke traadte klart frem
paa den anden Maade, og da jeg desuden fik Midler i
Hende til at finde Zlslrekkelige Kriterier paa, at 7z-dimen-
sionale Mangfoldigheder ere skvivalente, saa besluttede
Jeg mig til at fortsatte trods de store Vanskeligheder, jeg
meodte. At to Mangfoldigheder ere akvivalente, vil sige,
at de svare til hinanden Punkt for Punkt, saa at to vil-
kaarlige Punkter i den ene nerme sig til at falde sammen,
naar de to tilsvarende Punkter i den anden Mangfoldighed
gore det.  (Sammenhangen mellem Poincarés Begreb Ho-
meéomorphisme, Analysis Situs § 2, og det her definerede
Begreb Akvivalens komme vi senere tilbage til).

Det Spﬁrgsmaal, der stiller sig i Forgrunden, er,
hvilke Snit man skal anbringe i en lukket Mangfoldighed
(variété fermée; Poincaré Lc. § 1) for at faa den gjort
enkelt sammenheengende. Til Losningen heraf benytte vi
da folgende Fremgangsmaade: Mangfoldigheden punkteres
o: den Elementarmangfoldighed, der danner Omegnen af
et Punkt, borttages. Ved Punkteringen opstaar der en
Begreensning, og denne udvides ved kontinuert Deforma-
tion, saa at der borttages mere og mere af den givne
Mangfoldighed.  Saaledes vedbliver man, indtil Dele af
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Begreensningen mode andre Dele af denne; paa saadanne
Steder standser man da Deformationen, naar Afstanden
mellem de Dele, der modes, er bleven uendelig lille. Fort-
seetter man paa denne Maade, ender man med et Diagran:,
dannet af et System af Mangfoldigheder af lavere Dimen-
sion end den givne — eller rettere: dannet af dette Systems
nermeste Omegn, altsaa af en Mangfoldighed, der i den
7'te Dimension er uendelig lille. Systemet af Mangfoldig-
heder af lavere Dimension, som er Gréansen for Diagram-
met, kalde vi dets Kawrue,

Dette Diagram har en dobbelt Betydning., For del

Jorste fremstiller del en Mangfoldighed, der er w@hkuvi-

valent med den givue, efter al denue er bleven punk-
feret.  Lykkes det at opstille Normalformer, til hvilke
Diagrammerne kunne reduceres, bliver den nodvendige
og tilstreekkelige Betingelse for, at to lukkede Mangfoldig-
heder ere wkvivalente, at Diagrammernes Normalformer
ere identiske. De ved Punkteringen borttagne Elementar-
mangfoldigheder ere jo nemlig altid akvivalente. — Men
Liagramkaernen angiver de Suit, man skal legge for at
gove den givne Mangfoldighed enkelt sauwnenhen-
gende, foretages nemlig den omtalte Udvidelsesproces i
baglens Orden, vil den Mangfoldighed, som bliver tilbage,
naar man legger de ved Diagrammet bestemte Snit, traekke
sig tilbage til den Elementarmangfoldighed, som borttages
ved Punkteringen.

Vi skulle senere komme tilbage til en Sammenligning
mellem de Resultater, man finder ad denne Vej, og den
Riemann-Bettiske Teori for Sammenhzngstal,
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§ 8. Diagrammet til Riemannske Flader.

Omend Teorien for de Riemannske Fladers Sammern-
hangstal er vel bekendt og oven iKebet findes behandlet
paa en Maade, der meget ligner den her fremsatte, hos
Jul. Petersen (Funktionsteori, Kap. IV), ville vi dog af
Hensyn til det folgende kort antyde en Udvikling af denne
Teori serlig for at vise, at denne kan bygges udeluk-
kende paa Grundlag af Diagrammet altsaa uden at be-
nyte den udvidede Eulerske Setning (Teoremet om
Fladers invariante Tal £--f).

Vi ville teenke os den Riemannske Flade baaret af en
IKugleflade ; fra et Punkt @ 1 denne lagge vi Storcirkel-
buer hen til de 2z Punkter, der beare Fladens Forgrenings-
punkter; disse ville vi antage have Ordnerne £2,—1, Zy—1,
cvvvy Re—1. Vi punktere et Sted alle nBlade, og ved
Udvidelse af Punkteringerne fores deres Rande hen til
Forgreningspunkterne og ind langs de tegnede Storcirkel-
buer til @. Af Fladen bliver der da tilbage, efter at man
har inddraget nogle blindt endende Strimler, ') f Elemen-
tarflader omkring Forgreningspunkterne, *) 7z Elementar-
flader over @ og ) By -+ &y, -+ . ... ks Strimler, som for-
binde de forstnavnte Elementarflader med de sidstnzvote,
Vi overskare s—1 Strimler, hvis Begreensninger hore til
forskellige Randkurver, og Stumperne inddrages. Fladen
repreesenterer nu et Diagram svarende til 1 Punktering,
Dette indeholder 1 alt /- » Elementarflader, forbundne
med 2 (k) — n -+ 1 Strimler; vi benytte f - 7 — 1 af disse
Strimler til at forbinde de /- # Elementarflader med, saa
at det hele danner 1 Elementarflade. Fra dennes Rand
udgaa
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/
) =Sk
[ ,
— (1) 25 - 2
1

Hanke, der let parres sammen til Dobbelthanke. Betegner
m Mangefoldsgraden af en vilkaarlig fuldstendig Kurve-
gren paa den til Fladen svarende algebraiske Kurve, bliver
T k—1) == X0n— 1)+ #n (Summationen udstrakt til
alle Kurvegrene, hvor mz>> 1). Antallet af Hanke bliver
altsaa det fra Geometrien bekendte Tal ’

Xm— ) w2 2=2p,

Vi komme altsaa til en Normalform med p Dobbelt-
hanke, og den nedvendige og tilstreekkelige Betingelse
for, at to Riemannske Flader topologisk set ere akviva-
lente, er altsaa, at de have samme p.

Ville vi have en Normalform for den /ukkede Rie-
mannske Flade, kunne vi ved hver Dobbelthank lade den
ene Hanks to Mundinger glide ud paa Midten af den
anden, og derneest ved stadig at gore den bredere lade
dens Mundinger optage den anden Hanks Rande. Ved
derpaa at lukke Fladen med en Elementarmangfoldighed
faas Kleins Normalform: en Kugleflade med p rerformede
Hanke.

Det her fremsatte kan tjenc som et Slags Program
for de Undersegelser, der skulle anstilles. Vi ville nevne
endnu en Metode at behandle Sagen paa, der er vel
skikket til at udvides til algebraiske Flader. Vi antage,
at den algebraiske Kurve ¢, er uden  singulere Punkter.
(Hvorledes Forholdene ere, naar der findes saadanne, kan
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findes ved Grzenseovei*gang fra den her betragtede Kurve).
Andres Nurven kontinuert, uden at der-indfores singulere
Punkter, og idet Graden bliver uforandret, faar man
skvivalente Riemannske Flader. Vi ville lade den endre
.sig til en Nurve ¢y, som er uendelig ner ved at oplose
¢ i n vilkaarlig beliggende, rette Linier. At defte altid

S
lader sig gore, ses f. Eks. ved at betragte det linesre
Bundt g, - &, = 0; Kurverne faa kun singulere Punkter
for et bestemt, endzligt Antal Verdier af 2, og man vil
derfor altid kunne lade h gaa fra O til oo uden at passere
disse. De rette Linier fremstilles ved # koncentriske
Kugleflader med samme Radius; idet man gaar over til
Y, ved at oplose de 4 s (n — 1) Dobbeltpunkter, opstaar
der to Forgreningspunkter af hvert Dobbeltpunkt; saa-
danne parrede Forgreningspunkter ligge uendelig nar ved
hinanden og forbindes med Forgreningslinier. Ved to Cirkler
om to saadanne parrede Forgreningspunkter hver 1 sit
Blad udskeres disse af Fladen; den udskaarne Del om-
dannes til et Ror; dette gentages ved de andre Par, og
de Ym(m-—1) Ror tilfojes atter paa rette Maade 1
Hullerne paa de n Kugleflader, efter at disse forst ere
flyttede ud fra hinanden; 7z — 1 Ror benyttes (il at om-
danne Kuglefladen til 1 Kugleflade, og fra denne udsprin-
ger deraltsaa s w(n—1)—n—1=3n—1)0-—2=p
rorformede Hanke 9: vi ere atter komne til Kleins Nor-
malform.

Var en lukket Flade unilateral, vilde dens Diagram
ved Siden af Dobbelthankene indeholde et vist Antal en-
kelte Hanke, hver med 1 Torsion.
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§ 9. Diagrammet til 3-dimensionale Mangfoldigheder.

Lad en lukket 3I-dimensional Mangfoldighed veere
defineret ved

im0 (v, ya ) U==1,2, .. 0
og ved et vist Antal Uligheder af Formen
¥V, Moy 3) > O

og ved den analytiske Fortsettelse af "dette Rum (Ifr.
Poincaré, Analysis Situs § 3), eller for at bringe Udtryk-
ket mere 1 Overensstemmelse med Topologiens Vessen:
lad den vere defineret ved, at den skal opstaa ved Sam-
menfojning af Elementarrum, hvis Begreensninger ved et
Net'af Linier ere delte 1 Arealer, der paa bestemt Maade
to og to skulle sammenfojes; dette skal ske saaledes, at
i den lukkede Mangfoldighed Omegnen af ethvert Punkt,
som skriver sig fra en af Linierne i Nettet, bliver et Ele-
mentarrum. Skal den definerede Mangfoldighed veare
usammensat, maa disse Rum til en Begyndelse kunne
sammenfojes til 1 Elementarrum, hvis Overflade da til-
fredsstiller de samme Betingelser. Der frembyder sig ingen
Vanskeligheder for med Anskuelsen at folge Udvidelsen
af en Punktering.

Diagramkernen vil dannes af Fladestykker, der stode
sammen i Kurvestykker; disse modes i Punkter, Diagram-
keernens Knudepunkter. Fladerne kunne vi tenke os en-
kelt sammenhengende, da man i modsat Fald kan legge
Nurvestykker med Endepunkter i Diagrammets Kurve-
stykker og sonderskerende Fladestykkerne i enkelt sam-
menhangende Dele; de lagte Kurvestykker kunne da hen-
regnes til de evrige.

Vi gaa nu over til at betragte selve Diagrammet.



44 ANDET AFSNIT

Ethvert Knudepunkt er omgivet af en Elementarmangfol-
dighed, som vi f. Eks. kunne give Kugleform; Kurvestyk-
kerne, som forbinde disse, ecre omgivne af traadformede
Rum, der ere tilfestede til de lige omtalte Kugleflader ved
smaa Elementarflader. TLad os kalde disse Rum Traade;
de kunne beskrives af en Elementarflade, der bevager sig
fra en af Kuglefladerne til en anden af dem (dette kan
iovrigt ske paa to vasentlig forskellige Maadcr; se nedenfor
/§ 11). Det Rum, der omgiver et af Diagrammets Ele-
mentarfladestykker, er et pladeformet Rum, der er be-
graenset af to Elementarflader, der danne Pladens Sider, og af
en Fladestrimmel af Cirkelringens Sammenheng, der
danner Pladens Rand; dette Rum, som vi ville kalde en
Plade, tilhaftes med sin Rand langs en Fladestrimmel
paa Overfladen af det Legeme, som dannes af Knude-
punktskuglerne og Traadene. Lad Diagrammet i alt have
a Knudepunktskugler, b Traade og ¢ Plader. Ved a—1
Traade forbindes de a Kugler til 1 Elementarrum, der
gives Kugleform, og fra denne Centralkugle udspringer
b—a+1= p Traade; paa Overfladen, hvis Sammen-
hangstal er 2p -+ 1, leber der ¢ lukkede Kurver, langs
hvilke Pladernes Rande skulle tilheeftes.

Den ngdvendige og tilstrakkelige Betingelse for,
at et saadant System af Traade med Tilhafinings-
kurver for Plader kan fremislille Diagranunet for et
lukket Rum, er, at Tilheftningskurverne daunes af p
Ringsnit, der ikke senderdele Overfladen af Traad-
systentet.

Den nedvendige og tilstraekkelige Betingelse er nemlig,
at Overfladen efter Tilfojelse af Pladerne er @kvivalent
med Overfladen « af det ved Punkturen udtagne Elemen-
tarrum 2: er af samme Sammenhang som en Kugleflade.

DIAGRAMMET TIL TRE-DIM. MANGFOLDIGHEDER 45

Huvis Diagrammet virkelis svarer [l en luk-
ket Mangfoldighed, vil en vilkaarlig Plades to Sider
svare til to enkell sammenhengende Arealer paa x. Bort-
tages Pladen af Diagrammet, sndres Sammenhzngen af
dettes Overflade, idet Pladens to Sider erstattes med den
Strimmel, langs hvilken Pladen var titheeftet, og som er
@kvivalent med en Cirkelring. For at lade » undergaa
samme Endring i Sammenheng udskerer man de to
tilsvarende Arealer og forbinder dem med et Ror. Fort-
setter man paa denne Maade, til alle Plader ere borttagne,
erstattes » med en Kugleflade, forsynet med lige saa mange
rorformede Hanke, som der var Plader; denne Flade skal
vaere af samme Sammenhang som Traadsystemets Over-
flade. (Dermed siges Zugenlunde, at det Rum, som den
begreenser, skal veare af samme Sammenhang som Traad-
systemet selv). Vikunne heraf slutte, af Pladernes Antal
maa vare p. Sammenhengen mellem de to Flader er
en saadan, at Linier, der paa Traadsystemets Overflade
lobe gennem en af de p Tilheftningsstrimler, svare til
Linier, der paa den anden Flade overskere en af de p
Hanke (Meridiankurver). Overfladen af Traadsystemet
sonderdeles derfor ikke, naar man borttager Tilheftnings-
strimlerne.

At den navnte Betingelse er tistrekkelig, ses ved
at bemerke, at de Flader ere sekvivalente, der blive til-
bage, naar man i to akvivalente, lukkede Flader legger
vilkaarlige Systemer af det hejeste Antal ikke sonderde-
lende Ringsnit. Den Flade, der bliver tilbage, naar man
af Traadsystemets Overflade borttager de p Tilheftnings-
strimler, er derfor akvivalent med en Kugleflade med 2p
Huller. Overfladen af det Legeme, man faar ved at til-
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hafte Pladerne, er derfor ekvivalent med den Kugleflade,
man kan faa ved at tillukke de 2p Huller med Elementar-

flader.

§ 10. Orienterede Mangfoldigheder.

t _[lzdz’k’}zl;'zle. Inden vi fortseette Undersogelsen af
Diagrammct; bliver det nodvendigt at indskyde nogle
Bemerkninger. Tre Punkter @, 0 og ¢ paa en lukket
Kurve bestemme en positiv Retning paa denne; 1 en
Flade kan fastlagges en positiy Omlobsretning ved paa
en lille, lukket Kurve, som ikke skerer sig selv, at fast-
seette en positiv Retning; herved kan atter bestemmes en
positiv og en negativ Side af Fladen 1 den Del af Rummet,
der nermest omgiver den lille, lukkede Kurve. Udstrakker
man denne Bestemmelse til hele Fladen, viser det sig, at
man maa skelne mellem wwzilaterale og bilaterale Flader.
Man ser, at her er et Felt for Undersogelser, som maa
udstreekkes til Mangfoldigheder af hoejere Dimensioner;
Omlobsretninger paa Kurver og Fladers positive og nega-
tive Sider ere topologiske Fundamentalbegreber.

Omegnen af et Punkt paa en Kurve er et lille Linie-
stykke, hvis Endepunkter vi ville betegne ved 1og 2, saa
at 12 angiver Liniestykkets positive Retning; 12 ville vi
kalde en Judikatrix af 1° Orden (kir. Dyck, M. A. Bd.
32, p. 473), og vi sige, at en med Indikatrix forsynet
Kurve er orienteret. — Omegnen af et Punkt i en Flade
er en lille, lukket Kurve; er den orienteret, kaldes Flade-
stykket, der derved begranses, for en [ndikatrix af 29"
Orden, — 1 et paa den omtalte Maade defineret Rum er
Omegnen af et Punkt en Flade af Kuglefladens Type;
forsynes denne med en Indikatrix af 2% Orden, faas
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Rummets Zndikatrix af 3¢ Orden. — Paa ganske lig-
nende Maade kunne vi danne en fudikatriv af 4% Orden
i T eller i en 4-dimensional AMangfoldighed, som faas ved
Sammenfojning af Elementarmangfoldigheder i T. Defini-
tionen kan godt udvides til analytisk definerede Mangfol-
digheder af en hvilken som helst Dimension, men bliver
vanskelig at anvende i denne Skikkelse, naar Mangfol-
digheden ikke frembyder sig for Anskuelsen. For os
have Undersogelserne derfor kun Bet ydning, naar Dimen-
slonstallet er mindre end 5.  Judikatriv af 1’ Orden
indeholder en Reskke successive Indikatricer af Ordnernc
w—l,n—271, 15 denne sidste er Liniestykket 12,
Indikatrix kan forskydes i Mangfoldigheden ; man kan
lade den vende tilbage til den oprindelige Stilling, saa at
de successive Indikatricer indtil den af 29°% Orden deekle
hinanden; der er da to Muligheder: enfen kan 12 bringes
I sin gamle Stilling 12, eller den kan bringes 1 Stillingen
21. Hvis det forste er Tilfaldet for alle mulige Forskyd-
ninger i Mangfoldigheden, siges den at veere bilateral,

ellers wnilateral. En bilateral Mangfoldighed kan orien-
teres paa to forskellige Maader; de to Mangfoldigheder
kaldes modsatie.

Disse Definitioner havde jeg allercde arbejdet med,
da jeg saa Poincarés Behandling (Analysis Situs, § 4 og
§ 8); jeg vedblev dog at benytte mine egne, da Poincarés
vaesentlig ere beregnede paa topologiske Undersogelser i
analytisk Form. Jeg har bemzrket, at den Definition, der
findes 1 Picards og Simarts Bog (p. 23), efter sit Ind-
hold stemmer med min, men jeg har dog her foretrukket
at folge min oprindelige Form, som giver Anskuelsen
noget mere haandgribeligt at stotte sig til.

Begrwnsniugen af en bilateral og orienteret s-dimen-
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sional Mangfoldighed M kunne vi tanke os orienteret ved
selve Mangfoldighedens Indikatrix. ~Denne- kan nemlig
forskydes, saa at den Del af dens DBegransning, som
dannes af Indikatrix af (z — 1) Orden, kommer til at
ligge 1 Begransningen af M, og denne (med alle dem af
lavere Orden, som den indeholder) kan da bruges til at
orientere Begraensningen med. Omvendt kan man paa
lignende Maade orientere selve Mangfoldigheden ved Hjelp
af Begreensningens Indikatrix. 1 det folgende fordre vi
stadig, at Begransningen er orienteret i Overensstemmelse
med Mangfoldighedens Indikatrix,

(Den seedvanlige Definition af en Flades positive og
negative Side paa Grundlag af dens positive Omlobs-
retning forudseetter, at man har opgivet Rummels Indi-
katrix eller et Surrogat for denne -— hojre Haand, et
Ur eller lignende).

Orienterede Hjorner. Lad en m-dimensional Mang-
foldighed veere defineret ved Indbegrebet af Punkterne

U') (Vi s Yoy voney ym)ﬁ

hvor de reelle y-Vardier ikke ere underkastede nogen
Betingelse i deres Variation. Punktet (0, 0,...,0) kalde
vi 0. Gennem dette Punkt og ethvert af de w2 Punkter
(a), (D), ...., (k) trakkes Halvlinierne A, B, ...., K

(0: den Del af de rette Linier, der fra o gaar i positiv

Retning). Vi forudsette, at Punkterne have en saa al-
mindelig Beliggenhed, at Determinantend==|a,0,...., k|

er forskellig fra O. Idet p betyder et helt Tal mellem 1
og 4, kan man i saaFald vare sikker paa, at man aldrig
gennem ¢ af Linierne kan legge en plan Mangfoldighed
af (p—1) Dimension. Til hver Halvlinie svarer en plan
Mangfoldighed af (#—1)* Orden, som gaar gennem de

ORIENTEREDE MANGFOLDIGHEDER - 49

ovrige Halvlinier. Disse m plane Mangfoldigheder i For-
bindelse med Halvlinierne danne, hvad vi ville kalde et
m-dimensionalt Hjerne med o til Toppunkt og Halvlinierne
til Kanter; vi kalde det oricnteret, naar den Orden, i
hvilken Kanterne neevnes, er fastslaaet. m— 1 af Halv-
linierne Dbestemme atter i den plane Mangfoldighed, i
hvilken de befinde sig, et (s — 1)-dimensionalt Hjerne og
saaledes videre; i Almindelighed: p vilkaarlige Kanter
ligge i en p-dimensional Mangfoldighed og bestemme i
denne et p-dimensionalt Hjerne, underordnet det givne og
orienteret 1 Overensstemmelse med det.

Vi kunne let knytte en Forbindelse mellem den Or-
den, i hvilken Kanterne neavnes, og Bestemmelsen af Indi-
katrix 1 Mangfoldigheden (v). Som Begrensning for
Indikatrix veelge vi f. Eks. den sferiske Mangfoldighed
Y(y% =% Denne skeres af Kanten A4 1 et Punkt a';
Omegnen af a' tages til Indikatrix af (mz — 1) Orden,
og tenkes begreenset af Skearingsmangfoldigheden mellem
X (y¥) =#? og den plane Mangfoldighed af (#-— 1) Di-
mension gennem B, ..., K. Denne Mangfoldighed be-
handles paa samme Maade: Omegnen af det Punkt, &'
i hvilket B skarer den sfariske Mangfoldighed, tages til
Indikatrix af (w2 — 2)%" Orden og begrenses ved Hjelp
af den plane Mangfoldighed gennem C,..., A Idet man
fortsetter paa denne Maade folgende den ved Hjernets
Orientering fastlagte Orden af Kanterne, saa ender man
med en lukket Kurve (Skering mellem 2 (y?) ==7" og
Planen gennem de sidste to Kanter [ og K). [I's Ske-
ringspunkt benevne vi #, og K's benmvne vi 1; A's
negative Forlengelse skeerer i et Punkt, vi kalde 2. Som
Indikatrix af 1%¢ Orden tage vi Liniestykket 172, og
hermed er Indikatrix af #'% Orden bestemt. Sammen-

Heesgaard. Topolegisk Teord 4
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hangen mellem denne og Hjornet kan kort angives der-

ved, at Hjornets forste Kant treeffer Begrensningen af

Indikatrix i et Punkt af Indikatrix af (mz— 1)* Orden,
dets anden Kant i et Punkt af Indikatrix af (mz — 2)¢0
Orden o..s, v, dets (m— 1)® Kant 1 et Punkt af Indika-
rix af forste Orden, og endelig dets m'® Kant i Punktet 1,
og den negative IForlengelse af den i Punktet 2.

Ved kontinuerte Forskydninger af Hjornet opret-
holde vi stadig Fordringen, at p Kanter aldrig maa komme
til at ligge i samme plane Mangfoldighed af (p — 1) Dimen-
sion.  Er Hjornets Toppunkt forskudt til Punktet (), og
bestemimes Hjornets Kanter ved Punkterne (@), (0%, ...,
(£9, vil Determinanten

Mm@/ 1, 0ty oy Rt

have samme Fortegn som A i Udgangsstillingen.

Hjernet kan forskydes, saa at de #m — 1 forste Kanter
deekke de tilsvarende Kanter i et givet m-dimensionalt
Hjorne; eftersom den ' Kant kan bringes til at dekke
den ' ¢ller ikke, siges Hjernerne at vere af samme
eller modsat Art.

Vi ville teenke os Indikatrix 1 (v) betemt i Overens-
stemmelse med Koordinathjernet o: det Hjerne, hvis Top-

punkt er i g, og hvis Kanter gaa gennem Punkterne
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Her er A= 1; for alle Hjerner, der ere orienterede 1
Overensstemmelse med (v)'s Indikatrix, vil altsaa A7 veare
positiv, og omvendt.

Sammenligning med Foincarés Teori. (Analysis
situs § &. FEn Elementarmangfoldighed bestemt ved

{Anal, sit. § 3)
=l (Y, Ve ey M) =120 o w2
i Forbindelse med Uligheder af Formen

f'f (y;, Nayw vveny y)”\) > O

kan betragtes som en Afbildning af en Elementarmangfoldig-
hed 1 (y) bestemt ved Ulighederne 4 (y) > 0. Vi orientere
den ved en Indikatrix, der er Billedet af den i (1)

Vi ville nu antyde, hvorledes man kan se, at vor
Fremstilling er i Overensstemmelse med Poincarés.  Pro-
blemet er folgende:

Der er givet to Elementarmangfoldigheder af #22'* Orden,

2, bestemt ved

dr== 0 (W, Yey oeees Vi) ()

Vel << e
og v, bestemt ved

AT = 5'5 (\4—3 1s '3«3 PRI vg}}l)y &2:)

H

3| < 7k

i

Det antages, at ©; og w, have en Elementarmang- -
foldighed © feelles. Poincaré definerer da Ordenen  af
Parametrene & ved Hjelp af Ordenen af Parametrene y
— eller, hvad der vesentlig er det samme: y'ernes Orden
ved zernes - idet han forlanger, at Funktionaldeternii-

nanten
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Ve, Moy ovins Nise)
O (;5'1, gy v v ey Eore)

skal vare positiv for Punkter i 7,

Vi definere Ordenen af &’erne ved at forlange, at de
Indikatricer i ¢, der svare til Koordinathjernerne i (V) og
(2), skulle stemme overens.

Vi ville vise, at disse to Definitioner give samme
Resultat. Lad ‘

- ")

ceny S

veere to Punkter af (4 og (5), som svare til det samme
Punkt i ©'. Vi betragte det Hjorne i (2), der har Top-

punkt i ("), og hvis Kanter gaa gennem Punkterne

PRI 31;10 )9
- dr, St ),
(z,° - ooy E A dr),

hvor dr er en positiv, uendelig lille Storrelse. Da De-
terminanten A her bliver (d7)", er dette Hjorne af samme
Art som Koordinathjornet i (2); den Indikatrix, det be-
stemmer, er altsaa i Overensstemmelse med Orienteringen
(:) Efter vor Definition kan Indikatrix i (v) bestemmes,
'det man ved Hjelp af Ligningerne (1) og (2) afbilder
den Del af (2), der svarer til @/, i (y) og samtidig af-
bilder (2)'s Indikatrix. Det gelder nu om at vise, at et
Hjerne, der svarer til den saaledes konstruerede Indika-
trix, “er af.samme Art som Koordinathjernet, naar dette
er orienteret efter Posncarés Definition. Hint Hjorne er
jinidlertid defineret ved at have Toppunkt i (%) og Kan-
terne gaaende gennem Punkterne
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hvor Markerne ved de partielle Differentialkvotienter an-
tyde, at man skal tage deres Veardier i Punktet (z,). 4’
har for dette Hjerne Verdien

som, naar man folger Poincarés Definition, er positiv,
g.e.d.

En Ombytning af to af Hjernets Kanter og en Om-
bytning af den positive Retning paa en Kant faar Hjernet
til at skifte Art.

§ 11. Fortsat Undersogelse af Diagrammet til
3-dimensionale Mangfoldigheder.

Vi vende tilbage til Diagrammet. Den Opgave, der
burde loses, var at reducere det til en Normalform; det
er ikke lykkedes mig at finde en saadan, men jeg skal
dog fremsatte nogle Bemerkninger angaaende Opgavens
Losning,

Hvad er for det forste Betingelsen for, at den ved
Diagrammet definerede lukkede, 3-dimensionale Mang-
foldighed er bilateral? Enhver lukket Kurve 1 den
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kan for det forste bringes til helt at lebe 1 Diagrammet,
og dens Forleb 1 dette kan atter indsKreenkes til Traad-
systemet. Den nodvendige og tilstrackkelige Betingelse
bliver derfor, at man ved at gennemlebe en Linie gennem
en vilkaarliy af Traadene kommer tilbage til Central-
kuglen med uforandret Indikatrix. Traadens to Mundinger
ere Elementarflader paa Centralkuglens Overflade. Paa
Randen af den ene fastleegge vi en positiv Retning, f. Eks,
med Uret (set ude fra). Hvis man forskyder den luk-
kede Kurve langs Traadens Overflade, indtil den dekker
den~anden Mundings Rand, fastlegges der paa denne en
positiv. Retning, der enten gaar med eller mod Uret.
(Centralkuglen forudseettes stadig beliggende 1 vort Rum,
Finder det forste af de to Tilfelde Sted, kan Sammen-
fojningerne  af Traadenderne med Centralkuglen ikke
virkelig gennemfores i vort Rum, derimod nok 1 T). 7
det  forste Tilfelde er Mangfoldigheden aabenbart
unilateral; finder det andet Sted jor alle Traade, san
er Mangfoldigheden bilateral.

Traadsystemet til en bilateral Mangfoldighed kan altid
teenkes forlobende 1 vort Rum; ved Overskeering af en
Traad, passende Snoning og paafeligende rigtig Sammen-
fojning af Traadenderne kan man opnaa, at Tilheftnings-
strimlerne lobe langs Traadens Overflade uden at sno sig
om den.

Diagrammet kan overfores i akvivalente Former ved
kontinuert Deformation; vi nevne sarlig

1) Tilheeftningsstrimlerne kunne forskydes vilkaarlig
paa Overfladen af Traadsystemet, naar blot de forskellige
Strimler aldrig komme til at berore hinanden.

2) Enhver af Traadmundingerne kan forskydes hen
ad den Overflade, der dannes af Centralkuglen og de
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p—1 Traade, naar den blot ikke passerer nogen Strimmel
under sin Bevagelse; de Strimler, der lobe hen til den
betragtede Traadmunding, maa folge med denne og for-
skydes i ovrigt 1 Overensstemmelse med 1).

3} Tilheeftningsstrimlerne  kunne foruden den i 1)
omtalte Forskydning undergaa en henover en Plades eue
Side. Resultatet af Forskydningen dannes lettest ved at
lade Strimlen danne en Bugt hen mod et Punkt af den
Strimmel, der svarer til Pladen, derpaa afbryde den forste
Strimmel i et Punkt nwer ved den anden og indskyde ct
Omleb langs denne anden Strimmel, inden man igen
lukker.

Ved Hjwlp af disse Forskydninger kan der foretages
en stor Meaengde Simplifikationer 1 Diagrammet.  Hvis
f. Eks. en Strimmel vender tilbage fra en Traadmunding
til den samme uden 1 Mcllemfiden at have passeret andre
Traade, kan den Bugt, Strimlen herved har dannet, fjernes.
Hvis en Strimmel indskreenker sig til blot at have een Gren
lobende paa een af de Traade, den lober hen over, kan man
ved Forskydningerne 2) og J) opnaa, at Strimmelstyklet
kommer til at lobe een Gang hen over Traaden og derpaa til-
bage 1 sig selv uden at komme til at lobe hen over andre
Traade, og desuden opnaa, at alle andre Strimmelstykker
fjeernes fra Traaden., Er dette sket, kan denne aabenbart
inddrages i Centralkuglen ved Hjelp af den Plade, som
horer til Strimlen, og er fra nu af uden Interesse. At
den nevate Betingelse for, al et Strimmelstykke skal
kunne fjernes af Diagrammet, ogsaa er en nedvendig
Betingelse, er vistnok rigtigt, men det er ikke lykkedes
mig at give noget fuldt vangribeligt Bevis derfor.

Man kunde fristes til at tro, at det maatte kunne
Iykkes ved kontinuert Deformation at faa de p Strimler
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adskilte, saa at hver lob paa sin af de p Traade. Dette
kan imidlertid bevises at veere umuligt, og derfor er sand-
synligvis Problemet at reducere Diagrammet tii en Normal-
form meget vanskeligt. Vi ville indskrenke os til at be-
tragte saadanne Tilfzelde, ‘hvor Adskillelsen  lader sig
gennemfore, men forinden ville vi Kort omtale de for-
skellige Klasser af ikke souderdelende Ringsuit, som
findes paa en Torusflade (beliggende i vort Rum), idet vi
til en Klasse henregne alle saadanne Kurver, der ved kon-
tinuert Forskydning kunne overfores i hverandre.

Den forste Klasse omfatter Meridiankurverne, der
lobe omkring Torusfladen; de kunne danne Grensen for
enkelt sammenhangende Fladestykker, der helt befinde
sig 1 Rummet indenfor Fladen; ingen andre af de betrag-
tede Kurver have denne Egenskab. En anden Klasse
dannes af Breddekurverne, der defineres ved, at de kunne
danne Begransning for enkelt sammenhangende Flade-
stykker, som ligge i Rummet wudenfor Torusfladen.

Tegne vi en Meridiankurve, », og en Breddekurve, 3,
(forsynede med positive Omlobsretninger), saa kan man
konstruere ny Klasser af Ringsnit, idet man f. Eks. gaar
12 Gange rundt langs £ i positiv Retning, og derpaa lukker
Kurven ved en Linie langs % enten i positiv eller i negativ
Retning ; lad os betegne en saadan Kurve ved {734 1].
Paa lignende Maade fremstiller [3 + # 2] en Klasse Kurver,
der representeres ved en, der gaar een Gang rundt langs
f, men som, forinden den lukkes, foretager 2 Omlab langs
i, Skares Toren over ved et Snit gennem en Meridian-
kurve, snos derpaa et af Endestykkerne # Gange i pas-
sende Retning, og sammenfojes Legemet igen paa rette
Maade, vil Kurven kunne reduceres til en Breddekurve;
(den oprindelige Breddekurve herer naturligvis op med at
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veere en saadan). Den fuldsteendige Klassifikation er ret

‘vanskelig, og der er ingen Grund til her paa dette Sted

neermere at forfolge Sagen.

n Traad paa Diagrammet kan omformes til en Torus
forbundet med Centralkuglen ved en Cylinder. Paa dennes
Overflade lober den tilherende Tilhaftningsstrimmel; den
folger en af de lige nevnte Kurver., Efter vor Forudset-
ning kunde jo nemlig hver Strimmel bringes til at lebe
alene, hver paa sin Traad. Er Strimlen en Breddekuive,
kan som tidligere bemerket Toren og Pladen inddrages i
Centralkuglen og spiller da fugen Rolle. Det Tilfelde,
hvor Strimlerne overalt lebe som Meridiankurver, er
seerlig simpelt, og Forholdene ere ganske analoge med dem,
vi traf ved Undersegelsen af Flader. Tanke vi os Dia-
grammet liggende i vort Rum, men dette atter beliggende
i T, danner man let et lukket Rum, som til Diagram har
det givne. Skal en Plade feastes til en Strimmel, anbringe
vi den 1T owver vort Rum, £, og saa at dens Projektion
paa P falder i et af de Elementarfladestykker i Diagram-
met, som Strimlen begraenser. Randen af Fladen bgjes
ned 1 vort Rum og fastes til Diagrammet langs Strimlen.
Vi teenke os nu atter enhver Torus omdannet til en Traad.
Derpaa lade vi Pladen blive tykkere, saa at Tilhaftnings-
strimlen optager hele Traadens Overflade. Den saaledes
dannede Mangfoldighed lukkes ved en Elementarmangfol-
dighed, hvis Projektion er Centralkuglen. Man er kommen
til enn Form, der ganske svarer til Kleszs Normalform for
Flader. Konturen paa # af den lukkede 3-dimensionale
Mangfoldighed dannes netop af en saadan Flade, og Mang-
foldigheden bestaar 1 wvrigt al to Dele, hvis Projektioner
begge danne det Legeme 1 £, som Konturen begranser,
den ene Del f. Eks, beliggende over, den anden under ~.
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Man kan sige, at det opstaar ved at anbringe et vist
Antal Hanke paa et sfwrisk Kum. In saadan Hank
dannes ved at udtage to Elementarmangfoldigheder af det
sfeeriske Rum; Begransningen af den enc af disse bevaeges
bort fra det sfariske Rum og derpaa hen, saa at den
deekker Begreensningen for den anden, naturligvis saaledes,
at Mangfoldigheden Dbliver bilateral.  Omegnen af en
jukket Kurve i T begreenses af et Rum af den her be-
skreviie Art.

Enhver lukket Flade i T omgives af en +4-dimensional
Mangfoldighed, som begreenses af en 3-dimensional, som
vi ville kalde Fladens Hyister. (Paa lignende Maade
bestemmes Hylstret for en hvilkensombelst lukket Mang-
foldighed eller et Punkt, beliggende i en given Mangfoldig-
hed). Lad os nu bestemme Diagrammet til Hylstret for
en Toreflade i T. Dette bestaar af tre Traade; enhver
af de tre Strimler lobe paa to af Traadene og med to
Grene 1 modsat Retning af hinanden. ILettest anskuelig-
gor man sig Udseendet ved at lade Centralkuglen ligge
med Centrum i et retvinklet Koordinatsystem i Rummet,
og lade Traadene folge de tre Akser, idet disse tankes
fortsatte gennem det uendelig fjerne.  Skeringslinierne
med de tre Koordinatplaner angive da Strimlernes FForlob.
Her har man et Eksempel paa et Diagram, hvor Strim-
lerne ikke kunne bringes til at lebe hver paa sin Traad.
Dette Diagram illustrerer Jdet Eksempel, som nevnes i
Ficards og Simarls Bog, Kap. I, No. 18. Lignende
Diagrammer faas iovrig for Hylstrene til lukkede Flader i
7. Med disse Eksempler er Diagrammernes Mangfoldighed
dog ikke udtomt.

Vi betragtede for et Diagram dannet af en Torus,
paa hvis Overflade Tilhafiningslinien leb som en Meridian-
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kurve; den kan jo imidlertid lebe paa uendelig mange
Maader. Vi betragte blot et Eksempel, vi senere skulle
komme tilbage til, nemlig hvor Tdlhaftuingslinien cr en
Kurve {208 -+ L], klemmes Toren flad, saa at Strimlen
bliver dens Rand, opstaar Mpbius' bekendte unilaterale
Fladestykke.

Som allerede tidligere bemeerket angiver Diagrammets
Kerne, hvilke Snit (Linie- og Fladestykker) man skal
legge for at gore den punkterede Mangfoldighed enkelt
sammenhangende. For at bestemme  disse Snit, kunne
vi iovrig ogsaa gaa en noget anden Vej; Diagrammet er
jo nemlig akvivalent med den punkterede Mangfoldighed ;
men for at gore det enkelt sammenhangende kan man
forst gennembore hver af de p Plader med en Kanal; Traa-
dene kunne vi overskeere ved Snitflader, der til Begrans-
ning have Meridiankurver, og for at disse skulle blive
Snit i Diagrammet, maa man for hvert Skeeringspunkt
mellem en Meridiankurve og et Strimmelstykke lade Snit-
fladen sende en Tunge ind i Pladen og hen til Kanalen,
der gennemborer Pladen. Randen af Snitfladen lober
altsaa ved et saadant Skeringspunkt fra Meridiankurven
over paa Pladens ene Side, hen til Kanalen, ind langs
dennes Overflade og tilbage til Meridiankurven langs
Pladens anden Side. Dette System af Snit kan natur-

ae

g

ligvis omvendt opfattes som et Diagram til den oprindelige
Mangfoldighed, naar man netop tenker sig de Dele af
den blivende tilbage, der for borttoges. Kanalerne blive
da Traade udspringende fra den Mangfoldighed, som
man borttager ved den oprindelige Punktering; Flade-
snittene blive til Plader. Der er en Slags dualistisk Sam-
menhaeng mellem de to Diagrammer: Traadene i det
ene svare til Pladerne 1 det andet og omvendt; lige
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saa mange Strimler der lebe hen over en Traad, lige saa
mange Strimmelstykker -begreense den titherende Plade;
lige saa mange Plader der sende Strimler over en be-
stemt Traad, lige saa mange Traade have Strimler fra
en bestemt Plade o. s. v. Den sidstnavnte Metode til
Dannelse al Diagrammet er bleven benyttet af Befls.
Lukkes Diagrammet ved at forbinde dets Overflade
med Overfladen af en Kugle, faas som sagt en Mang-
foldighed, som er &kvivalent med den givne. Delene
kunne i evrigt adskilles paa en noget anden Maade, idet
Pladerne i Stedet for at tilfejes til Traadsystemet kunne
tilfajes til Kuglens Overflade med deres to Sider. Man
faar derved et Legeme med p Hanke, som ganske ligner
Traadsystemet. Overfladerne skulle sammenfojes; det er
tilstreekkeligt at kende det System af ikke senderdelende
Ringsnit paa den ene, der svarver til Kurverne 3 paa den
andens Traadoverflade, og det System, der svarer til
Kurverne h. -~ Eksempelvis ville to Torer, hvis Begrens-
ninger sammenfojes, saa at Meridiankurver dakke Bredde-
kurver og omvendt, svare til et Diagram med en Traad,
hvis Strimmel er en Breddekurve. Selve Mangfoldigheden
er akvivalent med et sfeerisk Rum. Dette stemmer ogsaa
med, at Rummet indenfor en Torusflade kan transformeres
til Rummet udenfor Torusfladen, saaledes at Breddekur-
verne paa Overfladen blive Meridiankurver og omvendt —
alt under Forudsetning af, at Rummets uendelig fiwrne
Dele betragtes som @kvivalent med Omegnen af et Punkt,
saa at alt, hvad der ligger udenfor en vis Kugleflade, ved
Inversion kan bringes indenfor denne. Som andet Eks-
empel tage vi to Torer, hvis Begreensninger sammenfojes,
saa at Breddekurver deekke Breddekurver, og Lengde-
kurver Leengdekurver; vi bave da den Mangfoldighed,
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der er wkvivalent med Hylstret for en lukket Kurve i T.
Endelig veelge vi to Torer, hvor Breddekurver og Meridian-
kurver paa den ene svare til Kurverne [2 3 - &] og  paa
den anden; dette svarer til det for omtalte Diagram med
Tilheeftningsstrimlen {2 3 - 4]

Endnu skal blot gores opmerksom paa en Omsten-
dighed, som aabenbart bevirker, at Teorien bliver van-
skeligere, naar Dimensionstallet overstiger 2. Hvis man
paa Diagrammet for en lukket, bilateral Flade overskerer
en Hank, kan Sammenfojningen bagefter i det veesentlige
kun ske paa 1 Maade, hvis Fladen skal vedblive at vere
bilateral, og man kommer altsaa ved Sammenfojningen
sikkert tilbage til et Diagram, der er zkvivalent med det
forste: Har man derimod f. Eks. en 3-dimensional Mang-
foldighed, som den der danner Begrensningen for en
Toreflades Omegn 1 T, saa vil denne Mangfoldighed kunne
overskares ved en Toreflade (svarende til en Meridian-
kurve paa den Flade, hvis Hylster man undersoger).
Sammenfofningen kan imidlertid ske paa wuendelig
mange vasentliy forskellige Maader: g ogh i den ene
Begrensning kunne sammenfojes med to hvilke som helst
af de tidligere omtalte Ringsnit, naar blot disse kun skere
hinanden i eet Punkt.

12. Sammenligning med tidligere Fremstillinger.

()

Idet vi sammenligne de Resultater, vi her ere komne
]
os til folgende Arbejder (for hvilke vi for Kortheds Skyld

—_

til, med tidligere Fremstillinger, ville vi vasentlig holde
indfore nogle Betegnelser):

1) Riemann: Fragment aus der Analysis Situs (Frag-
ment XXIX, Gesammelte mathematische Werke, 2. Udg.
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ved H. Weber; 1892) — betegnes med K. £

2y Bett/: Sugli spazi di un numero qualungue di
dimensioni (Annall Jdi matematica; 2den Reekke, Bd. 4;
1871) — betegnes med B. Spz.

3y Porucard: Analysis Situs (Journal de Décole

polytechnique; 2den Reekke, Cah. 1; 1893) - betegnes
ved Pome. A S.

, 4 Picard: Mémoire sur la théorie des fonctions
algébriques de deux variables (Liouville Journal; dde
Reekke, Ste Bind; 188Y) — betegnes som Pie. Mém.

5y Picard et Simart: Théorie des fonctions algé-
briques de deux variables indépendantes, Iste Bind; 1897,
seerlig 2det Kapitel — betegnes som £ & S.

W. Dycks Arbejder i M. A. Bd. 32 og Bd. 37 (Bei-
trige zur Analysis situs, 1888 og 1890), gaa i en anden
Retning end de Undersogelser, vi her have anstillet, saa
at der ingen Anledning er til Sammenligning.

En Kritik af Riemanns Fragment vilde vare ubillig,
eftersom det kun indeholder forelobige Udkast, som ikke
have veret beregnede til Offentliggorelse. [ evrigt kan
man paa mange Punkter overfor Fejltagelser hos Riemann
og Betti blot indskreenke sig til at parallelisere de. paa-
geeldende Undersogelser med de tilsvarende @ndrede hos
Picard og Poincaré; paa saadanne Punkter vilde en ind-
gaaende Kritik derfor vere overflodig og desuden van-
skelig, da Begrebernes Definitioner hos hine ofte ere
meget svavende.

Dette gelder allerede Definitionen af de Mangfol-
digheder, som skulle underseges. Hos Riemann findes
ingen Definition ne@vnel, Betti har indset, at man maa
stille sig paa et analytisk Grundlag for at kunne definere
en n-dimensional Mangfoldighed (B. Spz.; Afsnit 1);
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Tanken formaar at generalisere Funktionsbegrebet til et
hvilket som helst Antal vafheengig variable, men Ansku-
elsesevnen formaar ikke at generalisere Forestillingen om
det 3-dimensionale Rum. Definitionen er imidlertid holdt
noget for almindelig til, at de folgende Undersogelser
kunne blive eksakte. For at se, hvilke preaeciserende Til-
fojelser man maa -give Definitionen, kan man sammenligne
den med den smukke Fremstilling, som Poincaré giver
1
ode ber betragtes som Type for den, ved

\

3, 8§40z 88 — en Frem-

¢

S
g
o

(Poinc. A. 5. 2

3

stilling, hvis Me
hvilken Undersegelser al’ denne Art skulle behandles, naar

de ere gennemarbejdede til Klarhed, og deres Nytte for

Videnskaben er godigjort.

Baade hos Riemann og Betti stottes Definitionen af

Sammenhaengstal paa en Sztning analog med den, paa

“hvilken Riemann selv stetter sin Definition af Fladens

Sammenhangstal. (R, Fr.: Es selen ay, a,, ..., au

og B. Spz. Afsnit 3: Per giustiflare .. .) Poincaré frem-
seetter mearkeliy nok Definitionen paa Sammenhangstal
uden denne Retferdiggerelse (A. S, §3 og § 6), men
hos Picard og Simart findes Sagen behandleti 2det Kapitel,
No. 12 og 13. I No. 12 findes Riemanns Lemma 1 en
pracciseret Skikkelse (hos Poincaré findes denne Ting i
det veaesentlige i Form af hans Paastand om, at Homo-
logier kunne adderes lige som Ligninger). Naar Frem:-
stillingen i No. 13 er afvigende fra den Riemann-Bettiske
Behandling, maa Grunden seges i, at der i denne findes
et Hul 1 Beviset. For virkelig paa den beskrevne Maade
(B. Spz. Afsnit 3: Se t spazi chiusi...) successive at
kunne erstatte A’erne med B'erne, maa man nemlig vere
sikker paa, at A’erne og B'erne kunne parres sammen to

og to, saa at hvert Par udger en Del af eller hele Be-
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greensningen for hver sin Mangloldighed af (2 - 1)* Di-
mension. At dette kan lade sig gore, kan bevises ved
Poincaré’s Homologier; der er dog ingen Grund til neer-
mere at udvikle dette, da Grundtanken ved et saadant
Bevis i det vasentlige falder sammen med Fremstillingen
i P& S.; 2det Kap. No. 13.

I evrigt maa bemerkes, at Definitionen forst er ret-
feerdiggjort, naar der desuden er bevist, at et System af
Mangfoldigheder som det i Definitionen omtalte virkelig
eksistercr. Her synes det, som om de moderne Frem-
stillinger (P. & S.; 2det Kap. No. 11 og Poinc. A, S.
8§ 5 og § 0), ikke ere tilstrakkelig klare. Definitionen af
Sammenhengstallet p afhenger baade af, hvorledes man
definerer de Mangfoldigheder 17, I, ..., som omtales i
den, og af, hvilken Betydning man tilleegger Ordet ,be-
graense” (former frontiere). 17, V5, ... skulle blandt andet
veere bilaterale og veere, hvad vi kalde orienterede, og
der forlanges, at disse Orienteringer med vor Udtryksmaade
skulle veere ¢ Owverensstemmelse med Orienteringen af
den Mangfoldighed, de begrense (P & S.; 2det Kap. No. &).
Fastholdes disse Fordringer bogstavelig, vil man stede
paa Vanskeligheder. Paa en Torusflade vil en Meridian-
kurve A og en Breddekurve § (begge forsynede med posi-
tive Retninger) Zkke, som det smdvanlig antages, danne
Begransninger med alle lukkede Kurver paa Fladen, som
ikke kunne begreense alene — ikke engang, hvis man
har Lov til at medtage 3 &, Gange og & k, Gange. De
kunne f. Eks. ikke begreense noget Fladestykke sammen
med [B -- 1], naar man fastholder Fordringen om Afhzngig-
heden mellem Fladestykkets og Begreensningens Indikatrix.
I det Hele er der noget uklart i, hvad man skal forstaa
f. Eks. ved, at Kurver paa en Flade begrense, naar disse
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skeere hinanden.  Begranser en lille, lukket, plan Kurve
af Form som et Ottetal nogen Del af Planen? Svaret Ja
vil 1 alt Fald kun kunne faas ved kunstige Tilfojelser.
Tegne vi en Cirkel om Kurven, kan der paa denne fast-
legges to forskellige positive Retninger. Hvilke af disse
begreense sammen med den givne Kurve? Fuldstendig
de samme Vanskeligheder treeffe vi ved Poincarés Homo-
logier (Poinc. A. S. § 5). De kunne vistnok fjernes ved
folgende Definition :

Et System af m-dimensionale Mangfoldigheder F7, 1,,...,
siges at vare homologt med et andet System af #-dimen-
sionale Mangfoldigheder W, W,,.... alle beliggende i en
Mangfoldighed Sy

Vi Vb oo W -E Wb,

hvis man ved kontinuert Deformation i S, af det ferste
System kan reducere dette enten ligefrem til det sidste
System (med de rigtige Indikatricer) eller til et, der kan
udledes af det andet ved folgende to Arter af Endringer:
Enten legges i de m-dimensionale Mangfoldigheder nogle
lukkede (w2 — 1)-dimensionale Snit; de derved opstaaede
Begransninger fjeernes atter ved at forbinde dem (bilateralt)
med wz-dimensionale Mangtoldigheder, der kunne deles i
2 Grupper, af hvilke den enes Dele stadig lobe uendelig
neer ved den andens og ere modsat orienterede. Eller
ogsaa udtages Omegnen af nogle Mangfoldigheder, hvis
Dimensionstal ere mindre end #2 — 1, og de derved opstaaede
Begraunshinger fjeernes atter ved at forbinde dem med
Mangfoldigheder, som ere uendelig nzr ved at falde sam-
men med Mangfoldigheder af lavere Dimensionstal end 1.
Ere J7, 1, ... homologe med Hylstret for et Punkt, siges
de at veere homologe med O0:VF, -+ 1L+ ... w0 (De

Heegaard, Topelogisk Teori. a
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tilfajede Mangfoldigheder ville ingen Betydning faa for de
tithorende Integraler).

Til neermere Forklaring kunne folgende Eksempler tjene:
En Kugleflade, som omslutter to Kugleflader (alle orien-
terede, saa at Indikatricerne for de begreensede Kugler ere
af samme Art) kan reduceres til disse forbundne med et
uendelig tyndt Ror.  De sidste kunne omvendt reduceres
til den forste, efter at man har skaaret den op langs en
storcirkel og forbundet Randene med to Cirkelplader.

Paa lignende Maade forholder det sig med en Kugle-
flade,. som omslutter en passende orienteret Torusflade.

Kurverne [#, 1] paa en Torusflade kunne reduceres til
Kurverne [3] og [A], efter at disse begge ere overskaarne,
og Endepunkterne forbundne med to Liniestykker, der
lobe ved Siden af hinanden.

1 B. Spz. dde og Ote Afsnit findes Undersogelser,
som ikke genfindes hos de senere Forfattere; Indholdet
er, som vi skulle se, heller ikke paalideligt. Sandsyn-
ligvis er dog den oftere fremsatte Setning P == p i m
(se det folgende) inspireret af disse Undersogelser (kfr.
B. Spz. Afsnit 5. Ora ciascuno degli spazi A sard inter-
secato da una e da una soltanto delle sezioni trasverse di #—m
dimensioni che fanno parte di quelle che rendono R sem-
plicemente connessol. [ Afsnit <4 findes Definitionen paa
Tvarsnit (sezione trasversa) i I\Iangfohiighéder med Be-
gransning; der forlanges, at Twversnittets Begreensning
helt skal falde 1 Mangfoldighedens. Derpaa gives cn
Fremstilling af, hvorledes en Mangfoldighed (hvis den er
lukket, maa den forst punkteres) ved kontinuert Defor-
mation kan miste een Dimension — altsaa en Fremstilling
af, hvad vi have kaldt Diagrammet, idet dette dog kun
hos Betti betragtes som et Ekvivalent for den givne
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(eventuelt punkterede) Mangfoldighed; derimod er det ikke
bemeerket, at Diagrammet leverer Snit, som gor Mang-
foldigheden enkelt sammenhzengende. Den Swtning frem-
seettes, at af en lukkket Mangfoldigheds Sammenheangstal
@endres ingen ved 1 Punktering, og kun den af hejest
Orden ved s - 1 Punkteringer; den foroges nemlig med s.

I Afsnit 5 fremsaettes folgende Satning:

For at gore et endeligt s-dimensionalt Rum & enkelt
sammenhengende ved Hjelp af Tveersnit, er det nedven-
digt og tilstreekkeligt at legge pn—; Tvarsnit af’ 1 Dimen-
sion, pu—soaf 2, pygaf 3, ... og p, al i Dimensioner, hvor
Pt L P 1, o0, pa—r -1 ere henholdsvis Sammen-
heengstallene af 15, 2%y — 1* Orden.

Det maa her fastholdes, at et Tversnit er defineret
saaledes, at dets Begreensning helt skal ligge i Mangfol-
dighedens oprindelige Begransning, altsaa ikke man
falde paa den ny Begreensning, der er skabt ved de
Tveersnit, som allerede ere lagte; dette er aabenbart ikke
nogen ligegyldig Formalisme; thi fastholdes denne Ior-
dring ikke, vilde det vere meningslost at tale om, at
Betingelsen er nodvendig, da man i modsat Fald kan

leegge lige saa mange Snit, som det skal vare, der gore

i

den enkelt sammenhzngende. Hvis man . Eks i en
Kugle legger en Kanal fra et Punkt af Begreensningen
til et andet, kan Rummet affer gores enkelt sammenheen-
gende ved et Snit, hvis Begreensning delvis lober langs Kana-
lens Begransning, og denne Operation kan man gentage
lige saa ofte, det skal vere.

Lad os et ©jeblik holde os til 3-dimensionale
Mangfoldigheder, og lad os f. Eks, betragte den, vi have
betegnet som et sferisk Rum med p Hanke. Her er
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nemlobende sin Hank og udgaaende fra en Centralkugle
i det sfeeriske Rum; Pladerne ere heeftede til'Traaden ved
Meridiansnit, og hver overskearer sin Hank. Pladerne de-
formeres let, saa at Strimlerne glide ind paa Central-
kuglens Overflade, og man har virkelig gjort Mangfol-
digheden enkelt sammenhengende ved p, Tversnit af |
Dimension og p, Tversnit af 2 Dimensioner. Tage vi
dernast den punkterede Mangfoldighed, hvis Diagram er
er en Traad, paa hvilken Tilhaftningsstrimlen for Pladen
lober langs Kurven [2 0 - &, kan denne aabenbart gores
enkelt sammenhangende ved et vist Liniesnit, der gaar
fra Punkteringen tilbage til denne, og ved et Fladesnit,
hvis Begraensning leber i Liniesnittets og Punkternes

" Overflade langs en Linie |2 -+ 4]; men dette Fladesnit kan

ikke gores til noget Tversnit, da Tilhaftningsstrimlen
ikke kan feores ned paa Punkteringens Overflade. Som
senere skal omtales, er i dette Tilfzlde p, =1 og p, = 0
(med Bettis Betingelser ; med Picards seneste: p, =2, p,=1).
Altsaa Swtningen passer aldeles ikke her.

Det er i}{l{e sveert at finde Fejl i Beviset. Det er for
det forste ikke godtgjort, at man kan reducere hele den
givne Mangfoldighed til Systemet A (se Bettis Betegnelser)
forbundet med Mangfoldigheder af # -— 2 Dimensioner;
dette kan lade sig gere i det farste af vore Eksempler,
men ikke i det andet. Det er heller ikke selvindlysende,
at Sammenhangstallene af Ordenerne #n-— 2, n—73, ...
ikke forandres, naar man paa den angivne Maade af en
Punktering 1 en af Mangfoldighederne 4 afleder et Linie-
snit i den oprindelize Mangfoldighed; de kunne ganske
vist ikke blive mindre, men Liniesnittet kunde mulig-
vis gore dem sterre, ved f. Eks at forhindre en Linie,
der for begraensede, i nu at gere det. Endelig er det
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overset, at de folgende Snit af hojere Dimensioner mulig-
vis ville faa en Del af deres Begreensninger lobende paa
tidligere lagte Snit, saa at de ikke blive Tveersnit (i
Bettis Forstand).

Vi vende os nu til den ofte omtalfe Seetning
P = pu—m. Den er oftere fremsat og benyttet, men det
forste offentliggjorte Forsog paa at bevise den findes vist-
nok hos.Poincaré (A. S. p. 33—40). Picard og Simart
have med Rette folt, at ,peut-étre plusieurs points auraient-ils
besoin d’étre complétés”® og nojes med at betragte
we = 1. Det forekommer os imidlertid, at det ikke engang
er lykkedes dem at bevise Sztningen i dette speciclle Til-
felde, og meerkelig nok synes den fejle Forudsstning i
Beviset at vare den samme som hos Poincare.

Poincaré definerer forst et Tal N (V, 1) for hvert
Skeeringspunkt mellem to orienterede Mangfoldigheder, 17
af p Dimensioner og V¥ af s—p Dimensioner, der begge
befinde sig i en Mangfoldighed U af 2 Dimensioner, og
ligesom de folgende forudsattes lukkede og bilaterale.
Idet det forelobig antages, at 7 er af 1 Dimension og
Vi, Vo, ..., Vi ere af —1 Dimensioner, bevises:

1. Hvis 2V;»n0
saaer SNV, Vo) =0,
2. Hvis Homologien
ZVin0
fkke finder Sted, da kan der altid findes en Mangfoldighed
I, for hvilken
TNV, V)= 0.

Derpaa gores Forseg paa at bevise det samme, naar

V7 er af p Dimensioner, og Vi, Vo, ...., Vi af li—p
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(AS, p. 43). Til en Begyndelse navnes som Forud-
setning folgende Paastand: Quant iy Vay ooil, 1%
nous les définirons de la maniére suivante. Nous pour-
rons toujours trouver p—1 équations

Dy om= Dy o= d)ﬁ_] == ()

auxquelles satisfont tous les points de Vi, Vo ool Vo
pour: définir 7 nous y adjoindrons une Pme ¢aalité

£ e O

Enhver af Mangfoldighederne Fo, Vi, oo, TVeskulde
altsaa kunne vzre den fuldsteendige Skeering mellem p Mang-
foldigheder af /-1 Dimensioner i 7. For /; = H, p==iz— 1
falder denne Paastand sammen med Picard og Simarts
(2det Kap. No. 24): Nous admettrons, que dans une
varicté £, on puisse toujours, en vertu de la continuité
et de la connexion linéaire, considérer une varieté 1
comme lintersection commune unique de r—1 variétés
Vi—i contenues dans £,

Begyndelsen af Beviset kan dog gennemfores uden at
benytte Paastanden i sin Helhed.

Lo Hvis 2 17 0 0 betyder dette, at der i &7 kan leeg-
ges en Mangfoldighed 7 af ii—p - 1 Dimensioner, paa
hvilken ¥y, Vy, ...., Vi begreense. V skerer U I en
lukket Kurve 77 (eller i et System af saadanne).

Man har

N, V) =NV, 1)
og TNV, V) ==0
altsaa TN (V, V)=
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2, Naar omvendt Homologien

2Vien0

Zkke finder Sted, saa er det for det forste ikke bevist, at
der kan lagges nogen (—p -+ D-dimensional Mang-
foldighed U7 gennem V;, V., ...., Vi (bestemt v.od
B, =D, =, =, ;==0); antage vidog dette for .rig‘j
tigt (hvad det vistnok er), vide viganske vist, at der i U7

kan legges en lukket Kurve V7, saa at
NV E0,

wreir det er thke sikkert, at denie Kurve kair wd-
skeres af nogen Mangfoldighed V. Her skulde altsa‘a
gores Brug af den omfalte Paastand. Hvis f. Eks. p L 2,
vilde 7 vare af (—1)* Dimension og kunde maaske
dele U7 1 to Dele U; og U,, hvis Begrensninger altsaa
ere U7, 1 denne lober V7, og I vilde da blive delt 1 2
Dele, hver lobende i sin Del af 7 og havende V7 iil l‘Sc-
greensning. Men der er jo paa Forhaand intet i Vejen
for, at ¥ netop er en af den Slags Kurver i Begrans-
ninlgen, der ikke begrense noget Fladestykke 1 U7 eller
i U,

Beviset for Setningen Fp == Fp1 (p. 44) er da ikke

engang rigtigt for 7z =1. Uligheden

er ganske vist bevist i dette Tilfeelde (kfr. den analoge

i ' SN S P~ 7, \ 9 B o
Satning P, = Pr-1 hos P. & S. 2det Kap. No. 20); men
derimod er Setningen

altsaa ikke bevist,
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Vende vi os nu til Beviset hos Picard og Simart
(2det Kap. No. 24—27), treeffe vi som sagt den samme
mearkelige Paastand. Beviset i No. 26, for at p; = pi-
er, som berort, utvivlsom rigtigt, men Forseget i No. 27
paa at bevise den omvendte Setning stotter sig paa Jen
omtalte Paastand. Men ikke nok med, at Seetningen ikke
er bevist: Den maa vere wrighig. Vi have allerede
gentagne Gange betragtet en lukket, bilateral, 3-dimensional
Mangfoldighed, for hvilken p,==2 og p,=1; vi ville
dog vente til et mere belejligt Tidspunkt med at undersoge

denne (kfr. p. 87).

§ 13. Riemannske Rum.

I det folgende ville vi opfatte det uendelig fjerne i
vort Rum som et Punkt. Et sferisk Rum, 2, kan da
omdannes til vort Rum, £, ved felgende Transformation:
den Del af 2, som ligger under P, bojes op 1 dette og
omformes ved Inversion med Hensyn til Konturkuglen;
derpaa bojes den resterende Del af X, som jo laa over
vort Rum, #ed i dette.

Vi ville undersege de 3-dimensionale Mangfoldigheder,
som fremkomme, naar man i 2 udbreder Funktionsveerdi-
erne af en 7-tydig, kontinuert Funktion af dennes Punkter.
En saadan Mangfoldighed danner en Analogi til de Rie-
mannske Flader, og vi ville derfor kalde den et Riemannsk
Rum. Funktionens 7 Verdier antages at veare forskellige
undtagen paa visse lukkede Wurver (Forgremingslinien),
paa hvilke to af Veardierne antages at falde sammen.
Transformeres 2 til P, gaa disse over til lukkede Kurver,
der alle kunue antages at lobe 1 det endelige. lovrig
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forudssette vi, at £, danner et sammenhangende Hele —
er usammensat,

Vi ville nu paa 22 konstruere et sz-laget Rum, i hvil-
ket Funktionsveerdierne kunne udbredes entydig. Vilegge
en Kegleflade med Toppunkt i et vilkaarligt Punkt o
og med Forgreningslinien, £, til Ledelinie; af Keglens
Frembringere benyttes kun den Del, som ligger mellem ¢
og Forgreningslinien. Keglefladen faar Dobbeltfrembrin-
were, dersom Forgreningslinien set fra o har tilsyneladende
Dobbeltpunkter; de straekke sig fra o til den narmeste
Kurvegren. Vi tenke os, at F barer # Rum opskaarne
efter den omtalte Kegleflade (Forgreningssuiltel), og disse
nummereres og benevnes 1% Lag, 2% Lag, -
Lag. 1 de » Punkter, som beares af ct vilkaarligt Punkt
i P, anbringes Funktionens n Verdier &, &, vy Eus
idet vi gaa ud fra disse Veardier, kunne nu de 7 Lag be-
lzegges entydig med Funktionsverdier, saa at disse folge
hinanden kontinuert i hvert Lag. Disse sidste sammen-
fojes nu atter i Overensstemmelse med de s-Veerdier, der
findes lige overfor hinanden paa Snitfladerne. Den saa-
ledes dannede, lukkede Mangfoldighed kalde vi £7).

Hvis et Omlob om en af Forgreningskurverne lader
enhver s-Vardi antage sin oprindelige Verdi, kan denne
Kurve helt lades ude af Betragtningen (kfr. Dobbeltpunkter
paa algebraiske Kurver). Alle ovrige Forgreningskurver
ville vi antage simple 9: to, og kun to al z-Verdierne
undergaa en Substitution ved et Omleb,

*j  Potentialfunktionen for en elektrisk Strom frembyder en Del Lig-
hed med de nevote Funktioner, kun er der mz uendelig stor.
Forgreningssnittet dannes af det magnetiske Blad, som kan er-
statte den elektriske Strem.
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Undertiden sammenfojes Snitflader, der tilhere samme
l.ag; dette finder Sted for alle Snitfladerne i Neerheden af
et Punkt af Forgreningskurven undtagen for de to Set,
der skulle ombytte 2 s-Veardier ved Omleb om Forgre-
ningskurven i Narheden af det betragtede Punkt. ILad
det i et bestemt Punkt vere det #' og s* Lag, hvis Snit
vekselvis forbindes; gaar man fra dette Punkt ind paa
Forgreningssnittet, maa det stadig vere de samme to Lag,
som Snitfladerne vekselvis forbinde, lige indtil man treeffer
en af de omfalte Dobbeltfrembringere., Man kan da af-
greense et Areal paa keglefladen, gennem hvilket det #* og
s Lag -— og kun disse -— vekselvis forbindes. Det be-
greenses af en Bue ab af Forgreningskurven og afde to
Dobbellfrembringere oa og ob, og ind 1 dette Areal
strekker sig maaske straaleformet en eller flere Dobbelt-
frembringere, som ikke naa helt ud til ab. Af denne
Slags Arealer findes lige saa mange, som Keglefladen har
Dobbeltfrembringere (7).

I Punkterne a og b standses Forgreningskurven af
Flader, der komme hver fra sin Gren, 4 og B, af For-
greningskurven; vi sige, at Liniestykket ab standses af
Grenene 4 og B. Hver Streekning ab markes med Num-
rene paa de to Lag, » og s, der vekselvis forbindes ved
den Del af Keglefladen, der begreenses af Strakningen.
» og s kaldes Streekningens Karakteristikker.

Forholdene ved en Dobbeltlinie fremstille vi skematisk
ved iPapiret at treekke to paa hinanden vinkelrette Linier,
som skulle forestille to Grene af F; den ene tankes
lobende over den anden, og o teenkes liggende bag Linier-
nes tilsyneladende  Skeringspunkt.  Forgreningssnittet
streekker sig ned under Papiret, saaledes at den underste
Linies Forgreningssnit gennembryder den overstes; denne
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sidste standser altsaa begge Grenene paa den forste. Lad
Narakteristikkerne for den eoverste Linie vare » og s.
Der er da 3 Tilfrelde mulige:

1% Type: Den enc Gren af den underste Linie har
de samme Karakteristikker, » og s.

2%t Type: Den har # som den ene Karakteristik,
men den anden Karakteristik, #, er forskellig fra s.

37 Type: Begge Karakteristikker, 7 og #, ere for-
skellige fra 7 og s.

Vi ville besteame Karakteristikkerne for den anden
Gren af den underste Linie. Et Omisb om denne Gren
kan endres, saa at man forst gennembryder den overste
Linies Forgreningssnit, derpaa den forste Grens, og endelig
atter den everste Linies i modsat Retning.  Begynder
man 1 7“Lag, vil man, hvis Punktet er af 15 Type,
efterhaanden komme ind i s Lag, i det +* Lag og slutte
i det s’ Paa denne Maade ere Karakteristikkerne be-
stemte, som nedenstaaende Tabeller vise.

1#¢ Type
1;‘? begyndesi  gennemlobes  sluttes i mni‘:gl’:;;;me
E r sr s I
FSme | S < PO 4
i S 7S 7 rs
} ! 117 A J
¥s
2den Type :
¥$
i ¥ S5S ¥
|
, | ; S i t
Fla -5 "
t tr s s,
[ uu 2]
¥3
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34 Type:
R ' L. Karak-
heovides connemlahes < o
v begyndesi  gennemlebes  sluttes | teristiklorne
i v s$S 7
Fide t [ ) S r - L
E b4 tu 4
Y ui i
7S

Vi legge en lille Kugleflade x om o, og denne skerer
Forgreningssnittet i en Kurve 7, som altsaa bliver Central-
projektion af # ind paa %, og som deler » i w Felter;
den har % Dobbeltpunkter *). Det Fladesystem i £, som
bares al =, maa bestaa af n simple, indbyrdes adskilte
Kugleflader. Paa » Kugleflader med samme Radius som
# tegne vi Linier kongruente med &' 1 et Sat af # ana-
loge Felter paa disse Kugler skrives Tallene 1, 2, .. .., #,

og Kuglerne benavnes i Overensstemmelse hermed

Linierne Gy, Gy, ...., Gu. Karakteristikkerne paa /2
fores ned paa de tilsvarende Buer af &. Vi tenke os
nu de n Kugler i £, som laa over o, udtagne, og hver
fort hen paa en af Kuglerne %y, %, .. ., %y Nummereringen
kan foretages saaledes, at %, er den Kugle, i hvilken det med
7 meaerkede Felt 1 P, ligger i det rende Lag. Ved Hjelp
af Karakteristikkerne er det nu let i alle Kuglernes Felter
at indfore Tal, der angive, til hvilket Lag det paagzldende
Tal herer. De Strakninger af Gy, Gy, . .., Gy, der adskille
Felter med forskellig Benevning, flrekkes slwrkere op

*) Da Antallet af Liniestykker ab er 2 k, naar Forgreningslinien
kun indeholder 1 Kurve, giver Eulers Smtning i dette Tilfalde

=N + 2.
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de Tal, der staa i de Felter, som de adskille, ere da
Karakteristikkerne.  Anbringes de # Kugler, saa at de
dwekke hinanden, ville de steerkt optrukne Linier tilsammen
danne Linien ¢ taget to Gange.

Lad os paa enhver Kugleflade undersoge Begrans-
ningen af de 4 Felter, som stode sammen i det Punkt,
der svarer til et bestemt af G's Dobbeltpunkter. Af Ske-
maerne p. 75 0g 76 udledes det, at hvis Punktet er af 75%
Type, vil man paa 2 af Kuglerne skiftevis veere 1 det 7 og

s Lag, mens man paa de ovrige bliver i samme Lag.

Er Punktet af 27 Type, bliver man i 73 Kugler

i samme lag: de ovrige vise Udseendet

Er Punktet endelig af 37 Type, vil man i ze—4

o vise Td-

Kugler blive i samme lag, mens de ovrige Vise Ud
seendet

5

&3

“
% b=

Ff e | e

i
i
i
|
1
|

s
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Der bliver altsaa i alle Tilfeelde ved den Rakke Dob-
beltpunkter, der svare til et bestemt Dobbeltpunkt paa =,
lo og kun to, jor huvilke den Grem genmem Dobbell-
punktel, der svarer til den wunderste Gren paa £, er
sterkt optrukken. Gennem de ovrige #--2 Dobbelt-
punkter leber enten ingen sterkt optrukken Gren eller en
enkelt, svarende til Forgreningsliniens overste Del.

Efter disse Forberedelser ville vi forsege at danne
Diagrammet til 7,. Vi punktere til en Begyndelse alle
n Lag f. Eks. i deres uendelig fjerne Punkt. £, begreen-
ses nu af 7 Kugleflader med store Radier; vi teenke os
disse varierende saaledes, at de alle bares af den samme
Flade i £; denne kan tmnkes mndret til en Flade, der
konstrueres paa folgende Maade: i »'s Felter legges luk-
kede Kurver, der I e tet langs G's Grene og ved Dob-
beltpunkterne gaa over fra den ene Gren til den anden.
« deles derved i w enkelt sammenhengende Fladestykker
0g et Strimmelstykke, der indeslutter (. Derpaa inde-
slutie vi Forgreningssnittet i en Flade, der udgaar fra de
lukkede Kurver og slutter om det som en Heette, idet
det bojer om ved Forgreningssnittets Rand. Den omtalte
Flade konstrueres da ved at lukke Hetten med Flade-
stykkerne paa = Fladens Forlob ved en Dobbeltlinie
kan f. Eks. anskueliggores ved paa et Bord at opstille en
Bog iKvartformat med Ryggen i Vejret og ved paa begge
Sider af den at opstille to ens Boger i Oktav ogsaa med
Ryggen i Vejret og vinkelret paa den forstnevnte saa-
ledes, at den ene synes at veere Fortswttelsen af den
anden; Bordpladen svarer da til en Del af .

Efter de # Punkteringer kan 2, reduceres til en
Mangfoldighed, der beres af den Del al P, som den om-
talte Flade begrenser., Af denne Mangfoldighed have vi
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allerede udtaget » Kugler, som vi have bragt hen i Stil-
fingerne %y, %a, . .. ., 4y; det galder nu om at bringe den
resterende Del 1 en simpel Form og hefte den til disse
Kugler.

Omkring enhver Dobbeltlinic bestemme vi et prisme-
agtigt Legeme 1 /2; det er i det nevnte Eksempel det
Legeme, som udskeres af Kvartbogen, naar man tenger
sig Oktavbegerne fortsat gennem denne. Har Kurven &
i det hele /& Dobbeltpunkter vil det Rum, A, som begran-
ses af Hettefladen og «'s Strimmelsystem), indeholde 7
saadanne Prismer. Resten afl A bestaar af % pladeformed
Legemer, som dels skulle indhaftes paa Strimmelsystemet,
dels indheaftes op og ned langs Prismer, og endelig be-
greenses ved to Prismer, mens den ovrige Del al Randen
lober frit langs en Del af F.

Den Mangfoldighed 1 7, som beeres af et af Pris-
merne, bestaar af #-—2 kongruente, indbyrdes adskilte
Prismer og 1 dobbelt overdeeklket med en Forgrenings-
linie igerinem; dette sidste omdannes ogsaa let m et en-
kelt overdeskket Prisme. Disse Legemer skulle nu hefltes
tit Wuglerne; for bekvemt at finde de Punkter, til hvilke
de skulle haftes, ville vi paa hver Side af’ & ved Siden
al de oprindelige Karakteristikker foje to ny, som angive
Kurverne paa de to Kugler, paa hvilke Buen er fuldt
optrukken; disse kalde vi de afledede Karakiteristikker.
For at bestemme disse paa en bestemt Gren, gaar man
fra et Punkt paa Grenen ad en eller anden Vej ind i det
Felt, ved Hjelp af hvilket Kuglen er bleven nummereret,
Man begynder Vandringen medforende Grenens Karalk-
teristikker, og hver Gang man passerer en Gren, hvor en
Karakteristik stemmer med et af de to Tal, man i Uje-
blikket ferer med sig, skiftes defte om til den anden
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Karakteristik paa Grenen. De afledede Karalteristikker
skulle da veare de to Tal, med hvilke man kommer ind {
Grundfeltet. 1 Overensstemmelse med den p. 78 udhavede
Seetning, maa de afledede Karakteristikker vare lige store
paa de to Grene, der ved et Dobbeltpunkt svare til £7s
underste Gren. Tage vi nu de (rz-—2) -- 1 Prismer, der
svare til en bestemt Dobbeltlinie, skulle disse fojes til
Kuglerne #y, %, ..., %, 1 de 7 Dobbeltptmkter, der svare
til Dobbeltlinien. Det Prisme, som oprindelig var over-
daekket, skal med enhver af sine Ender fojes til en Kugle,
nemlig forbinde de to Kugler, hvis Numre angives af de
afledede Karakteristikker svarende til #'s underste Gren.
De ovrige 7 — 2 Prismer anbringes med deres ene Ende-
punkt hvert i sit af de resterende Kuglers Dobbeltpunkt.

Vi mangle nu blot de Mangfoldigheder i /%, som
bares af de % Plader. Enhver saadan beerer dels 72— 2
kongruente, indbyrdes adskilte Plader, dels 1 dobbelt
overdaekket med en Gren, ab, af F til Forgreningslinie.
Den sidste kan ogsaa omdannes til en enkelt overdeelkket
Plade. Den forste Gruppe Plader skal heeftes til Kuglerne
langs de Strimmelstykker, der ikke ere sterkt optrukne, og
i ovrigt til Prismerne; da de alle faa en fii Rand, kunne
de helt inddrages og spille ikke mere nogen Rolle. Pla-
derne af den anden Gruppe, 1 Antal /i, skulle med deres
Rande indheftes 1) langs de starkt optrukne  Grene,
2) op og ned langs de Prismer, der have et frit Ende-
punkt, 3) hen langs de Prismer, der forbinde Kuglerne; de
faa ingen fri Rande. De under 2) navnte Prismer kunne
optages i Pladerne.

For at danne Diagrammet (forelobig svarende til »
Punkteringer) kan man altsaa gaa frem paa folgende Maade
Forst merker man sig de /22 Strekninger paa G, som
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hver for sig ere forsynede med bestemte Narakteristikker ;
de gaa fra et Dobbeltpunkt, hvor den tilsvarende Gren af
F er underst, til det Dobbeltpunkt, hvor det samme neaste
Gang indtreeder. Paa de n Kugler =g, %y, .., % tegnes
derpaa de sterkt optrukne Linier ved Hjelp af de afledede
Karakteristikker. (Sammenlign de skematiske Tegninger
p. 77 og den p. 78 udhwevede Setning). Disse to
Karakteristikker angive Numrene paa de to Kugler,
paa hvilke de Dobbeltpunkter findes, til hvilke den
tilhorende Traads Endepunkter skulle fastes; disse to
Punkter kalde vi de til Dobbeltpunktet horende Kwude-
punkter. De skematiske Tegninger vise den fuldt op-
trukne Linies Forlob ved saadanne Knudepunkter, eftersom
Dobbeltpunktet er af 151, 247 eller 3¢ Type. Til hvert
Liniestykke ab svarer enPlade, og det er let at bestemme
den Linie paa Kuglerne og Traadene, langs hvilken Pla-
dens Rand skal feestes. Paa ab fastsette vi en positiv
Retning fra a til 4, og paa alle de starkt optrukne Strack-
ninger, der tilsammen svare til ab taget to Gange, fast-
settes herved ogsaa positive Retninger. Vi gaa nu ud
fra et af Knudepunkterne, der svarer til a, og gennemlobe
den til ab svarende Gren, som udgaar herfra; denne folge
vi, indtil vi -— stadig gaacnde i positiv Retning — treeffe
et Knudepunkt svarende til &, idet vi dog, hver Gang vi
forinden treeffe et Knudepunkt, lebe langs Traaden over
paa den anden Kugle. Ved det til & svarende Knude-
punkt lobe vi langs Traaden over til det andet Knude-
punkt og gennemlobe nu paa lignende Maade som for
de resterende Stykker i négativ Retning, indtil vi komme
til det andet Knudepunkt, som svarer til @; ved at lebe
langs Traaden lukkes Kurven.

For at faa Diagrammet svarende til en enkelt Punk-

- . g i 6
Heegaard. Topologisk Teorl Y
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tering, behover man blot at gennembore og derpaa fjeerne
11 passende valgte Plader; Diagrammet, som nu be-
e

Plader, reduceres paa sadvanlig Maade til et med 1 Cen-

staar af 72 Kugler forbundne med % Traade og /— u

tralkugle, # — s -+ 1 Traade og /i — nu -+ 1 Plader.

Indtil dette Punkt kunde Undersogelsen gennemfores
ganske analogt med den af Riemanske Flader (p. 40
og folgende). For de sidstes Vedkommende kunde Sam-
menhangstallet bestemmes paa Grundlag af det fundne
Materiale, men noget lignende lader sig ikke gennemfore
her. En af Grundene hertil er allerede omtalt p. 61
i ovrigt bemearkes, at mens Sammenhangstallet for Rie-
mannske Flader kun afhwienger af Bladenes og Forgre-
ningsliniernes Antal, saa afhange Sammenhangstallene
for Riemannske Rum foruden af Lagenes Antal, An-
tallet af de lukkede Linier, som tilsammen udgore For-
greningskurven, disses Slyngninger og Knuder, desuden
al’ Karakteristikkerne, som i Reglen indenfor visse Granser
kunne gives Verdier vatheengige af de forste Tal. Vi
ville derfor ikke drive Sagen videre i sin Almindelighed,
men indskrenke os til at betragte nogle simple Tilfeelde.

Det vil veere bekvemt at tenke sig Forgreningskurven
uendelig ner ved at veere plan.  Dette kan man gore, da
Mangtoldighedens Sammenhang ikke endres ved konti-
nuerte Forskydninger af Forgreningslinien, naar blot ingen
Dele al den derved komme til at skeere hinanden. Man
staar sig ved forst at fijeerne alle Slyngninger og Knuder,
som kunne fjmrmes. Det vil ogsaa veare bekvemt at teenke
sig de 2 Kugler omdannede il cirkelformede Skiver, som
ligge neden under hinanden under den Plan, langs hvilken
Begraensningslinien nu leber; som Kurver Gy, Gy, ..., Gy
kunne vi velge Pr()Jektzoneme al # ned paa Skivens

g

i
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overste Flader. Ved et Dobbeltpunkt af 3% Type er de

ligegyldigt, hvilken Gren man tenker sig oversi.

§ 14. Anvendelser,

I Erm=2 og dannes F af en simpel, luklket
Linie uden Knuder, bliver Diagrammet et Punkt. 2, er
akvivalent med et sfarisk Rum.

2. Forgreningslinien bestaar af 2 simple, lukkede
Linier uden Knuder og ikke sammenkedede; 2 = 2. Til
en Begyndelse faar man to rorformede Legemer, der for-
binde de to Centralskiver; (Ieber man fra et Punkt paa
en Centralskive zeden for Rorets Tilhaftningslinie hen
langs Rorets Overflade kommer man ud paa den anden
Centralskive #den for Rorets Till heaftningslinie). Det ene
Rer skal punkteres og reduceres derved til en Traad.
Diagrammet er en Traad, til hvilken Pladen er fojet
langs en Meridiankurve.

J. Forgreningslinien bestaar af v simple, lukkede
Kurver uden Knuder og ikke sammenkadede; Rummet
antages u-laget, og Forgreningsliniernes KNarakteristikier
ere valgte saaledes, at det er usammensat. Diagrammet
bestaar af # Skiver forbundne med v 7 -+ 1 Reor for-
lobende som i forrige Eksempel og med #-—1 Traade;
da Overfladen er akvivalent med en Kugleflade, kan man
faa Traadene til at forlobe, saa at den forste gaar fra
wy til %y, den neeste fra «, til %5, ..., den sidste fra %, .;
til #,. Traadene og Skiverne trazkkes derpaa sammen til
en Centralkugle. Det frembyder ingen Vanskeligheder at
se, at ethvert af Rerenc kan omdannes til en Traad, til
hvilken er fojet en Plade langs en Meridiankurve. Det
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givie Rum er @kvivalent med el sfwrisk Rum forsyuct
med v — 10+ 1 Hanke.

4. Forgreningslinien er en lukket Kurve, der danner

en simpel Knude; 2z ==3. Projektionen faar Udseende
som en Kurve af 4% Orden med 3 Dobbeltpunkter uden
Slojfer; alle 3 blive af 2den Type. Diagrammets Kon-
struktion er en simpel Anvendelse af de foregaaende
Teorier, 0g Vi indskreenke os til at neevne Resultatet: man
faar en Traad, til hvilken Pladen haftes langs en Bredde-
kurve; Diagrammet indskreenker sig altsaatil at bestaa af
en Centralkugle, og den forelagte Mangfoldighed er @kvi-
valent med et sferisk Rum.

5. Samme Forgreningslinie som 1 4, men 7 = 2.
Alle 3 Dobbeltpunkter blive af 15%¢ Type; Diagrammet et
en Traad, ti hvidken Pladen heftes langs cn Kurve
(38 1.

6. Forgreningslinien bestaar af to enkelt sammen-
keedede, lukkede Kurver uden Knuder; # == 1. Projektionen
kan dannes af 2 hinanden skerende Cirkler, og begge
Dobbeltpunkter ere af 29" Art. Diagrammet er en Traad
41 hvilken Pladen haftes langs en Kurve |20+ Al

Vi ville drage nogle Anvendelser af det fremsaite paa
de algebraiske Fladers Teori. Omegnen af et almindeligt
Punkt af Fladen begrenses af et Rum ekvivalent med et
frisk. Vi ville bestemme, af hvad Art Begreensningen
er, naar Punktet er singulert. Man kan som Begreens-
ning for Omegnen af et Punkt 1 T tage et sferisk Rum,
men det vil ofte vere bekvemt i Stedet herfor at be-
stemme Omegnen som den 4-dimensionale Mangfoldighed,
der beskrives af en Kugle i £, naar denne belegges med
alle Kotetal fra et Tal « til et Tal B.

7. Omegnen for et ahmindeligt Punkt paa den

e
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algebraiske Flades Forgreningskurve cr wkvivalent
med et sferisk Rum. Begransningen dannes af det i
Eks. 1 omtalte Riemannske Rum.

S, Lad Punktet vere et Forgremingspunkl af s
Art paa Forgreningskurven. Omegnen begranses al
et 3-laget Riemannsk Rum; Forgreningslinien er en lukket
Kurve (p. 19), der foretager 2 Omlob paa Forgrenings-
fladen, inden den lukkes, men danner ikke nogen Knude ;
den kan derfor omdannes til en simpel lukket Kurve.
Eks. 1 {p. 83) viser, at Begransningen ¢r whkvivalent med
et sfwrisk Ruul.

9. Lad Punkiet vere et Forgreningspunkt af Zien
Art. Forgreningslinien danner en simpel Knude (p. 20):
Punktet fremkommer jo ved, at en Hovedtangent til den
algebraiske Flade bliver parallel med Z-Aksen (p. 31):
da denne skeerer Fladen i 3 sammenfaldende Punkter,
faar man et 3-laget Riemannsk Rum.

Begreensningen dannes af et Riemannsk Rum, som
det i Eks. 4, og er altsaa wkvivalent wred et sfervisk Runi.

10. Vi ville antage, at den algebraiske Flade har et
isoleret Dobbellpunkt, hvis Tangentkegieflade er en
usammensat Kegleflade af 24" Orden. For at undersege
Omegnen af et saadant Punkt er det tilstreekkeligt at
undersoge Omegnen af Toppunktet paa en usammensat
Kegleflade af 29" Orden. Konturen af denne paa X)-
Planen dannes af to rette Linier, der skare hinanden i
Toppunktet; disse fremstilles iT ved to Planer, der skare
et sferisk Rum 2 med Centrum i Begyndelsespunkiet i to
lukkede Kurver; omdannes det sfariske Rum til /2 paa
den tidligere angivne Maade (p. 72, ses det let, at disse
Kurver gaa over til to simple, enkelt sammenkeadede

Kurver (Eks. 0). Bererkurverne i S for de to lukkede
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Kurver ere jo nemlig 2 Ellipser, af hvilke den, der svarer
til den storste Verdi af Retningskoefficientens Modulus,
omslutter den® anden, fordi Projektionerne paa X Yi-Planen
ere koncentriske Cirkler (p. 26). De to Halvdele af Ellip-
serne, der bare negative Notetal, inverteres, men derved
bringes den Gren, der for var inderst, yderst, q. e. d.

©Onskes denne Mangfoldighed analytisk defineret, be-
hover man f. Eks. blot i

=yt y?

r imaginert :

Dette viser, at Mangfoldigheden horer til den Slags,
paa hvilke den Poincaré-Picardske Teori skal kunne an-
vendes, hvilket 1 evrigt ogsaa fremgaar af vore tidligere
Undersogelser.

Omegnen af ethvert af de i Eks. 7, 8 og % omtalte
Punkter ere J-dimensionale Elementarmangfoldigheder.
Dette kan ses f. Eks. ved at konstruere et J-dimensionalt
Knippe Kurver udstraalende fra det Punkt, vi undersoge,
saa at der gennem hvert Punkt i Mangfoldigheden gaar 1
og kun 1 af Kurverne; hvis en Kurve har et Punkt i
Forgreningsfladen, skal den helt forlobe i den, og lige-
ledes, hvis den har et Punkt i en Dobbeltlinie af Forgre-
ningsfladen. Naar Omegnens Begrensning saa transfor-
meres til et sferisk Rum, 2, i T, kan Omegnen selv
transformeres til den Del af T, som ligger inden for 2

)

ved at lade Kurverne i det omtalte Knippe svare til Ra-

w

s
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dierne til de Punkter i X, der korresponderc til Kurvernes
indepunkter. 1 ovrigt folger Tingen ogsaa deraf, at man
ved en Flytning af Fladen i Forhold til Koordinatsystemet
kan opnaa, at Punktet ikke lenger ligger paa Forgre-
ningsfladen.

Dette kan man ikke opnaa tor et isoleret Mangefolds-
punkt, og i Eks. 10 have vi allerede set, at Omegnen at
et isoleret Dobbeltpunkt med usammensat Tangentkegle-
flade ikke var nogen Elementarmangfoldighed. Begrans-
ningen var wekvivalent med £ 2 Gange overdekket, idet
Forgreningslinien dannedes af 2 enkelt sammenkeadede
Cirkler. Det er den samme Mangfoldighed, vi gentagne
Gange have truffet paa (p. 59, 61 0g 72).  Denkunde ogsaa
fremstilles ved Sammenfeining af to Torer, idet Breddekurver
og Meridiankurver paa den ene sammenfojedes med Kur-
verne [3] og |28 - 1] paa den anden. Diagrammet dan-
nes af en Traad, til hvilken Pladen er heeftet langs Linien
128 -+ 1

Vi ville nu fore det lovede Bevis for, at denne
Mangfoldighed har Sammenhangsiallenc py =2, p,= 1.

For at finde de lukkede Kurver, der ikke kunne
treekkes sammen til et Punkt, bemeerke vi, at alle lukkede
lurver 1 Mangfoldigheden kunne bringes til helt at for-
lobe i Diagrammets Traad. Man kan forudsette, at den
stadig leber rundt 1 samme Retning og uden at danne
Knuder. En Kurve, der gennemlober Traaden 2 Gange,
inden den lukkes, kan da bringes til helt at forlobe i
Strimmelstykket og kan derfor gennem Pladen traekkes
sammen til et Punkt. Leber Kurven 2p Gange rundt,
kan man successive p Gange udskille 2 paa hinanden
folgende Omlob og fjerne dem. Kurven kan altsaa sam-
mentreekkes til et Punkf. Findes Zp 1 Omleb, ender
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man med en Kurve, der gaar 1 Gang rundt. Dewnne
kan ikke traekkes samnen &l et Punkl. Lad osnemlig
antage, at Kurven begreensede et bilateralt Fladestykke 1
Mangfoldigheden. Vi Dbore i denne en rorformet Kanal
langs Kurven, hvorved Mangfoldigheden til Begransning
faar en Toreflade. Idet vi tenke os Mangfoldigheden
defineret ved Sammeniejning af to Toreflader, paa den
ovenfor angivne Maade (p.87), vil denne Kanal lobe en
Gang rundt i den ene Torus, og Fladestykket vil be-
graenses af en Breddekurve 1 kanalens Overflade.  Efter
at denne Kanal er boret, vil man kunne lade Mangfol-
digheden traekke sig sammen til en Torus (beliggende 1 £):
i denne befinder det omtalte Fladestykke sig og er be-
greenset af en Breddekurve paa Torens Overflade. Denne
Breddekurve lober en Gang rundt om Torens Akse, men
begreenser samtidig et Fladestykke i Toren, altsaa et
Fladestykke i £, som ikke skearer Torens Akse; men
dette er umuligt, Altsaa er p, =2

Alle lukkede Flader i Mangfoldigheden (baade bilaterale
og unilaterale) kunne bringes til helt at forlebe i Dia-
grammet, og de Dele af en saadan Flade, der befinde sig
i Pladen, kunne bringes til at vere simple Elementarflade-
stykker med Randen i Fladens Rand og altsaa gennem
Pladens Tilheeftningsstrimmel staaende i Forbindelse med
den resterende Del af Fladen. Har denne kun 1 saadant
Elementarfladestykke forlobende i Pladen, vil dettes Rand
veere en Kurve [2 8 + i) paa Traadens Overflade; denne
Kurve vil altsaa begrense et Fladestykke, der forlober i
Traaden; der eksisterer imidlertid intet bilaterall Flade-
stykke 1 Traaden, der kan begrenses af denne Kurve,
da den leber to Gange rundt om Torens Akse i samme
Retning. Derimod kan den lukkes med Moblus's wmd-

i
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laterale Tladestykke. Hvis Fladen dernest har flere
Elementarfladestykker i Pladen, kan man punktere to paa
hinanden folgende og forbinde Randene med et Ror; hvis
den oprindelige Flade ikke begrensede, gor den ny det
heller ikke. Hvis der er et lige Antal Fladestykker 1
Pladen, kunne - alle Pladerne parvis underkastes denne
Proces, hvorpaa de alle let skubbes ud al Pladen, saa at
Fladen kommer til at lebe helt i Traaden. Hvis der er
et ulige Antal, kan man paa samme Maade fjerne dem
alle paa 1 neer, og man er kommet tilbage til det forst-
nevnte Tilfelde, hvor vi saa, at Fladen maatte vere
unilateral.  Hvis der altsaa skal findes en ikke begran-
sende, lukket, bilateral Flade i vor Mangfoldighed, saa skal
der findes en saadan i Traaden; men enhver lukket,
bilateral Flade i Traaden kan trekkes sammen til et
Punkt, eller til et Punkt, fra hvilket der udgaar Kurver,
der vende tilbage til Punktet 2: alle saadanne Flader cre
homologe med 0.  Allsaa er p, == 1.

Vi se heraf, at den Mangjfoldighed, som fremstilier
en algebraisk Flade med isolerede Mangefoldspunkier,
indeholder Punkier, jov hvilke Omegnen ikke er en
Elemeniarmangjfoldighed. Saadanne Punkter ville vi
kalde fopologiske Singularitelspunkier.

Men de Mangfoldigheder, Picard og Poincaré definere,
indeholde kun Punkter, hvis Omegn er enkelt sammen-
hengende (P, & S., 2% Kap.,, No. 2 og No. 3. Poincaré
A, S8 2 og §3), altsaa ingen topologiske Singularitets-
punkter. Hvorledes forholder det sig da med Satningen:
LSEnhver algebraisk Flade med vilkaarlige Singularileter
kan bringes til at korrespondere birationalt med en Flade,
der ikke har andre Singulariteter end en Dobbeltkurve
med tredobbelte Punkter, idet disse Singulariteter ere de
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almindeligste af deres Art.*? (P. & S, 4% Kap., No. 8).
T det forste Tilfeelde kan der findes topologiske Singulari-
tetspunkter, men, som man let ser, i sidste Tilfeelde findes
ingen! Forklaringen herpaa opdages let, naar man folger
de Transformationer, ved hvilke Fladen bringes paa den
_omtalte Form. Et isoleret Mangefoldspunkt bliver JJnd-
tagelsespunkt for Transformationen, saa at det komnier
til at svare til en algebraisk Kurve, der ikke gaar gennem
Mangefoldspunkter. Begreensningen for Omegnen af Dob-
beltpunktet er da akvivalent med Hylstret til den tilsva-
rende “algebraiske Wurve. [ den Picardske Teori ere
Fladerne saaledes befriede for deres topologiske Singulari-
tetspunkter.

[ topologisk Henseende er der altsaa en veaesentlig
FForskel mellem de Riemannske Flader og de Mangfoldig-
heder, som fremstille de algebraiske Flader. Thi mens
paa de forste Omegnen af efhrvert Punkt er en Elementar-
mangfoldighed (ogsaa Skruefladen om ¢t Forgrenings-
punkt), saa er dette ikke altid Tilfeeldet for de sidste.
For Koordinaterne i Omegnen af ethvert Punkt paa en
algebraisk KWurve danner man let holomorfe Rakkeudvik-
Jinger af en Parameter; det er derimod ikke lykkedes at
fremstille Koordinaterne 1 Omegnen af ethvert Punkt paa
en algebraisk Flade ved saadanne Reekker med 2 Para-
metre, og dette hanger aabenbart sammen med Eksistensen
af saadanne Singularitetspunkter. Svarende til Seetningen
om, at man ved et endeligt System af saadanne Rekker
kan fremstille hele Omegnen af ethvert Punkt paa Fladen,
har man, at Omegnen af et topologisk Singularitetspunkt
kan sammenfojes af et endeligt Antal Elementarmangfol-
digheder; dette folger af, at Begrensningen kan sammeit-
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fojes al et endeligt Antal Elementarmangfoldigheder. (Den
JKegle®, der har Toppunkt i Punktet og til Direktrix har
Begrensningens Diagram, vil som Snit gore Oniegnen
enkelt sammenhangende),

Betegnes den oprindelige Flade ved / og den, som
man faar ved at befri / for sine topologiske Singulari-
tetspunkter, ved £, saa kan man stille sig den Opgave, at
konstruere den Mangfoldighed, der fremstiller £, naar man
kender den, der fremstiller #. Man opleder de lukkede
Flader, der svare til hvert isoleret Mangefoldspunkt og til
Transformationens ovrige Fundamentalpunkter i £ Om-
egnen af disse lukkede Flader udskares, og Mangfoldig-
heden lukkes atter med Mangfoldigheder, som ere akviva-
lente med Omgivelserne af de tilsvarende Punkter i /-
De Punkter i £, som ere Undtagelsespunkter, behandles
paa omvendt Maade.

I det for betragtede Eksempel Iykkedes det os af
Diagrammet at finde Sammenhangstallene. | sin Alminde-
lighed er denne Opgave aabenbart vanskelig af lose. Dog
kan Diagrammet tiene til at finde Zwjere Granser for
Sammenhengstallene, men Vanskeligheden bestaar i at
atgore, om de Mangfoldigheder, man ved Diagrammets
Hjeelp har fundet, og som man formoder ere homologt
uafhengige, virkelig ere det. Jutegralteorien kan ticie
sem et Hjelpemiddel hertdd (kfr. P. & S, 49 Kap.,
No. Y), men ikke som et udionumnende. Den af Poin-
car¢ og Picard fremsatte almindelige Swmtning, at Antallet
al’ lineeert uafhangige Perioder af (narmere definerede)
Integraler tagne langs lukkede mz-dimensionale Mangfoldig-
heder, er py—1 (Poinc. A. S, § 7 Slutn.; P. & S., 2de

> 3
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Kap., No. 10), er nemlig ikke paalidelig. I det oftere

omtalte Eksempel eksisterede der jo en lukket Kurve, der

ikke begreensede. Men alle de omtalte Integraler tagie

langs denne Kurve maa vEre 0, gennemlober man
nemlig Kurven to Gange, faar man en Kurve, der kan
traekkes sammen til et Punkt, altsaa Integralet maa vere
0. Man ser ogsaa heraf, at man ikke altid kan slutte
fra Homologien 2V w 0 H1 Vo 0. (Poinc. A.S,
p. 19, L. 4.

SLUTNING

Man kunde maaske synes, at det var haablost at
forsoge paa at danne en topologisk Teori for algebraiske
Fladers Sammenhaeng, naar det ikke engang er Iykkedes
at gennemfore en saadan i sin Almindelighed for 3-dimen-
sionale Mangfoldigheder. Hertil maa dog bemeerkes, at den
4-dimensionale Mangfoldighed, som fremstiller en algebraisk
Flade, er en spectel, og at man kan vente, at den topo-
logisk set er forholdsvis simpel. Picards Seetning om, at
der i en algebraisk Flade uden Mangefoldspunkter ingen
lukkede Linier findes, som ikke begranse, tyder i denne
Retning. (P. & S., 4% Kap. 1l1).

Det er endnu ikke lykkedes mig at naa til noget
frerdigt Resultat; jeg skal kun til Slutning fremkomme
med nogle spredte Bemerkninger. Det, der har bestemt
mig til Udgivelse af disse Forstudier, har dels veeret Folelsen
af, at jeg maatte soge at trenge til Bunds i de andre
Synspunkter af transcendent, algebraisk og antalgeometrisk
Natur, ud fra hvilke man. har studeret de algebraiske
Flader, dels Fremkomsten af Picards og Simarts Bog,
baade paa Grund af de Dele af den, der stemmede med
mine egne Undersogelser, og paa Grund af dem, der var
i Modstrid med dem.
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Hvad Sammenhengstallene for Planer angaa, have
vi med Hensyn til de uendelig fjermne Elementer stillet 0s
paa et projektiv-geometrisk Standpunkt og kusne derfor
ikke konune [l samnte Fesultat som Pileard (P& 5.,
4 Kap., Nr. Y).  Efter hans Definition bestaar Planens

uendelig fjeerne Linie 1) af en Punktsamling v == oo, ¥
vilkaarlig endelig. 2) al en Punktsamling v == oo, & vil-

kaarlig endelig, 3) af Punktet == V== oo, P72 oop-

fatte de to forste Punktsamlinger hver som et Punkt
(X-Aksens og Y-Aksens uendelig fiwrne Punkt), og ved at
tage Hensyn til de forskellige Veardier af lim{(y:x) for
& == oo, y==oco dannes en hel Punktsamiing af Punkiet 3).
idet vi stolte os paa Resultaterne fra § 4, bestemme vi
let Diagrammet for den projektivt definerede Plan. Vi
punktere Mangfoldigheden A; denne kan helt fjernes,
hvorved =, (B) og X, () blive fri Begransninger for B
og €. Disse kunne treekkes sammen til Omegnen afl den
lukkede Flade, der fremstiller den uendelig fjeerne Linie;
her har man altsaa Diagrammet. Man faar saaledes
]71:1,- P'z’:'«-)e, 2= 1.

For at B -+ € skal blive begreenset af et Rum, der er
wkvivalent med et sferisk Rum, er det nedvendigt at
sammenfoje B og € paa en bestemt Maade, nemlig paa
den, der bestemmes ved Ligningerne (O) i § + — Det er
Rummene Y, (B) og X, ({), som skulle sammenfejes; de
begreenses af © (B) og = (U); disse sammenfojes, saa at
Meridiankurverne paa den forste dekke Meridiankurverne
paa den sidste, medens Breddekurverne paa den forste
( konstant) svare til Kurver al Typen |3 -+ A] paa den
sidste. Man ser ogsaa let, at Diagrammet for 2, (B) -2, (€)
(sammenfojede efter denne Regel) bliver et Punkt. Havde

é

man sammenfojet efter Formlerne § =% og n== 1, vilde
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Begreensningen have faact Sammenhengstallene p, == 2,
po=2 (kfr. p. 00), altsaa ikke veret ekvivalent med et

sfeerisk Rum.

To lukkede Flader, f. Eks. af Slegten O, beliggends
i en J-dimensional Mangfoldighed, ere altid wkvivalente,
men som vise, ere deres Omgruelserikke med Nodvendig-
ned akvivalente. Man ser heraf Forskellen mellem det,
vi have kaldt Jkvivalens, og det, som Poincaré kalder
homéomorphisme (Poine. A, S. § 2.

For Fladen af 29 Orden, F,, har jeg fundet

P = ]a P l’)? ps == ]

ved at danne Diagrammet' stottende mig paa Udvik-
lingen 1 § 5. Diagrammets Keerne bestaar af to lukkede
Flader af Slegten 0, der skeere hinanden i et Punkt. Det
samme Resultat findes meget let paa folgende Maade:
en variabel Frembringer i det ene Frembringersystem be-
stemmes ved Dobbeltforholdet & til O faste Frembringere;
paa lignende Maade besternmes en Frembringer 1 det an-
det System ved et Dobbeltforhold y.  Ethvert Punkt paa
Fladen er da fuldstendig bestemt ved wogy til de Frem-
bringere, der gaa gennem Punktet, og omvendl. (oo, ©0)
er kun eet Punkt; (oo, v) og (x,oc) svare til to Frem-
pringere, der skeere hinanden i Punktet (oo, o). Efter
Picards Standpunkt bliver Planen altsaa det, som
vi efter vor projektive Opfattelse kalde en Flade af
nden Orden.  Punkteres den --dimensionale Mangfoldighed
(x,y) i Punktet (O, 0), kan Punkturen udvides, indtil Be-
grensningen treeffer de to lukkede, hinanden skerende
Flader, der svare til (00,3) 0g (x,o0). Man kommer da
til samme Resultat som for; sammenlign i evrigt
P& S, 49 Kap., No. 9, 2% Kap., No. 16.



) SLUTNING

De fundne Sammenhengstal for Planen og Fladen af
29 Orden stemme med Antallet af Fundamentalpunkter
i Chaslies bekendte entydige Transformation,

Fladen af 3% Orden, Fy, har jeg forst sogt at
undersoge paa lignende Maade som £, stottende mig paa
Undersogelserne 1 § 5. Her modte jeg imidlertid Vanske-
ligheder fra Dobbeltlinierne i Forgreningstladens Projektion
paa £ og fra deres 3-dobbelte Punkter. Jeg sogte da
‘ved Transformation at finde Sammenhengstallene, Dels
transformerede jeg den til en Flade af 2¢® Orden, £, ved
at lade de to Systemer af Keglesnit, som udskares af
Planen gennem to hinanden ikke skarende rette Linier
A og B paa F,, svare en-entydig til de to Frembringer-
systemer paa F,. Transformationen faar 5 Fundamental-
punkter i Planen, nemlig de Punkter, der svare til de 5
Planpar gennem .4 og B, der skere hinanden i 1 af de 5
af Fy's 27 rette Linier, som skeere dog B. For at trans-
formere £y til en Plan benyttede jeg en Transformation,
hvor Forbindelseslinien mellem korresponderende Punkter
skar to faste, hinanden ikke skérende, rette Linier .4 0g
B paa Fy; i Planen faar man for det forste 5 Funda-
mentalpunkter i Skeringspunkterne med de D rette Linier
paa Fy, som skare 4 og B; desuden to Fundamental-
punkter i Skeringspunkterne, @ og 6, med 4 og B; til
disse svare to Keglesnit ¢ og¢ paa £, bestemte ved Pla-
nerne (Ab) og (Ba). Disses Skeringspunkt (ab's 3% Skee-
ringspunkt med Fy) bliver Fundamentalpunkt paa Fy, idet
der til dette i Planen svarer Linien «b. Lettere bruges
den swedvanlige birationale Transformation, som f. Iks.
findes hos Salmon (Geometry of three dimensions; 4 ed,
p. 536); der er 6 Fundamentalpunkter i Planen svarende
til en Dobbeltseks paa F,.

SLUTNING Ly

Disse Transformationer fore til Sammenhengstaliene
b= 1; bo == 87 ps==1.

Det er ikke serlig vanskeligt ad topologisk Vej at
bevise Picards Setning, at py == p, == 1, naar Fladen ingen
Mangefoldspunkter har.  For at finde p, har jeg for-
sogt at gaa frem som i Slutningen af § 8, idet Fladen
teenkes uendelig neer ved at oplose sig i 2 Planer; sarlip

Interesse har det at undersege 7 =2 og =23, Alle

disse Undersogelser haaber jeg engang at kunne faa i en
saa fuldstandig Skikkelse, at de kunne udgives som en
Fortsettelse af disse Studier. Man bor ogsaa opklare
Forbindelsen mellem de topologiske Sammenhzengstal
P1, P2 0g Py paa den ene Side og de forskellige Invari-
anter pg, pu, pV, p) 0. s, v, paa den anden.

Som man ser, er der et vidt Felt for fremtidige
Undersogelser — Undersogelser, der vanskeliggores saavel
ved Emnets indviklede Karakter som ved Undersogelses-
metodernes brede Basis.

-1

Heegaard. Topologisk Teori.
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Trods den Poincaré-Picardske Revision af den
Ricntann-Betliske Teori for Sammenhangstal tren-
ger denne stadig til Forbedring (kfr. § 12). Set-
ningen om, at for lukkede Mangfoldigheder

Pr==Pu-r,
er urigtig. De 4-dimensionale Mangfoldigheder, som
fremstille de algebraiske Fladers komplekse Punkter,
hore ikke til de af Poincaré og Picard definerede,
naar Fladerne indeholde isolerede Mangefoldspunkter.

Cauchys Bevis i Anledning af 9% Definition 1 Eze-
klids 11 Bog (kfr. Journ. de I'école polyt. cah. 16
og Ramus Geometri, p. 228) er ikke tilfredsstil-
lende.

Learen om totale Differentialer kan og ber udvikles
ved Teorien om Funktioner af een reel, uathangig
variabel.

Operationer, der danne en Gruppe, ere Numeraler
(kfr. Thiele: Om Definitionerne for Tallet, o.s. V..

Mange Seetninger fra Funktionsteorien bevises letiest,
naar man medtager komplekse Verdier af de uaf-
hangig variable; dette beror ganske vist for en Del
paa, at nogle Fundamentalsztningers Gyldighed
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bliver fuldstendig almindelig, men desuden ogsaa
derpaa, at man indskrenker sig til at betragte mono-
gene Funktioner. For Anvendelserne kunne derfor
de tilsvarende Undersogelser, hvor man holder sig
til reelle variable, veare mere verdifulde. (Eks.:
Beviserne for Fouriers Rakke).

Det allerede fra Oldtiden (Demokril, Epikur, Lu-
cretins) Kendte Bevis for, at det Rum, vi befinde
os i, er uendeligt (kfr. Lange, Gesch. ¢ \Iat erialisn
p. l(by, er falskt, da det opererer med Fomsmlmgs—
billeder, vi netop skulle bevise. Vi kunne overhovedet
intet vide om Rummets Eweﬂ%kabcr i denne Hen-
seende, og Matematikkens Undersogelser i denne
Retning ere rent formelle.

Fysikkens Lov om Inertiens Vedligeholdelse  kan

ikke begrundes udelukkende ved Aarsagssatningen,
blandt andet af den Grund, at Fysikerne ved Begrebet
Kraft forstaa en Bevagelsesandringsaarsag, der s skyl-
des bestemite Legenier | Omgivelserne (kfr. Kro-
mian . Vor Naturerkendelse, p, 2072),

Den  matematiske Videnskabs Udvikling beror paa
forstaaende Samarbejde mellem de Vidensk cabsmeend,
hvis Evner sarlig gaa i formel Retning, og dem,
hvis Evner sarlig opfordre dem til at tilfore Mate-
matikken nye Ideer og nyt Stof, der vel er begrun-
det, men He paa systematisk Maade (kfr., Klein .
Gott. Nachr,  Gesch. Mittheil. 1893,  Hefte 2).

De naturvidenskabelige Hypoteser bor videnskabe-
lig set ikke opfattes som Forsog paa at forklare
Omverdenens virkelige Natur, men kun som Ud-
talelser, der i faa Formler formaa at gengive en stor
Gruppe Egenskaber ved Tingene, saa at vi ad ren
formel Vej kunne faa Overblik over og beherske
disses gensidige Relationer,






