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Einleitung

Jeder Satz der Soziologie schidgt eine neue Methode vor, und jeder neu
auftretende Gelehrte hiitet sich, die Sitze seiner Vorginger anzuwen-
den; somit ist die Soziologie jene Wissenschaft, welche die meisten Me-
thoden und die wenigsten Resultate aufzuweisen hat.

Henri Poincaré’

Das Verhiltnis zwischen Soziologie und Mathematik ist, gelinde gesagt, ein
ambivalentes. Dem Urteil von Henri Poincaré wiirden sich vermutlich nicht
wenige Mathematiker anschliessen, und umgekehrt begegnet die Soziologie
der Mathematik mit einer eigentiimlichen Mischung von Devotion und Desin-
teresse. Niemand, so stellte Bruno Latour vor einigen Jahren mit Erstaunen
fest, habe bislang den Mut gehabt, «the Holy of Holies» zu betreten, um dort
zu tun, was er und andere fiir die Naturwissenschaften geleistet hitten, nim-
lich vor Ort zu untersuchen, wie mathematisches Wissen konkret entsteht (La-
tour 1987: 245f.). Latours Empfehlung in die Praxis umzusetzen, braucht al-
lerdings nicht nur Mut (und Beharrlichkeit), was die Mathematik anbelangt,
sondern Courage auch in der eigenen Disziplin. Aus der Sicht der Zentrums-
Soziologie liegt eine Studie zur Mathematik ganz am Rande der «eigentlichen»
Soziologie und trigt zu den brennenden Fragen der Zunft schiechterdings gar
nichts bei. Ich denke, dieses Urteil wire in verschiedener Hinsicht zu revidie-
ren,

Die konstruktivistische Wissenschaftssoziologie lasst zwar keinen Zwei-
fel daran, dass sich ihr Programm auch auf die Mathematik iibertragen lésst,
der empirische Test dafiir steht bislang aber noch aus. Die empirische Basis
der konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie mag zwar dicht sein, sie ist
gleichzeitig aber auch sehr schmal. Faktisch hat sie ihre Begrifflichkeit anhand
von zwei Disziplinen entwickelt: der Biologie und der Physik. Bereits das Bei-
spiel der Physik hat deutlich gemacht, dass Kategorien, die fiir die Beschrei-
bung der Biologie tauglich sind, sich nur beschrénkt fiir die Analyse der Phy-
sik eignen. Im Rahmen einer komparativen empirischen Epistemologie, wie
sie vor allem Karin Knorr Cetina verfolgt (Knorr Cetina 1999), kommt der
Mathematik als einer beweisenden Wissenschaft besondere Bedeutung zu. Im
Anschluss an die anti-positivistische Wende in der Wissenschaftsphilosophie
hat die konstruktivistische Wissenschaftssoziologie den Nachweis zu er-

1. Poincaré 1908: 10.
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bringen versucht, dass auch die Naturwissenschaften einer wissenssoziologi-
schen Analyse zuginglich sind. Aus konstruktivistischer Sicht sind die Resul-
tate der Naturwissenschaften bis zu einem gewissen Grade verhandelbar, und
die Entscheidung fiir oder gegen eine Theorie folgt nicht ausschliesslich ratio-
nalen Kriterien. «The reality», so Bruno Latours und Steve Woolgars biindige
Formulierung, «is the consequence of a settlement of a dispute rather than its
cause» (Latour/Woolgar 1979: 236). Auch wenn diese Sicht fiir die Naturwis-
senschaften zutreffen mag (und auch dariiber kann man sich streiten), so ist da-
mit noch keineswegs ausgemacht, dass sie auch auf die Mathematik anwend-
bar ist. Die Mathematik zeichnet sich durch epistemische Besonderheiten aus,
die es fraglich machen, ob sie sich dem konstruktivistischen Programm tat-
sichlich nahtlos fiigt. Insofern stellt die Mathematik fiir die konstruktivisti-
sche Wissenschaftssoziologie einen besonders instruktiven Testfall dar.

Die Mathematik ist aber nicht nur fiir die Wissenschaftssoziologie von
Belang. Ihr Beispiel vermittelt Einsichten, die sich auch fiir die allgemeine So-
ziologie als relevant erweisen konnten. Zu den klassischen Problemen der So-
ziologie gehort die Frage, wie soziale Ordnung moglich ist. Die Soziologie hat
seit ihren Anfingen ein ganzes Arsenal von ordnungsstiftenden Mechanismen
identifiziert, die von gemeinsamen Normen und Werten tiber verstindigungs-
orientierte Kommunikation bis hin zu funktionalen Interdependenzen reichen.
Soziale Ordnung kann iiber intendierte Handlungsabstimmung zustande kom-
men oder aber «sozial verselbstindigt» sein (Peters 1993: 2291F.). Intendierte
Integration setzt Konsens voraus. Unter den Bedingungen der Moderne beruht
Konsens immer weniger auf gegebenen Normen und Werten, sondern muss
kommunikativ hergestellt werden. Das Idealmodell einer Konsensfindung
{iber Kommunikation ist die Wissenschaft. Sie hat im Verlaufe ihrer Entwick-
lung die institutionellen Voraussetzungen fiir eine argumentative Auseinan-
dersetzung geschaffen, die nicht nur die Resultate, sondern auch die Begriin-
dung in die Konsensbildung einbezieht.?

Das universalpragmatische Konsensmodell, das sich nicht nur in der
Wissenschaftssoziologie, sondern auch in der allgemeinen Soziologie grosser
Beliebtheit erfreut, ist teilweise auf heftige Kritik gestossen: ein noch so herr-
schaftsfreies Argumentieren reicht nicht aus, um Konsens zu erzielen, Ver-
stindigung erfordert einen Bezug auf die Sachdimension (vgl. dazu pointiert
Dobert 1992). Wie die konstruktivistische Wissenschaftssoziologie zeigt, sind
jedoch beide Modelle defizitiar. Konsens in der Wissenschaft verdankt sich
nicht allein kommunikativer und/oder sachlicher Rationalitit, sondern ist bis
zu einem gewissen Grad durch die technische Infrastruktur prideterminiert
und wird durch subtile Machtstrategien gefestigt (vgl. als Uberblick Knorr Ce-

2. Vgl. zu dieser Unterscheidung Giegel 1992a sowie Shapin 1988a zur historischen Entste-
hung dieses diskursiven Settings.
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tina/Amann 1992). Dennoch reichen diese Zusatzmechanismen offenbar nicht
aus, um langfristig Ubereinstimmung zu garantieren. Obschon ein grosser Teil
wissenschaftlichen Wissens durchaus konsensuellen Charakter hat, kommt es
immer wieder zu Kontroversen, die die soziale Integration der wissenschaftli-
chen Gemeinschaft infrage stellen und auf der Ebene des Wissenssystems zu
konkurrierenden Theorien fiihren. Dies scheint in der Mathematik anders zu
sein.

Die Mathematik ist ein soziales Produkt — ein «Netz von Normeny, wie
Wittgenstein schreibt (Wittgenstein 1956: 431). Im Gegensatz aber zu anderen
Institutionen — Verkehrsregeln, Rechtssystemen oder Tischsitten —, die intern
oft widerspriichlich sind und kaum jemals uneingeschrinkt akzeptiert werden,
zeichnet sich die Mathematik durch Kohirenz und Konsens aus. > Obschon die
Mathematik vermutlich jene Disziplin ist, die intern am stirksten differenziert
ist, bildet der mathematische Wissenskorpus ein kohérentes Ganzes. Die Wi-
derspruchsfreiheit der Mathematik kann zwar nicht bewiesen werden, bislang
sind jedoch keine Widerspriiche aufgetreten, die die Einheit der Mathematik
infrage stellen. Gleichzeitig zeichnet sich die mathematische Gemeinschaft
durch hohe Konsensualitit aus. Auf der metamathematischen Ebene kommt es
zwar immer wieder zu unentscheidbaren Kontroversen, in der Mathematik
selbst treten Meinungsverschiedenheiten jedoch nur tempordr auf und konnen
in der Regel rasch und konfliktfrei beigelegt werden. Insofern stellt die Mathe-
matik einen instruktiven Testfall dar, an dem sich die Voraussetzungen eines
«rationalen Dissenses» (Miller 1992) exemplarisch untersuchen lassen: ergibt
sich die mathematische Ordnung aus dem «Sachzwang der Logiko, ist sie das
Ergebnis von Sozialstrategien, die «kompetitive Widerspriiche» (Archer) be-
sonders effektiv eindimmen, oder sind die Konstitutionsbedingungen kom-
munikativer Rationalitit in der Mathematik in besonderem Masse erfiillt und
was wire der Grund dafiir?

Das Ordnungsproblem in der Mathematik ldsst sich noch aus einer ande-
ren Perspektive betrachten. Die moderne Mathematik ist ein kultureniiber-
spannendes Unternehmen, in der es kaum Variationsspielriume gibt. Uberall
auf der Welt werden dieselben Regeln auf dieselbe Weise angewendet. Ist un-
ter dieser Bedingung eine soziologische Erklirung iiberhaupt méglich? Oder
umgekehrt formuliert: setzt Soziologie nicht Variation voraus? Die Frage nach
dem Verhiltnis von Soziologie und Universalitat wurde in jiingster Zeit vor al-
lem in der Geschlechtersoziologie gestellt und folglich von der aligemeinen
Soziologie kaum zur Kenntnis genommen. Ist die Sortierung der Menschen in
zwei Geschlechter eine Naturtatsache, ist sie ein «moral fact» (Garfinkel 1967:
122) mit universellem Charakter oder ist sie eine bloss statistisch verbreitete

3. Zur Unterscheidung zwischen kognitiver Kohirenz und sozialem Konsens vgl. Archer
1988. Ich komme in Kapitel 7 auf diese wichtige Unterscheidung zuriick.
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Erscheinung, zu der es immer auch Ausnahmen gibt? Und lisst sich ein uni-
verselles Phianomen iiberhaupt soziologisch erkliren?

Ein dhnliches Problem stelit sich auch fiir die Mathematik. Die konstruk-
tivistische Wissenschaftssoziologie hat ihre Rechtfertigung aus der Unterde-
terminiertheitsthese bezogen. Eine Soziologie der Wissenschaft ist iiberall
dort moglich, wo es Kontingenz gibt — «interpretative Flexibilitit», wie der
Schiiisselbegriff der konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie heisst. Was
aber, wenn es keine interpretative Flexibilitit, keine Variation gibt? Wenn, wie
im Falle der Mathematik, der Lauf der Gedanken zwingend erscheint? Ist eine
soziologische Erklarung unter dieser Bedingung iiberhaupt méglich und wie
miisste sic aussehen? Bislang war die Diskussion um die Mathematik zwi-
schen zwei Polen aufgespannt: entweder man billigte der Mathematik einen
Sonderstatus zu und verzichtete dafiir auf eine soziologische Erkliarung, oder
man hielt am Programm einer Soziologie der Mathematik fest und stellte dafiir
die Universalitit des mathematischen Wissens in Frage. Karl Mannheim und
praktisch die gesamte Mathematikphilosophie haben den ersten Weg gewiihit,
Soziologen wie David Bloor oder Sal Restivo den zweiten. Moglicherweise
liegt der richtige Weg aber irgendwo dazwischen. Festzustellen, wo er genau
verlduft, scheint mir fiir die Soziologie eine zentrale Herausforderung zu sein.
Denn fiir eine «Kritik» der Soziologie ist die Mathematik vermutlich der hirte-
ste Test. An kaum einem anderen Beispiel ldsst sich so genau priifen, wie weit
der soziologische Interpretationsraum reicht und wo seine mégliche Grenze
liegt.

Calculemus, lasst uns rechnen — Leibniz’ beriihmte Aufforderung steht
fiir das Ideal, Palaver in Rechnen zu iiberfithren. Wo es Formeln gibt, braucht
nicht mehr gesprochen werden, was formalisiert ist, bedarf keiner Interpreta-
tion. Der Erfolg der Mathematik beruht auf der Trennung von Syntax und Se-
mantik. Im Gegensatz zu einem alltiglichen Gesprich, bei dem wir nicht da-
von abstrahieren kOnnen, was ein Wort bedeutet, vollzieht sich in der
Mathematik die Manipulation der Zeichen losgel6st von deren Interpretation.
«Wir bediirfen eines Ganzen von Zeichen, aus dem jede Vieldeutigkeit ver-
bannt ist», heisst es bei Gottlob Frege in einem Zusatz zu seiner Begriffs-
schrift, ein Zeichensystem, das mit seiner «Starrheit» dafiir sorgt, dass sich das
Ungenaue der natiirlichen Sprache nicht mehr «unbemerkt durchschleicht»
(Frege 1882: 94, 93). Die Mathematik ist so gesehen ein grossangelegtes Siu-
berungsunternehmen, in dessen Verlauf alles Ambigue und Schillernde, alles
Weiche und Verénderliche getilgt wird, bis am Ende nur noch das Eisfeld der
mathematischen Formeln da steht. Und Kay spielte im Palast der Eiskonigin
das «Verstandeseisspiel», heisst es in Andersens Mirchen.

Mathematik als «Verstandeseisspiel» — das ist die vorherrschende Aus-
sensicht auf die Mathematik. Es ist eine blinde Welt ohne Farben und Formen,
eine mechanische Welt, in der Mathematiker auf dhnlich reglose Weise mit ih-
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ren Zeichen hantieren wie Kay im Palast der Eisk6nigin mit seinen Eisstiick-
chen. Von innen betrachtet, aus der Perspektive der Mathematiker, sieht diese
Welt allerdings betréichtlich anders aus. Die Innenwelt der Mathematik ist kei-
neswegs so eindeutig und formal, so starr und so blind, wie es die Aussensicht
unterstellt. Dies mochte ich in dieser Arbeit zeigen. Die empirische Grundlage
bildet eine Feldstudie am Max-Planck-Institut fiir Mathematik in Bonn. Im
Mittelpunkt steht die Frage, wie Mathematiker und Mathematikerinnen zu
Wissen gelangen und unter welchen Bedingungen es von der mathematischen
Gemeinschaft akzeptiert wird. Die Studie selbst orientiert sich an den sog.
«Laborstudien» der konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie und an der
Frage, wie aus situativen Praktiken allgemein akzeptiertes Wissen entsteht.

Im einzelnen gliedert sich die Arbeit in folgende Kapitel:

In Kapitel 1 fiihre ich die theoretische Leitfrage dieser Arbeit weiter aus,
indem ich die konventionelle aprioristische Sicht der Mathematik mit zwei
Antworten konfrontiere, die in der Soziologie auf diese Frage gegeben wur-
den. Beide Antworten sind aus meiner Sicht unzureichend. Ich werde sie des-
halb in Kapitel 7 wieder aufgreifen und ein alternatives Erklidrungsprogramm
vorschlagen.

Kapitel 2 vermittelt iiber eine Exkursion in die Mathematikphilosophie
eine erste Anniherung an die Mathematik. Was sind mathematische Objekte
und wo sind sie lokalisiert? Was heisst Wahrheit in der Mathematik und wie
gelangt man zu ihr? Worauf griindet sich die Sicherheit mathematischen Wis-
sens und worin unterscheidet sich die Mathematik von den empirischen Wis-
senschaften? Einige Antworten, die in der Mathematikphilosophie auf diese
Fragen gegeben wurden, stelle ich in diesem Kapitel vor. In der Mathematik-
philosophie zeichnet sich augenblicklich ein Umbruch ab, der einige Ahn-
lichkeiten aufweist mit der sog. «anti-positivistischen» Wende in der Wis-
senschaftsphilosophie und vielleicht wie diese zu einem vermehrten
Zuysammenschluss von Philosophie, Geschichte und Soziologie im Bereich
der Mathematik fithren konnte. Was der Mathematiker Reuben Hersh fiir die
Mathematikphilosophie fordert, namlich «to look what mathematics really is
(...) That is, reflect honestly what we do when we use, teach, invent, or dis-
cover mathematics — by studying history, by introspection, and by observing
ourselves and each other with the unbiased eye of Martians or anthropolo-
gists» (Hersh 1979: 21f.), deckt sich weitgehend mit dem Forschungspro-
gramm der konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie.

Die konstruktivistische Wissenschaftssoziologie versteht sich als empiri-
sche Epistemologie. Obschon sie erst in den 70er Jahren entstanden ist, in
deutlicher Abgrenzung zur klassischen Auffassung von Wissenschaft als Insti-
tution, reichen ihre Wurzeln bis zum logischen Empirismus des Wiener Krei-
ses. Der logische Empirismus war um einiges vielfiitiger, als er im «Posi-
tivismusstreit» der 60er Jahre dargestellt wurde, und enthielt durchaus
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Uberlegungen, an die eine Soziologie wissenschaftlichen Wissens anschlies-
sen kann. Heute ist die konstruktivistische Wissenschafissoziologie in ver-
schiedene Ansitze aufgefichert. Anhand eines Uberblicks iiber die beiden
Hauptrichtungen der konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie werde ich
in Kapitel 3 die wichtigsten Konzepte vorstellen, auf die ich mich in der em-
pirischen Studie beziche.

In den folgenden drei Kapiteln prisentiere ich das empirische Material
und versuche einen Einblick zu geben in die «Innenwelt» der Mathematik. Ka-
pitel 4 befasst sich mit dem individuellen Entdeckungs- und Validierungspro-
zess. Im Mittelpunkt steht die Frage, wie der einzelne Mathematiker, die ein-
zelne Mathematikerin zu Wissen gelangt. Woher beziehen Mathematiker in
ihrer praktischen Arbeit die Gewissheit, auf dem richtigen Weg zu sein? Ist der
Beweis tatsidchlich der einzige Garant fiir die Wahrheit einer mathematischen
Aussage oder gibt es aus der Sicht des working mathematician noch andere
«Wahrheitssymptome» — Schonheit beispielsweise oder quasi-empirische Evi-
denz? Wie wird der Computer in der Mathematik eingesetzt, und inwieweit
verindert sie sich durch ihn? Wie verlduft der Produktionsprozess einer ma-
thematischen Arbeit, angefangen von der ersten Idee bis hin zur fertigen Pu-
blikation?

Mit dem Aufschreiben eines Beweises wird ein Geltungsanspruch erho-
ben, der anschliessend durch die mathematische Gemeinschaft gepriift werden
muss. Kapitel 5 beschiftigt sich mit diesem externen Validierungsprozess und
der Rolle, die der mathematischen Gemeinschaft dabei zukommt. Trotz enor-
mer Spezialisierung ist die Mathematik eine geschlossene Disziplin mit aus-
geprigter Binnenorientierung. Auf der Basis einer vergleichenden Untersu-
chung werde ich in diesem Kapitel beschreiben, worin sich die Arbeits- und
Kommunikationsformen in der Mathematik von anderen Disziplinen unter-
scheiden. Ausgehend von Mertons «ethos of science» soll zudem der Frage
nachgegangen werden, inwieweit Mertons Normen fiir die Mathematik Giil-
tigkeit besitzen.

Kapitel 6 beschiftigt sich mit der Rolle des Beweises in der Mathematik.
Der Beweis ist fiir die Mathematik identititskonstitutiv. Dennoch gibt es heute
einige Mathematiker, die die Zentralitit des Beweises fiir die Mathematik in-
frage stellen. Ich werde die Kontroverse um die Rolle des Beweises darstellen
und anschliessend die These vertreten, dass der Beweis neben seiner epistem-
ischen auch eine wichtige kommunikative Funktion hat.

Im Kapitel 7 greife ich die im Kapitel 1 gestellte Frage nach der Moglich-
keit einer Soziologie der Mathematik wieder auf und prisentiere ein Erkla-
rungsprogramm, das vielleicht eine Alternative sein konnte zu einem iiberzo-
genen Kontingenzdenken auf der einen Seite und einem vorschnellen
Soziologieverzicht auf der anderen. Es verbindet den Regelbegriff von Lud-
wig Wittgenstein mit differenzierungstheoretischen Uberlegungen und Luh-
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manns Medientheorie und plausibilisiert diese Zusammenfiithrung iiber eine
Geschichte des Objektivititsbegriffs in den Naturwissenschaften und in der
Mathematik.

Diese Arbeit ist das Ergebnis eines Kulturkontaktes, der nicht immer
ganz einfach war. Ich hatte das Gliick, Menschen zu treffen, die mir den Zu-
gang zur Welt der Mathematik wesentlich erleichtert haben. Mit den Vorarbei-
ten zu dieser Arbeit habe ich im Herbst 1992 am Wissenschafiskolleg Berlin
begonnen. Die interdisziplinidre Atmosphire und die Unterstiitzung am Kolleg
haben mich darin bestirkt, den Schritt in die «Innenwelt» der Mathematik zu
wagen. Wolf Lepenies, der mir den Kontakt zum Max-Planck-Institut fiir Ma-
thematik vermittelt hat, mochte ich an dieser Stelle ganz besonders danken.
Dass ich die Studie dort durchfiihren konnte, verdanke ich dem damaligen Lei-
ter, Friedrich Hirzebruch, der mich in sein Institut eingeladen hat und mir bei
meinem mitunter etwas verstorten Gang durch den Innenraum der Mathematik
immer mit Herzlichkeit und Offenheit begegnet ist. Besonders danken mochte
ich auch Ruth Kellerhals, die am Institut meine <Mentorin» war und meine
naiven Fragen iiber Stunden hinweg mit Prizision und einer erstaunlichen Ge-
duld beantwortet hat.
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wuchses finanziert war. Ohne diese Forderung wire es mir nicht moglich ge-
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schaften I an der FU Berlin als Habilitationsschrift angenommen. Wichtige
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tens und Wolfgang van den Daele, die die Arbeit begutachteten. Auf Initiative
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kutiert. Peter Schulthess, Georg Brun und Alois Rust haben mir wertvolle Hin-
weise gegeben, auch wenn ich nicht alle Anregungen beriicksichtigen konnte.
Meinen soziologischen Kollegen und Kolleginnen war dieses Thema manch-
mal nicht weniger fremd als den Mathematikern. Danken mochte ich vor allem
Bernward Joerges, der mir Mut gemacht hat, das Thema tatséichlich anzuge-
hen, und Theresa Wobbe, die mir nicht nur intellektuell eine grosse Hilfe war.

Mein grosster Dank aber gilt, wie immer, Schimun Denoth. Er hat mich
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hen. Thm ist dieses Buch gewidmet.
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Kapitel 1

«IN DER MATHEMATIK IST EIN STREIT MIT SICHERHEIT ZU
ENTSCHEIDEN». DIE MATHEMATIK ALS TESTFALL FUR DIE
WISSENSCHAFTSSOZIOLOGIE

Zweimal-zwei-ist-vier — das ist meiner Meinung nach nichts als eine
Frechheit! Zweimal-zwei-ist-vier steht wie ein unverschimter Bengel,
die Hinde in die Seiten gestemmt, mitten auf unserem Wege und spuckt
bloss nach rechts und links. Ich gebe ja widerspruchslos zu, dass dieses
Zweimal-zwei-ist-vier eine ganz vortreffliche Sache ist; aber wenn man
schon einmal alles loben soll, dann ist auch ein Zweimal-zwei-ist-fiinf
mitunter ein allerliebstes Sachelchen.

Fjodor M. Dostojewski’

- Die konstruktivistische Wissenschaftssoziologie ist mit dem Anspruch ange-

treten, auch die Wissensstrukturen der <harten» Wissenschaften einer soziolo-
gischen Analyse zu erschliessen. Wihrend sie diesen Anspruch fiir die Natur-
wissenschaften zumindest teilweise eingeldst hat, gibt es fiir die Mathematik

- kaum entsprechende Studien. Von wenigen Ausnahmen abgesehen ist die kon-

struktivistische Wissenschafissoziologie eine Soziologie der Naturwissen-
schaft. Die Griinde, weshalb die Soziologie um die Mathematik bislang einen
Bogen gemacht hat, sind vielfiltig. Neben den inhaltlichen Schwierigkeiten,
die die Beschaftigung mit einer so komplexen Materie wie der Mathematik mit
sich bringt, liegt ein wesentlicher Grund in der verbreiteten aprioristischen
Auffassung der Mathematik, die mit einer wissenssoziologischen Perspektive

~ nicht vereinbar ist. Die aprioristische Auffassung der Mathematik lsst sich in

vier Basispostulaten formulieren, auf die ich in Kapitel 2 ausfiihrlicher einge-
hen werde: (1) Mathematisches Wissen ist ein Wissen a priori. Es griindet
nicht in Erfahrung, sondern beruht auf reinem Denken. (2) Mathematisches
Wissen ist sicheres Wissen im Gegensatz zu dem immer mit Unsicherheit be-

L. Dostojewski 1864: 467.
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hafteten Wissen der empirischen Wissenschaften. (3) Validierungsbasis der
Mathematik ist nicht die Empirie, sondern der Beweis. (4) Die Referenzobjek-
te der Mathematik haben keinen physikalischen Charakter, sondern existieren
ausserhalb von Zeit und Raum (Platonismus).

Die aprioristische Auffassung der Mathematik schreibt der Mathematik
einen epistemischen Sonderstatus zu. Im Gegensatz zum empirischen Wissen
der Naturwissenschaften (und erst recht der Sozialwissenschaften) gilt das ma-
thematische Wissen als unfehlbar. In der Mathematik gibt es keine Falsifika-
tionen und keine Revolutionen. Was einmal bewiesen ist, ist wahr fir immer
und wahr fiir alle. Diese Sicht wird nicht bloss von Mathematikem geteilt. Als
Karl Mannheim in den 20er Jahren die Wissenssoziologie begriindete, hat er
die Mathematik explizit aus seinem Programm ausgeschlossen. Der «Wissens-
typus nach dem Paradigma 2 x 2 = 4» bilde «eine Wahrheit-an-sich-Sphire,
die vom historischen Subjekt vollig abgelost ist» (Mannheim 1931: 251). Als
apriorisches Wissen ist die Mathematik ein Wissen, das einer soziologischen
Erklarung prinzipiell nicht zugénglich ist. Oder wie es Larry Laudan stellver-
tretend fiir viele formuliert: «There is an enormous amount of evidence which
shows that certain doctrines and ideas bear no straightforward relation to the
exigencies of social circumstances: to cite but two examples, the principle that
2+ 2 =4 or the idea that «most heavy bodies fall downwards when released»
are beliefs to which persons from a wide variety of cultural and social situa-
tions subscribe. Anyone who would suggest that such beliefs were socially de-
termined or conditioned would betray a remarkable ignorance on the ways in
which such beliefs were generated and established» (Laudan 1977: 1991.).

Diese Einschiitzung der Mathematik wurde lange Zeit nicht weiter in Fra-
ge gestellt. Wihrend mit der anti-positivistischen Wende in der Wissenschafts-
philosophie Raum geschaffen wurde fiir eine Historisierung (und damit auch
fiir eine Soziologisierung) der Naturwissenschaften, hat sich in der Mathema-
tikphilosophie die Vorstellung einer prinzipiellen Kontextunabhingigkeit ma-
thematischen Wissens sehr viel langer gehalten. Dies hat sich, wie ich in Ka-
pitel 2 zeigen werde, in den letzten Jahren geéndert. Heute werden in der
Mathematikphilosophie Auffassungen vertreten, die mit einer Soziologie der
Mathematik sehr viel vertriglicher sind als die konventionelle aprioristische
Sicht. Den Anfang hat Imre Lakatos bereits in den 60er Jahren gemacht, aber
erst heute ist der von ihm begriindete Quasi-Empirismus zu einer anerkannten
Position in der Mathematikphilosophie geworden. Die quasi-empiristischen
Varianten, die gegenwirtig diskutiert werden, reichen von der weichen (me-
thodologischen) These, dass sich die Mathematik nach einem dhnlichen Mu-
ster entwickelt wie die empirischen Wissenschaften (das ist die These, die La-
katos vertreten hat), bis hin zur harten (ontologischen) These, dass auch die
Mathematik eine empirische Wissenschaft ist und sich nur durch ihren hohe-
ren Abstraktionsgrad von der Physik unterscheidet.
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Mit der Verabschiedung der Idee, dass mathematisches Wissen prinzipiell
sicheres Wissen ist, hat sich in der Mathematikphilosophie eine dhnliche Off-
nung gegeniiber sozialwissenschaftlichen Fragestellungen vollzogen, wie es
im Zuge der anti-positivistischen Wende in der Wissenschaftsphilosophie be-
reits geschehen ist (vgl. 3.1.). Die Soziologie hat auf diese «quasi-empiristi-

- sche» Wende bislang allerdings noch kaum reagiert. Wissenschaftssoziologi-

sche Arbeiten zur Entwicklung und Validierung mathematischen Wissens sind
immer noch an einer Hand abzuzihlen. Die beiden prononciertesten Vertreter
einer Soziologie der Mathematik sind David Bloor und Eric Livingston. Ihre
Arbeiten, die ich in diesem Kapitel vorstellen werde, haben allerdings weitge-
hend programmatischen Charakter. Die wenigen empirischen Untersuchungen,
die es in der Soziologie zur Mathematik gibt, beschiftigen sich mit Einzelas-
pekten, vornehmlich anhand von Beispielen aus der Mathematikgeschichte. 2
Eine wissenssoziologische Analyse der Mathematik ist mit Problemen
konfrontiert, die sich bei der Physik oder Biologie nicht in gleichem Masse

. stellen. Sie hat, um nur zwei Beispiele aus der Forschungsagenda der kon-
struktivistischen Wissenschaftssoziologie zu erwihnen, nicht nur die Bedeu-

tung unterschiedlicher Repriisentationsformen zu untersuchen oder den Um-
gang mit widerspriichlichen Resultaten, sondern zusitzlich der epistemischen
Besonderheit der Mathematik Rechnung zu tragen. Dazu gehéren insbesonde-
re der konsensuale Charakter der Mathematik und ihre begriffliche Kohirenz.
Mit begrifflicher Kohdrenz ist die kognitive Einheit der Mathematik gemeint.
Im Gegensatz zu anderen Disziplinen, die in verschiedene und teilweise wi-
derspriichliche Theorien zerfallen, bildet das Gebiude der Mathematik nach
wie vor ein zusammenhiingendes Ganzes. Angesichts der enormen Speziali-
sierung der Mathematik — die Mathematical Reviews unterscheiden mehr als
6.000 Spezialgebiete — ist diese Kohirenz keineswegs selbstverstindlich. Die
Mathematik ist ein kollektives Produkt, aber kein zentral koordiniertes. Es gibt
keine Instanz, die dafiir sorgen wiirde, dass die einzelnen Ergebnisse zueinan-
fier passen. Doch obschon Mathematiker relativ vereinzelt arbeiten und sich
fhr Arbeitsfeld in der Regel auf ein winziges Territorium beschrinkt, werden
immer wieder Verbindungen zwischen Gebieten entdeckt, die unabhingig
voneinander entwickelt wurden. Der Beweis der Fermatschen Vermutung
durch Andrew Wiles, in dem Ergebnisse aus weit auseinanderliegenden Ge-
bieten der Mathematik zusammengefiihrt wurden, ist dafiir ein anschauliches
Beispiel und in den Augen vieler Mathematiker ein klares Indiz fiir die kogni-
tive Einheit der Mathematik (vgl. 4.2.3.). Neben ihrer begrifflichen Kohirenz

2. Vgl. etwa Fisher 1972, 1974; Heintz 1993a; MacKenzie 1981, 1993, 1995; MaaB 1988;
Pickering/Stephanides 1992. Die empirisch aufschlussreicheren Uberlegungen zur Mathe-
matik stammen denn auch nicht von Soziologen, sondern von Mathematikern, vgl. u.a.
Borel 1981; Davis/Hersh 1985; Hersh 1991a; Wilder 1981; Markowitsch 1997.
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zeichnet sich die Mathematik auch durch ein hohes Mass an Konsens — oder
besser: durch die Fahigkeit zu «rationalem Dissens» (Miller 1992) — aus.’ In
der Mathematik, so Ludwig Wittgenstein in einem beriihmten Passus, gibt es
kaum Streit, und wenn es einen gibt, dann ist er «mit Sicherheit) zu entschei-
den» (Wittgenstein 1953: 571). Im Gegensatz zu anderen Wissenschaften
scheint es in der Mathematik keine interpretative Flexibilitit zu geben. Die
Schlussfolgerungen der Mathematik sind zwingend. Wer sich an die Regeln
der mathematischen Methode hilt, wird unweigerlich zum selben Resultat ge-
langen.

Der zwingende Charakter der Mathematik, ihre «Unerbittlichkeit», wie
Wittgenstein schreibt, lisst sich an einem einfachen Beispiel veranschauli-
chen: am Lehrsatz des Pythagoras. Pythagoras’ Lehrsatz besagt, dass das Qua-
drat tiber der Hypotenuse die gleiche Fliiche hat wie die Summe der Quadrate
iiber den beiden Katheten:

A =a? 4+

3. Miller (1992) unterscheidet zwischen drei Formen von Dissens, die sich durch ein unter-
schiedliches Rationalititsniveau auszeichnen: (1) Konflikte, bei denen bereits der Streitge-
genstand strittig ist; (2) Konflikte, bei denen ein Konsens iiber den Streitgegenstand
besteht, nicht jedoch hinsichtlich der Ldsungsstrategien; (3) Konflikte, bei denen eine Ver-
standigung sowohl iber den Konfliktgegenstand wie auch iiber seine Beilegung méglich
ist (8.37).
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Um den Beweis zu fiihren, geht man Schritt fiir Schritt vor. Ausgangspunkt fiir
den hier gewihlten Beweisgang (es gibt hunderte) ist die Feststellung, dass die
Fliche eines Rechtecks das Produkt aus den beiden Seiten a und b ist:

a

Fliche Rechteck = ab

Wenn man durch das Rechteck eine Diagonale zieht, erhilt man zwei Dreiecke
mit gleicher Fliche:

a

wobei die Fliche eines Dreiecks die Hilfte der Fliche des Rechtecks ist:

a

Flache Dreieck = %b
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Nun beginnt der eigentliche Beweis. Man zeichnet in ein Quadrat, dessen Sei-
ten die Summe der beiden Katheten a und b sind, ein anderes Quadrat. Dieses
zweite Quadrat wird so eingezeichnet, dass seine Ecken die Seiten in zwei Ab-
schnitte unterteilen, von denen einer die Linge a, der andere die Linge b hat:

a b

Wie man sieht, hat das eingezeichnete Quadrat die gleiche Fliche wie das um-
gebende Quadrat minus die Flache der vier Dreiecke:

2 _ 2_ob_ab ab ab
¢ = (a+0b) 5 5 3 5

= (a+b)%—2ab
Diese Formel ldsst sich nun Schritt fiir Schritt umrechnen, bis man am Ende
auf den Lehrsatz des Pythagoras stdsst:
® = (a+b)?—2ab

a® + 2ab + b® — 2ab
a® + b?

QED!

Wer wollte an diesem Resultat zweifeln? Die Argumentation ist zwingend, in-
tersubjektiv nachvollziehbar und lisst fiir Abweichungen keinen Raum. Wer
ihr Schritt fiir Schritt folgt, wird am Ende zum gleichen Resultat gelangen:
Quod erat demonstrandum!* Karl Mannheim hat mit seiner F ormulierung, die
Mathematik sei frei von «Spuren menschlicher Herkunft», diesen Sachverhalt
pragnant auf den Punkt gebracht (Mannheim 1931: 256). Was hier an einem
elementaren Beispiel demonstriert wurde, gilt hnlich auch fiir die hohere Ma-
thematik. In der Geschichte der Mathematik kam es zwar immer wieder zu
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Kontroversen iiber die Zuldssigkeit von neuen Beweisverfahren — die Kontro-
verse um die Legitimitit von Computerbeweisen ist daftir das jiingste Beispiel
(vgl. 5.1.) —, die Durchfithrung des Beweises selbst ist aber nicht kontrovers:
iiber das Vorhandensein von Fehlern oder Beweisliicken konnen sich Mathe-
matiker in der Regel rasch einigen.’

Die konstruktivistische Wissenschaftsforschung hat eindriicklich de-
monstriert, in welchem Ausmass die wissenschaftliche Wissensproduktion
durch lokale und situative Faktoren geprégt ist. Entsprechend stellt sich die
Frage, wie es gelingt, lokal produziertes Wissen in Faktizititsbehauptungen
mit universellem Anspruch zu transformieren. Fiir die Mathematik stellt sich
diese Frage in besonderer Schirfe: Woher kommt die Uberzeugungskraft der
Mathematik? Wie ist zu erklidren, dass es in der Mathematik seltener als in an-
deren Disziplinen zu unentscheidbaren Kontroversen kommt? Uber welche
Mechanismen wird die Kluft zwischen lokaler Produktion und universellem
Anspruch geschlossen? Wihrend die Mathematikphilosophie dazu neigt, den
zwingenden Charakter der Mathematik auf ihre Beweisstruktur und das Vor-
handensein einer verbindenden (formalen) Sprache zuriickzufiihren, sucht die
Soziologie nach sozialen Faktoren. Doch was heisst «sozial»? Und wie kénnte
eine soziologische Erklirung mathematischen Wissens aussehen?

In der Soziologie wurden auf diese Frage bislang zwei Antworten gege-
ben. Die eine stammt von David Bloor (und Sal Restivo) und steht fiir eine
wissenssoziologische Perspektive; die andere wurde von Eric Livingston (und
Michael Lynch) formuliert und orientiert sich am praxisorientierten Ansatz der
konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie (vgl. Kap. 3). Aus meiner Sicht
sind beide Positionen nicht iiberzeugend. Ich werde deshalb im Schlusskapitel
dieses Buches ein drittes Erklarungsmodell vorstellen.

Mit seinem strong programme zihlt David Bloor zu den Begriindern der
wissenssoziologischen Perspektive auf die Wissenschaft (Bloor 1991). Aus-
gangspunkt ist die These einer prinzipiellen Unterdeterminierheit von Theo-
rien durch die Daten. Daten sind keine objektiven Instanzen, sondern vieldeu-
tig — interpretativ flexibel — und zudem mit verschiedenen, auch untereinander
widerspriichlichen Theorien kompatibel. Es ist diese empirische Unterdeter-
miniertheit theoretischer Aussagen, von der die konstruktivistische Wissen-
schaftssoziologie ihren Ausgangspunkt nimmt. Denn wenn die Empirie nicht
die ultimative Entscheidungsinstanz ist fiir die Beurteilung von Theorien,

4. Diese schrittweise Herleitung des Beweises entspricht dem, was Eric Livingston als
«lived-work of proving» bezeichnet und von dem «proof account» unterscheidet (in die-
sem Beispiel die letzte Figur). Beides zusammen macht den «Beweis» aus (s. unten). Beim
gewihlten Beweisgang handelt es sich um einen Beweis, der teilweise auf anschaulichen
Argumenten beruht, vgl. dazu 6.1.

5. Das ist jedenfalls der Normalfall. Mir ist nur ein Beispiel bekannt, bei dem die Beweisfiih-
rung selbst umstritten war (vgl. Kap. 7).
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dann wird Raum frei fiir den Einfluss sozialer Faktoren. Diese Basispramisse
der konstruktivistischen (Natur-)Wissenschafissoziologie iibertragen David
Bloor (und Sal Restivo) nun auf die Mathematik.

In einem ersten Schritt ist zu zeigen, dass es auch in der Mathematik in-
terpretative Flexibilitit gibt, d.h. die Unterdeterminiertheitsthese auch fiir die
Mathematik gilt. Bloor bezieht sich hier auf Ludwig Wittgensteins Kritik am
Kausalmodell der Regelbefolgung. Wittgensteins Erorterungen zum Regelbe-
griff richten sich gegen eine deterministische Auffassung von Regelbefolgung
(vgl. ausfihrlicher 7.2.). Regeln sind keine quasi-kausalen Grossen, die ihre
Anwendung von vornherein festlegen. Im Prinzip kommt in jedem Moment
Kontingenz ins Spiel. Bei jedem Schritt ist es moglich, die Regel zu dndern
oder sie anders anzuwenden. Regeln legen ihre Anwendung m.a.W. ebenso
wenig fest wie Daten ihre Interpretation. In beiden Fillen ist das Verhalten
cunterdeterminiert>, bleibt Spielraum fiir den Einfluss anderer Faktoren. Prak-
tisch sieht es bekanntlich anders aus. Wer einmal gelernt hat, 10 + 10 + 10 ...
zu addieren, wird dies weiterhin tun und nicht von einem Moment zum ande-
ren 40, 60, 80 ... schreiben.

Was ist der Grund dafiir? Genau an dieser Stelle kommt fiir Bloor die So-
ziologie ins Spiel. Mathematische Regeln (Definitionen, Schlussregeln, Nota-
tionen etc.) sind fiir ihn soziale Konventionen, die sich von anderen sozialen
Konventionen nicht grundsitzlich unterscheiden. Die Mathematik bildet, so
Bloor im Anschluss an Wittgenstein, ein «Netzwerk von Normen» (Bloor
1973: 189). Die Tatsache, dass mathematische Regeln zwingender erscheinen
als ein moralisches Gebot, ist nicht in ihnen selbst begriindet, sondern ergibt
sich aus ihrer kollektiven Akzeptanz. «The compelling force of mathematical
procedures does not derive from their being transcendent, but from their being
accepted and used by a group of people. The procedures are not accepted be-
cause they are correct, or correspond to an ideal; they are deemed correct
because they are accepted» (Bloor 1983: 92). Der Grund dafiir, dass logische
Gesetze zwingender sind als moralische (und umgekehrt: moralische Gebote
von uns als <logisch> interpretiert werden, sobald sie uns als zwingend erschei-
nen), liegt darin, dass wir zu ihnen keine Alternative kennen. Oder wie es Witt-
genstein formuliert: «Ist es nicht so: Solange man denkt, es kann nicht anders
sein, zieht man logische Schliisse. Das heisst wohl: solange das und das gar
nicht in Frage gezogen wird. Die Schritte, welche man nicht in Frage zieht,
sind logische Schliisse» (Wittgenstein 1956: 96).

Wenn aber mathematische Regeln soziale Konventionen sind, dann sind
Abweichungen prinzipiell denkbar. «Are we saying that if we had so desired
we could have had an arithmetic in which 2+2 does not equal 4 but equals, say

6. Ich gehe im folgenden vor ailem auf die Argumentation von David Bloor ein, da seine
Arbeiten theoretisch um einiges differenzierter sind als jene von Sal Restivo.
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57 (...) The reply is that this allegedly outrageous consequence does indeed
follow from the approach adopted here» (Barnes u.a. 1996: 184). Empirisch
gilt es also zu zeigen, dass es auch in der Mathematik Aushandlungsprozesse
und Alternativen gibt. Um den kontingenten Charakter auch des mathemati-
schen Wissens zu belegen, durchforsten Bloor (und Sal Restivo) die Mathema-
tikgeschichte nach Beispielen alternativer Mathematiken. Der Zahlbegriff der
Griechen (Bloor 1991: Kap. 5) oder die Mathematik der Inder (Restivo 1992:
Kap. 5) dient als Support fiir die alte Spenglersche These, dass verschiedene
Kulturen verschiedene Mathematiken hervorbringen.’ Nun ist sicher nicht zu
bestreiten, dass der Zahlbegriff eine Geschichte hat, ebenso unbestreitbar ist
allerdings, dass sich im Verlauf der Zeit eine Mathematik durchgesetzt hat.?
Ein anderer Beleg fiir Bloors Kontingenzannahme ist der Nachweis, dass
es auch in der Mathematik Spielraum gibt fiir Aushandlungsprozesse (Bloor
1991: Kap. 7). Sein Kronzeuge hier ist Imre Lakatos, der in seinem beriihmten
Buch Beweise und Widerlegungen gezeigt hat, dass Begriffe und Beweise
auch in der Mathematik nicht ein fiir allemal feststehen, sondern Gegenstand
sind von Kontroversen und Aushandlungsprozessen (Bloor 1978). Ob die Ar-
gumentation von Lakatos als Rechtfertigung fiir eine wissenssoziologische
Auffassung verwendet werden kann, ist allerdings selbst kontrovers (vgl. dazu
2.3.1.). Aber auch wenn man konzediert, dass in der Mathematik Alternativen
prinzipiell denkbar sind, ist damit noch nicht erklirt, weshalb in der Mathema-
tik ein Streit in der Regel «mit Sicherheit» zu entscheiden ist. Denn auch wenn
es verschiedene (Proto-Mathematiken> geben mag, und niemand wird dies be-
streiten, so gibt es heute in der Wissenschaft offensichtlich nur noch eine
Mathematik, und nicht mehrere alternative Versionen. Weshalb also kommt es
in der Mathematik zu einer Konvergenz der Regelbefolgung trotz prinzipieller

Offenheit und Variabilitit?

Fiir Bloor sind es primir soziale Griinde, die Konsens und Kohérenz in
der Mathematik erkliren. «A number of cases», so Bloor in einem Kapitel mit
der Uberschrift An Alternative Mathematics?, «have now been presented

i which can be read as examples of alternative forms of mathematical thought
© to our own. (...) It is plausible to suppose that these variations may be illumi-
- nated by looking for social causes» (Bloor 1991: 129). Die Tatsache, dass in

7. Oswald Spengler hat im Rahmen seiner Zivilisationskritik die These vertreten, dass jede
Kultur ein in sich geschlossenes, inkommensurables Ganzes bildet. Das gilt aus seiner
Sicht auch fiir die Mathematik. «Eine Zahl an sich gibt es nicht und kann es nicht geben. Es
gibt mehrere Zahlenwelten, weil es mehrere Kulturen gibt» (Spengler 1923: 79). Der
Umstand, dass ausgerechnet Spengler zum Kronzeugen einer Soziologie mathematischen
Wissens avanciert, belegt aufs Trefflichste den misslichen Stand der Mathematik-
soziologie.

8. Zur Genese und zur historischen Entwicklung des Zahlbegriffs vgl. Ifrah 1991 sowie den
informativen Aufsatz von Damerow 1994.
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der Mathematik Kontroversen entscheidbar sind und mathematische Regeln
konsensual befolgt werden, hat aus seiner Sicht nichts mit der epistemischen
Struktur der Mathematik zu tun, sondern erfordert soziologische Zusatzerkli-
rungen.’ Die Mathematik ist ein Netzwerk von Normen — eine Institution, die
sozial jedoch sehr viel stabiler verankert ist als andere Institutionen: «The
compelling character of our reasoning is a form of social compulsion» (Bloor
1991: 131). Folglich gilt es zu erkldren, weshalb mathematische Regeln ein-
helliger gestiitzt werden als moralische Konventionen, weshalb m.a.W. die
(heutige) Mathematik eine kollektive Praxis ist, zu der es keine Alternativen
gibt. Genau an diesem Punkt unterscheiden sich die Erkldrungsprogramme
von David Bloor und Eric Livingston.

Im Gegensatz zu Livingston, der die uneingeschrinkte Akzeptanz von
Beweisen tiber die konkrete Praxis des Mathematikbetreibens zu plausibilisie-
ren versucht, wird sie von Bloor auf mathematikexterne Faktoren zuriickge-
fithrt: um die bindende Kraft der mathematischen Normen zu sichern, bedarf
es dhnlich wie bei anderen sozialen Regelungen externer Massnahmen. Sein
rigoroser soziologischer Reduktionismus scheint ihm allerdings selbst nicht
ganz geheuer zu sein. Wihrend er im Falle der Naturwissenschaften unbese-
hen soziale Interessen ins Spiel bringt (vgl. 3.2.), ist davon im Falle der Ma-
thematik nirgends die Rede. Ausser einigen Bemerkungen zum Einfluss von
Sozialisation, Macht und Tradition findet man keine Hinweise auf handfeste
soziale Faktoren, die die uneingeschriinkte Akzeptanz mathematischer Regeln
erkldren. Auch empirisch bleibt Bloor reichlich vage, wenn es darum geht, die
sozialen Faktoren zu benennen, die in der Mathematik fiirr Konsens sorgen.
Die Erlduterungen beschrinken sich auf die These, dass konsensual akzeptier-
te Konventionen Koordinationsvorteile mit sich bringen (Barnes u.a. 1996:
185) und alternative Zugénge in der Regel als unwissenschaftlich stigmatisiert
werden (Bloor 1991: 114).

Bloors Ausfiihrungen zur Mathematik sind nicht unbestritten geblieben
(vgl. etwa Bunge 1992; Lynch 1992a/b, 1993; Triplett 1986; Worrall 1979).'
Wihrend ihm von philosophischer Seite soziologischer Reduktionismus vor-
geworfen wird, richtet sich die soziologische Kritik vor allem gegen seinen
«Externalismus.

(1) Fiir David Bloor — und dies gilt dhnlich auch fiir Sal Restivo — lésst
sich das Projekt einer Soziologie der Mathematik nur dann rechtfertigen, wenn

9. Bloor konzediert allerdings, dass soziologische Erklirungen allein nicht ausreichen. Die
Tatsache, dass elementare logische Gesetze wie etwa der modus ponens den Charakter
mentaler Evidenzen haben, wird von ihm zusétzlich auf die spezifische neurophysiologi-
sche Ausstattung des Menschen zuriickgefiihrt, vgl. Bloor 1991: 109 sowie Barnes u.a.
1996: 197.

10. Im Nachwort der Neuauflage seines Buches Knowledge and Social Imagery (Bloor 1991)
hat Bloor zu einigen Einwiinden seiner Kritiker Stetlung genommen.
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es zu zeigen gelingt, dass es auch in der Mathematik Alternativen gibt: «To
show that a sociological account of mathematical knowledge was possibleI ar-
gued that an alternative mathematics was conceivable» (Bloor 1991: 179). Da-
hinter steht die unausgesprochene These, dass universelle Phinomene einer
soziologischen Analyse nicht zugénglich sind. Diese Annahme ist in der So-
ziologie weit verbreitet und wird in der Regel nicht weiter reflektiert. Anstatt
die Mathematikgeschichte miihsam nach Hinweisen auf <alternative> Mathe-
matiken zu durchforsten, wiirde es sich jedoch empfehlen, die Universalitit
der Mathematik zur Kenntnis zu nehmen und nach den Mechanismen zu su-
chen, die dafiir verantwortlich sind (vgl. Kap. 7).

(2) Die zweite Schwiche besteht in der Vermengung von alltiglicher und
wissenschaftlicher Mathematik, von (Ethnomathematik> und Mathematik als
Wissenschaft.!"! Ohne viel Federlesen springen Bloor und Restivo von der
babylonischen Mathematik zu George Boole und Emst Zermelo und von dort
aus wieder zuriick zu den Pythagoriern und zappen damit dhnlich zwischen
den Kulturen hin und her wie ehedem Oswald Spengler. Aus der Tatsache,
dass die Mathematik urspriinglich in einen Alltagskontext eingebettet war und
sich aus Alltagspraktiken wie Zihlen, Gruppieren oder Messen entwickelt hat,
wird der Schluss gezogen, dass die Mathematik auch heute noch sozial
imprigniert ist. Zwischen der Mathematik der Babylonier und der modernen
Mathematik steht jedoch die Ausdifferenzierung des Wissenschaftssystems
und die Entstehung der Mathematik als autonome wissenschaftliche Disziplin.
Es macht deshalb wenig Sinn, Befunde aus der Ethnomathematik unbesehen
auf die wissenschaftliche Mathematik zu iibertragen.

(3) Abgesehen davon, dass Bloor sein Programm empirisch nicht einlést,
gelingt es ihm auch auf theoretischer Ebene nicht, seine Erklarungsstrategie zu
plausibilisieren. Bloor interpretiert mathematische Regeln als soziale Konven-
tionen, die sich von anderen Konventionen nicht grundsétzlich unterscheiden.
«Mathematics and logic are collections of norms. The ontological status o f
logic and mathematics is the same as that of an institution. They are social in
nature. An immediate consequence of this idea is that the activities of calcula-
tion and inference are amenable to the same processes of investigation, and are
illuminated by the same theories, as any other body of norms» (Bloor 1973:
189). Im Gegensatz aber zu Tischsitten, Begriissungsritualen und 4sthetischen

- Konventionen scheinen mathematische Konventionen weitgehend universel-

len Charakter zu haben. Es geniigt nicht, das mathematische Regelwerk als

. «Ethnomathematik» ist der Sammelbegriff fiir alltigliche mathematische Aktivititen in
verschiedenen Kulturen und Zeiten. Seit den 80er Jahren sind eine Reihe von ethnologi-
schen Arbeiten zur mathematischen Praxis in schriftlosen Kulturen entstanden. Sie bilden
eine wichtige Ergiinzung zu der bestehenden mathematikhistorischen Literatur, vgl. u.a.
Ascher 1991 sowie den Literaturiiberblick von Sizer 1991.
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«Netz von Normen» zu definieren, der entscheidende Schritt besteht darin, zu
erkldren, weshalb mathematische Konventionen im Gegensatz zu allen ande-
ren verbindlichen Charakter haben. Welcher Art sind m.a.W. die Reproduk-
tionsmechanismen, die fiir die hohe Universalitiit der Mathematik sorgen? Ge-
nau hier scheitert Bloor mit seinem «naturalistischen Programmy. Die vagen
Hinweise auf Sozialisation, Tradition oder Macht reichen als Erkldrung bei
weitem nicht aus, und insofern ist Bloor durchaus zuzustimmen, wenn er
schreibt: «Answering questions of the form: why do we have convention X
rather than Y? is notoriously difficult and, in practice, frequently impossible»
(Barnes u.a. 1996: 184). Wohl wabhr, aber es ist genau diese Frage, die eine So-
ziologie der Mathematik zu beantworten hitte.

Eric Livingston, der den praxisorientierten Ansatz der konstruktivisti-
schen Wissenschaftssoziologie vertritt, schligt einen ganz anderen Weg ein
(Livingston 1986). Auch bei Livingston steht die Frage nach dem zwingenden
Charakter der Mathematik im Vordergrund, seine Argumentation rekuriert
aber nicht auf mathematikexterne Faktoren, sondern sucht die Erklidrung in der
konkreten Arbeit der Mathematiker. Livingstons Studie ist so etwas wie eine
Demonstration. Er nimmt uns bei der Hand und fiihrt uns durch zwei Beweise,
zunichst durch einen einfachen Beweis der euklidischen Geometrie, an-
schliessend und anspruchsvoller durch Goédels Unvollstindigkeitsbeweis. In-
dem wir das Buch lesen, werden wir zu Mathematikern, die Schritt fiir Schritt

einen Beweis rekonstruieren. Irgendwann <haben> wir den Beweis — und er

hatte nicht anders sein kénnen. Im Laufe der Rekonstruktion erscheint — <ent-
hiillt sich> — der Beweis als zwingende Wahrheit, als etwas, das immer schon
da war und von uns nur entdeckt zu werden brauchte. Obschon der Beweis

durch die Praxis des Beweisens erzeugt wird, erscheint er uns im nachhinein

als ein von uns unabhingiges, transzendentes Faktum. «On one hand, we have
seen that the properties of a schedule of proofs are essentially tied to the local
work of a schedule’s production and review; on the other, it is nevertheless the

case that over the course of that local work, that work retains its sense as the

working out of an objectively and transcendentally ordered course of work that

that self-same work exhibits» (Livingston 1986: 125). Oder wie Bruno Latour

und Steve Woolgar diese Transformation von subjektivem in objektiven Sinn

beschreiben: «The result of the construction of a fact is that it appears uncon- |

structed by anyone» (Latour/Woolgar 1979: 240).

Theoretisch schliesst Livingston an die ethnomethodologische Unter-
scheidung zwischen praktischer Handlung (practical action) und ihrer Formu-
lierung (formulation), d.h. Explizierung an (vgl. v.a. Garfinkel/Sacks 1976).
Handlung und Formulierung bilden aus ethnomethodologischer Sicht ein zu-
sammengehoriges «Paar». Beispiele fiir eine solche Beziehung sind die Paare
Schachspielen/Erkldrung der Spielstrategie, Durchfiihren eines Experiments/
schriftliche Darstellung des Experiments, Interview/Datenmatrix, Problem-
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darstellung durch den Klienten/administrative Akte oder auch Durchfiihren ei-
nes Beweises/publizierter Beweis (vgl. Lynch 1993: 184f1.). In der Regel -
und das gilt fiirr Alltagssituationen wie anch fiir die Sozialwissenschaften —
kommt es zu einer Verselbstindigung der rekonstruierenden und explizieren-
den Seite: der Bericht, das Dokument kann nicht mehr in die Handlung riick-
tbersetzt werden. Deshalb spricht Harold Garfinkel von einer «asymmetrical
alternation». Im Falle von Mathematik und Naturwissenschaft sicht das Ver-
hiltnis anders aus: der Beweis, d.h. die Rekonstruktion bzw. Explikation steht
zur praktischen Handlung des Beweisens in einer symmetrischen Bezichung.
Oder wie es Michael Lynch formuliert: «The lived work of proving (...) gen-
erates the proof statement’s precise description of that selfsame activity»
(Lynch 1992: 245f., Hervorhebung B.H.). Beweisen und Beweis bilden in
Garfinkels Terminologie ein «Lebenswelt-Paar» (Livingston 1987: 116ff.;
Lynch 1993: 2871f.). Im Gegensatz zu einer Verwaltungsakte oder einer Tabel-
le in der Soziologie besteht im Falle der Mathematik (und der Naturwissen-
schaften) eine direkte Entsprechung zwischen praktischer Handlung und ihrer
Explizierung: der Beweis — bzw. der «proof account» — <kondensiert> gewis-
sermassen die praktische Arbeit des Beweisens, die zu ihm in einer symmetri-
schen Entsprechung steht. «What is written or said is not really the «whole»
proof. It is a proof-account. The proof — as one coherent, social object —
consists of a pair: a proof-account/the lived-work of proving to which that
proof-account is essentially and irremediably tied. The pairing — as one inte-
gral object, not as two distinct <parts» circumstantially joined — is the «proof>
in and as the details of its own accomplishments» (Livingston 1987: 112). 2
Im Gegensatz zur konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie zieht
Garfinkel eine deutliche Trennlinie zwischen den Sozialwissenschaften als
«talking sciences» und der Mathematik sowie (einigen) Naturwissenschaften
als «discovering sciences» (Garfinkel u.a. 1981). Wihrend sich die wissen-
schaftliche Praxis in den Sozialwissenschaften oft auf der Ebene von Texten
bewegt und Konsens, wenn iiberhaupt, vor allem auf dieser Ebene zustande-
kommt, ist die naturwissenschaftliche und mathematische Praxis fiir Garfinkel
eine Art «Ritsellosen> (im Kuhnschen Sinn) mit klaren Kriterien fiir Erfolg
und Scheitern: «an issue can be settled». Obschon diese Einteilung auf den er-
sten Blick eine konventionell-realistische Position nahezulegen scheint, bleibt
Garfinkel im Gegensatz zu Mannheim epistemologisch neutral. Das Interesse
gilt ausschliesslich den Praktiken, mit denen ein Beweis oder eine naturwis-
senschaftliche «Entdeckung» hervorgebracht wird. Das gleiche gilt auch fiir
Livingston, der hinsichtlich der Kontroverse Realismus vs. Relativismus keine
Position bezieht. «Livingston is saying neither that the transcendental <truth>
of the proof account is the «cause> of the lived work of proving nor that it is

12. Vgl. als Beispiel den Beweis des Satzes von Pythagoras in diesem Kapitel.
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merely a retrospective illusion that the proof account appears to be <the cause
and source of all inquiries concerning it». Instead, he is insisting that both ele-
ments of the Lebenswelt pair — the proof account and the lived work of pro -
ving — are necessary for an adequate understanding of the proof as such.
Otherwise, the proof becomes an empty textual figure» (Lynch 1993: 294).
Livingston ist ein Vertreter der Ethnomethodologie, und entsprechend
orientiert sich seine Untersuchung an der klassisch ethnomethodologischen
Frage, wie aus situativen Praktiken Ordnung — im Falle der Wissenschaft:
Ubereinstimmung — entstehen kann. Im Gegensatz zu Bloor, der den zwingen-
den Charakter der Mathematik kausal iiber mathematikexterne Faktoren zu er-
kldren versucht, plausibilisiert ihn Livingston iiber eine Rekonstruktion der
mathematischen Praxis und Garfinkels Begriff des «Lebenswelt-Paares». Das
Konzept der «Paarstruktur des Beweises» unterscheidet zwischen Beweis und
Beweisen, beide sind jedoch untrennbar miteinander verbunden. Die
«standard experience of mathematics» (Bloor), d.h. der Eindruck einer sub-
jektfreien Existenz mathematischer Objekte ist das Ergebnis der praktischen
Handlungen der Mathematiker: «The proofs that fill mathematics are
«naturally accountable proofs — their objectivity or rigor is a produced feature
and accomplishment of the lived work of their production. (...) In this way, the
consequences of the discovered pair structure of proofs is that the proofs of
mathematics are recovered as witnessably social objects. This is not because
some type of extraneous, non-proof-specific element like a theory of «sociali-
zation» needs to be added to a proof, but because the natural accountability o f

a proof is integrally tied to its production and exhibition as a proof» (Livings-

ton 1987: 126).

Livingstons Analyse liefert keine Theorie, sondern ist eine Rekonstruk-
tion, deren Empirie ein praktischer Test ist: die Argumentation bezieht ihre
Plausibilitit aus der Erfahrung des Lesers. Was haben wir nun aus diesem

(Test> gelernt? Wir haben (1) gelernt — bzw. selbst erfahren —, dass die Mathe- |

matik zwingend ist. Es gibt keine interpretative Flexibilitit, keine Moglich-
keit, einen anderen Schluss zu ziehen. Quod erat demonstrandum. Und wir ha-
ben (2) gelent, wie aus lokalen Praktiken (Verwendung von Notationen,
Zeichnungen, Definitionen, Ableitungen etc.) ein Objekt hergestellt wird, das,
wie es Mannheim formulierte, frei ist von den «Spuren menschlicher Her-
kunft». Was wir aber immer noch nicht wissen, ist, weshalb diec Mathematik
zwingend ist, weshalb alle Mathematiker, wenn sie denselben Beweis durch-
arbeiten, zwangslaufig zum selben Schluss kommen. Auch wenn Bloors Vor-
wurf, die Argumentation von Livingston sei zirkulir, etwas zu harsch sein mag
(Bloor 1987), lasst sich doch mit guten Griinden fragen, was aus Livingstons
Studie soziologisch zu lernen ist. Livingston versucht nicht, die Strenge der
Mathematik zu erkliren — er fiihrt sie vor (und wiirde damit vermutlich den un-
geteilten Beifall der Mathematiker finden). Damit hat es aber sein Bewenden.
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Es ist Michael Lynch, der Livingstons Arbeit an die Soziologie anschliesst.
Briickenhilfe leisten wiederum — nun jedoch in einer anderen Lesart als bei
Bloor — Wittgensteins Uberlegungen zur Regelbefolgung. Ich werde auf diese
Kontroverse und ihre Implikationen fiir eine Soziologie der Mathematik in
Kapitel 7 zuriickkommen.

Was ist der Grund fiir den (weitgehend) universellen Charakter des ma-
thematischen Wissens? Weshalb werden sich Mathematiker iiber das Vorhan-
densein von Fehlern und Beweisliicken in der Regel sofort einig? Lisst sich
die hohe Universalitit der Mathematik restlos auf soziale Faktoren zuriickfiih-
ren oder bleibt ein soziologisch unerkldrbarer Rest und wie sihe dieser aus?
Wer die Mathematik aus einer soziologischen Perspektive beschreiben will,

- muss entweder ihren epistemischen Besonderheiten Rechnung tragen oder

aber nachweisen, dass sie Fiktionen sind. Eric Livingston hat den ersten Weg
gewihlt, David Bloor den zweiten. Beide Antworten sind aus meiner Sicht un-
zureichend, und das gilt auch fiir die wissenschaftssoziologischen Positionen,
die sie reprisentieren. Wihrend Bloor die epistemische Besonderheit der Ma-
thematik infrage stellt, ohne dies hinreichend zu begriinden, geschweige denn
empirisch zu belegen, akzeptiert Livingston den epistemischen Sonderstatus
der Mathematik, verzichtet aber darauf, ihn zu erkliren. Sein Buch ist, iiber-

- spitzt formuliert, ein Mathematikbuch fiir Laien, keine wissenschaftssoziolo-
- gische Studie. Was aber ist die Alternative? Ist es moglich, den universellen
- Charakter der Mathematik anzuerkennen und dennoch nach einer soziologi-
- schen Erkldrung zu suchen, die iiber Livingston hinausgeht?

Der Umstand, dass in der Mathematik ein Streit in der Regel «mit Sicher-

~ heit zu entscheiden» ist, bedeutet nicht, dass eine soziologische Erkldrung von
- vomnherein ausgeschlossen ist. Er stellt die Soziologie aber vor die Aufgabe,

die Mechanismen aufzudecken, die dafiir sorgen, dass in der Mathematik, an-
ders als in anderen Wissenschaften, Kontroversen relativ rasch und konflikt-

 frei entschieden werden. Ich werde am Schluss dieses Buches auf die in die-
- sem Kapitel skizzierten Fragen und Probleme zuriickkommen und ein
- Erkldrungschema vorstellen — eine «Beweisskizze», wie Mathematiker sagen
. wiirden —, die zwischen Bloors soziologischen Reduktionismus und Livings-
. tons deskriptivem Rationalismus einen dritten Weg einzuschlagen versucht.




Kapitel 2

KEIN ORT, NIRGENDS.
PROBLEME UND FRAGEN DER MATHEMATIKPHILOSOPHIE

2 Heringe + 2 Heringe = 4 Heringe. Scheint ein ewiges Gesetz zu sein,
das stets unerschiittert bleibt. 2 Gelb + 2 Gelb = ? Manchmal = 0.
Wassily Kandinsky'

Was ist Mathematik? Die Antworten, die auf diese Frage gegeben werden, ha-

. ben einen eigentiimlich schillernden Charakter. Fiir die einen ist Mathematik
. ' eine Art Kunst, die anderen ordnen sie den Geisteswissenschaften zu, und die

dritten zahlen sie zu den Naturwissenschaften. Die ansonsten so prizisen Ma-
. thematiker werden reichlich vage und mitunter auch betrichtlich metapho-

risch, wenn es um die Beschreibung ihrer eigenen Disziplin geht. Philip J. Da-

+ vis und Reuben Hersh definieren die Mathematik auf der einen Seite als
. Geisteswissenschaft. Ahnlich wie diese beschiftige sich die Mathematik mit

geistigen Objekten — mit kulturellen Artefakten, die sie selber hergestellt hat
(Davis/Hersh 1985: 422). Gleichzeitig sehen sie die Mathematik aber auch als
eine Art Naturwissenschaft. In diesem Fall wird die Zuordnung nicht mehr on-
tologisch begriindet (iiber die Beschaffenheit der mathematischen Gegen-
standswelt), sondern epistemologisch, iiber den objektiven Charakter des ma-
thematischen Wissens: «Die Folgerungen der Mathematik sind zwingend wie
jene der Naturwissenschaften. Sie sind nicht das Produkt von Ansichten und
Meinungen und darum auch nicht einem dauernden Meinungsstreit unterwor-
fen wie die Ideen der Literaturkritik» (Davis/Hersh 1985: 435).

Philip J. Davis und Reuben Hersh sind nicht die einzigen Mathematiker,
die sich mit einer klaren Einordnung der Mathematik schwer tun. Ahnlich
oszillierend ist auch die Beschreibung, die der franzésische Mathematiker
Henri Poincaré von der Mathematik gibt: «Die Mathematik hat ein dreifaches
Ziel. Sie soll ein Instrument zum Studium der Natur liefern. Sie hat aber auch
ein philosophisches und, ich machte sagen, ein dsthetisches Ziel. Sie soll dem

——

1. Kandinsky 1937: 204.
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Philosophen helfen, die Begriffe der Zahl, des Raumes und der Zeit zu vertie-
fen. Uberdies bereitet sie ihren Jiingern dhnliche Geniisse, wie die Malerei und
die Musik. Sie bewundern die zarte Harmonie der Zahlen und der Formen; sie
bewundern eine neue Entdeckung, die ihnen eine unerwartete Aussicht eroff-
net; und hat die Freude, die sie empfinden, nicht einen dsthetischen Charakter,
obgleich die Sinne daran gar nicht beteiligt sind? Wenige Auserwéhlte sind be-
rufen, sie vollstindig zu geniessen, aber ist es nicht ebenso bei den edelsten
Kiinsten?» (Poincaré 1905: 105). Mathematik zwischen Kunst und Wissen-
schaft, Schonheit als Kriterium fiir die Wahrheit und die Relevanz einer ma-
thematischen Aussage — das ist ein Topos, der in den Texten iiber Mathematik
hiufig auftaucht.” Der Mathematiker Armand Borel hat in einem lesenswerten
Aufsatz die Stellung der Mathematik im Spannungsfeld von Kunst, Geistes-
wissenschaft und Naturwissenschaft zu umreissen versucht (Borel 1981). Ich

mochte am Beispiel seiner Argumentation darstellen, wie — und vor allem: als .
was — sich die Mathematik aus der Perspektive des praktizierenden Mathema-

tikers prisentiert.
Wie lédsst sich die Relevanz mathematischer Aussagen beurteilen? Wie ist

es mdglich, unter den 200.000 mathematischen Sitzen, die jedes Jahr verof-
fentlicht werden (Davis/Hersh 1985: 17), jene auszuwihlen, die fiir die Ent-
wicklung der Mathematik wichtig sein konnten? Wahrheit allein reicht offen-
sichtlich nicht aus; es braucht Zusatzkriterien, um das Wesentliche vom

Unwichtigen zu trennen. Doch welcher Art sind diese Zusatzkriterien? Wih-
rend die angewandte Mathematik empirische Testmoglichkeiten besitzt, sind
es im Falle der reinen Mathematik haufig édsthetische Urteile, die den Selek-
tionsprozess leiten: schonere Mathematik ist bessere Mathematik. Fiir Borel

sind die Gegenstinde der Mathematik «intellektuelle Schopfungen», kulturel- |
le Artefakte. Mathematiker erschaffen neue symbolische Welten, dhnlich wie |

es Musikerinnen, Schrifistellerinnen und Maler tun: «We weave patterns of
certain ideas, as a painter weaves patterns of forms or colors, a composer of

sounds, a poet of words, and we are acutely sensitive to elegance, harmony in

proofs, in statements, and the handsome development of a theory» (Borel

1994: 2).% In diesem Zitat scheinen bereits einige der Elemente auf, die we- | |

sentlich zum Selbstbild der modernen Mathematik gehéren — Harmonie,
asthetisches Empfinden, Ndhe zur Kunst. Ein zweites Merkmal, das die (mo-
derne) Mathematik mit der (modernen) Kunst teilt, ist, so Borel, ihre Autono-
mie. Ahnlich wie die Kunst hat sich auch die Mathematik von jeglichem Ge-
genstands- und Anwendungsbezug frei gemacht. Die «reine> Mathematik — die
«wirkliche» Mathematik, wie G.H. Hardy sie nannte — findet dhnlich wie die
Malerei der Modemne ihre Problemstellungen und ihre Beurteilungskriterien
ausschliesslich in sich selbst. Im Gegensatz allerdings zur Kunst, die minde-

2. Vgl ua. Hardy 1940; Knopp 1928; Krull 1930; LeLionnais 1962.
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stens partiell auf einen Markt und eine externe Rezeption angewiesen ist, sind
Mathematiker gleichzeitig Produzenten und Publikum: « We write only for our
peers» (Borel 1994: 3).

Neben den Eigenschaften, die die Mathematik mit der Kunst teilt, zihlt
Borel aber auch eine Reihe von Merkmalen auf, die sie in die Nihe der Natur-
wissenschaften riicken. Zum einen zeichnet sich die Mathematik durch Kon-
sens und Kohérenz aus. Es gibt heute nur eine Mathematik und nicht, wie in
der Kunst oder auch der Soziologie, verschiedene konkurrierende Richtungen
(vgl. Kap. 1). Wiihrend es in der modernen Kunst keine verbindlichen Beurtei-
lungskriterien gibt, nach denen sich die verschiedenen Richtungen und Pro-
dukte entlang einer hierarchischen Skala einordnen lassen, scheint es in der
Mathematik einen Mechanismus zu geben, der eine hohe Ubereinstimmung
der Meinungen garantiert und lingere Kontroversen selten macht. Im Ge-
gensatz zur dsthetischen Moderne, deren Kennzeichen gerade umgekehrt die
permanente Neuerung und der Bruch mit Traditionen ist, zeichnet sich die Ma-
thematik durch Stetigkeit und Kumulativitiit aus. Die meisten Mathematikhi-
storiker und -historikerinnen vertreten iibereinstimmend die Ansicht, dass es
in der Mathematik keine Revolutionen gibt, so wie sie Thomas Kuhn fiir die

- Naturwissenschaften beschrieben hat: «A new mathematical theory may lead
_to the abandonment of an older one by making it appear uninteresting or
perhaps superfluous, but never wrong», so Leo Corry stellvertretend fiir viele
(Corry 1989: 419). Die Mathematik ist beides: Kunst und Wissenschaft. Mit
* ' der Kunst teilt sie die Eigenschaft, eine in gewissem Sinne «freie> kulturelle

L  Konstruktion zu sein, wihrend ihr objektiver Charakter und ihre Verbunden-

' heit mit der Physik sie in die Nihe der Naturwissenschaften riicken. Oder in
' Borels schillernder Formulierung: Die Mathematik ist eine «geistige Natur-
- wissenschaft» (Borel 1981: 697).

‘ Ob man die Mathematik in die Nédhe der Kunst riickt oder sie den Geistes-
bzw. Naturwissenschaften zuordnet, hingt entscheidend von den getroffenen
- ontologischen und epistemologischen Vorannahmen ab, und iber diese

3. Diese Passage ist ein hiibsches Beispiel fiir die Genealogie von Metaphern. Sie lisst sich
zuriickfithren auf ein Zitat des englischen Mathematikers G.H. Hardy und von dort weiter
zuriickverfolgen bis zu Lady Ada Lovelace, die in den 40er Jahren des letzten Jahrhunderts
die mathematische Leistung der analytischen Maschine von Charles Babbage folgender-
massen beschrieben hat: «Wir konnen héchst zutreffend sagen, dass die analytische
Maschine algebraische Muster webt, gerade ebenso, wie der Jacquardsche Webstuhl Blu-
men und Blattwerk webb» (zit. in Hyman 1987: 299). Diese Formulierung scheint Hardy
inspiriert zu haben, der in seiner 4pology — einem Manifest des mathematischen Astheti-
zismus — bei der Beschreibung der menschlichen Mathematik auf eine dhnliche Metapher
zuriickgreift: «A mathematician, like a painter or a poet, is a maker of patterns. If his pat-
terns are more permanent than theirs, it is because they are made with ideas. A painter
makes patterns with shapes and colours, a poet with words» (Hardy 1940: 24).
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herrscht in der Mathematikphilosophie keineswegs Einigkeit. Was ist Mathe-
matik? Gibt es mathematische Objekte? Wie sind sie beschaffen und wo sind
sie lokalisiert? Sind sie Teil der physikalischen Welt, existieren sie bloss im
Kopf der einzelnen Mathematiker oder sind sie soziale Objekte vergleichbar
mit anderen kulturellen Artefakten? Aufgrund welcher Kriterien werden be-

stimmte Entititen als mathematische Objekte definiert und andere nicht? Wo :
verlduft die Grenzlinie zwischen Mathematik und theoretischer Physik? Wie

gelangen Mathematiker zu mathematischem Wissen — durch eine spezifisch
mathematische Intuition, durch Generalisierung empirischer Sachverhalte
oder durch blosse Setzung? Aufgrund welcher Kriterien entscheiden sie, ob
eine mathematische Aussage wahr ist oder falsch? Weshalb, so eine weitere
Frage, erweist sich ein Wissen, das autonom und vollig losgeldst von empiri-
schen Beziigen entwickelt wurde, immer wieder als brauchbar fiir die Be-
schreibung der empirischen Wirklichkeit? Und weshalb kommt es umgekehrt
dennoch nie dazu, dass mathematische Aussagen durch empirische Fakten fal-
sifiziert werden? Man braucht zwar Mathematik, um die Bewegung von Was-
sertropfen wissenschaftiich zu beschreiben, aber umgekehrt dndert die Tatsa-
che, dass aus je zwei zusammenfliessenden Tropfen einer wird, nichts an der
Uberzeugung, dass die Aussage «2 + 2 = 4» wabhr ist. Ist mathematisches Wis-
sen tatsichlich sicheres Wissen, und falls ja, was ist der Grund dafiir?

Dies sind einige Fragen, die in der Philosophie der Mathematik disku-
tiert werden und die ich in diesem Kapitel vorstellen, wenn auch nicht immer
abschliessend beantworten werde. Die Hauptfragen sind: Gibt es mathemati-
sche Objekte und wie sind sie beschaffen (2.1.)? Wie gelangen wir zu mathe-
matischem Wissen und aufgrund welcher Kriterien entscheiden wir, ob es
wahr ist oder nicht (2.2.)? Ist mathematisches Wissen sicheres Wissen und
worin liegt der Unterschied zwischen Mathematik und Naturwissen-
schaft (2.3.)?

2.1. Gibt es mathematische Objekte und wie sind sie beschaffen?

Beauty is the first test: there is no permanent place in the world for ugly
mathematics.

G.H. Hardy’

Die Uberschrift dieses Kapitels suggeriert, dass die Mathematik von Objekten
handelt, diese gegeben sind und bloss entdeckt zu werden brauchen. Diese An-
nahme ist jedoch in zweierlei Hinsicht zu ergidnzen. Gemessen an der Struk-
turauffassung der modernen Mathematik stellt der Begriff des mathematischen

4. Hardy 1940: 24.
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Objekts, der in der Mathematikphilosophie nach wie vor gebrauchlich ist, eine
unzulissige Vereinfachung dar. Fiir Mathematiker und Mathematikerinnen be-
steht die mathematische Gegenstandswelt nicht aus Objekten, sondern aus Re-
lationen zwischen Objekten, d.h. aus Strukturen, wobei die Elemente dieser
Strukturen inhaltlich nicht spezifiziert sind. «Die Mathematiker», so Henri
Poincaré 1902, «studieren nicht Objekte, sondern Beziehungen zwischen den
Objekten; es kommt ihnen deshalb nicht darauf an, diese Objekte durch andere
zu ersetzen, wenn dabei nur die Beziehungen ungeéndert bleiben. Der Ge-
genstand ist fiir sie gleichgiiltig, dic Form allein hat ihr Interesse»
(Poincaré 1902: 20). Diese strukturalistische Auffassung wurde im 20. Jahr-
hundert von Bourbaki® weiter ausgebaut und in ihren Eléments de Mathémati-
que konsequent umgesetzt.®

Zudem besteht keineswegs Einigkeit dariiber, ob und in welcher Form
mathematische Objekte existent sind. Die Kontroverse um den ontologischen
Status mathematischer Objekte wird in der Regel im Kontext des Universa-
lienproblems gefiihrt. Der Universalienstreit dreht sich, einfach formuliert, um
die Frage nach dem ontologischen Status von Universalien. Wahrend der Uni-
versalienrealismus die Existenz von subjektunabhingigen allgemeinen
Dingen postuliert (Bsp. Dreieckigkeit, (Réte» etc.), negieren Konzeptualis-
mus und Nominalismus die Méglichkeit von Universalien auf der Objektebe-

5. Nicolas Bourbaki ist das Pseudonym fiir eine Gruppe von franzosischen Mathematikern,
die sich in‘den 30er Jahren zusammenfanden mit dem Ziel, ein umfassendes Grundlagen-
werk zu publizieren, in dem die verschiedenen Gebiete der Mathematik systematisch aus
einem kleinen Grundbestand von mengentheoretischen Axiomen aufgebaut werden soll-
ten. «Nous nous proposons en ce Livre», so Bourbaki in seiner Einleitung zum ersten Band
dieses Gesamtwerks, «de donner d’abord la description d’un tel langage, et méme 1’exposé
de principes généraux qui pourraient s’appliquer a beaucoup d’autres semblables. Un seul
de ces langages suffira toutefois a notre object. En effet (..) on sait aujourd’hui qu’il est
possible, logiquement parlant, de faire dériver toute la mathématique actuelle d’une source
unique, la Théorie des Ensembles» (Bourbaki 1939: E 1.9). In Allusion an Euklids Ele-
mente nannten sie ihre seit Ende der 30er Jahre regelmiissig erscheinenden Grundlagen-
biicher zur Mengenlehre, Topologie, Algebra etc. Eléments de Mathématique (nicht zu
verwechseln mit dem Séminaire Bourbaki, das eine ganz andere Politik verfolgte). Zu den
urspriinglichen Schopfern des «polykefalen Mathematikers», wie Imre Toth Nicolas Bour-
baki nennt (Toth 1987), gehorten Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Delsarte, Jean
Dieudonné, Szolem Mandelbrojt, René de Possel und André Weil. Die Bourbakisten haben
auf die Mathematik (und auf den Mathematikunterricht) einen so grossen Einfluss ausge-
iibt, dass Professor Nicolas Bourbaki, Nancago, heute als vollwertiges Mitglied in die
mathematische Gemeinschaft aufgenommen ist. In den Indizes der mathematischen Lexika
und Enzyklopadien wird Bourbaki, Nicolas jedenfalls offiziell aufgefiihrt. Zur Geschichte
von Bourbaki vgl. u.a. Aubin 1997; Beaulieu 1993; Gued;j 1985; Weil 1993.

6. Zur strukturalistischen Position in der Mathematikphilosophie vgl. u.a. Bourbaki 1948;
Parsons 1990; Resnik 1988; Shapiro 1983; Thiel 1995: Kap. 12 und zum Strukturbegriff
von Bourbaki speziell Corry 1997: 2691f.
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ne: in der Wirklichkeit gibt es nur Einzeldinge. Fiir den Konzeptualismus exi-
stiert das Allgemeine nur auf der Begriffsebene, der Nominalismus bestreitet
beides: es gibt weder ein allgemeines Sein noch allgemeine Begriffe. Der Ein-
druck von Allgemeinheit wird iiber die Sprache erzeugt (vgl. als Uberblick
Stegmiiller 1956; 1957). Dieser Disput, der in der Antike seinen Anfang nahm,
reicht bis in die Gegenwart hinein. Obschon die Positionen heute um vieles
verdstelter sind und neue hinzu kamen, lassen sich die mathematikphilosophi-
schen Positionen grob danach unterteilen, ob sie mathematischen Objekten
eine allgemeine unabhingige Existenz attestieren (Platonismus) oder sie als
mentale Konstruktionen (Intuitionismus) bzw. sprachliche Konventionen be-
handeln (Nominalismus). Ich gehe im folgenden nur auf den Platonismus so-
wie auf den Formalismus als einer Spielart nominalistischer Positionen ein.
Auf den Intuitionismus (als mathematikphilosophische Variante des Konzep-
tualismus) komme ich im Zusammenhang mit der Grundlagenkrise und den

mit ihr verbundenen grundlagentheoretischen Programmen zu sprechen |

(vgl. 2.2.2)).

2.1.1. Platonismus und Physikalismus

Es gibt kaum Behauptungen, die so vorbehaltlos als wahr akzeptiert werden |
wie die elementaren Aussagen der Schulmathematik. «2 + 2 = 4» hat fiir das °

Alltagsversténdnis einen vermutlich nicht minder evidenten Charakter wie die
Behauptung, dass Menschen sterblich sind. Was aber ist der Gegenstand ma-
thematischer Aussagen? Worauf beziehen sie sich? Was macht sie wahr? Eine
zumindest auf den ersten Blick naheliegende Antwort ist die, dass es offen-
sichtlich Dinge gibt, die wir «2» und «4» nennen, und eine Relation, die wir
als Addition bezeichnen und die die Aussage «2 + 2 = 4» wahr macht. Das-
selbe gilt fiir die Geometrie. Geometrische Sitze handeln von Dingen, die un-
abhingig von uns existieren. Es sind die Eigenschaften dieser Dinge, die dar-
iiber entscheiden, ob unsere Aussagen wahr sind oder nicht. Oder anders
formuliert: dhnlich wie die Aussage «Der Hund bellt» genau dann wahr ist,
wenn der Hund bellt, ist die Aussage «2 + 2 = 4» genau dann wahr, wenn es
Dinge gibt, die den Begriffen «2» und «4» entsprechen und in der postulierten
Relation zueinander stehen.

Auf den ersten Blick mag diese Sicht unproblematisch erscheinen, zumal
sie unserem alltagstheoretischen Realismus entspricht. Die beste Erklirung
fiir unser Gefiihl, dass es eine von uns unabhiingige Aussenwelt gibt, ist immer
noch die anzunehmen, dass eine solche tatsichlich existiert. Schaut man je-
doch niher hin, dann tauchen eine Reihe von Problemen auf, Welcher Art sind
die mathematischen «Gegenstinde», auf die sich mathematische Aussagen be-
zichen? Gibt es in einer wie auch immer gearteten Welt «Dinge> wie Polyno-
me, Zahlen, Mannigfaltigkeiten, Raume, Funktionen, Kérper? Wo sind sie lo-
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kalisiert und wie sehen sie aus? Je nachdem, welche Antwort auf diese Frage
gegeben wird, lassen sich zwei Hauptvarianten einer realistischen Ontologie
unterscheiden: eine platonistische und eine physikalistische. Wihrend der Pla-
tonismus vermutlich immer noch die Mehrheitsmeinung der Mathematiker
wiedergibt, ist der Physikalismus (oder Naturalismus) eine Minderheitsmei-
nung in der Mathematikphilosophie, die allerdings in letzter Zeit einen be-
trachtlichen Aufschwung erfahren hat.’

Beide Varianten des mathematischen Realismus — Platonismus wie Phy-
sikalismus — gehen von einer bewusstseinsunabhéngig gegebenen mathemati-
schen Wirklichkeit aus. Wihrend der Physikalismus die Objekte der Mathe-
matik in gewisser Weise raum-zeitlich verortet, geht der Platonismus davon
aus, dass sie unabhiingig von Raum und Zeit existieren. «The relevant facts
about how the platonist conceives of mathematical objects include their mind-
independence and language-independence; the fact that they bear no spatio-
temporal relations to us; the fact that they do not undergo any physical inter-
actions (exchanges of energy-momentum and the like) with us or anything we
can observe» (Field 1989: 27). Der ontologische Platonismus, so wie er hier
von Hartry Field, einem erkidrten Kritiker, definiert wird, ist in der Regel mit
einer Reihe von epistemologischen Annahmen gekoppelt. Wenn in der Litera-
tur von «Platonismus» die Rede ist, ist diese epistemologische Komponente
meistens mitgemeint.® Zusammengenommen lésst sich der (ontologische und
epistemologische) Platonismus in fiinf Thesen zusammenfassen (vgl. Irvine
1990: xviii):

(1) Die Objekte der Mathematik existieren unabhéngig von uns und unserem
Bewusstsein.

(2) Die Objekte der Mathematik sind nicht physikalischer Natur. Sie existie-
ren ausserhalb von Zeit und Raum und sind uns iiber unsere Sinne nicht
zuginglich.

(3) Mathematische Aussagen sind entweder wahr oder falsch, und zwar un-
abhingig von unserer Kenntnis des jeweiligen Wahrheitswertes.

(4) Der Wahrheitswert einer mathematischen Aussage ergibt sich aus der Be-
schaffenheit der mathematischen Objekte, auf die sich die Aussage be-
zieht.

(5) Es ist uns moglich, mathematische Objekte zu erkennen.’

7. Ich spreche im folgenden von Physikalismus und nicht von Naturalismus. Den Begriff
«Naturalismus» reserviere ich fir Philip Kitchers historischen Empirismus. Meines Wis-
sens hat sich bislang noch keine einheitliche Terminologie durchgesetzt. Vgl. z.B. die von
Brigitte Falkenburg (1994) herausgegebene Sondernummer der Dialektik zur Mathematik-
philosophie, die sich terminologisch dhnlich schwer tut.

8. Die Unterscheidung zwischen einem «ontologischen» und einem «epistemologischen»
Platonismus geht auf Mark Steiner (1973) zuriick.
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Die Differenz zwischen Platonismus und Physikalismus bezicht sich auf die
zweite These. Im Gegensatz zum Physikalismus, der diese These ablehnt, be-
hauptet der Platonismus, dass die mathematischen Objekte jenseits von Zeit
und Raum existieren. Trotz dieser schwer nachvollziehbaren Behauptung, zu-
mal fiir jemanden, der in der Tradition des naturwissenschaftlichen Weltbildes
aufgewachsen ist, ist der Platonismus die Standardphilosophie des working
mathematician. Der Mathematiker sei, so Philip Davis und Reuben Hersh, am
Sonntag Formalist und im Alltag Platonist (Davis/Hersh 1985: 337). Die Be-
deutung, die der Platonismus fiir die praktizierenden Mathematiker besitzt, hat
nicht zuletzt praktische Griinde. Er liefert eine praktikable Erklirung fiir die
Erfahrung, es mit einer eigenstindigen — und manchmal auch widerstindigen —
Wirklichkeit zu tun zu haben. Wenn Mathematiker von ihrer Arbeit sprechen,
dann reden sie haufig von «untersuchen», «entdecken», «finden» etc., als ob
es sich bei ihrem Gegenstand um eine eigenstindige, quasi-natiirliche Realitit
handeln wiirde.' Fast alle Mathematiker und Mathematikerinnen, mit denen
ich gesprochen habe, sehen sich selbst als Forscher, als Entdecker einer eige-

nen faszinierenden Welt, die gekennzeichnet ist durch Harmonie, Ordnung

und Einheit. Mathematik betreiben heisst, die Beschaffenheit dieser Welt zu

untersuchen, ganz dhnlich wie eine Geologin Gesteinsformationen oder ein
Physiker die subatomare Welt der Teilchen untersucht. Man kann, so der fran-

zOsische Mathematiker Alain Connes, ein erklirter Platonist, «den Mathema-

tiker in seiner Arbeit mit einem Forscher vergleichen, der die Welt entdeckt.

Diese Titigkeit deckt harte Tatsachen auf. Man findet zum Beispiel mit einfa-

chen Rechnungen, dass die Folge der Primzahlen kein Ende zu haben scheint.

Die Arbeit des Mathematikers besteht dann darin zu beweisen, dass es unend-

lich viele Primzahlen gibt. (...) Man stosst also auf eine ebenso unbestrittene

Realitit wie die der Physik» (Changeux/Connes 1992: 8f)).

Der Platonismus vermag die Arbeitserfahrungen des praktizierenden
Mathematikers vielleicht am besten wiederzugeben, fiir die Mathematikphilo-
sophie wirft er aber zwei Probleme auf. Das erste ist erkenntnistheoretischer
Natur, das zweite bezieht sich auf das Verhaltnis von Mathematik und empiri-
scher Naturwissenschaft.

(1) Den ersten Einwand hat am pointiertesten Paul Benacerraf in seinem
einflussreichen Aufsatz Mathematical Truth formuliert (Benacerraf 1973).
Wie kann es uns als irdisch-physikalische Wesen je méglich sein, Objekte zu
erkennen, die jenseits von Raum und Zeit existieren? Aus der Sicht einer Kau-

9. Mit Ausnahme der zweiten These beschreiben die angefiihrten Thesen nicht nur die plato-
nistische Auffassung, sondern stehen generell fiir eine realistische Position, vgl. als Uber-
blick Franzen 1992.

10. Dies zeigt eine Durchsicht der Arbeitsberichte, die die Gaste des Max-Planck-Instituts fiir
Mathematik zwischen 1988 und 1991 geschrieben haben (MPI fiir Mathematik 1992).
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saltheorie der Wahrnehmung ist die platonistische Position jedenfalls reine
Metaphysik. Ich komme in Abschnitt 2.2.1. auf die epistemologischen Proble-
me des Platonismus zuriick.

(2) Die zweite Schwierigkeit, die der Platonismus zu meistern hat, ist die
Erklirung der augenfilligen Niitzlichkeit der Mathematik. Wie ldsst sich er-
kldren, dass Theorien, die sich auf eine nicht-physikalische Wirklichkeit be-
ziehen und wahr sind in Hinblick auf diese, sich immer wieder als brauchbar
erweisen fiir die Modellierung der physikalischen Wirklichkeit? Oder wie es
die Mathematikphilosophin Penelope Maddy formuliert: «What do the
inhabitants of the non-spatio-temporal mathematical realm have to do with the
ordinary physical things of the world we live in?» (Maddy 1990a: 21). Die
Antworten, die Platonisten auf diese Frage geben, sind in der Regel cher
hilflos. Die meisten begniigen sich damit, auf das beriihmte Diktum von
Eugene Wigner zu verweisen, der in einem vielzitierten Aufsatz von der
«unreasonable effectiveness» der Mathematik gesprochen hat (Wigner 1960).
Mathematische und physikalische Welt sind zwei verschiedene Wirklichkei-
ten, die aus unerklirlichen Griinden — oder einer nicht minder mirakulosen
«pristabilierten Harmonie» (Hilbert 1930) — zueinander passen. "'

Wie das Gesprach zwischen dem Mathematiker Alain Connes und dem
Neurobiologen Jean-Pierre Changeux zeigt, gerit auch der reflektierteste Pla-
tonist in Schwierigkeiten, wenn er diese nicht-materielle Welt im einzelnen
beschreiben und sie in Beziehung setzen soll zu seinem ansonsten naturwis-
senschaftlich geprigten Weltbild. «Deine Thesen iiber die Natur der mathema-
tischen Objekte scheinen mir ein wenig paradox zu sein», wirft Jean-Pierre
Changeux seinem Gesprichspartner Alain Connes vor, der sich verzweifelt
bemiiht, Platonismus und wissenschaftliches Weltbild unter einen Hut zu

¢ bringen. «Die Frage nach der Existenz einer mathematischen Welt ist unser
grosster Streitpunkt. Ich versuche, mich in Deine Rolle zu versetzen, und habe
* mich gefragt, wo sich diese Welt befindet und welche Spur sie in der Natur
~ hinterlisst. Wenn Du die Hypothese aufstellst, dass die mathematische Welt
~ ausserhalb von uns existiert, und wenn Du Dich einen Materialisten nennst,
- dann musst Du ihr eine materielle Grundlage geben» (Changeux/Connes

1992: 34). Genau darin liegt das Dilemma des modernen Platonismus.

Der Physikalismus kennt solche Probleme nicht. In der Wissenschafts-
philosophie bezeichnet «Physikalismus» die reduktionistische Doktrin, dass
alle Erscheinungen auf physikalische Gesetzmissigkeiten reduzierbar sind —
«that if something is made of matter, its behavior must have a physical expla-
nation» (Putnam 1975a: 296). In der Mathematikphilosophie ist mit «Physika-
lismus» die Annahme gemeint, dass die mathematischen Objekte letztlich

11. Das Anwendungsproblem stellt sich allerdings nicht nur fiir den Platonismus, sondern
auch fiir den Formalismus und den Intuitionismus.
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physikalischer Natur sind — dass sie, wie es Peter Simons in angemessener
Vagheit formuliert, «zwar noch in irgendeinem Sinne abstrakt sind, aber nicht
in einem von der physischen Welt getrennten Bereich existieren, sondern ir-
gendwie darin und dazugehérig sind» (Simons 1994: 19). Der mathematikphi-
losophische Physikalismus tritt in einer starken und einer schwachen Variante
auf. Die schwache Variante wird von Hilary Putnam in seinem Aufsatz What
Is Mathematical Truth? vertreten (Putnam 1975b). Insbesondere in seiner

schwachen Variante ist der mathematische Physikalismus eine in gewissem

Sinne negative Argumentation, indem aus der Unentbehrlichkeit der Mathe-
matik fiir die Physik auf die empirische Existenz mathematischer Objekte ge-
schlossen wird. Wir wissen zwar nicht, wie die mathematische Welt beschaf-
fen ist. Die Tatsache aber, dass es Mathematik braucht, um physikalische
Phianomene zu erkliren oder Menschen auf den Mond zu schicken, legt die
Annahme nahe, dass die Objekte, von denen die Mathematik handelt, in ir-
gendeiner Form real existieren. In der Mathematikphilosophie wird diese Ar-
gumentation als Indispensability-Argument bezeichnet.

Dieses Argument schliesst an den wissenschaftlichen Realismus in der
Wissenschaftsphilosophie an. Die Kontroverse zwischen wissenschaftlichem
Realismus (nicht zu verwechseln mit dem ontologischen und epistemologi-
schen Realismus) und wissenschaftlichem Anti-Realismus dreht sich um die
Frage nach dem Status von theoretischen Entititen in den empirischen Wis-
senschaften. Als theoretische Entititen werden jene Objekte oder Ereignisse
bezeichnet, die theoretisch postuliert werden, dem Auge jedoch aus prinzi-
piellen Griinden nicht zuginglich sind — «that ragbag or stuff postulated by
theories but which we cannot observe» (Hacking 1983: 26). Gibt es Elektro-
nen oder Top-Quarks oder sind sie bloss niitzliche Fiktionen? Wihrend der
wissenschaftliche Realismus, wie thn W.V.O Quine oder auch Hilary Putnam
vertreten, von der Existenz theoretischer Entititen ausgeht, vertreten wissen-
schaftliche Anti-Realisten die Auffassung, dass es zwar sinnvoll sein mag,
Elektronen theoretisch zu postulieren, ihnen jedoch keine physikalische Exi-
stenz zukommt. Da theoretische Entititen nicht direkt beobachtbar sind, sollte
man sie als niitzliche, aber fiktive Konstruktionen behandeln. «The sc ientific
realist’s most conspicuous opponent is the instrumentalist, who holds that un-
observables are a mere useful fiction> that helps us predict the behavior of the
observable. Thus the instrumentalist denies just what the scientific realist as-
serts — that there are electrons etc. — but continues to use the same theories the
realist does to predict the behaviour of the observables» (Maddy 1990a: 10).

Aus der Sicht des Indispensability-Arguments haben mathematische Ob-
jekte im Prinzip den gleichen Status wie die theoretischen Entitiiten der Phy-
sik. Angesichts der Durchdringung von Mathematik und Naturwissenschaften
macht es, so das Argument, keinen Sinn, im einen Fall Realistin zu sein und
an die Existenz von Elektronen zu glauben und im anderen Fall Konstruktivi-
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stin zu sein und mathematische Objekte als fiktive Grossen zu behandeln.
Oder wie es Hilary Putnam formuliert: «I argued in detail that mat hematics
and physics are integrated in such a way that it is not possible to be a realist
with respect to physical theory and a nominalist with respect to mathematical
theory (...) In short — a reasonable interpretation of the application of mathe-
matics to the physical world requires a realistic interpretation of mathematics »
(Putnam 1975b: 61). Wer Realist ist in Hinblick auf die Physik, aber Anti-Rea-
list, was die Mathematik anbelangt, macht sich, so Quine, einer «Doppelmo-
ral» schuldig (Quine 1951: 45)."

Physik und Mathematik sind so stark miteinander verwoben, dass die
empirische Bestitigung physikalischer Theorien gleichzeitig als Bestitigung
der in ihnen verwendeten mathematischen Theorien gesehen werden kann.
«Mathematics is part of the theory we test against experience, and a successful
test supports the mathematics as much as the science» (Maddy 1990a: 27). In-
sofern gehoren die in den Natur- und Ingenieurwissenschaften verwendeten
mathematischen Sitze zu den am besten getesteten Aussagen der Wissen-
schaft. Wie aber steht es mit dem Umkehrschluss? Wenn mathematische Aus-
sagen empirisch bestatigt werden konnen, dann miissten sie im Prinzip auch
empirisch falsifizierbar sein. Dies ist eine Folgerung, die sich auch aus Quines
Kritik an der kategorialen Trennung von analytischen und synthetischen Sit-
zen ziehen ldsst: «It becomes folly to seek a boundary between synthetic state-
ments, which hold contingently on experience, and analytic statements, which
hold come what may. Any statement can be held true come what may, if we
make drastic enough adjustments elsewhere in the system. (...) Conversely, by
the same token, no statement is immune to revision. Revision even of the log-
ical law of the excluded middle has been proposed as a means of symplifying
quantum mechanics» (Quine 1951: 43)."

Damit ist allerdings noch nicht beantwortet, weshalb wir im Falle von

Beobachtungen, die unseren theoretischen Annahmen widersprechen, immer

nur die realwissenschaftlichen Annahmen aufgeben, nie aber die mathemati-

~ schen: Experimente falsifizieren (wenn iiberhaupt) die Physik, nicht die Ma-

thematik. Diese Tatsache hat viele Mathematikphilosophen in ihrer Meinung
bestirkt, dass mathematisches Wissen ein Wissen a priori ist, d.h. ein Wissen,

12. Die Durchdringung von Physik und Mathematik Hisst sich an einem Schulbeispiel illustrie-
ren. Wer das zweite Newtonsche Gesetz anwendet, z.B. um die Geschwindigkeit oder den
Weg einer mit der Kraft P gestossenen Kugel mit der Masse m zu berechnen, braucht eini-
ges an Mathematik, von einfacher Arithmetik bis zu Integral- und Diﬂ'erentialrechmpg.

13. Vgl. dhnlich auch Putnam, der sich in diesem Zusammenhang zu einer radikalen Ausse-
rung vorwagt: «l then want to raise the question: could some of the mecessary truths) of
logic ever turn out to be false for empirical reasons? | shall argue that the answer to this
question is affimmative, and that logic is, in a certain sense, a natural science» (Putnam
1968: 174).



44

das durch Erfahrung nicht falsifizierbar ist. Eine Position, die die Mathematik
als aposteriorisches Wissen betrachtet, hat es ungleich schwerer, plausibel zu
erklaren, weshalb die Mathematik empirischen Widerlegungen gegeniiber so
resistent ist."

Das Indispensability-Argument von Quine und Putnam lauft letztlich auf

eine Aufhebung der Unterscheidung von apriorischem und aposteriorischem .

Wissen hinaus. Denn sobald man davon ausgeht, dass mathematisches Wissen

gerechtfertigt wird iiber die empirische Plausibilitit der naturwissenschaftli-

chen Theorien, in denen es verwendet wird, kann es nicht mehr umstandslos

als ein Wissen a priori behandelt werden. Das ist auch die Folgerung, die Put-

nam zieht. «The reader will not be surprised to learn that my expectation is
(...) that we will have to face the fact that «empirical> versus mathematical> is
only a relative distinction; in a looser and more indirect way than the ordinary
<empiricab> statement, much of mathematics too is empirical>. In a sense, this
final collapse of the notion of the a priori has already begun» (Putnam 1975b:
63f.; vgl. dhnlich auch Quine 1954: 367). In den letzten Jahren scheint Putnam
seine frithere Position allerdings wieder etwas zuriickgenommen zu haben.
Der Grund dafiir liegt in den unangenehmen empiristischen Konsequenzen, zu
denen das Indispensability-Argument letztlich fiihrt. «Wenn uns», so Putnam
in einem Interview, «die Zuriickweisung des Apriorismus zu einer Annahme
verleitet, wonach alle Fragen einfach empirischer Natur seien, befinden wir
uns auf dem Holzweg. Wir miissen vielmehr davon ausgehen, dass es Wahr-
heiten gibt, welche in einem schwicheren Sinne des Wortes a priori sind, fiir
die wir also keine Garantien — zum Beispiel in Form einer kantischen Theorie
der Strukturen der Vernunft — besitzen. Es gibt mit anderen Worten Wahrhei-
ten, die insofern a priori sind, als wir gegenwirtig nicht einmal verstehen wiir-
den, was es hiesse, sie seien falsch. (...) Wir besitzen in der Tat keine philoso-
phische Garantie dafiir, dass wir die Arithmetik nicht doch einmal revidieren
werden; das Fehlen einer derartigen Garantie impliziert indessen nicht, dass
ich jetzt in der Lage bin, die Bedeutung der Behauptung zu verstehen,
<5+ 5 =10 sei falsch» (Putnam in Burri 1994: 172).

14. Beispielhaft dafiir ist etwa die Argumentation von Hugh Lehman (1979), der die Méglich-
keit ciner empirischen Widerlegung mathematischer Sitze zwar theoretisch behauptet,
aber nicht in der Lage ist, dafiir nur ein einziges (nicht-fiktives) Beispiel anzugeben. Quine
begriindet die hohere Resistenz der Mathematik gegeniiber empirischen Falsifikationen
damit, dass eine Revision der mathematischen Sitze ungleich folgenreicher wire als die
Aufgabe der physikalischen Hypothesen (Quine 1951: 43f.). Zudem lehrt die Duhem-Neu-
rath-Quine-These, dass nicht ein einzelner Satz zur Disposition gestellt wird, sondern
immer nur das System als Ganzes (vgl. 3.1.). Dies macht verstindlich, weshalb man mit
der Revision vorzugsweise dort beginnt, wo es am wenigsten schmerzt: bei den Proto-
kollsitzen, den Hilfshypothesen und vielleicht sogar bei den Sitzen der Physik, aber ganz
gewiss nicht bei den Sitzen der Mathematik.
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Sowohl Putnam wie Quine machen keine Angaben dariiber, wie sie sich
die Beziehung zwischen mathematischer und physikalischer Wirklichkeit ge-
nau vorstellen — ob zwischen beiden Welten ein lockeres Korrespondenzver-
héltnis besteht oder ob die Mathematik nichts anderes ist als eine Art abstrakte
Physik. Nicolas Goodman geht hier einen Schritt weiter, indem er mathemati-
sches Wissen dezidiert als empirisches Wissen behandelt und die Mathematik
selbst explizit als Naturwissenschaft definiert: Mathematics as Natural
Science, so der programmatische Titel eines vor einigen Jahren erschienenen
Aufsatzes (Goodman 1990). Goodman unterscheidet zwischen zwei Arten von
mathematischen Begriffen: quasi-empirische Begriffe, die als Idealisierungen
physikalischer Objekte oder Prozesse verstanden werden kénnen, und theore-
tische Begriffe, die keinen, wie auch immer indirekten empirischen Bezug ha-
ben. Goodman nennt hier als Beispiel die transfiniten Kardinalzahlen der
Mengentheorie (Goodman 1991: 124). Ahnlich wie Quine und Putnam vertritt
Goodman hinsichtlich dieser zweiten Gruppe von Begriffen einen an die Ma-
thematik adaptierten wissenschaftlichen Realismus. Kardinalzahlen oder Ga-
lois-Gruppen haben fiir ihn den gleichen Status wie die theoretischen Entitdten
in der Physik und auch die gleiche Funktion. Sie machen Phinomene und Pro-
zesse verstindlich, die sonst nicht oder nur mit erheblichem Aufwand erklar-
bar wiren. «In both cases we are dealing with theoretical entities introduced
for the sake of producing a smooth and workable theory of a domain
previously introduced. We believe in them because we do not see any other
reasonable way to make the theory work, but they are not directly accessible
to us» (Goodman 1991: 124).

Um seine physikalistische Perspektive auf die Mathematik zu plausibili-
sieren, verkniipft Goodman physikalische und mathematische Begriffe zu ei-
nem hierarchischen Bedingungszusammenhang. Indem jede niichsthohere
Ebene fiir die nichstuntere «indispensable» ist, bilden Physik und Mathematik
eine Einheit mit einem letztlich gemeinsamen Referenzbereich. Der Unter-
schied zwischen Physik und Mathematik besteht vor allem in ihrem Abstrak-
tionsgrad. Wihrend sich die Physik auf reale, materielle Phinomene bezieht,
beschreibt die Mathematik deren Form. «He (der Mathematiker) is not study-
ing material reality, but something else. That something else, which we call the
mathematical form of the physical phenomenon, is the proper subject matter
of mathematics, and its ontological status is the first question we must face in
the philosophy of mathematics» (Goodman 1990: 188)."

Der Mathematiker Saunders Mac Lane, auf den sich Goodman erstaunli-
cherweise nicht bezieht, hat anhand eines systematischen Durchgangs durch
die Hauptgebicte der Mathematik (Zahlentheorie, Geometrie, Lineare Alge-
bra, Analysis, Topologie etc.) zu begriinden versucht, weshalb man die Mathe-
matik als Wissenschaft der Formen definieren sollte (Mac Lane 1986). In An-
schluss an Philip Kitcher, auf dessen «Naturalismus» ich in Abschnitt 2.3.2.
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eingehen werde, vertritt Mac Lane einen <historischen> Empirismus. Die Ma-
thematik, so Mac Lane, entstand urspriinglich aus Alltagsaktivititen wie Zih-
len, Bewegen, Messen oder Gruppieren. Im Verlauf ihrer Entwicklung hat sie
sich sukzessiv von diesem konkreten Bezug gel6st und zunechmend abstraktere
Konzepte entwickelt. Es sind diese abstrakten, von ihrem urspriinglichen
Entstehungskontext abgelosten Konzepte, die den Gegenstand der wissen-
schaftlichen Mathematik bilden. «Mathematics started from various human
activities which suggest objects and operations (addition, multiplication, com-
parison of size) and thus lead to concepts (prime number, transformation)
which are then embedded in formal axiomatic systems (Peano arithmetic,
Euclidean geometry, the real number system, field theory, etc.). These systems

turn out to codify deeper and nonobvious properties of the various originating

human activities. (...) In this view, mathematics is formal, but not simply «for-
malistic) — since the forms studied in mathematics are derived from human ac-
tivities and used to understand those activities» (Mac Lane 1981: 463f.). Oder
wie er es an einer anderen Stelle formuliert: «Mathematics is not a scientific
study of the facts but a developing analysis of the forms which underly the
facts» (Mac Lane 1986: 414).

Der Physikalismus, so wie er von Putnam oder Goodman vertreten wird,
ist zwar mit einer naturwissenschafilich fundierten Erkenntnistheorie verein-
bar und hat auch keine Schwierigkeiten zu erklaren, weshalb sich die Mathe-
matik fiir die Beschreibung der physikalischen Welt immer wieder als niitzlich
erweist. Dafiir ist er aber mit anderen Problemen konfrontiert, die nicht minder
gravierend sind. Die physikalistische Position behandelt mathematisches Wis-
sen letztlich als empirisches Wissen und verabschiedet sich damit von der Auf-
fgssung, dass mathematisches Wissen ein Wissen a priori ist. Damit stellt sich
die Frage, worin denn iiberhaupt noch der Unterschied zwischen Mathematik
und Physik besteht und weshalb mathematisches Wissen empirisch zwar be-
stitigt, aber offensichtlich nicht widerlegt werden kann. Die These, dass jede
physikalische Theorie immer auch Mathematik voraussetzt, mag zwar als Ar-
gument fiir die Untrennbarkeit von Physik und angewandter Mathematik die-
nen. Daraus aber auf den «empirischen> Charakter der gesamten, auch der rei-
nen Ma}hematik zu schliessen, scheint doch eine unzulissige Extrapolation zu
sein. Dies ist jedenfalls die Kritik, die Penelope Maddy am Indispensability-
Argument anbringt: «Notice that unapplied mathematics is completely with-

1s. E.ine dhnlich radikale Position vertritt auch Michael Resnik. Sein Ausgangspunkt ist aller-
dfngs nicht die Anwendbarkeit der Mathematik in der Physik, sondern gerade umgekehrt
die Mathe.matisierung der Physik. «In short, today it is more appropriate to use «abstract
mathema.ncal models to describe the ontology of physics and somewhat misteading to use
the traditional «concrete> models of planets and billard balls. Thus I find no clear ontologi-

ca_l or epistemological or methodological boundary between mathematics and the rest of
science» (Resnik 1988: 402).

47

out justification in the Quine/Putnam model; it plays no indispensable role in
our best theory, so it need not be accepted» (Maddy 1990a: 30). Dieser Ein-
wand gilt dhnlich auch fiir Goodman. Es wire erst noch zu belegen, ob tatséch-
lich jeder Begriff der reinen Mathematik mit der Physik verkniipft und inso-
fern «indispensable» ist. Und zudem bleibt offen, wie man sich die Beziehung
zwischen der empirischen Rechtfertigung mathematischer Aussagen und dem
Beweis als innermathematischer Begriindungspraxis genau vorzustellen hat. '6

2.1.2. Formalismus

Die Schwierigkeiten, in die sich der mathematische Realismus — ob in der
einen oder anderen Variante — verfangt, trigt dazu bei, dass in der Mathema-
tikphilosophie andere Positionen immer wieder Aufirieb bekommen. Unter
diesen Alternativen nimmt der Nominalismus die offensichtlichste Gegen-
position ein. Genau genommen ist der moderne Nominalismus jedoch weder
eine einheitliche Doktrin, noch formuliert er eine eigenstindige ontologische
Position, sondern zeichnet sich gerade umgekehrt durch eine anti-ontologi-
sche — oder zumindest a-ontologische — Orientierung aus und umfasst ein brei-
tes Spektrum von Positionen (vgl. ausfiihrlicher Rheinwald 1984). Ich werde
im folgenden nur auf den Formalismus eingehen, da er innerhalb des nomina-
listischen Spektrums die bekannteste Position darstellt. Allerdings tritt auch
der Formalismus in einer Vielzahl von Varianten auf. Ich werde diese Varian-
ten nicht im einzelnen vorstellen, sondern mich auf die Darstellung der forma-
listischen Auffassung der Mathematik beschrinken, so wie sie von David
Hilbert im ersten Drittel dieses Jahrhunderts entwickelt worden ist. Den For-
malismus am Beispiel von Hilbert einzufiihren, ist allerdings nicht ganz un-
problematisch, denn Hilbert war kein erkldrter Formalist. Sein Bezugspunkt
war die inhaltliche Mathematik, der Formalismus war fiir ihn bloss Mittel zum
Zweck — eine Strategie, um die Widerspruchsfreiheit der Mathematik sicher-
Zustellen. Dennoch hat er mit seiner sog. «Beweistheorie» eine wichtige
Grundlage fiir die heutigen Varianten des Formalismus gelegt.

Hilbert hat seine formalistische Auffassung der Mathematik nicht in ei-
nem Zug entwickelt, sondern in zwei, allerdings zusammenhingenden Pha-
sen. Die erste Phase datiert um die Jahrhundertwende. In dieser Zeit entwik-
kelte Hilbert seine formale Axiomatik und fiihrte ihre Produktivitit am
Beispiel der Geometrie vor. Die zweite Phase setzte nach dem Ersten Welt-
krieg ein und war motiviert durch den zunehmenden Erfolg seines intuitioni-
stischen Gegenspielers L.E.J. Brouwer. In dieser zweiten Phase entwickelte
Hilbert seine Beweistheorie, deren Ziel es war, die Widerspruchsfreiheit der
—————

16. Der Physikalismus ist ein wichtiger Bestandteil der neuen quasi-empiristischen Bewegung
in der Mathematikphilosophie. Ich komme weiter unten darauf zuriick (vgl. 2.3.).
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Mathematik ein fiir allemal sicherzustellen.'” Im Gegensatz zu den im letzten
Abschnitt beschriebenen Positionen vermeidet Hilbert ontologische Festle-
gungen. Diese a-ontologische Position lisst sich am Beispiel seiner formalen
Axiomatik, so wie er sie 1899 in seinen Grundlagen der Geometrie entwickelt
hat, gut veranschaulichen (Hilbert 1899).

In der inhaltlichen Axiomatik, das klassische Beispiel ist die euklidische
Geometrie, hatte man eine kleine Anzahl unbewiesener, aber fiir wahr gehal-
tener Ausgangssitze an den Anfang gestellt und daraus die weiteren Sitze, die
Theoreme, durch logisches Schlussfolgern abgeleitet. Die Wahrheit dieser
Ausgangssitze — der Axiome — wurde iiber ihre Evidenz gerechtfertigt. Oder
wie es Hilbert in seinen zusammen mit Paul Bernays verfassten Grundlagen
der Mathematik formulierte: «Die inhaltliche Axiomatik fiihrt ihre Grundbe-
griffe durch den Hinweis auf bekannte Erlebnisse ein und stellt ihre
Grundsitze entweder als evidente Tatsachen dar, die man sich klarmachen
kann, oder formuliert sie als Extrakt von Erfahrungskomplexen und gibt damit
dem Glauben Ausdruck, dass man Gesetzen der Natur auf die Spur gekommen
ist, zugleich in der Absicht, diesen Glauben durch den Erfolg der Theorie zu
stiitzen» (Hilbert/Bernays 1934: 2). Demgegeniiber verzichtet die formale
Axiomatik auf eine inhaltliche Qualifizierung der Axiome. Evidenz oder An- '
schaulichkeit ist kein Kriterium mehr, um die Wahl der Axiome zu rechtferti-
gen. Axiome sind Annahmen hypothetischer Art, «Satzungen> gewissermas-
sen, deren inhaltliche Wahrheit nicht zur Debatte steht. «Fiir die logische |
Abhingigkeit der Lehrsitze von den Axiomeny, sei es gleichgiiltig, so Hil- "
berts Mitarbeiter Paul Bernays, «ob die vorangestellten Axiome wahre Sitze
sind oder nicht; sie stellt einen rein hypothetischen Zusammenhang dar: wenn
es sich so verhalt, wie die Axiome aussagen, dann gelten die Lehrsitze. (...)
Indem man nun bei einem Axiomensystem von der Wahrheit der Axiome ganz
absieht, wird auch die inhaltliche Auffassung der Grundbegriffe irrelevant,
und man kommt so dazu, iiberhaupt von allem anschaulichem Inhalt der Theo-
rie zu abstrahieren» (Bernays 1930: 19f.). Die einzige Anforderung, die an das

Axiomensystem gestellt wird, ist die, dass die Axiome vollstindig, unabhin-
gig und widerspruchsftrei sind. '®

17. Z}.l Hi.lbert und seinen grundlagentheoretischen Arbeiten gibt es heute eine Reihe von auch
historisch ausgerichteten Studien, vgl. u.a. Mehrtens 1990; Peckhaus 1990; Smorynski
198§; Toepell 1986. Zu Hilberts Person vgl. die Biographie von Constance Reid 1989
sowie Blumenthal 1935. In der philosophischen Grundlagenliteratur wird in der Regel di¢
B?wel.stheon'e in den Mittelpunkt gestellt und nur am Rande in Zusammenhang gebracht
mit Hllberts grundlagentheoretischen Arbeiten zu Beginn des Jahrhunderts. Wie Peckhaus
(1990) zeigt, hat Hilbert bereits in seinem 1904 gehaltenen Vortrag Uber die Grundlagen
der Logik und der Arithmetik Uberlegungen vorweggenommen, die er dann spéter im Rah-
men seiner Beweistheorie weiter ausgebaut hat (Hilbert 1905).
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Wenn aber die Axiome nicht mehr inhaltlich gerechtfertigt werden, son-
dern im Prinzip beliebig setzbar sind, stelit sich neu die Frage, woran sich nun
ihre Wahrheit und die Wahrheit der aus ihnen abgeleiteten Sitze festmachen
lisst. Hilbert fiihrt hier das formale Kriterium der Widerspruchsfreiheit ein.
Wahr sind die Axiome dann, wenn aus ihnen kein Widerspruch resultiert. Oder
wie er es 1899 in einem Brief an Gottlob Frege formulierte: «Wenn sich die
willkiirlich gesetzten Axiome nicht einander widersprechen mit simtlichen
Folgen, so sind sie wahr, so existieren die durch die Axiome definirten Dinge.
Das ist fiir mich das Criterium der Wahrheit und Existenz» (zit. in Frege
1976: 66).

In der formalistischen Auffassung der Mathematik wird die Spannung
zwischen Begriff und Anschauung, die sich als heimlicher Riss schon langer
durch die Mathematik gezogen hat, zugunsten des Begriffs aufgeldst. «Verste-
hen heisst Berechnen», wie Walther von Dyck 1908 die moderne, anschau-
ungsskeptische Position knapp resitimierte (von Dyck 1908: 227). Mit seinem
radikalen Verzicht auf jeglichen Aussenbezug hat Hilbert auf zwei Entwick-
lungen reagiert, die im 19. Jahrhundert die Anschauung als erkenntnis begriin-
dendes Prinzip in Misskredit gebracht hatten: zum einen auf die Entdeckung
der nicht-euklidischen Geometrien (ich komme darauf noch zu sprechen), zum
anderen auf die Konstruktion von «Monsterfunktionen» in der Analysis, die in
den Augen der damaligen Mathematiker unmissverstindlich demonstrierten,
dass zwischen dem Anschaulichen und dem Berechenbaren unter Umstinden
eine uniiberbriickbare Kluft besteht (Volkert 1986; 1992). Der Appell an die
Anschauung kann den Beweis nicht ersetzen. Das war die Lehre, die man in
der Mathematik aus der Existenz der unanschaulichen (aber offensichtlich be-
weisbaren) Monsterfunktionen und der Entdeckung der nicht-euklidischen
Geometrien gezogen hatte. Hans Hahn hat diese Erfahrung als «Krise der An-
schauung» bezeichnet (Hahn 1933).

David Hilbert — der «Euklid unserer Zeit», wie ihn sein Schiiler und Gét-
tinger Kollege Richard Courant bewundernd nannte (Courant 1928: 91) — hat
auf diese Herausforderung mit seiner formalen Axiomatik reagiert. Die Be-
griffe, mit denen Mathematiker operieren, verweisen auf nichts mehr ausser-
halb des von ihnen selbst geschaffenen kognitiven Universums.'® Im Hilbert-
?Chen Formalismus verschiebt sich die Wahrheitsinstanz von aussen nach
nnen, vom Gegebenen zur Konstruktion, von der inhaltlichen Ubereinstim-

——

18. Yolistindigkeit: Alle Sitze des betreffenden axiomatischen Systems miissen aus den Axio-
men ableitbar sein. Unabhdngigkeit: Die Axiome miissen voneinander unabhingig sein,
d.h. es darf nicht vorkommen, dass ein Axiom aus den anderen ableitbar ist. Widerspruchs-
Jreiheir: Die Axiome und die daraus ableitbaren Sitze diirfen nicht zueinander in Wider-
spruch stehen. Bei der Beweistheorie steht das Problem der Widerspruchsfreiheit im
Mittelpunkt. Ich komme in Abschnitt 2.2.2. darauf zuriick.
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mung zum Verfahren. Wahrheit wird nicht mehr iiber Korrespondenz mit einer
wie auch immer gearteten <externen> Wirklichkeit definiert, sondern wird
gleichgesetzt mit Widerspruchsfreiheit im Rahmen einer vom Mathematiker
selbst geschaffenen Ordnung. Oder wie Frangois Lyotard diese nteriorisie-
rung> der Wahrheitsinstanz beschreibt: «Aufgerufen, sich ihrer Gewissheit
ohne Rekurs auf eine Andersheit, die als letzter Garant oder absoluter Zeuge
dienen wiirde, zu versichemn, muss sich die Erkenntnis auf die einzigen Mittel
stiitzen, die sie selbst autorisiert, auf die einer rational «guten> Form oder Kon-
struktion» (Lyotard 1986: 2).

In gleicher Weise wird auch der Begriff der Existenz von allen ontologi-
schen Beziigen befreit. Existent ist das, was den Axiomen nicht widerspricht:
«Wenn man einem Begriffe Merkmale erteilt, die einander widersprechen, so
sage ich: der Begriff existiert mathematisch nicht. So existiert z.B. mathema-
tisch nicht eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich -1 ist. Gelingt es jedoch zu
beweisen, dass die dem Begriffe erteilten Merkmale bei Anwendung einer
endlichen Anzahl von logischen Schliissen niemals zu einem Widerspruche
fihren konnen, so sage ich, dass damit die mathematische Existenz des Begrif-
fes (...) bewiesen worden ist» (Hilbert 1900a: 300f.). Existenz und Wahrheit
werden bei Hilbert zu systemrelativen Begriffen ohne ontische Qualitit. Die
modemne Mathematik zeichne sich dadurch aus, so zusammenfassend Paul
Bernays, «dass Existenz im mathematischen Sinne nichts anderes bedeutet als
Widerspruchsfreiheit. Hiermit ist gemeint, dass fiir die Mathematik keine phi-
losophische Existenzfrage bestehe» (Bernays 1950: 92).

Hilberts formalistische Auffassung der Mathematik stiess allerdings
nicht bei allen Mathematikern auf Gegenliebe. «Die neue, Hilbert eigentiimli-
che Wendung ist die, dass er an den Sitzen der Mathematik ihre inhaltliche Be-

19. In denj Einleitung zu ihrem Lehrbuch zur Mathematik fassen Richard Courant und Herbert
Robbins die Entwicklung von einer inhaltlichen zu einer formalen Sichtweise, die im End-
effekt zu der bereits erwihnten strukturalistischen Konzeption der Mathematik fiihrte,
anSf:haullch zusammen. «Durch die Jahrhunderte hindurch hatten dic Mathematiker ihre
Objekte, 2.B. Zahlen, Punkte usw., als «Dinge an sich» betrachtet. Da diese Objekte aber
den Versu&_:hen, sie angemessen zu definieren, von Jeher getrotzt haben, dimmerte es den
Ma.thematlkem des 19. Jahrhunderts allmahlich, dass die Frage nach der Bedeutung dieser
Objekte als «wirkliche Dinge» fiir die Mathematik keinen Sinn hat (...). Die einzigen sinn-
vollen Aussagen iiber sie beziehen sich nicht auf die dingliche Realitit; sie betreffen nur

die gegenseitigen Beziehungen zwischen undefinierten Objekten und die Regeln, die die

Operati(?nen mit ihnen beherrschen. Was Punkte, Linien, Zahlen «wirklich» sind, kann und
braucht in der mathematischen Wissenschaft

! " nicht erdrtert zu werden. Worauf es ankommt
%}, 1st Struktur 1.md Beziehung, etwa, dass zwei Punkte eine Gerade bestimmen, dass aus
o r:n nach .gew‘lssep Regeln andere Zahlen gebildet werden, usw. Eine klare Einsicht in
¢ Notwendigkeit, die elementaren mathematischen Begriffe ihrer Dinglichkeit zu entklei-

den, ist eines der fruchtbarsten Er| i i
gebnisse der mod i i
(Courant/Robbins 1973 XX). Fmen Enticklung der Axiomail
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deutung fahren lisst und sie zu einem reinen Formelspiel entleert», monierte
etwa Hermann Weyl (Weyl 1924: 449). Weyl war mit seiner Kritik nicht allein.
Der Mathematiker, der die «dussere Welt vergisse», sei einem «Maler ver-
gleichbar, der die Farben und Formen harmonisch zusammenzustellen ver-
stiinde, dem aber die Vorbilder fehlten. Seine schopferische Kraft wire bald
versiegt», schrieb Henri Poincaré 1905, nur wenige Jahre bevor dies in der
Malerei tatsichlich geschah (Poincaré 1905: 112). Der Verweis auf die Kunst
kommt nicht von ungefihr. Denn die Parallelen sind tatsdchlich erstaunlich.
Praktisch zur gleichen Zeit, als sich in der Kunst das Bild vom Abbild 16st,
macht sich auch die moderne Mathematik von jeglichem Gegenstandsbezug
frei.” Das Moderne an der modernen Mathematik ist ihr radikaler Verzicht auf
Reprisentation. In der formalistischen Auffassung der Mathematik sind die
Begriffe gewissermassen <autark> geworden. Sie verweisen auf nichts mehr
ausserhalb des mathematischen Systems, innerhalb dessen sie definiert wur-
den.

Hilbert hat seine formale Axiomatik zunichst am Beispiel der Geometrie
entwickelt, fiir die er einen sog. relativen Widerspruchsfreiheitsbeweis fiihrte.
Er bewies, dass die Geometrie widerspruchsfrei ist, sofern es die Arithmetik
ist. Damit war das Problem fiir die Geometrie zwar gelost, nicht aber fiir die
Arithmetik. Der nichste Schritt bestand folglich darin, auch deren Wider-
spruchsfreiheit zu beweisen. Hilbert hat dies bereits 1900 versucht, aber nicht
zu Ende gefihrt (Hilbert 1900b). In seinem beriihmten Pariser Vortrag be-
zeichnete er jedoch den Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die (axiomatisierte)
Arithmetik als das zweitwichtigste der 23 Probleme, die er den zukiinftigen
Mathematikern zur Bearbeitung vorlegte (Hilbert 1900a). Damit wird auch
deutlich, dass sich das Axiomatisierungsprogramm nicht auf die Geometrie
beschrinkte, sondern alle Zweige der Mathematik miteinschloss, neben der
Arithmetik insbesondere auch die Logik und die Mengenlehre. Eine erste
Axiomatisierung der Mengenlehre wurde 1908 von Hilberts Schiiler Ernst
Zermelo vorgelegt. Es gelang Zermelo jedoch nicht, deren Widerspruchsfrei-
heit zu beweisen. Es hitte sich in diesem Fall, hnlich wie bei der Arithmetik,
Um einen absoluten Widerspruchsfreiheitsbeweis gehandelt, da im Gegensatz
zur Geometrie eine weitere Riickfithrungsebene fehlte, ausser man betrachte-
te, wie es der Logizismus (und mitunter auch Hilbert) tat, die Logik als weitere
(und letzte) Riickfiihrangsebene (Hilbert 1918: 8). Kurt Godel bewies 1931,
dass ein absoluter Widerspruchsfreiheitsbeweis prinzipiell nicht moglich ist.
Um einen Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir ein formales System S zu fiihren,
genligen die im System selbst formalisierten Mitteln nicht. Oder wie es Godel
formulierte: «Ein Widerspruchsfreiheitsbeweis flir eines dieser Systeme S
—_———

20. Diese Parallelitiit ist ein schones Beispiel fir Max Benses These einer «stilistische Koinzi-
denz» (Bense 1946).
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kann nur mit Hilfe von Schlussweisen gefiihrt werden, die in S selbst nicht for-
malisiert sind. Fiir ein System, in dem alle finiten (das heisst intuitionistisch
einwandfreien) Beweisformen formalisiert sind, wire also ein finiter Wider-
spruchsfreiheitsbeweis, wie ihn die Formalisten suchen, iiberhaupt unmog-
lich» (Godel 1931: 204).%!

2.2. Wie ist mathematisches Wissen moglich und wie wird es
gerechtfertigt?

A mathematical theorem, once proved, is established once and for all.
Carl C. Hempel”

Obviously we don’t possess, and probably will never possess, any
standard of proof that is independent of time, the thing to be proved, or
the person or school of thought using it. And under these conditions, the
sensible thing to do seems to be to admit that there is no such thing,

generally, as absolute truth in mathematics, whatever the public may
think.

Raymond L. Wilder” §

M'fxthematisches Wissen galt (und gilt weitgehend immer noch) als sicheres
Wgssen —im Gegensatz zu dem prinzipiell immer mit Unsicherheit behafteten
Wissen der empirischen Wissenschaften. Man kann sich vielleicht vorstellen,
dass die Sonne nie mehr aufgeht, dass aber «2 + 2 = 5» sein konnte, liegt aus-
se.rhalb unserer Vorstellungskraft. Woher bezieht das mathematische Wissen
seine Sicherheit? Die géngige Antwort auf diese Frage verweist auf die unter-
schiedliche Basis von Mathematik und empirischer Wissenschaft. Wiihrend
das Wissen der empirischen Wissenschaften auf Erfabrung beruht (und inso-

fern prinzipiell fallibel ist), beruht das Wissen der Mathematik auf Denken

(und ist insofern durch Erfahrungen nicht widerlegbar). «Die Gesetze der Lo-

gilf und der Mathematik», so Hans Hahn, Mathematiker und Mitbegriinder des
Wiener Kreises, «beanspruchen abs

warmte Korper sich ausdehnen, weis
ste Beobachtung kann ergeben, dass
dass aber zweimal zwei vier ist, gilt

s ich durch Beobachtung, schon die nich-
e erwérmter Korper sich nicht ausdehnt;
. nicht nur in dem Fall , in dem i

nachzihle, ich weiss bestimmt, dass gl Wit o

Beobach ¢ X es immer und iiberajl gilt. Was ich durch
€obacntung weiss, konnte auch anders sein. (...) Also: weil die Sitze der Lo-

21. Zu Godels Widerspruchsfreiheits-
(1958) als gut verstindliche Einfiihrung.

22. Hempel 1945a: 7.

23. Wilder 1944: 319.

olut allgemeine Giiltigkeit. (...) Dass er- |

und Unvollstindigkeitsbeweis vgl. Nagel/Newman |
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gik und Mathematik absolut allgemein gelten, weil sie apodiktisch sicher sind,
weil es s0 sein muss, wie sie sagen, und nicht anders sein kann, konnen diese
Sitze nicht aus der Erfahrung stammen» (Hahn 1932: 146). Oder in Einsteins
biindiger Formulierung: «Insofern sich die Sitze der Mathematik auf die
Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht sicher, und insofern sie sicher sind, be-
zichen sie sich nicht auf die Wirklichkeit» (zit. in Freudenthal 1957: 113f.).

Mathematisches Wissen ist also sicheres Wissen, da es nicht auf Erfah-
rung, sondern auf Denken beruht. Seit Kant wird diese Art von Wissen als
apriorisches Wissen bezeichnet und vom aposteriorischen Wissen der empiri-
schen Wissenschaften abgegrenzt. Was aber ist mit der Behauptung, dass ma-
thematisches Wissen auf Denken beruht, genau gemeint? Denken meint in die-
sem Fall Deduktion. Mathematisches Wissen wird iiber eine deduktive
Prozedur — iiber den Beweis — gewonnen. Oder anders formuliert: Wissen ist
begriindetes Wissen, und die Begriindung lduft in der Mathematik iiber den
Beweis.”* Eine mathematische Aussage gilt dann als begriindet, wenn es ge-
lingt, sie anhand einer Reihe von Ableitungsregeln Schritt fiir Schritt aus einer
Menge von als wahr erkannten Ausgangssitzen abzuleiten, d.h. zu beweisen.
Oder in der formalistischen Variante: ein formaler Beweis ist eine endliche
Folge von Formeln, von denen die erste ein Axiom ist und die letzte das zu be-
weisende Theorem darstellt. Jede Formel ist mit anderen Worten entweder ein
Axiom oder aus den Axiomen bzw. den vorangehenden Formeln Schritt fiir
Schritt nach den geltenden Regeln abgeleitet (Hilbert 1923: 34).

Damit ist das Begriindungsproblem allerdings erst zur Hilfte gelost.
Denn der Beweis liefert nur eine Garantie dafiir, dass sich das Theorem aus
den Ausgangssitzen ableiten lisst; die Wahrheit der Ausgangssitze ist damit
nicht erwiesen. Wie aber kann man sich der Wahrheit der Ausgangssitze si-
cher sein? Eine Antwort auf diese Frage konnte lauten: indem man sie eben-
falls rechtfertigt, d.h. beweist. Damit ist das Problem aber nicht geldst, son-
demn bloss verschoben. Denn ein Beweis der Ausgangssitze A setzt neue
Ausgangssitze A’ voraus, die ihrerseits zu rechtfertigen sind, und so weiter. Im
Prinzip gibt es zwei Moglichkeiten, diesen Regress zu stoppen. Die eine Stra-
tegie besteht darin, einige Sitze als evident, d.h. von vornherein als wahr aus-
Zuzeichnen. Das ist der Weg, den die inhaltliche Axiomatik gewihlt hat, ex-
emplifiziert durch Euklids Geometrie (vgl. 2.1.2.). Bis zum 19. Jahrhundert
galt Euklids Geometrie als Vorzeigebeispiel dafiir, wie man durch reines Den-

———

24. Ich halte mich im folgenden an das konventionelle Verstindnis von Wissen als wakres und
als begriindetes Wissen. Damit man also von A behaupten kann, sie wisse p, miissen drei
Bedingungen erfiillt sein: (1) A muss glauben, dass p; (2) p muss wahr sein; und (3) A
muss jhre Uberzeugung begriinden konnen. Wie ich weiter unten zeigen werde, ist vor

allem die Beziehung zwischen der zweiten und der dritten Bedingung nicht unproblema-
tisch,
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ken zu absolut sicherem Wissen gelangen kann. Am Beispiel der euklidischen
Geometrie liess sich dem interessierten Publikum exemplarisch vorfiihren,
dass man sich durch Denken allein von einer Begriindung zur anderen hoch-
arbeiten kann, bis man zuletzt auf Sitze stosst, die so offensichtlich wahr sind,
dass kein verniinftiger Mensch je an ihnen zweifeln wiirde. Ein hiibsches Bei-
spiel fiir diesen Umgang mit Euklids Geometrie ist John Aubreys (1625-169 7
Bericht iiber Thomas Hobbes’ Entdeckung seiner Liebe zur Geometrie: «He
was 40 yeares old before he looked on Geometry; which happened accidental-
ly. Being in a Gentleman’s Library, Euclid’s Elements lay open, and ’twas the

47. EL libri 1. He read the Proposition. By G—, sayd he (he would now and then ¢
sweare an emphaticall Oath by way of emphasis) this is impossible! So he

reads the Demonstration of it, which referred him back to such a Proposition;

which proposition he read. That referred him back to another; which he also
read. Et sic deinceps (and so on) that at last he was demonstrattvely convinced :

of that trueth. This made him in love with Geometry» (Aubrey 1958: 150).
Mit der Entdeckung der nicht-euklidischen Geometrien stiess der von

der inhaltlichen Axiomatik eingeschlagene <way out) allerdings auf Schwie-

rigkeiten. Je nachdem, welche Ausgangssitze man an den Anfang stellt — kon-

kret: ob man Euklids Parallelenaxiom annimmt oder nicht —, ergeben sich

andere (in sich widerspruchsfreie) Geometrien. Die Entscheidung, welche
dieser Geometrien die «wahrere» ist, muss entweder zu einer empirischen Fra-
ge gemacht werden (dann aber verlisst man genau genommen den Bereich der
Mathematik) oder man verzichtet auf einen inhaltlichen Wahrheitsbegriff. Ge-
nau dies hat Hilbert mit seiner formalen Axiomatik getan (vgl. 2.1.2.). Hilberts
formale Axiomatik steht damit fiir die zweite Strategie. Anstatt die Ausgangs-
satze als evident zu qualifizieren, werden sie als vorliufige Hypothesen behan-
delt, deren inhaltliche Wahrheit nicht zur Debatte steht. Wahr sind die Axiome
dann, wenn aus ihnen kein Widerspruch resultiert — und nicht umgekehrt, wie
es Frege behauptete, der, allerdings nur im Falle der Geometrie, auf die An-
s?hauung nicht ganz verzichten wollte: «Axiome nenne ich Sétze, die wahr
smsl, die aber nicht bewiesen werden, weil ihre Erkenntnis aus einer von der
logischen ganz verschiedenen Erkenntnisquelle fliesst, die man Raum-

25. Die ersten Resultate iiber eine nicht-euk
der von Nicolai Lobatschewskij (182

schewskij und Bolyai beschriebene Geometrie wird heute als «hyperbolische» Geometrie

lidische Geometrie wurden unabhingig voneinan-
9) und Janos Bolyai (183 1) publiziert. Die von Lobat-
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anschauung nennen kann. Aus der Wahrheit der Axiome folgt, dass sie einan-
der nicht widersprechen» (Frege 1976: 63). Hilbert sah dies, wie gesagt, genau
umgekehrt. Die Tatsache, dass es verschiedene Geometrien mit unterschiedli-
chen Ausgangssitzen gibt, ist aus formalistischer Sicht unproblematisch. So-
fern die Geometrien in sich widerspruchsfrei sind, sind sie auch wahr. Sie be-
sitzen, wie Henri Poincaré es in einer zeitgeméssen Metapher formulierte, «die
gleichen biirgerlichen Rechte» (zit. in Toth 1987: 112).

2.2.1. Wahrheit und Beweis

Die Mathematik sieht sich also vor ein doppeltes Begriindungsproblem ge-
stellt. Um eine mathematische Aussage als wahr zu qualifizieren, braucht es
nicht nur einen Beweis, sondern auch eine Begriindung dafiir, weshalb man die
Ausgangssiitze als wahr annimmt. Die Begriindung kann entweder iiber den
Hinweis auf ihre <Evidenz> erfolgen (inhaltliche Axiomatik) oder iiber den
Nachweis ihrer Widerspruchsfreiheit (formale Axiomatik). Davon abgesehen
gibt es aber noch ein weiteres Problem, das ich bislang ausgeklammert habe
und das nicht weniger voraussetzungsvoll ist. W.W. Tait hat dieses Problem in
einem wichtigen Aufsatz als truth/proof problem bezeichnet (Tait 1986). Es
betrifft den Zusammenhang zwischen wahrem und begriindetem Wissen (vgl.
Anm. 24). Bislang habe ich unterstellt, dass Beweis und Wahrheit deckungs-

| gleich sind. Aus formalistischer (bezichungsweise nominalistischer) Sicht ist

diese Gleichsetzung unproblematisch, nicht aber aus der Perspektive des Pla-
tonismus. Als realistische Philosophie kann sich der Platonismus nicht mit ei-
ner Wahrheitsdefinition begniigen, die Wahrheit mit Beweisbarkeit gleich-
setzt. Aus seiner Sicht setzt die Wahrheit eines Satzes mehr voraus, namlich
Ubereinstimmung mit der mathematischen «Wirklichkeit>. Im Gegensatz zum
Formalismus (und Intuitionismus) verwendet der Platonismus also zwei Wah-
heitsdefinitionen gleichzeitig:

(1)  Wahr ist ein mathematischer Satz genau dann, wenn er bewiesen ist.

(2) Wahr ist ein mathematischer Satz genau dann, wenn die mathematische
Wirklichkeit so ist, wie er behauptet. Es ist m.a.W. die Beschaffenheit der
(mathematischen) Welt, die dariiber entscheidet, ob eine Aussage wahr
oder falsch ist. «Mathematical theorems are true or false; their truth or
falsity is absolute and independent of our knowledge for them»
(Hardy 1929: 4).

Das truth/proof-Problem besteht nun darin, dass nicht von vornherein klar ist,
wie sich diese beiden Wahrheitsdefinitionen zueinander verhalten. Jeder be-
Wiesene Satz erhebt den Anspruch, eine Aussage tiber einen Ausschnitt der
Mmathematischen Wirklichkeit zu machen. Wie aber stellen wir fest, ob dieser
Anspruch berechtigt ist? Wie kann man wissen, ob ein bewiesener Satz tat-
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sachlich eine Wahrheit iiber die mathematische Wirklichkeit ausdriickt? Oder
in den Worten von Tait: «What has what we have learned to count as proof got
to do with what obtains in the system of numbers?» (Tait 1986: 341). Die Tat-
sache, dass sich das truth/proof-Problem vor allem fiir den Platonismus stellt,
héingt mit dessen ontologischen Voraussetzungen zusammen, d.h. mit der An-
nahme, dass die Objekte der Mathematik jenseits von Zeit und Raum existie-
ren (2.1.1.). Wie aber konnen wir Zugang gewinnen zu einer Wirklichkeit, die
jenseits von Zeit und Raum existiert? Wie konnen wir jemals etwas iiber Ob-
Jekte erfahren, die unseren Sinnen nicht zuginglich sind?

Paul Benaceraff hat in seinem bereits erwihnten Aufsatz das erkenntnis-
theoretische Dilemma des Platonismus klar herausgearbeitet (Benace-
raff 1973). Benaceraffs «Syllogismus» (Maddy) geht von zwei Primissen aus:
(1) Wir kdnnen nur iiber jene Objekte etwas wissen, die, direkt oder indirekt,
unsere Sinnesorgane affizieren (Kausaltheorie der Wahrnehmung). (2) Im Fal-
le von Objekten, die jenseits von Zeit und Raum existieren, ist dies nicht mog-
lich. Folglich, und dies ist das Dilemma, tun sich fiir den Platonismus zwei
gleichermassen unangenchme Alternativen auf: entweder ist mathematisches
Wissen mglich, dann aber ist der Platonismus falsch. Oder der Platonismus
ist richtig, dann aber ist mathematisches Wissen nicht moglich (Maddy 1990a:
37).** Michael Resnik, ein erklirter Platonist, hat das Erkenntnisproblem, mit
dem der Platonismus konfrontiert ist, folgendermassen formuliert: «As a
mz}thematical platonist, I hold that mathematical objects are causally inert and
exist independently of us and our mental lives, This obliges me to explain how
we can refer to such alien creatures and acquire knowledge and beliefs about
them (....) how we make epistemic or information producing <contact) with
;hle)m, since causal avenues to these objects seem to be closed » (Resnik 1990:

Die bekannteste Antwort auf diese Frage stammt von Kurt Godel (Godel
1947/63). Aus Gédels Sicht gibt es so etwas wie eine mathematische <Wahr-
nehmung> - eine Art funktionales Aquivalent zur sinnlichen Wahrnehmung in
dg:n empmschen Wissenschaften. Godel bezeichnet diese Wahmehmungsfa-
higkeit als Intuition. «The objects of transfinite set theory (...) clearly do not
belong to th.e physical world and even their indirect connection with physical
expenence 1s very loose (...). But, despite their remoteness from sense expe-
nience, we do have something like a perception also of the objects of set theory,
as 1t 1s seen from the fact that the axioms force themselves upon us as being
true. [ d.on’t See any reason why we should have less confidence in this kind of
perception, 1.e.,2i7n tzlathematical intuition, than in sense perception» (Godel
1947/63: 483f.).”” Godels These einer Art caussersinnlichen Wahrnehmung ist

26. Zu Benacerrafs Syllogismus und

zur Kausaltheori .
Brown 1990; Maddy 1990a: 36ff sone der Wahmehmung ailgemein vgl. u..

; Steiner 1973; Tymoczko 1991,
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in der mathematikphilosophischen Literatur oft diskutiert und haufig kritisiert
worden (vgl. exemplarisch Chihara 1982). Unter den Mathematikern selbst ist
die Vorstellung einer spezifisch mathematischen Wahrnehmung jedoch relativ
verbreitet. Auch wenn sie nicht im einzelnen erkliren konnen, wie dieses ma-
thematische «Sehen> zustandekommen soll, wird es doch haufig konstatiert.
«Ich denke», so etwa Alain Connes in dem bereits erwahnten Gesprich mit
Jean-Pierre Changeux, «dass der Mathematiker einen «Sinn> entwickelt, den
man nicht auf das Sehen, Horen und den Tastsinn zuriickfithren kann. Dieser
erlaubt ihm, eine ebenso zwingende, aber viel stabilere Realitit als die physi-
kalische Wirklichkeit wahrzunehmen, da sie nicht in der Raum-Zeit lokalisiert
ist. Wenn sich der Mathematiker in der Geographie der Mathematik bewegt,
nimmt er nach und nach die Umrisse und die unglaublich reiche Struktur der
mathematischen Welt wahr» (Changeux/Connes 1992: 21).%

Ebenso wie die sinnliche Wahmehmung ist auch die mathematische
Wahrnehmungsfahigkeit beschrinkt. Wir konnen Apfel wahmehmen oder La-
bormiuse, sind aber nicht in der Lage, Elektronen oder Top-Quarks zu sehen.
Das gleiche gilt, so Godel, auch fiir die mathematische Intuition. Die mathe-
matische Wahrnehmung ist auf «einfache> mathematische Objekte beschrénkt,
auf Mengen zum Beispiel, wihrend abstraktere und komplexere Konzepte
ebensowenig direkt wahrnehmbar sind wie die Elektronen in der Physik. Thre
Verwendung muss entsprechend iiber ein anderes Kriterium gerechtfertigt
werden, und dieses Kriterium ist fiir G6del ihre Niitzlichkeit — «their fruitful-
ness in mathematics and, one may add, possibly also in physics» (Godel 1947/
63: 485). Godel argumentiert m.a.W. auf zwei Ebenen und auf der Basis von
zwei verschiedenen Wahrheitskriterien. Wihrend die <einfachen> Konzepte

- und Axiome korrespondenztheoretisch (und platonistisch) iiber die mathema-

tische Intuition gerechtfertigt werden, werden die abstrakteren Konzepte in-

27. In diesem Zusammenhang ist daran zu erinnern, dass Godel seit 1926 Mitglied des Wiener
Kreises war und unter anderem bei Hans Hahn studierte. Abgesehen davon, dass er den
anderen Mathematikern des Kreises weit iiberlegen war — weder Carnap noch Hahn (noch
Wittgenstein) scheinen seine Unvollstindigkeitsergebnisse auf den ersten Blick verstanden
Zu haben —, hat er schon sehr friih in verschiedenen Fragen eine andere Meinung vertreten.
Dazu gehort vor allem auch sein Platonismus, der vom offiziellen Credo des Wiener Krei-
ses deutlich abweicht (vgl. 2.2.2.). Zu Gédels Stellung innerhalb des Kreises vgl. Dawson
1988; Wang 1987: 48ff. sowie die Hinweise in Haller 1993. Ich komme im folgenden
Abschnitt auf die mathematikphilosophische Position des Wiener Kreises zuriick.

~ 28. Die Analogie zwischen sinnlicher Wahmehmung und mathematischer Intuition hat aller-

dings eine unangenehme Konsequenz, die von Gédel auch vermerkt wird. Ahnlich wie die
sinnliche Wahrnehmung liefert auch die mathematische Intuition niemals vollstindig
sichere «Informationen>. Auch in der Mathematik kann es m.a.W. so etwas wie (Sinnestéu-
schungen) geben. Die mengentheoretischen Antinomien sind fiir Gdel ein Beispiel dafiir
(Gddel 1947/63: 484). Vgl. in diesem Zusammenhang auch den aufschlussreichen Aufsatz
von Pomian (1998) zur Geschichte der Beziehung zwischen Wahrnehmen und Erkennen.
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strumentalistisch tiber ihren Nutzen fiir Mathematik und Physik begriindet. So
gesehen ist Godel nur im Bereich der <basalen» Mathematik Platonist, im Be-
reich der abstrakten Mathematik nahert er sich bis zu einem gewissem Grade
der Position von Putnam und Quine an (vgl. zu dieser Interpretation Maddy
1990a).”

Nun wieder zuriick zum truth/proof-Problem. Wie kénnen wir wissen, ob
ein Beweis tatsichlich eine Wahrheit iiber die mathematische Wirklichkeit
ausdriickt? Oder wie es Michael Resnik formuliert: «How can proving a ma-
thematical statement show that it is true?» (Resnik 1992: 7). Als Antwort auf
diese Frage sind verschiedene Argumentationsstrategien denkbar. Die erste
Strategie habe ich bereits vorgestellt. Sie besteht darin, einen direkten Zugang
zur mathematischen Gegenstandswelt zu behaupten, so wie es Godel mit sei-
ner These einer spezifisch mathematischen Intuition getan hat. Beweise ver-
mitteln uns deshalb Wissen iiber die mathematische Wirklichkeit, weil ihre
axiomatische Basis in einem korrespondenztheoretischen Sinne wahr ist. Nun
ist diese Behauptung einer gewissermassen <aussersinnlichens Wahmeh-
mungsfahigkeit nicht sonderlich plausibel. Denn auch Godel kann nicht erkli-
ren, wie dieser Wahrehmungsprozess genau verluft und wie sich die von
ihm postulierte mathematische Intuition mit dem wissenschaftlichen Weltbild
vertragt. Das ist das Hauptargument, das Benaceraff (1973) gegen den episte-
mologischen Platonismus vorgebracht hat. Will man der wissenschaftlichen
Weltauffassung treu bleiben, so bleibt folglich nichts anderes iibrig, als sich
vom Platonismus zu verabschieden und zum Lager der Nominalisten iiberzu-
wechseln. «That question», so Michael Resnik lakonisch, «drives mathemati-
cal realist to despair and makes reluctant nominalists of many sensible people »

29. Ich l}ab? hler und im.vorangehenden Abschnitt den klassischen Platonismus beschrieben.
Es gibt in jiingster Zeit auch Versuche, den Platonismus zu <modernisierens und ihn in Ein-

klang zu bringen mit dem naturwissenschaftlichen Weltbild bzw. einer Kausaltheorie der

Wahr.nehmung. Eine wichtige Vertreterin eines solchermassen 4 jour gebrachten Platonis-
mus ist Penelope Maddy,

Pe . die ihre Version des Platonismus als «physikalistischen» bzw.
«naturalisierten» Platonismus bezeichnet (Maddy 1990a; 1990b). Wihrend Godel die
m.athe.matische Intuition nirgends als direkte Wahmehmung qualifiziert, sondern nur,
reichlich vage, von «something like a perception» spricht, geht Maddy vor; der Annahme
aus, da§s wir (einfache) mathematische Objekte ~ konkret: Mengen ~ in einem buchstibli-
chen Sinne sehen kinnen. Wenn wir eine Schale mit Apfeln vor uns haben, sehen wir, so0
Maddys Argumentation, nicht nur Apfel, sondern gleichzeitig eine (konkret;) Menge und
eine solche Menge ist bereits eine formale, vom «physical stuff» abstrahierende Kate,goric
(vgl. dazu auch Brown 1990: 101ff.). Maddy entwickelt also eine Mathematikphilosophie,

an deren Basis (im Unterschied zy Gadel) die wirkli i
e rkliche P i
von Gddel konstatierte Gefiihl, dass sich heoretschen Anioms e o ol

wfahr «aufdringen - «force themselves
diese elementare Mengenwahmehmung zuriickgefiihrt.

die mengentheoretischen Axiome gleichsam als
upon us as being true» —~, wird von Maddy auf £
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(Resnik 1992: 7). Denn das truth/proof-Problem stellt sich nur fiir Platonisten;
Formalismus und Intuitionismus haben dieses Problem nicht.

Die dritte Antwort auf das truth/proof-Problem ist in ihrer Konsequenz
dhnlich radikal wie die zweite, nur ist die Begriindung um einiges differenzier-
ter. Der Kern der Argumentation besteht darin, den Benaceraffschen Syllogis-
mus zu unterlaufen (Tait 1986). Das gangige Argument gegen den (epistemo-
logischen) Platonismus beruht erstens auf einer Analogisierung von sinnlicher
und mathematischer Wahrnehmung und zweitens auf der — meistens implizit
bleibenden — These, dass die sinnliche Wahmehmung (im Gegensatz zur ma-
thematischen) unproblematisch ist: wir schauen hin und stellen fest. Sinnliche
Wahmehmung ist passives, voraussetzungsloses Registrieren — das ist die
naive erkenntnistheoretische Annahme, die in der gangigen Platonismus-Kri-
tik in der Regel implizit vorausgesetzt wird. Wie ich in Kapitel 3 zeigen werde,
ist diese Annahme jedoch nicht haltbar. Beobachtung ist ein dusserst voraus-
setzungsvoller Prozess, der sich nicht auf ein passives Registrieren reduzieren
lasst. Zudem ist keineswegs klar, wie sich die Welt der Wahrnehmung zur Welt
der Dinge verhilt. Riickt man jedoch von der Annahme ab, dass die Wahrneh-
mung der Dingwelt problemlos méglich ist, dann heben sich die empirischen
Wissenschaften auf einmal nicht mehr so vorteilhaft von der Mathematik ab.
Ahnlich wie die Mathematik haben auch die empirischen Wissenschaften kei-
nen direkten Zugang zur Objektwelt. Oder wie es Tait (unter Bezugnahme auf
Wittgensteins Sprachphilosophie) formuliert: « We do not read the grammati-
cal structure of propositions about sensible objects off the sensible world nor
do we read true propositions about sensibles off prelinguistic «facts». Rather,
we master language, and in language, we apprehend the structure of the sensi-
ble worlds and facts» (Tait 1986: 344).

In der Wissenschaftsphilosophie hat diese Erkenntnis zu einer weitge-
henden Aufgabe korrespondenztheoretischer Wahrheitstheorien gefiihrt. In
der Mathematikphilosophie ist dies bislang kaum geschehen, obschon es im
Falle der Mathematik noch einige Griinde mehr dafiir gibe, von einem meta-
physischen Realismus, wie ihn der Platonismus représentiert, abzuriicken. Tait
nimmt hier eine Mittelposition ein. Er bezeichnet sich zwar nach wie vor als
Platonisten und begriindet diese Selbsteinstufung mit seinem Festhalten an ei-
hem objektiven Wahrheitsbegriff, gleichzeitig riickt er aber von einer platoni-
stischen Ontologie ab und bestimmt die mathematische Objektwelt intuitioni-
stisch bzw. konstruktivistisch. Die mathematische Wirklichkeit besteht, so

’ Tait, aus Objekten, die von Mathematikern konstruiert und dadurch gleichzei-

tig auch bewiesen wurden. Auf diese Weise wird es moglich, die beiden oben
g¢nannten Wahrheitsdefinitionen konvergieren zu lassen: «A is true when
there is an object of type A and we prove A by constructing such an object.
Here then is the answer to one of our questions: why is proof the ultimate war-
Tant for truth? The answer is of course that the only way to show that there is
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an object of type A is to present one. To prove that there is an object of type A
will mean nothing more than to prove A, and that means to exhibt an object of
type A» (Tait 1986: 357). Ich komme auf den Intuitionismus und dessen Auf-
fassung der mathematischen Objektwelt im folgenden Abschnitt zuriick.

2.2.2. Grundlagenkrise und die Begriindung der Mathematik

Mathematisches Wissen gilt als Inbegriff sicheren Wissens. Weshalb dies so
ist, habe ich in den vorhergehenden Abschnitten zu zeigen versucht. Diese
Sicherheitsannahme wurde zu Beginn dieses Jahrhunderts grundlegend in Fra-
ge gestellt, als man in der Mengenlehre Georg Cantors Widerspriiche entdeck-
te. Als Reaktion auf diese Entdeckung wurden drei grundlagentheoretische
Programme entwickelt, die je auf ihre Weise die Gefahr von Widerspriichen zu
bannen suchten (Logizismus, Formalismus und Intuitionismus). So jedenfalls
stellt sich die sog. «Grundlagenkrise» aus der Perspektive der «Standard-In-
terpretation» (Mehrtens) dar. Schaut man jedoch niher hin, stellt man fest,
dass die Geschichte der Grundlagenkrise um einiges verwickelter war. ** Denn
die Widerspriiche, die in Cantors Mengenlehre entdeckt wurden, galten nicht
von Anfang als ein gravierendes Problem, und sie waren schon bekannt, bevor
Bertrand Russell 1903 seine beriihmte Antinomie publizierte, mit der die
Grundlagenkrise ihren gewissermassen offiziellen Anfang nahm (Russell
1903: Kap. 10).”' Georg Cantor hatte bereits Ende der 90er Jahre bemerkt, dass
aus seinem Mengenbegriff ein Widerspruch resultiert, und dies in einem Brief
auc;h David Hilbert und Richard Dedekind mitgeteilt, am Rande nur und ohne
Zeichen grosser Aufregung (Purkert/Ilgauds 1987: 1501f.). Emnst Zermelo, ein
Schiiler Hilberts, hatte die «Russellsche Antinomie» bereits 1899 entdeckt, sie
aber nicht veroffentlicht (Rang/Thomas 1981). Erst mit der Publikation der
Russellschen Antinomie (und der Reaktion Gottlob Freges, dessen Grundla-
genprogramm davon betroffen war), wurden den Antinomien eine grissere
Bedeutupg Zugemessen. Die Reaktionen blieben aber weiterhin mehrheitlich
pragmatisch ausgerichtet. Bertrand Russell machte sich daran, seine sog. «Ty-

30. Zu dieser neuen Interpretation der Grundlagenkrise vgl. v.a. Garciadiego 1986; Mehrtens
1984, Mehrten§ 1990: insb. Kap. 2.2. und 4.1 ; Moore/Garciadiego 1981. ’
31. Qer problematische Punkt in Cantors Mengenlehre war seine Mengendefinition: «Unter
einer <Menge> ve_rstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiede-
:den Objekten m in unserer Anschauung oder unserem Denken (welche die <Elemente> von
; genannt werder}) Zu einem Ganzfep» (zit. in Purkert/ligauds 1987: 158). Das Problem
iegt darin, dass diese Mengendefinition erlaubt, von einer Menge aller Mengen zu spre-
chen. Damit wird aber auf eine Gesamtheit Bezug genommen, der die zu definierende
Menge selbst angehort. Eine solche sogenannt «impradikative» i)eﬁnition fiihrt zu einem

logischen Zirkcl, und genau darauf macht die Antinomie von Russell aufmerksam. Ich
gebrauche im folgenden «Antinomie, und «Widerspruch» synonym.
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pentheorie» zu entwickeln, David Hilbert skizzierte 1904 in einem Vortrag
sein beweistheoretisches Programm (Hilbert 1905), liess es dann aber bis An-
fang der 20er Jahre liegen, und Ernst Zermelo legte 1908 eine erste axiomati-
sche Fassung der Mengentheorie vor, bei der Cantors problematischer
Mengenbegriff ausgeschlossen war (Fraenkel 1924).%

Mit Zermelos Axiomatisierung der Mengenlehre war das konkrete Pro-
blem an sich gelost. In «quasi-empiristischer» Manier hatte man das theoreti-
sche System solange revidiert, bis die <Anomalien> ausgeschaltet waren. Da-
mit wurden allerdings nur jene Widerspriiche erfasst, die aus Cantors
Mengenbegriff resultierten. Die Gefahr, an irgendeiner anderen Stelle auf neue
Widerspriiche zu stossen, war damit nicht gebannt. Oder in der eingéngigen
Formulierung von Hans Hahn: «Daraus, dass kein Widerspruch bekannt ist,
folgt nicht, dass keiner vorhanden ist, ebensowenig wie daraus, dass im Jahr
1900 noch kein Okapi bekannt war, folgen konnte, dass es kein Okapi gibt»
(Hahn 1934: 131). Die meisten Mathematiker schienen durch diese Moglich-
keit jedoch nicht weiter beunruhigt zu sein. Dies dnderte sich in den frithen
20er Jahren. Was zu Beginn des Jahrhunderts als ein vorwiegend praktisches
Problem betrachtet worden war, das die Sicherheit der Mathematik nicht
grundlegend in Frage stellt, wurde nun auf einmal als Bedrohung interpretiert,
die die Mathematik in ihren Grundfesten erschiitterte. Im Zuge dieses Deu-
tungswandels Anderte sich auch der Ton, mit dem iiber die Antinomien gespro-
chen wurde. «Die Eisdecke war in Schollen zerborsten, und jetzt ward das Ele-
ment des Fliessenden bald vollends Herr tiber das Feste», so Hermann Weyl,
ein ehemaliger Schiiler von Hilbert, mit einigem Pathos (Weyl 1925: 528).
Und der ansonsten so niichterne Hilbert, der zwanzig Jahre zuvor noch ausge-

| Sprochen gelassen reagiert hatte, griff auf einmal zu Wendungen, die auf eine

betrichtliche Beunruhigung hinwiesen: «Ich mochte der Mathematik den alten
Ruf der unanfechtbaren Wahrheit, der ihr durch die Paradoxien der Mengen-
lehre verloren zu gehen scheint, wiederherstellen» (Hilbert 1922: 15). Denn
“«wo soll sonst Sicherheit und Wahrheit zu finden sein, wenn sogar das mathe-
matische Denken versagt?» (Hilbert 1925: 88).

Den Auftakt machte ein Aufsatz von Hermann Weyl, in dem das Problem
seinen Namen bekam: Uber die neue Gundlagenkrise der Mathematik (Weyl
1921). Fiir Hermann Weyl waren die mengentheoretischen Antinomien mehr

.~ als blosse «Ruhestérungen» in den «entlegendsten Provinzen des mathemati-

schen Reiches». Sie galten ihm als Indizien fiir die «innere Haltlosigkeit der

: Grundlagen, auf denen der Aufbau des Reiches ruht», der nur, so Weyl, mit ei-

ner «Revolution» beizukommen sei — mit einer grundsitzlichen Neube-

—_—
32. Hilbert hat sich zwar in den folgenden Jahren nicht weiter mit seiner Beweistheorie

Peschiftigt, er hat aber eine Reihe von grundlagentheoretischen Initiativen lanciert, wozu
Insbesondere auch eine verstirkte Auseinandersetzung mit der Logik gehorte.




62

griindung der Mathematik, so wie er sie im intuitionistischen Programm
L.E.J. Brouwers, dem Gegenspieler von Hilbert, angelegt sah (Weyl 1921:
143, 158). Auf diese Herausforderung reagierte Hilbert mit einem systemati-
schen Ausbau seiner Beweistheorie, die er zu Beginn des Jahrhunderts erst
skizziert hatte. Thren Hohepunkt fand die Auseinandersetzung zwischen Hil-
bert und Brouwer in den friihen 20er Jahren, danach ebbte sie langsam ab. Be-
reits 1928 stellte Hermann Weyl fest, dass sich die Hilbertsche Auffassung
offensichtlich durchgesetzt habe (Weyl 1928). Als Krise war die Grundlagen-
krise somit auf die frithen 20er Jahre beschrinkt, und sie war eine Krise, die in
einem engen Zusammenhang stand zur sozialen Krise dieser Zeit (Heintz
1993a: Kap. 5). Zeitlich parallel zur politischen und sozialen Stabilisierung
gewannen auch die Mathematiker ihre Sicherheit wieder zuriick. Die Debatte
wurde beigelegt, ohne dass sie zu Ende gefiihrt worden wire. Von nun an be-
herrschte ein «pragmatischer Formalismus» (Thiel 1972: 128) das Feld, der
gekennzeichnet war durch ein allgemeines Desinteresse des mathematischen
Normalarbeiters an Begriindungsfragen.

Die Grundlagenkrise war also um einiges verwickelter, als es in den kon-
ventionellen Darstellungen beschrieben wird, und die grundlagentheore-
tischen Programme sind nicht nur Programme zur Vermeidung von Wider-
spriichen. Insbesondere Intuitionismus und Formalismus stehen fiir zwei
grundlegend verschiedene Auffassungen der Mathematik (vgl. dazu ausfiihr-
lich Mehrtens 1990). Sie sind zwei verschiedene Antworten auf zentrale Fra-
gen der Mathematikphilosophie: Was ist ein mathematisches Objekt? Wo-
durch definiert sich Existenz und Wahrheit in der Mathematik? Ist die
Mathematik sicher — und wie kann man sich dessen sicher sein? Ich méchte im
folgenden nicht im Detail auf die verschiedenen grundlagentheoretischen Pro-

gramme eingehen, sondern sie nur soweit charakterisieren, wie es fiir meine
Argumentation sinnvoll ist, >

(1) Formalismus. Wie ich bereits dargelegt habe, definiert Hilbert Wahr-
peit iiber Widerspruchsfreiheit (2.1 -2.). Wahr sind die Axiome dann, wenn aus
thnen kein Widerspruch resultiert. Wie aber kann man das beurteilen? Wie
kann man mit Sicherheit wissen, dass aus einem gegebenen axiomatischen Sy-
stem k.em Widerspruch resultiert? Das ist die Frage, die sich Hilbert stellte,
und seine Beweistheorie ist die Antwort darauf, Ausgangspunkt der Hilbert-
schen Beweistheorie ist die Idee, die Widerspruchsfreiheit der Mathematik mit
ma.them:atlschen Mitteln nachzuweisen, sie m.a.W. zu beweisen. Wie Henri
Pomc3re schon friih bemerkte, ist damit jedoch ein grundsitzliches Problem
verkniipft. Der Nachweis der Widerspruchsfreiheit erfordert die Verwendung

33. In praktisch jeder Darstellun
der ausfiihrliche Beschreibu,
genden u.a. Kémer 1968;

g der Mathematikphilosophie findet sich eine mehr oder min-

ng der drei gundlagentheoretischen Pro i
gramme. Vgl. zum fol
Mehrtens 1990; Poser 1988; Thiel 1974,
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von mathematischen Mitteln, deren Unbedenklichkeit erst noch zu beweisen
wire (Goldfarb 1988). Um diesen Zirkel zu umgehen, hat der «metamathema-
tische» Nachweis mit einem Instrumentarium zu erfolgen, das auch aus intui-
tionistischer Sicht unbedenklich ist — mit Methoden also, die finit sind und die,
wie Hilbert schreibt, «auf rein anschaulichen Uberlegungcn» beruhen, «ohne
dass dabei eine bedenkliche oder problematische Schlussweise zur Anwen-
dung gelangt» (Hilbert 1922: 26). Hilberts Beweistheorie beinhaltet eine Art
Stufenprogramm. Ausgangspunkt ist die inhaltliche Mathematik, inklusive
der umstrittenen transfiniten Arithmetik Cantors. Diese inhaltliche Mathema-
tik wird in einem ersten Schritt vollstindig axiomatisiert und formalisiert, so-
dass, wie Hilbert schreibt, «die eigentliche Mathematik oder die Mathematik
in engerem Sinne zu einem Bestande an Formeln wird» (Hilbert 1923: 34).
Diese formalisierte Mathematik ist nun der Untersuchungsgegenstand der sog.
«Metamathematik». Die metamathematische Analyse, die sich, wie gesagt,
nur unbedenklicher Begriffe und Schlussweisen bedient, hat die Funktion, das
formalisierte System auf seine Struktureigenschaften hin zu untersuchen und
dessen Widerspruchsfreiheit zu beweisen (vgl. dazu 7.3.3.).

(2) Logizismus. Der Logizismus, so wie er von Gottlob Frege, Bertrand
Russell und dem Wiener Kreis vertreten wurde, versucht die Mathematik auf
die Logik zuriickzuftihren und dadurch zu begriinden. Den Gesetzen der Logik
wird dabei der Status unzweifelhafter Wahrheiten zugeschrieben. Die Aufga-
be, die sich dem Logizismus folglich stellt, besteht darin zu zeigen, dass (1)
sich die Mathematik tatsichlich auf die Logik zuriickfiithren lisst und (2) eine
solchermassen umformulierte Mathematik sicher ist.>* Bertrand Russell und
Alfred North Whitehead haben mit ihren zwischen 1910 und 1913 erschiene-
nen Principia Mathematica diese Aufgabe zu 16sen versucht, mit allerdings
nur beschrénktem Erfolg. Um ihr Programm durchzufithren, mussten sie eine
Reihe von Annahmen treffen, durch die zwar die Probleme, auf die F rege ge-
stossen war, vermieden werden konnten, die aber ihrerseits nicht unproblema-
tisch waren und Iingst nicht von allen Mathematikern akzeptiert wurden
(Guillaume 1985: 816f1.). So warf etwa Hermann Weyl in seinem urspriinglich
1926 erschienenen Handbuch-Aufsatz Philosophie der Mathematik und Na-

, tu"wissenschaften dem Logiker Russell nicht eben héflich vor, er lasse mit sei-

lem Reduzibilititsaxiom «die Vernunft Harakiri begehen» (Weyl 1966: 70).
\_—_

34. Hilbert hat zeitweise ein gar nicht so undhnliches Programm vertreten. In seinem Aufsatz
Axiomatisches Denken vertritt er die Auffassung, dass der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir
Mengenlehre und Arithmetik ein <absoluter sein miisse, da im Gegensatz zur Geometrie
der «Weg der Zuriickfiihrung auf ein anderes spezielles Wissensgebiet offenbar nicht gang-
bar (ist), weil es ausser der Logik iiberhaupt keine Disziplin mehr gibt, auf die alsdann eine
Berufung mdglich wire». Da aber der Nachweis der Widerspruchsfreiheit eine dringliche
Aufgabe sei, scheine es notig, «die Logik selbst zu axiomatisieren und nachzuweisen, dass
Zahlentheorie sowie Mengenlehre nur Teile der Logik sind» (Hilbert 1918: 8).
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Einige dieser Annahmen, insbesondere das umstrittene Reduzibilitéts-
axiom, wurden zwar spéter abgeschwicht oder fallengelassen, dennoch gilt
das logizistische Programm aligemein als gescheitert. Das war auch die Kon-
sequenz, die Russell selbst gezogen hat: «I wanted certainty in the kind of way
in which people want religious faith. I thought that certainty is more likely to
be found in mathematics than elsewhere. But I discovered that many mathe-
matical demonstrations, which my teachers expected me to accept, were full
of fallacies, and that, if certainty were indeed discoverable in mathematics, it
would be in a new kind of mathematics, with more solid foundations than
those that had hitherto been thought secure. But as the work proceeded, I was
continually reminded of the fable about the elephant and the tortoise. Having
constructed an elephant upon which the mathematical world could rest, |
found the elephant tottering, and proceeded to construct a tortoise to keep the
elephant from falling. But the tortoise was no more secure than the elephant,
and after some twenty years of very arduous toil, I came to the conclusion that
there was nothing more that I could do in the way of making mathematical
knowledge indubitable» (Russell 1958: 53). Obschon der Logizismus seinen
urspriinglichen Anspruch nicht erfiillen konnte, hat er zur Entwicklung der
mathematischen Logik entscheidend beigetragen. Die Principia Mathematica
sind nicht nur ein Versuch, Freges Programm zu retten, sondern gleichzeitig
ein wichtiger Meilenstein in der mathematischen Logik.

Die logizistische These, dass sich die Mathematik auf die Logik zuriick-
fiihren lisst und in diesem Sinn Teil der Logik ist, hat eine wichtige Implika-
tiop. Aus ihr liess sich der Schluss ziehen, dass die Sitze der Mathematik ana-
lyt1§che Sitze sind. Das war eine Annahme, die insbesondere von den
logischen Empiristen des Wiener Kreises energisch vertreten wurde. ** Analy-
ti:sc"he Sétze sind Sitze, die wahr sind aufgrund der Bedeutung bzw. der Defi-
nitionen der in ihnen verwendeten Begriffe. «Alle Junggesellen sind unverhei-
ratet» —so das lebensweltliche Beispiel eines analytischen Satzes, der sich bei
Philosophen besonderer Beliebtheit erfreut. Demgegeniiber sind synthetische
Sétze Sitze, die wahr oder falsch sind aufgrund der Beschaffenheit der Welt:
«Jede'r Philosoph ist ein Junggeselle». Der Logizismus richtet sich damit ge-
gen die I?an'tsghe Auffassung, dass die Sitze der Mathematik synthetische Ur-
teile a priori sind, dass es, wie es Einstein formulierte, moglich ist, «durch rei-

3s. Eins.cl.xrﬁnkend ist zu sagen, dass nicht alle Mitglieder des Wiener Kreises Anhdnger des
doglzxsmus waren — man denke etwa an Kurt Godel. Zudem wurden auch die anderen bei-
en grundlagentheoretischen Schulen ausflihrlich diskutiert (Camap 1963: 74ff). Liest

;:1“ j;docr?q dti: Arbgkiten, die Hans Hahn zwischen 1930 und 1934 zum Grundlagenpro-
er Mathematik geschrieben hat, fallt i
ot etk g allt auf, dass der Formalismus kaum vorkommt

richtig wiedergegeben wi :
hat Orto Newrath (o Tgeg wird (vgl. z.B. Hahn 1934: 131). Zudem

. se) eine Position vertreten, die von allen drei dlagentheoreti-
schen Schulen abwich und deutlich ‘quasi-empiristische» Ziige trug (vg?.rgr.ll .).g
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nes Denken sicheres Wissen iiber die Erfahrungsobjekte zu erlangen» (zit. in
Musgrave 1993: 183). Demgegeniiber hélt der Logizismus — ich beziehe mich
im folgenden auf die Variante des Wiener Kreises — unmissverstindlich daran
fest, dass mathematische Sétze nichts iiber die Welt aussagen, und genau des-
wegen sind sie auch sicher. Es gibt, wie Moritz Schlick es nannte, kein «ma-
teriales Apriori» (Schlick 1930/31). «Die Sitze der Mathematik», so Hans
Hahn, im Wiener Kreis Experte in Sache Mathematik, «sind von ganz dersel-
ben Art wie die Satze der Logik: sie sind tautologisch, sie sagen gar nichts iiber
die Gegenstinde aus, von denen wir sprechen wollen, sondern sie handeln nur
von der Art, wie wir iiber die Gegenstinde sprechen wollen» (Hahn 1932:
158).

Aus der Perspektive des Wiener Kreises hatte die logizistische Position
den grossen Vorteil, eine Losung zu liefern fiir das leidige Problem, das die
Mathematik fiir den Empirismus seit Anbeginn dargestellt hatte. Bis zum lo-
gizistischen «way out> hatte sich der Empirismus in der unerfreulichen Situa-
tion befunden, entweder auf die empiristische Grundannahme zu verzichten,
dass alles Wissen aus der Erfahrung stammt, oder aber in Frage zu stellen, dass
mathematisches Wissen sicheres Wissen ist. In seinem (neo-)empiristischen
Klassiker Sprache, Wahrheit und Logik hat Alfred J. Ayer dieses Dilemma des
klassischen Empirismus eingéngig formuliert: «Wo der Empirist auf Schwie-
nigkeiten stdsst, da ist es im Zusammenhang mit den Wahrheiten von formaler
Logik und Mathematik; denn wihrend man von einer naturwissenschaftlichen
Verallgemeinerung bereitwillig zugibt, sie konne fehlbar sein, scheinen die
Wahrheiten der Mathematik und Logik jedermann notwendig und gewiss.
Trifft jedoch der Empirismus zu, dann kann keine Tatsachenproposition not-
wendig oder gewiss sein. Dementsprechend muss der Empirist die Wahrheiten
der Logik und Mathematik in einer der beiden folgenden Weisen behandeln:
€r muss entweder sagen, sie seien keine notwendigen Wahrheiten — in wel-
chem Falle er erkliren muss, weshalb sie es nach allgemeiner Uberzeugung
doch sind; oder er muss sagen, sie hiitten keinen faktischen Inhalt — und dann
muss er erklaren, wie eine jedes faktischen Inhalts bare Proposition wahr und
zweckvoll und unerwartet sein kann» (Ayer 1936: 94f.).

Wiahrend der logische Empirismus den zweiten Weg wihite, hat der alte
Empirismus, personifiziert in John Stuart Mill, den ersten Weg gewahlt und
die Auffassung vertreten, dass auch das mathematische Wissen aus der Erfah-
Tung stammt und folglich im Prinzip empirisch widerlegbar ist. Die Tatsache,
dass dies in der Praxis nie der Fall ist, hat, so Mill, seinen Grund darin, dass
das mathematische Wissen allgemeiner und empirisch besser getestet ist als je-
des andere Wissen.*® Was heute zu einer salonfihigen Position zu werden
Sch':int, stiess friiher auf eine eher unfreundliche Aufnahme. Mill hat sich mit
Seinem (naiven) Empirismus nicht nur die vernichtende Kritik Freges zugezo-
gen (Frege 1884), sondern auch den Spott der logischen Empiristen (vgl. u.a.
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Hahn 1932: 146f.). Der Umstand, dass Mill selbst nicht zur Zunft gehérte, mag
dazu beigetragen haben, dass seine Thesen schnell und erbarmungslos abge-
fertigt wurden. Mills missliche akademische Herkunft wird zwar von Frege
nirgends explizit erwihnt, dennoch macht er unmissverstindlich klar, dass
Mill vielleicht etwas von Psychologie verstehe, aber ganz gewiss nichts von
Logik und Mathematik. «Es wire wunderbar», so Frege ironisch und mit der
fiir Mathematiker nicht untypischen Herablassung gegeniiber den «weichen»
Wissenschaften, «wenn die allerexakteste Wissenschaft sich auf die noch zu
unsicher tastende Psychologie stiitzen sollte» (Frege 1884: 60). Was an Mills
Argumentation besonders bedenklich erschien, war die Tatsache, dass er seine
empiristischen Thesen nicht auf die Entwicklung mathematischen Wissens be-
schrinkte, sondern den «context of validation» miteinbezog. Auch ein ortho-
doxer Platonist wird kaum bestreiten, dass mathematisches Wissen auf induk-
tive Weise entdeckt werden kann; am Ende zihlt aber nur die Rechtfertigung
und diese, so die offizielle Doktrin, gehorcht anderen logischen Gesetzen, d.h.
erfolgt deduktiv iiber den Beweis. Oder wie es Ayer formuliert: « Wir behaup-
ten, sie (die mathematischen Sitze, B.H.) seien erfahrungsunabhiingig in dem
Sinne, dass sie ihre Geltung keiner empirischen Verifikation verdanken. Wir
mdgen sie durch ein induktives Verfahren entdecken; haben wir sie aber ein-
mal erfasst, dann sehen wir, dass sie notwendig wahr, dass sie fiir jeden Fall
giiltig sind» (Ayer 1936: 97).

Die Sortierung der sinnvollen Sitze in analytische Sitze ohne Erkennt-
niswert auf der einen Seite und in empirische Sitze mit Erkenntnisgehalt auf
der anderen hat den Vorteil, die empiristische Doktrin aufrechterhalten zu kon-
nen, ohne an der Sicherheit der Mathematik zweifeln zu miissen. 3’ Damit ist

gleichzeitig impliziert, dass Denken keine Erkenntnisquelle sein kann.

«Nein!», so Hans Hahn empbhatisch, «keinerlei Realitit kann unser Denken er-
fasgm, von keiner Tatsache der Welt kann uns das Denken Kunde bringen, es
bezieht sich nur auf die Art, wie wir iiber die Welt sprechen, es kann nur Ge-
sagtes tautologisch umformen» (Hahn 1932: 160). Erkenntnis kann nur aus Er-

36. Vgl. zu Mill den informativen Aufsatz von Kitcher 1980. In modifizierter Form scheint der

Empirismus in der Mathematikphilosophie augenblicklich ein gewisses Revival zu erfah-
ren (vgl. 2.3).

37. Diese Sortierung ist nicht neu. Neu ist nur die Differenziertheit und der systematische Cha-

rakter der Argumentatif)n. Schf)n David Hume hat zwischen Tatsachenbehauptungen (mat-
ters of fact) ugd Begriffsrelationen (relations of ideas) unterschieden, so etwa in seiner
bekannten feurigen Abschlusspassage zu seiner Enquiry Concerning Human Understand-

i”gl-' “Tehmeﬁ‘; wir i;‘agendein Buch zur Hand, 2.B. iiber Theologie oder Schulmetaphysik,
SO lasst uns fragen: Enthilt es eine abstrakte Erort i 6 i -
halt es eine auf Erf ¢ berthonde B erung iiber Grsse und Zahl? Nein. Ent

. rterung iiber Tatsachen und Existenz? Nein. So
iibergebe man es den Flammen, denn es k i isterei . ’
ten» (Hume 1759: 207), ann nichts als Sophisterei und Blendwerk enthal-
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fahrung, nur aus Beobachtung gewonnen werden. In der Mathematik werden
folglich nicht Erkenntnisse produziert, sondern Sitze umgeformt, ohne dass
am Ende mehr Wissen vorhanden wire als am Anfang. Dies gilt auch fiir die
Anwendung der Mathematik in den empirischen Wissenschaften. Die Mathe-
matik ist, so Carl Hempel in einem drastischen Vergleich, ein «theoretical
juice extractor». «The techniques of mathematical and logical theory can pro-
duce no more juice of factual information than is contained in the assumptions
to which they are applied» (Hempel 1945b: 391).

(3) Intuitionismus. Der Intuitionismus vertritt konsequenter noch als der
Formalismus eine anti-realistische Position. Die Dinge, mit denen sich die
Mathematik beschiftigt, sind nicht einfach da und werden von ihr entdeckt,
sondern werden von ihr selbst erzeugt und nach ausschliesslich internen Kri-
terien beurteilt. «Mathematics», so L.E.J. Brouwer, der Wortfiihrer des Intui-
tionismus, «can deal with no other matter than that which it has itself con-
structed» (Brouwer 1907: 57).%° Brouwers grundlagentheoretisches Programm
war allerdings weniger durch das Problem der Antinomien motiviert als durch
seine philosophischen Grundiiberzeugungen, die er zuerst 1905 in einer zer-
quélten modernisierungskritischen Schrift (Brouwer 1905) und zwei Jahre
spéter in seiner Dissertation dargelegt hatte (Brouwer 1907) — einem, wie Wal-
ter P. van Stigt in seiner umfassenden Brouwer-Studie schreibt, «manifesto of
an angry young man taking on the mathematical establishment on all fronts»
(van Stigt 1990: viii). Brouwers grundlagentheoretisches Programm ist viel-
schichtiger und umfassender als die Programme der anderen beiden Schulen.
Es reicht von allgemeinen (lebens-)philosophischen Uberlegungen iiber eine
ausgekliigelte Mathematikphilosophie bis hin zum Aufbau einer spezifisch in-
tuitionistischen Mathematik.

Brouwers Programm ist radikal, im wortlichen und im iibertragenen Sin-
ne. Wihrend es Hilbert darum geht, den klassischen Bestand der Mathematik
zu bewahren, indem er deren Widerspruchsfreiheit zu beweisen sucht, zielt
Brouwers Strategie dahin, die Mathematik von Grund auf neu aufzubauen und
nur jene Teile zuzulassen, die sich Schritt fiir Schritt aus den natiirlichen Zah-
len herleiten lassen. Am Ursprung der Mathematik, so Brouwers philosophi-
sche Basisthese, liegt die Urerfahrung der zeitlichen Ereignisabfolge: «the
simple intuition of time, in which repetition is possible in the form: «thing in
—_—

38. Die Erleichterung, fiir das leidige Problem der Mathematik endlich eine Losung gefunden
zu haben, hielt allerdings nicht lange an. Mit seiner Kritik an der Unterscheidung zwischen
analytischen und synthetischen Sitzen hat Quine schon kurz darauf gezeigt, dass sich das
«Hauptkreuz des Empirismus» (Hahn 1930/31: 39) doch nicht so leicht ablegen lisst
(Quine 1951). Die im Zusammenhang mit dem Indispensability-Argument entwickelte
‘Quasi-empiristische» Position Quines ist die Konsequenz aus dieser Kritik (vgl. 2.1.1.).

Zu Brouwers Leben und Werk vgl. vor allem die umfassende Monographie von Walter P.
van Stigt 1990 sowie Mehrtens 1990: 257ff. und van Dalen 1978.

39.
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time and again thing), as a consequence of which moments of life break up into
sequences of things which differ qualitatively. These sequences thereupon
concentrate in the intellect into mathematical sequences, not sensed but ob-
served» (Brouwer 1907: 53). Was im Leben als durch die Zeit geschiedene
Verschiedenheit, im elementaren Fall als Zweiheit, erfahren wird, verdichtet
sich im mathematischen Denken zur Ur-Intuition des «eins-zwei», des «eins-
nach-dem-Anderen». Aus dieser mathematischen Grundintuition — « the intui-
tion of two-oneness» (Brouwer 1912: 127) — lassen sich die natiirlichen Zahlen
aufbauen, die aus intuitionistischer Sicht die Grundlage fiir alle weiteren Kon-
struktionen bilden.*

Was sich aus dieser Grundintuition der «two-ity» nicht konstruktiv her-
leiten ldsst, muss aus dem Fundus der Mathematik ausgeschlossen werden.
Dazu gehért insbesondere, und darum drehte sich denn auch der Streit zwi-
schen Intuitionisten und <klassischen» Mathematikern, die Vorstellung eines
Aktual-Unendlichen und die Anwendung des Prinzips des tertium non datur
auf unendliche Gesamtheiten.*' Und umgekehrt: nur jene Gegenstiinde sind als
mathematisch existent anzusehen, die unter Angabe eines effektiven Verfah-
rens aus den natiirlichen Zahlen aufgebaut werden kénnen — eine Forderung,
die der Hilbertschen Konzeption mathematischer Existenz diametral entge-
gengesetzt ist (vgl. 2.1.2.). Beweise sind folglich immer konstruktive Beweise.
Gelingt es, ein Objekt Schritt fiir Schritt aus den natiirlichen Zahlen aufzubau-
en, so ist damit der Beweis fiir dessen Existenz geliefert. Oder wie es Michael
Resnik formuliert: «Proving has an ontic dimension for most constructivist; to
them proving p establishes its truth in the sense of making p true» (Resnik
1992: 10).

L.E.J. Brouwer und David Hilbert haben zwei grundlegend verschiedene
Auffassungen der Mathematik vertreten, und beide entwarfen zwei ganz un-
ter§chiedliche Strategien, um Widerspriiche ein fiir allemal auszuschliessen.
Beide Programme wiesen jedoch erhebliche Defizite auf. Wihrend niemand

40. ::niesehen davon, dass man an Letztbegriindungsprogrammen generell Zweifel anmelden

, wirft dieser Fundierungsversuch die Frage auf, weshalb die Grundintuition der «two-

oneness» — und nicht irgendeine andere Intuition oder Handlung — das autoritative Letzt-
bzw. E§telement der Erkenntnis sein soll, vgl. dazu u.a. MittelstraB 1988.

41. Das l.’nnz.ip des tertium non datur gehdrt zum Grundriistzeug der klassischen Mathematik
und liegt insbesondere auch einer géngigen mathematischen Beweisstrategie, der reductio
afi absurdfml, zugrunde. Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten behauptet d;ss wenn sich
d‘f’ Negation einer Aussage als falsch erweist, die Aussage selbst wahr séin muss. Damit
anrd aber nur c.lie Negation einer Aussage konstruktiv erzeugt, nicht aber deren A.fﬁrma-
tion. Auf sie wird bloss iiber den Satz des ausgeschlossenen Dritten geschlossen, und dies

widerspricht dem intuitionistischen Prinzip, dass jeder mathematische Gegenstand kon-

i::::tw hergeleitet werden muss, bevor seine Existenz als gegeben angenommen werden
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daran zweifelte, dass sich mit Brouwers Programm die Gefahr von Antino-
mien bannen liess, befiirchteten viele, dass die intuitionistische Mathematik
vom «stolzen Bau» der Mathematik nur noch eine «triibselige Ruine» iibrig
liesse (Fraenkel 1924: 88). Ganz anders bei Hilbert. Da Hilberts Strategie dar-
auf zielte, den klassischen Bestand der Mathematik zu bewahren, hatte er vor
allem zu belegen, dass sich mit seiner Beweistheorie die Widerspruchsfreiheit
der klassischen Mathematik tatsdchlich nachweisen lasst. Letztlich ist es we-
der Hilbert noch Brouwer (noch den Logizisten) gelungen, die Zweifel an ih-
ren Programmen endgiiltig auszurdumen. Dennoch flachte die Auseinander-
setzung Ende der 20er Jahre ab. Der Hilbertsche Formalismus setzte sich als
offizielle Philosophie durch, wihrend Brouwers Intuitionismus zu einer Rand-
erscheinung in der Geschichte der Mathematik wurde. Daran konnten auch die
verschiedenen limitativen Beweise nichts dndern, die einige Jahre spiter
Schlag fiir Schlag vorfiihrten, dass das Hilbertprogramm nicht realisierbar ist,
angefangen mit dem Unvollstindigkeits- und Widerspruchsfreiheitsbeweis
von Kurt Godel 1931 bis hin zu Turings Unentscheidbarkeitsbeweis fiinf Jahre
spater (vgl. Heintz 1993a: Kap. 2).

Obschon die Begrenztheit des Hilbertprogramms damit klar bewiesen
war und die Mathematik im Prinzip ungesicherter war denn je, kam es nicht zu
einer Wiederbelebung der grundlagentheoretischen Debatte. Die Diskussion
von Grundlagenfragen wurde zu einer Spezialdisziplin, die vom mathemati-
schen Betrieb weitgehend abgekoppelt ist. «Die Gédel-Sitze sind mir véllig
egal!» Das ist eine Haltung, die von vielen Mathematikern und Mathematike-
rinnen geteilt wurde, mit denen ich gesprochen habe. « Ich bin sehr komforta-
bel mit dem Gedanken, dass man nie imstande sein wird, die Widerspruchslo-
sigkeit der Mathematik zu beweisen. Wir haben etwas geschaffen, die
Mathematik. Wir kinnen nicht beweisen, dass sie widerspruchsfrei ist. Das be-
deutet: da ist etwas mdchtiger als wir. Und das geht. Es kénnte natiirlich auch
Jfehigehen, einmal. Das kinnen wir nicht sagen. Ich habe vélliges Vertrauen,
aber ich kann es nicht beweisen. Niemand kann es beweisen. Niemand wird je
fahig dazu sein, das zu beweisen — denn ich glaube an den Beweis der Godel-
Schen Sitze!»
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2.3. Quasi-Empirismus und die Praxis der Mathematik

The philosopher’s job is to give an account of mathematics as it is
practised, not to recommend sweeping reform of the subject on
philosophical grounds.

Penelope Maddy*

Obschon alle drei grundlagentheoretischen Programme letztlich gescheitert
sind, blieb die Mathematikphilosophie weiterhin am «Prinzip der Unfehlbar-
keit» orientiert. Mathematik ist sicheres Wissen, und es ist Aufgabe der Ma-
thematikphilosophie, diese Sicherheit theoretisch zu begriinden. Dies unter-
scheidet den «foundational approach» in der Mathematikphilosophie von der
quasi-empiristischen Position, die ich in diesem Abschnitt vorstelle.*® Wih-
rend die grundlagenorientierte Mathematikphilosophie am Postulat der abso-
luten Sicherheit trotz aller Misserfolge nicht weiter ritttelte, scheinen die Ma-
thematiker selbst eine eher pragmatische — um nicht zu sagen: quasi-
empiristische — Haltung eingenommen zu haben. Exemplarisch fiir diese Hal-
tung ist John von Neumann, der aus der Grundlagendebatte (an der er iibrigens
mit seinen Arbeiten zur Axiomatisierung der Mengenlehre massgeblich betei-
ligt war) den Schluss 20g, dass die Mathematik vermutlich nicht sicherer ist
als die —allerdings weithin als fusserst vertrauenswiirdig eingeschitzten — Na-
turwissenschaften. « The main hope of a justification of classical mathematics
(-..) being gone, most mathematicians decided to use that system anyway. Af-
ter all, classical mathematics was producing results which were both elegant

and u§eﬁxl, and, even though one could never again be absolutely certain of its
reliability, it stood on at
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derspriiche aufgetreten, und wenn es doch dazu kam, wie z.B. im Anschluss
an Cantors Mengenlehre, konnten sie relativ leicht korrigiert we}'den. A3) _Es
gibt ein mathematisches Wissen, das aus prinzipiellen Griinden nicht pewels-
bar ist und dennoch als wahr akzeptiert wird. Soweit der Zustandsbericht von
Kalmar, den er mit der provokanten Frage schliesst: «<Why do we not confess
that mathematics, like other sciences, is ultimately based upon, and has to be
tested, in practice?» (Kalmar 1967: 193).

Interessanterweise stiessen Kalmars Thesen bei den anwesenden Mathe-
matikern nicht auf Kritik. Paul Bernays, Stephen Kleene und Arend Heyting
kommentierten Kalmars Vortrag dusserst freundlich, nur Yoshua Bar-Hillel,
der einzige Philosoph der Runde, dusserte scharfe Kritik. Allerdings blieb
auch nach der Diskussion offen, was Kalmar mit seiner F ormulierung: « Why
do we not confess that mathematics, like other sciences, is ultimately based
upon, and has to be tested, in practice?» genau gemeint hatte. ** Von heute aus
gesehen oszilliert Kalmars Haltung zwischen einer empiristischen Haltung_é
la Mill und einer «quasi-empiristischen» Position, so wie sie Imre Lakatos in
den 60er Jahren formuliert hatte. Imre Lakatos war einer der ersten Mathema-
tikphilosophen, die aus dem Scheitern der Grundlagenprogramme dgn Sch}uss
gezogen haben, dass die Mathematik vielleicht doch nicht so sicher ist, wie es
der «foundational approach» unterstellt, sondern sich ihnlich entwickelt wie
die empirischen Wissenschaften. Im damaligen Kontext war dies eine reyolg—
tionire Behauptung. Darauf weist auch John Worrall hin, der in seiner Em_le_n-
tung zu dem 1976 erschienenen Gedenkband fiir Lakatos schreibt: « Implicn' in
Proofs and Refutations is a new approach to the philosophy of mathen.latlcfs
completely transcending the three «foundational> schools of logicism, intui-
tionism and formalism, which despite known difficulties have so far dominat-
ed 20th century philosophy of mathematics» (Worrall 1976: 3).

23.1. Imre Lakatos: Beweise und Widerlegungen

In seiner Monographie Beweise und Widerlegungen hat Imre Lakatos die im
«foundational approach» vertretene «Unfehlbarkeitsphilosophie» (Lakatos)
der Mathematik radikal in Frage gestellt. Die Arbeit entstand als Dissertation
bei Karl Popper und wurde 1963/64 in Form von vier Artikeln in The British
Journal for the Philosophy of Science verdffentlicht (Lakatos 1963). Be».veitce
und Widerlegungen ist keine konventionelle Monographie. Lakatos greift in

\—.—_

44. Kalmar plddiert an verschiedenen Stellen fiir eine Art «experimentelle» Mathematik und
macht in diesem Zusammenhang schon sehr friih auf den moglichen Einsatz des Compu-
ters als Beweisinstrument wie auch als «Daten>-Produzent aufmerksam. Ich komme in defn
folgenden Kapiteln auf diese beiden Einsatzformen des Computers in der Mathematik
Zuriick.
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diesem Buch einen berithmten Beweis aus der Geschichte der Mathematik auf,
den Beweis der Eulerschen Polyederformel durch Augustin L. Cauchy (1813),
und gibt ihm und seiner Vor- und Folgegeschichte die Form einer Auseinan-
dersetzung in einer fiktiven Schulklasse. Lakatos® Buch ist eine Ehrenrettung
der inhaltlichen Mathematik und gleichzeitig eine fulminante Kritik am For-
malismus. Es richtet sich gegen die Annahme einer Unfehlbarkeit mathemati-
scher Schliisse und damit ganz direkt gegen das grundlagentheoretische Pro-
Jekt, der Mathematik ein fiir allemal eine sichere Basis zu geben.

Mit seinem Buch eréffnet Lakatos einen neuen Zugang zur Philosophie
(und Soziologie) der Mathematik, indem er dem Glauben an die prinzipielle
Sicherungsfahigkeit der Mathematik eine quasi-empiristische Konzeption ent-
gegenstellt. Im Gegensatz zur Auffassung, wie sie Bertrand Russell, David
Hilbert und L.E.J. Brouwer trotz aller Differenzen gemeinsam war, rekonstru-
iert Lakatos die Geschichte der Mathematik als eine Geschichte von Vermu-
tungen, Behauptungen und Widerlegungen — ganz im Sinne von Poppers
kritischem Rationalismus.” «Der Kern dieser F allstudie», so Lakatos’
Absichtserkldrung im Vorwort zu seiner Arbeit, «wird den mathematischen
Formalismus herausfordern, aber er wird nicht unmittelbar die letzten Positio-
nen des mathematischen Dogmatismus angreifen. Thr bescheidenes Ziel ist es
herauszuarbeiten, dass inhaltliche, quasi-empirische Mathematik nicht durch
die andauemnde Vermehrung der Zahl unbezweifelbar begriindeter Sitze
wichst, sondern durch die unaufhérliche Verbesserung von Vermutungen
durch Spekulation und Kritik, durch die Logik der Beweise und Wider-
legungen» (Lakatos 1963: xii).*

Das mathematische Wissen ist ebenso fehlbar wie das Wissen in den em-
pirischen Wissenschaften. Dies ist die Kemaussage von Lakatos’ Auffassung
der Mathematik. Ein Beweis ist im Prinzip immer nur wahr auf Zeit. Er ver-
korpert keine ewige Wahrheit, sondern einen (komplexen) Geltungsanspruch,
dgr bestritten werden kann, mit Hilfe von Gegenbeweisen und vor allem mit
Hllfe von Gegenbeispielen. In Lakatos’ fiktiver Schulklasse sind Beweise
nicht zweifelsfreie Fakten, sondern sie sind Gegenstand von Kontroversen.

45. Popper §elbst ist nicht so weit gegangen, und dies wirft Lakatos ihm auch vor. Popper habe
trotz seiner «fehlbaren Philosophie» den Fehler begangen, «der Mathematik einen bevor-

rechtigten Rang der Unfehlbarkeit einzurdumeny» (Lak:
tos 1963:
46. Zu Lakatos’ Auffassung der M s ots: 131)

. ngen geben auch Glas 1995; ; Thi i
diverse Aufsitze in Cohen y.a. 1976. s o v s

: Georg Pélya hat schon frither an vielen Beispielen
gezeigt, dass' Mathematiker langst nicht so deduktiv vorgehen, wie es im allgemiinen
l‘x;;;rrstellt wird, sondem iiber weite Strecken induktiv operieren (Polya 1945; 1954a).

end sich Pélya aber ganz explizit auf den «context of discovery» beschriinkt — auf

«n:.z::e_mancs in Fhe maij.xg» — bezichen sich Lakatos’ Ausfiibrungen auf den «context of
validation» und sind aus diesem Grunde um einiges brisanter.
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Die Schiiler nehmen verschiedene Positionen ein, bringen unterschiedliche In-
terpretationen vor und versuchen einander durch Gegenbeweise und Gegen-
beispiele zu iiberzeugen. Neue Beweise erkldren alte Gegenbeispiele; neue
Gegenbeispiele stellen alte Beweise in Frage. Gegenbeispiele konnen sich ent-
weder auf einzelne Beweisschritte beziehen oder aber die Schlussfolgerung
insgesamt in Frage stellen. Im einen Fall spricht Lakatos von «lokalen», im an-
deren Fall von «globalen» Gegenbeispielen.*’

Lakatos stellt in diesem Zusammenhang eine Reihe von Verhaltenswei-
sen vor, zu denen Mathematiker und Mathematikerinnen greifen, wenn sie mit
Gegenbeispielen konfrontiert sind: Monstersperre, Monsteranpassung, Aus-
nahmesperre, Kapitulation und natiirlich auch Lernen, d.h. die Revision der
urspriinglichen Vorstellung. Ich mochte diesen unterschiedlichem Umgang
mit <Anomalien> an einem Beispiel illustrieren. Ausgangspunkt ist die Euler-
sche Vermutung, dass fiir alle Polyeder die Formel gilt: E-K+F=2
(E = Ecken, K = Kanten, F = Flidchen). In einem ersten Schritt kann diese Ver-
mutung, so wie es Euler zunéchst auch tat, an einer Reihe von Beispielen tiber-
priift werden (vgl. dazu auch Polya 1954a: 66fT.). Dies ist ein «experimentel-
les) Vorgehen, wie es in der Mathematik héufig ist (vgl. 4.2.). Gewinnt man
auf diese Weise Vertrauen in die Vermutung, wird man versuchen, sie zu be-
weisen. Gelingt ein Beweis, so ist aus der urspriinglichen Vermutung ein
Theorem bzw. ein mathematischer Satz geworden. Aus konventioneller Sicht
ist das Problem damit geldst: « A mathematical theorem, once proved, is estab-
lished once and for all» (Hempel 1945a: 7).

Lakatos versucht nun zu zeigen, dass die Praxis der Mathematik eine an-
dere ist. Zu jedem Beweis konnen Gegenbeispiele gefunden werden, ganz
dhnlich wie in den empirischen Wissenschaften, wo jede Hypothese immer
hur wahr ist auf Zeit, d.h. durch eine neue Beobachtung prinzipiell widerleg-
bar ist. Ein solches Gegenbeispiel sind die sog. Zwillingstetraeder. Zwil-
lingstetraeder sind Tetraeder, die eine Kante oder eine Ecke gemeinsam haben.
Fiir dieses neue Polyeder trifft die Eulersche Formel nicht mehr zu. E - K + F
ergibt in diesem Fall 3 und nicht 2 (wie man leicht sieht, wenn man es an einem
konkreten Fall durchrechnet). Damit ist der vermeintlich korrekte Beweis der
Eulerschen Vermutung widerlegt — konnte man meinen. Dies braucht aber
nicht immer so zu sein. Denn genau an diesem Punkt kommen die erwihnten
Gegenstrategien zum Zug. Anstatt den urspriinglichen Satz aufzugeben, kann
das Gegenbeispiel auch als «irreguldm qualifiziert werden. Das Zwillingste-

—

47. Lakatos illustriert seine fallibilistische These an einem Fallbeispiel aus der Mathematikge-
schichte. Das ist zwar anschaulich, glgichzeitig aber auch gefihrlich. Gefihrlich deswegen,
weil sich die Art und Weise, wie Mathematik zu Eulers Zeiten betrieben wurde, nicht
umstandslos generalisieren und auf die moderne Mathematik des 20. Jahrhunderts iibertra-
gen lasst.
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traeder, so das Gegenargument, ist gar kein «richtiges» Polyeder. Dies ist die
Strategie der «Monstersperrung». Eine andere Immunisierungsstrategie — La-
katos nennt sie «Monsteranpassung» — besteht darin, das Gegenbeispiel solan-
ge umzudeuten, bis es dem urspriinglichen Satz nicht mehr widerspricht. Dies
wiirde in diesem Fall bedeuten, das Zwillingstetraeder nicht mehr als ein Po-
lyeder, sondern als zwei (wenn auch an einer Stelle miteinander verkniipfie)
Polyeder anzusehen. Eine dritte Strategie besteht darin, das Gegenbeispiel
ausdriicklich als solches zu akzeptieren — anstatt es zu verschweigen, zu ver-
bannen, umzudeuten oder als irrelevante Ausnahme abzuqualifizieren. Diese
Strategie —die von Lakatos favorisierte «dialektische Methode Beweis und Wi-
derlegungen» — ldsst den urspriinglichen Satz allerdings nicht unberiihrt, Im
Gegensatz zu den anderen Strategien, deren Funktion vor allem darin besteht,
den Satz vor Revisionen zu schiitzen, muss er in diesem Fall gedndert werden
(indem man z.B. die bislang implizit geblicbenen Annahmen explizit macht
und sie als Randbedingungen beziehungsweise Axiome in die Argumentation
einfiihrt).

Ein Beweis — das soll Lakatos’ Klassenzimmer-Diskussion demonstrie-
ren — ist keine unverriickbare Wahrheit, sondern ein Begriindungsversuch. Sei-
ne Funktion ist primér Rechtfertigung und Erkldrung, nicht das Aufdecken ei-
ner ewigen Wahrheit. Auch wenn Lakatos eine Reihe von Strategien vorfiihrt,
mittels derer bestehende Sitze vor Revisionen geschiitzt werden kénnen, ist
seine Uberzeugung doch die, dass sich langfristig die Dialektik von Beweis
und Widerlegung durchsetzt. Was Lakatos am Beispiel seiner fiktiven Schul-
klasse vorfiihrt, kennzeichnet seiner Meinung nach die Entwicklung der Ma-
thematik generell. Mathematik entsteht und veréndert sich in einem Hin und
Her‘ von Vermutung und Kcritik, von Beweis und Widerlegung. Was einmal als
gesnchgrt galt, kann zu einem spiiteren Zeitpunkt angezweifelt oder zumindest
a'uf seine Randbedingungen hin befragt werden. Falsifikation in der Mathema-
tlk,.das macht Lakatos mit seiner doppelten Rekonstruktion der Beweisge-
schichte der Eulerschen Formel deutlich, bezieht sich allerdings weniger auf

den Inh_a]t mathematischer Sitze als vielmehr auf deren Giiltigkeitsbereich.
Qder.WIe es Teun Koetsier formuliert: « Mathematical theories are weakly fal-
ll'ble in the sense that one can never exclude the occurrence of unintended pos-
snb!e Interpretations of fundamental notions that require a restriction of univer-
sality claims by means of conceptual refin

validity of theories is restricted weak ement. Because only the range of
€s 1s restricted weak fallibility impli ) Y
(Koetsier 1991: 278), ty implies far going continuity »

48. Doppelt> insofern, als Lakatos die Beweisgeschichte der Eulerschen Formel am Beispiel

seiner Klassenzimmer—Diskussion dars i i
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Mathematik ist in den Augen von Lakatos eine «quasi-empirische» Wis-
senschaft. Als «quasi-empirisch» bezeichnet er jene Theorien, bei denen die
Basissitze tiber Wahrheit bzw. Falschheit entscheiden, im Gegensatz zu axio-
matisch-deduktiven Theorien — Lakatos nennt diese Theorien «Euklidische
Theorien» —, bei denen die Axiome die « Wahrheitstriger» sind: «Ob ein de-
duktives System Euklidisch oder quasi-empirisch ist, entscheidet die Art des
Wahrheitswertflusses in dem System. Das System ist Euklidisch, wenn der
kennzeichnende Fluss der Ubertragung der Wahrheit von den Axiomen «nach
unten> auf das iibrige System ist — die Logik ist hier ein Beweisinstrument; das
System ist quasi-empirisch, wenn der kennzeichnende Fluss die Riickiibertra-
gung der Falschheit von falschen Basisaussagen nach oben> auf die <Hypo-
these» zu ist — die Logik ist hier ein Kritikinstrument» (Lakatos 1978: 27f.).

«Quasi-empirisch» meint freilich nicht empirisch im iiblichen Sinn. Wie
das Beispiel der Mathematik zeigt, muss das Fundament quasi-empirischer
Theorien nicht aus raum-zeitfixierten Basissétzen bestehen. Quasi-empirische
Theorien kénnen auch nicht-empirische Theorien sein. Allerdings muss in die-
sem Fall angegeben werden, was in der Mathematik das Aquivalent sein konn-
te fiir die Basis- bzw. Protokollsitze der empirischen Wissenschaften. Poppers
Falsifikationsdoktrin setzt eine dussere, objektive Welt voraus, die, wie es Otto
Neurath formulierte, bei der Beurteilung von Hypothesen als eine Art «Rich-
ten» fungieren kann (Neurath 1934). Wihrend sich diese Aussenwelt im Falle
der Naturwissenschaft relativ problemlos als <Natur> bestimmen lisst (zumin-
dest in den Augen eines kritischen Rationalisten), ist es im Falle der Mathe-
matik keineswegs ausgemacht, was hier die «potentiellen Falsifikatoren» sein
kénnten. In seiner Monographie spricht Lakatos dieses fiir seine These zentra-
le Problem nicht explizit an. Und dhnlich bekundet auch Kalmar einige Miihe,
seine These, dass die Mathematik «in practice» getestet werden solle, zu kon-
kretisieren: «What are the <observables> in empirical mathematics, i.e. what
kind of proposition can be tested directly in practice?» (Kalmar 1967: 194).
Als Antwort schligt er «numerical propositions» vor, ohne allerdings auszu-
filhren, was er genau damit meint.

In seiner Antwort auf Kalmars Aufsatz skizzierte Lakatos eine eigene
Theorie, die er zwei Jahre spiter zu einem Aufsatz ausarbeitete, der allerdings
erst nach seinem Tode veroffentlicht wurde (Lakatos 1978). In diesem Aufsatz
versucht Lakatos eine Interpretation der Mathematik als einer «quasi-empiri-
schen» Wissenschaft zu geben, die kompatibel ist mit Poppers Falsifikations-
doktrin. «Wenn Mathematik und Realwissenschaft beide quasi-empirisch
sind, so muss der entscheidende Unterschied zwischen ihnen — falls es iiber-
haupt einen gibt — in der Beschaffenheit der «Basisaussagen> oder néglichen
Falsifikatoren» liegen. Die Beschaffenheit einer quasi-empirischen Theorie
bestimmt sich nach der Beschaffenheit der Wabhrheitswertbestimmung ihrer
moglichen Falsifikatoren. Nun wird niemand behaupten wollen, die Mathema-
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tik sei empirisch in dem Sinne, dass ihre moglichen Falsifikatoren singulidre
Raum-Zeit-Aussagen wiren. Doch was ist die Mathematik dann? Oder: wie
sind die moglichen Falsifikatoren mathematischer Theorien beschaffen?» (La-
katos 1978: 34).

Was also sind die «Basissitze» der Mathematik? Was sind ihre potentiel-
len Falsifikatoren? Lakatos’ Antwort auf diese Frage fillt nicht ganz eindeutig
aus. Im Falle einer formalisierten Mathematik, so wie sie Hilbert im Sinn ge-
habt hatte, sind genau genommen nur logische Falsifikationen denkbar. Im
Hilbertschen Formalismus gibt es keine Aussenwelt, anhand derer die For-
meln auf ihren Wahrheitsgehalt hin beurteilt werden konnten (2.1.2.). Dies ist
der Grund, weshalb als potentielle Falsifikatoren nur logische Widerspriiche
in Frage kommen — «Aussagen von der Form p & — p», nicht aber systemun-
abhdngige «Fakten> wie im Falle der Naturwissenschaft» (Lakatos 1978: 34).
Dennoch, trotz dieses geschlossenen Charakters der formalistischen Mathe-
matik, fiihrt Lakatos noch ein zweites Falsifikationskriterium ein, namlich die
Sétze der inhaltlichen Mathematik. «Geht man von der Auffassung aus, dass
eine formale axiomatische Theorie ihren Gegenstand implizit definiert, dann
gibt es keine mathematischen Falsifikatoren ausser den erwihnten logischen.
Geht man aber davon aus, dass eine formale Theorie die Formalisierung einer
informalen Theorie sein soll, dann kann man die formale Theorie «widerlegt)
nennen, wenn einer ihrer Sitze von dem entsprechenden Satz der informalen
Theorie negiert wird. Letzteren konnte man einen heuristischen Falsifikator
der formalen Theorie nennen» (Lakatos 1978: 34f).*

Aus Lakatos’ Sicht sind es also die Theoreme der inhaltlichen Mathema-
tik, die fiir die formalisierte Mathematik den Status von (potentiell falsifizie-
renden) <Fakten) haben. Dies lisst sich an einem Beispiel veranschaulichen.
Man stelle sich vor, eine mathematische Theorie sei vollstindig formalisiert.
an 1st es im Prinzip denkbar, dass irgendwann ein mathematischer Satz be-
wiesen wird, der einer Formel der formalen Theorie widerspricht. Wenn der
Bewels'formalisiert werden kann, ist die formale Theorie offensichtlich wider-
spriichlich: sie wurde durch den formalisierten Beweis logisch falsifiziert.
Falls sich der Beweis nicht formalisieren lasst, ist die formale Theorie in den
Augen von Lakatos falsch: sie wurde durch den inhaltlichen Beweis heuri-
stisch falsifiziert (Lakatos 1978: 35). Damit ist das Problem allerdings nicht
gelost, sondern bloss verschoben, nimlich auf dic Frage: was sind die poten-

49. lc',‘ beze.ichne hier und im folgenden die nicht vollstindig formalisierte Mathematik — die
«eigentliche» Mathematik, wie Hilbert sie nannte — als inhaltliche bzw. informale Mathe-

;1[']1?::'.‘ Ff;:ls;gecht.and uréterscheide ich zwischen formalisierten Beweisen (2 1a Hilbert) und
a eweisen. Ein informaler Beweis enthi dndli g
isore Elemeonte s e 0t enthilt heute selbstverstindlich auch forma

E sich einer formalen Sprach: i i angi
formalisiert. Ich komme in Abschnitt 4.3. darauf zuri?ckc " €7 o aber micht durchgingl
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tiellen Falsifikatoren einer inhaltlichen mathematischen Theorie? Das offen-
sichtliche Unvermégen von Lakatos, «objektive> mathematische Falsifikato-
ren anzugeben, konnte darauf hinweisen, dass es diese nicht gibt. Zu diesem
Schluss scheint Lakatos auch selbst gekommen zu sein. Er hat seinen 1967 ge-
schriebenen Aufsatz jedenfalls nie publiziert. Stattdessen begann er im An-
schluss daran seine «Methodologie der Forschungsprogramme» auszuarbei-
ten, mit der er der Kuhnschen Herausforderung zu begegnen suchte (Lakatos
1970). Die in diesem Zusammenhang entwickelten Vorstellungen, mit denen
er gleichzeitig auch etwas vom Popperschen Falsifikationsmodell abriickte,
hat er allerdings nie systematisch auf die Mathematik iibertragen. Moglicher-
weise, das ist zumindest die Ansicht von Teun Koetsier (1991), hitte er damit
einige Probleme 16sen konnen, die ihm sein fritherer, relativ rigider Falsifika-
tionismus eingetragen hatte.

Lakatos ist von zwei ganz verschiedenen Seiten (um-)interpretiert wor-
den — einerseits von der konventionellen Mathematikphilosophie, reprisen-
tiert durch die beiden Herausgeber John Worrall und Elie Zahar, andererseits
von der Soziologie, fiir die stellvertretend David Bloor steht. Vergleicht man
diese beiden Interpretationen miteinander (und mit Lakatos selbst), riicken die
Meinungsverschiedenheiten in den Blick, die zwischen Mathematikphiloso-
phen, Mathematikern und Soziologen hiufig auftreten.

Die Sicht der offiziellen Mathematikphilosophie ldsst sich den (kriti-
schen) Anmerkungen entnehmen, die die Herausgeber der Monographie von
Lakatos beigefiigt haben (vgl. u.a. S. 93, 138 und 130), sowie einer Replik von
John Worrall auf David Bloors soziologische Variante der Lakatos-Rezeption
(Worrall 1979). Die Kommentare von Worrall und Zahar beziehen sich vor al-
lem auf Lakatos’ fallibilistische Argumentation. Aus der Sicht des «founda-
tional approach», wie ihn Worrall und Zahar vertreten, mag Lakatos’ Argu-
mentation fiir die informale Mathematik berechtigt sein, nicht aber fiir die
formalisierte Mathematik. Sobald ein Beweis formalisiert ist, sind Gegenbei-
spiele nicht mehr moglich, d.h. der Beweis ist nicht mehr widerlegbar. Es mag
zwar sein, dass der Beweis kleinere Fehler enthilt, aber solche Fliichtigkeits-
fehler sind epistemologisch gesehen belanglos und 4ndern nichts an der prin-
?ipiellen Korrektheit eines formalen Beweises. «There is thus no serious sense
n which such a proof is fallible. And, because these rules of proof are «<sound>,
No counterexample to the proof can be found, no matter how the descriptive
tgrmS are stretched; that is, we can make the descriptive terms mean what we
like and still never find an interpretation in which the axioms are true and the
theorem false» (Worrall 1979: 72). Nur die Axiome konnen Gegenstand von
Kritik oder Zweifel sein. Dies braucht den Formalismus allerdings nicht weiter
Zukiimmern, da die Axiome nicht (mehr) den Status von inhaltlichen (und ent-
Sprechend anzweifelbaren) Wahrheiten haben, sondern als Hypothesen be-
trachtet werden, die im Prinzip problemlos verinderbar sind (vgl. 2.1.2.).
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Von einer ganz anderen Warte aus argumentiert David Bloor. Wihrend
Lakatos’ Thesen aus der Sicht von Worrall und Zahar iiber das Ziel hinaus-
schiessen, gehen sie fiir Bloor zu wenig weit. Entsprechend versucht er, Laka-
tos’ Argumentation soziologisch zu erweitern. Der Weg dazu fiihrt iiber eine
Verbindung von Mary Douglas’ grid/group-Schema mit den von Lakatos ein-
gefiihrten Strategien im Umgang mit Gegenbeispielen (Bloor 1978; 1983:
1381f.). Die Hauptthese ist dabei die, dass die Art und Weise, wie Mathemati-
ker und Mathematikerinnen mit Gegenbeispielen umgehen — ob sie z.B. zur
Strategie der Monstersperrung greifen oder die «dialektische Methode» favo-
risieren —, von sozialen Voraussetzungen abhéngig ist, konkret: von der Struk-
tur und der Beschaffenheit der sozialen Gruppe, der sie angehoren. Die Argu-
mentation von Bloor beruht auf zwei Annahmen, die iiber Lakatos’
Intentionen weit hinausgehen. Die erste Annahme ist von Emile Durkheim
und Marcel Mauss (1903) inspiriert und beinhaltet die These, dass die Art und
Weise, wie Mathematiker ihre Welt ordnen, prinzipiell kontingent ist. Es gibt
kein externes Kriterium, das die geschaffene Ordnung zu einer notwendigen
macht. Dies hat Lakatos (in der Interpretation von Bloor) am Beispiel der Ge-
schichte der Eulerschen Formel eindriicklich gezeigt. Die Auseinandersetzun-
gen in Lakatos’ Schulklasse (und in der wirklichen Mathematik) drehen sich
zunéchst einmal um die Frage, was ein Polyeder ist. Ist ein Zwillingstetraeder
ein echtes Polyeder oder ist es ein «Monster»? Je nachdem, mit welcher Stra-
tegic man auf diese Frage reagiert, werden die Grenzen anders gezogen. Dar-
auf bezieht sich Bloor, wenn er vom gemachten Charakter der Grenzziehung
spricht: «We draw the boundary lines. Classification is our achievement and
our problem» (Bloor 1978: 248; Hervorhebung B.H.). Es kénnen jederzeit Ge-
genbeispiele auftauchen, die es notwendig machen, die Grenzen neu zu zie-
hen. Aus der Sicht eines Nicht-Platonisten, wie es (Bloor zufolge) auch Laka-
tos war, gibt es keine «natiirliche> Ordnung, die unseren Einteilungen objektive
Grenzen setzt.*

Damit stellt sich aber die Frage, wie unter diesen Bedingungen stabile
und allgemein akzeptierte Klassifikationen tiberhaupt moglich sind — wie der
prinzipiell endlose Prozess von Beweis und Widerlegung jemals zu einem,
wenn auch nur vorldufigen Ende kommen kann. An dieser Stelle kommt die
zweite Annahme ins Spiel und mit ihr die grid/group-Typologie von Mary
Douglas. Es sind, so Bloor, soziale F aktoren, die die getroffenen Klassifikatio-
nen stabilisieren. «Lakatos has shown us that mathematics is something that
has to be «negotiated>. Logically it is totally underdetermined, but if it is to be
.real knowledge (...) then it must be determined somehow. The answer is that
it is socially determined in the course of negotiations» (Bloor 1978: 251; Her-
vorhebung B.H.). In der Folge versucht Bloor zu plausibilisieren, dass die Art

50. Zu Bloors Mathematiksoziologie vgl. ausfiihrlich Kap. 1.
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und Weise, wie Mathematiker und Mathematikerinnen mit Gegenbeispielen
umgehen, von ihrem sozialen Umfeld abhéngig ist. Zur Charakterisierung die-
ses Umfeldes bedient er sich der grid/group-Typologie von Mary Douglas.*
Um dies an einem Beispiel zu verdeutlichen: Wer einer sozialen Gruppe bzw.
einer Kultur angehort, die sich durch eine rigide Binnen-/Aussendifferenzie-
rung (high group) und eine relativ schwache interne Differenzierung (low
grid) auszeichnet, wird auf Anomalien — seien das nun mathematische Gegen-
beispiele, Fremde oder Tabuverletzungen — mit Abwehr und Ausstossung rea-
gieren. Die Idee, Douglas’ grid/group-Typologie und die von Lakatos be-
schricbenen Strategien im Umgang mit Gegenbeispielen aufeinander zu
beziehen, ist zwar hiibsch, in der Ausfiihrung aber nicht sonderlich iiberzeu-
gend. Dazu briiuchte es eine feinkérnige Analyse unterschiedlicher mathema-
tischer Kulturen, die Bloor aber nicht leistet.

Beide Interpretationen, die formalistische der Herausgeber und die sozio-
logische a la Bloor, weisen Schwichen auf. Die Kritik von Worrall und Zahar
beruht wesentlich auf der Annahme, dass sich jeder informale Beweis im Prin-
zip formalisieren lisst. « We now do have systems within which absolute rig-
our is possible. This important victory is, of course, in no way diminished by
the fact that mathematicians will not standardly present their proofs in such
cast iron, rigorous form. The point is that present day proofs could be formal-
ized in this way if desired» (Worrall 1979: 73). Das ist eine Argumentation,
die meiner Ansicht nach an der Pointe von Lakatos’ Buch vorbeizielt. Denn in
Beweise und Widerlegungen geht es gerade nicht um die ideale, sondern um
die reale Mathematik — darum, was Mathematiker und Mathematikerinnen tat-
sdchlich tun, wenn sie Mathematik betreiben. In einem zwei Jahre vor dem Er-
scheinen von Beweise und Widerlegungen geschriebenen Vortrag konzediert
Lakatos zwar, dass ein formalisierter Beweis innerhalb des entsprechenden
formalen Systems durch ein Gegenbeispiel nicht widerlegbar ist, fiigt aber so-
gleich hinzu, dass sein Problem damit nicht gelést sei: «Does this mean that
for instance if we prove Euler’s theorem in Steenrod’s and Eilenberg’s fully
formalized postulate system it is impossible to have any counterexample?
Well, it is certain that we won’t have any counterexample formalizable in the
System (assuming the system is consistent); but we have no guarantee at all

-_—

51. Mary Douglas hat bereits in threm ersten Buch Reinheit und Gefiahrdung herausgearbeitet,
wie sehr der jeweilige kulturelle Kontext den Umgang mit Anomalien prigt (Douglas
1966). Diese Uberlegungen hat sie spiiter weiter ausformuliert und im Rahmen ihrer grid/
group-Typologie systematisiert (Douglas 1973). Vereinfacht formuliert, unterscheidet
Mary Douglas zwischen zwei Dimensionen. Die eine Dimension bezieht sich auf das Aus-
mass der internen sozialen Differenzierung (grid), die andere misst die Abgrenzung gegen
aussen und die damit einhergehende interne Kohdsion (group). Dichotomisiert man diese
beiden Dimensionen, so ergibt sich eine Vierfelder-Typologie, die auch Bloor seiner Argu-
mentation zugrunde legt.




80

that our formal system contains the full empirical or quasi-empirical stuff in
which we are really interested and with which we dealt in the informal theory»
(Lakatos 1961: 66f.).

Wo John Worrall und Elie Zahar Lakatos’ Argumentation zu entschérfen
versuchen, macht Bloor aus ihm einen Ziehvater der Mathematiksoziologie.
Es ist zwar richtig, wenn Bloor schreibt: « Proofs and Refutations opens the
door to a sociological approach to mathematics» (Bloor 1978: 270), aber der
Weg dahin ist linger und verzweigter als der von Bloor vorgeschlagene. Laka-
tos hat nur behauptet, dass auch das mathematische Wissen fehibar ist und sich
in einem dialektischen Prozess von Behauptungen und Widerlegungen ent-
wickelt, genauso wie es Karl Popper fiir die empirischen Wissenschaften be-
hauptet hatte. Bloors These, dass bei diesem Prozess auch soziale Faktoren am
Werk sind, wire Lakatos vermutlich ein Greuel gewesen. Wie kaum ein ande-
rer hat Lakatos das Rationalititsideal der Wissenschaft gegen die «destrukti-
ven> Tendenzen der neueren Wissenschaftsgeschichte zu verteidigen versucht.
Lakatos war ein kritischer Rationalist und folglich ein entschiedener Gegner
relativistischer Auffassungen. Aus seiner Sicht schliesst eine fallibilistische
Orientierung auch im Bereich der Mathematik die Annahme von Kumulativi-
tit und Rationalitét keineswegs aus. Auch wenn sich die Abwehrstrategien
kurzfristig durchsetzen mogen — Gegenbeispiele umdefiniert, abqualifiziert
oder schlicht verdringt werden —, langfristig gesehen wird sich, das ist Laka-
tos’ meta-philosophisches Credo, in jedem Fall das <bessere» Wissen behaup-
ten. In diesem Sinne hat Lakatos zwar den Weg bereitet fiir eine soziologische
Betrachtung der Mathematik, er selbst wire ihn aber sicher nie gegangen.

Bloors soziologischer Unterbau hiingt wesentlich von der Annahme ab,
dass die Art und Weise, wie Mathematiker ihr symbolisches Universum ord-
nen, prinzipiell kontingent ist. Die Grenzlinien konnen immer wieder aufs
neue verschoben werden, es gibt keine natiirliche oder platonische Weltord-
nung, die der menschlichen Einteilung Grenzen setzt. 2 In der Praxis der Ma-
thematik sieht dies allerdings deutlich anders aus. Mathematiker arbeiten nicht
in einem luftleeren Raum, sondern mit Objekten und Strukturen, die sie zwar
selber geschaffen haben, die ihnen aber dennoch betrachtlichen Widerstand
entgegensetzen. Demarkationslinien lassen sich nicht beliebig ziehen, und der
relativ stabile und konsensuale Charakter von Klassifikationen hat vor allem
mit dem <objektiven> Charakter der mathematischen Welt zu tun, die von den
Mathematikern zwar produziert wurde, ihnen aber spiter als unabhéngiges
Produkt entgegentritt. Das Gegenstiick zu einem wolkigen Kontingenzdenken

52. Nur an einer Stelle hat Bloor seine Kontingenzthese etwas zuriickgenommen: «There are
limits to the amount and direction of concept-stretching and reclassification. The exact
charact.er of these constraints is indeed an unsolved problem, but one thing is clear; the
constraints can be seen as relative, not absolute (Bloor 1978: 150f.).
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ist nicht ein metaphysischer Platonismus, sondern die Erkenntnis, dass auch
ein kulturelles Artefakt wie die Mathematik eine Eigengesetzlichkeit und Wi-
derstindigkeit aufweist, die fiir die Betroffenen einen nicht minder harten und
unabhingigen Charakter haben kann wie Gesteinsformationen fiir eine Geolo-
gin (vgl. 2.3.3).

2.3.2. Quasi-empiristische Epistemologie

20 Jahre nach dem Erscheinen von Beweise und Widerlegungen konstatierte
Christian Thiel, dass die Anregungen von Lakatos bislang kaum aufgegriffen
worden seien (Thiel 1981). Dies hat sich in der Zwischenzeit gedndert. Der
Quasi-Empirismus ist heute zu einer breit diskutierten Richtung in der Mathe-
matikphilosophie geworden und hat teilweise Formen angenommen, die mit
Lakatos’ urspriinglicher Version nur noch wenig zu tun haben. Lakatos hat vor
allem ein methodisches Argument verfochten: die Mathematik entwickelt sich
nach dem gleichen Muster wie die empirischen Wissenschaften. Wenn heute
von «Quasi-Empirismus» die Rede ist, so ist damit in der Regel mehr als eine
methodologische These gemeint. Auf eine wichtige Variante quasi-empiristi-
scher Philosophie, den Physikalismus, bin ich bereits eingegangen (2.1.1)).
Davon abgesehen ist es in letzter Zeit auch zu einem Revival des <klassischen)
Empirismus gekommen, allerdings in modifizierter und modemisierter Form.
Der prominenteste Vertreter eines solchermassen modernisierten Empirismus
ist Philip Kitcher. Kitcher hat mit seinem historischen Empirismus (bzw. «Na-
turalismusy, wie er ihn heute nennt) die wohl ausgearbeitetste Gegenposition
Zur aprioristischen Auffassung der Mathematik vorgelegt (Kitcher 1983;
1988). Im Gegensatz zum Physikalismus ist Kitchers Naturalismus eine pri-
mér erkenntnistheoretische Position. Er befasst sich weniger mit der Beschaf-
fenheit des mathematischen Objektbereiches, sondern legt den Akzent auf die
Frage nach dem Ursprung und der Natur mathematischen Wissens. >
Kitcher vertritt eine empiristische Position. Aus seiner Sicht ist das Wis-
sen der Mathematik letztlich erfahrungsbegriindet. Im Gegensatz aber zu ei-
flem Empirismus a la Mill steht bei Kitcher nicht die individuelle Erfahrungs-
bi}Sls im Mittelpunkt, sondem die historischen Transformationsprozesse, die
die urspriingliche, noch unmittelbar empirische «Protomathematik» in die
h?:utige abstrakte Mathematik iibergefiihrt haben. Kitcher begreift diese Ent-
Wicklung, d.h. die Geschichte der Mathematik als eine Sequenz rationaler
erginge. Jede Phase ist, so Kitcher, durch eine spezifische «Praxis» ge-
ennzeichnet, die ihrerseits verschiedene Komponenten umfasst: eine gemein-

—_—

33. K.itcl?ers Buch Mathematical Knowledge, in dem er seine anti-aprioristische Position aus-
ﬁ_lhrhch begriindet, ist auf breites Interesse gestossen, vgl. etwa die ausfiihrlichen Rezen-
Sionen von Grosholz 1985; Parsons 1986; Steiner 1984.
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same Sprache, ein gemeinsamer Bestand an Wissen, als wichtig erachtete Fra-
gen, allgemein akzeptierte Rechtfertigungspraktiken und ein metamathemati-
sches Weltbild, wozu auch die vorherrschenden mathematikphilosophischen
Uberzeugungen gehoren (Kitcher 1983: 163ff.). Die Entwicklung der Mathe-
matik vollzieht sich iiber einen Wandel der bislang herrschenden Praxis, d.h.
iiber Anderungen in jeder der fiinf Komponenten. Im Gegensatz zu relativisti-
schen Ansitzen postuliert Kitcher, dass die Ubergiinge von einem Praxisfeld
zum anderen rational sind, es in der Mathematik m.a.W. Fortschritt gibt und
man diesen auch operational fassen kann. «I claim that we can regard the
history of mathematics as a sequence of changes in mathematical practices,
that most of these changes are rational, and that contemporary mathematical
practice can be connected with the primitive, empirically grounded practice
through a chain of interpractice transitions, all of which are rational» (Kitcher
1988: 299).>*

Das Elementarwissen, aus dem die moderne Mathematik entstanden ist,
bestand, so Kitcher, zunichst einmal aus Veraligemeinerungen empirischer
Beobachtungen, ganz dhnlich wie es John Stuart Mill postuliert hat. Aus die-
sem protomathematischen Wissen entwickelte sich die heutige Mathematik
tiber eine stufenweise Abstraktion und Symbolisierung, indem die empiri-
schen Gegenstinde (Mills Kieselsteine oder Freges Pfefferniisse) symbolisch
(z.B. mit Zahlzeichen) gekennzeichnet und die Operationen nicht mehr an den
Objekten selbst, sondern an ihren symbolischen Stellvertretern ausgefiihrt
wurden. In einem nichsten Schritt wurden die Operationen selbst (zum Bei-
spiel das Zihlen oder Addieren) symbolisch gekennzeichnet und zum Gegen-
stand von Operationen héherer Ordnung gemacht, undsoweiter. >* Damit 16st
sich die Mathematik mit der Zeit faktisch, wenn auch nicht genetisch, von dem
Erfahrungskontext, aus dem sie urspriinglich entstanden ist, und schafft sich
ihren eigenen, nunmehr rein geistigen Gegenstandsbereich. « The ultimate
subject matter of mathematics is the way in which human beings structure the
world, either through performing crude physical manipulations or through the
operations of thought. We idealize the science of human physical and mental
operations by considering all the ways in which we could collect and order the
constituents of our world if we were freed from various limitations of time, en-

tltrggg'é)aslzd ability» (Kitcher 1988: 313; vgl. ihnlich auch Mac Lane 1981;

54. Kitchers Rationalitiits- und Kumulativititsannahme richtet sich gegen die Inkom-
megsura?ilitiitsthese in der Wissenschaftsphilosophie (Kitcher 1983 1651%.; 1988). Diese

Rauom.xhtﬁtsannahme ist gleichzeitig aber auch der Angelpunkt, mit dem Kitchers Argu-

mentation steht und fallt. Kitcher plausibilisiert sie empirisch iiber historische Beispiele,

mch.t aber, wie er selbst konzediert, systematisch (vgl. u.a. Kitcher 1988: 300f.).

Sybille .Kr%imer hat in ihrer Geschichte der Formalisierung einen zentralen Aspekt dieser

sukzessiven Innenwendung der Mathematik beschrieben (Krimer 1988).

55.

N

83

Aprioristische Mathematikphilosophien gehen in der Regel vom Bild ei-
nes Mathematikers aus, der isoliert einer von ihm unabhingigen mathemati-
schen Wirklichkeit gegeniibersteht. Demgegeniiber fiihrt Kitcher als zusitzli-
ches drittes Element die mathematische Gemeinschaft und das jeweils
verfiigbare mathematische Wissen ein, ganz dhnlich librigens, wie es Ludwig
Fleck mit seiner Idee des «Denkkollektivs» angeregt hatte (Fleck 1935a:
541f.). Diese Erweiterung hat Folgen fiir das Begriindungsproblem. Wihrend
sich Platonisten bei der Frage, wie mathematisches Wissen gerechtfertigt
wird, auf den Beweis und die mathematische dntuition> bezichen, verweist
Kitcher, um einiges pragmatischer, auf Biicher, Wandtafeln und wissenschaft-
liches Ansehen. «Most cases of warranted mathematical beliefs are cases in
which an individual’s belief is warranted in virtue of its being explicitly taught
to him by a community authority or in virtue of his deriving it from explicitly
taught beliefs using types of inferences which were explicitly taught» (Kitcher
1983: 225). Entsprechend verschiebt sich das Begriindungsproblem fiir Kit-
cher auf die Frage, wie neues Wissen gerechtfertigt wird. Die Antwort, die Kit-
cher auf diese Frage gibt, kniipft an seine entwicklungslogische These an.
Wihrend das urspriingliche protomathematische Wissen empirisch begriindet
wurde, wird das Wissen der hGheren Mathematik iiber dessen Beziehung zum
bestehenden Wissenskorpus gerechtfertigt. « Our present body of mathemati-
cal beliefs is justified in virtue of its relation to a prior body of beliefs; that
prior body of beliefs is justified in virtue of its relation to a yet earlier corpus;
and so it goes (...) What naturalism has to show is that contemporary mathe-
matical knowledge results from this primitive state through a sequence of
rational transitions» (Kitcher 1988: 299).%

Wahrheit ist bei Kitcher nicht mehr korrespondenztheoretisch gefasst,
sondern wird zu einem relativen und prozedural definierten Begriff. Was als
wahr gilt, bestimmt sich in Relation zur jeweiligen mathematischen Praxis:
<fThere is no independent notion of mathematical truth (...) Truth is what ra-
tional inquiry will produce, in the long run» (Kitcher 1988: 314). D.h. Wahr-
heit wird nicht mehr, wie etwa im Platonismus, tiber Korrespondenz definiert,
sondern in Relation gesetzt zur mathematischen Gemeinschaft und den dort
geltenden Rechtfertigungsverfahren. Dies ist eine Verschiebung, wie sie dhn-
lich auch in der Wissenschaftsphilosophie stattgefunden hat: an die Stelle ei-
e U —

36. Kitchers Theorie mathematischer Entwicklung ist nicht unwidersprochen geblieben. Kon-
tltovers ist insbesondere die Frage, wie wir aufgrund unserer endlichen Erfahrungen zu
¢iner Mathematik des Unendlichen gelangen konnen, vgl. dazu Emody 1994.

57. In diesem Zusammenhang stellt sich auch die Frage, ob beim individuellen Lernen von
Mathematik die kulturhistorische Entwicklung in gewissem Sinne wiederholt wird. Ist es
vorstellbar, dass jemand, der nie mit Murmeln oder Pfefferniissen gespielt hat, sie nie

gezihlt, verschoben oder geordnet hat, rechnen lernt und mit der Zeit das abstrakte Kon-
zept der Zahl versteht?
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ner gegebenen Welt, die als unabhiingige Wahrheitsinstanz fungiert, tritt das
Verfahren. In der Wissenschaftsphilosophie herrscht allerdings keineswegs Ei-
nigkeit dariiber, was unter einem «rationalen Verfahren» genau zu verstehen
ist. Charles S. Peirce, der schon sehr friih, wenn auch mit einiger Ambivalenz,
fiir einen prozeduralen Wahrheitsbegriff pladiert hat, identifiziert «rationales
Verfahren» mit der wissenschaftlichen Methode (Peirce 1877). Wahr sind fiir
Peirce jene Sitze, zu denen die Gemeinschaft der Wissenschaftler unter An-
wendung der wissenschaftlichen Methode in einem zeitlich prinzipiell unbe-
grenzten Prozess gelangt.*®

Ahnlich vertritt auch Hilary Putnam im Rahmen seines «internen Realis-
mus» einen prozeduralen Wahrheitsbegriff, allerdings in etwas liberalisierterer
Form (Putnam 1990: insb. Kap. III, sowie eine Reihe von Aufséitzen in Putnam
1993). Wihrend Peirce die wissenschaftliche Methode als historisch invariant
setzt, geht Putnam davon aus, dass sich die Regeln dndern konnen. Wissen-
schaftliche Verfahren sind, so Putnam, Ausdruck unserer Weltauffassung und
wandeln sich mit dieser (Putnam 1990: 10; Putnam 1988/90: 241ff.).** Wih-
rend Peirce, Putnam (und natiirlich auch Habermas) darum bemiiht sind, einen
gewissermassen objektiven Ersatz fiir den korrespondenztheoretischen Wahr-
heitsbegriff zu finden und dies iiber die Zusatzannahme eines zeitlich unbefri-
steten Forschungsprozesses (Peirce), «idealer» Erkenntnisbedingungen (Put-
nam) oder eines «herrschaftsfreien Diskurses» (Habermas) zu realisieren
versuchen, vertritt Richard Rorty eine stark subjektivistisch gefirbte Variante:
wahr ist, wozu eine Gruppe verniinftiger Leute nach eingehender Diskussion
gelangt (Rorty 1987: 343ff). Damit wird der Wahrheitsbegriff gewissermas-
sen <kontextualisiert>. Es gibt, und hier bezieht Rorty eine explizite Gegenpo-
sition zur Annahme einer universellen Rationalitit, keine kontextiibergreifen-
den Erkenntnisprinzipien.

Im Gegensatz zur Wissenschaftsphilosophie sind in der Mathematikphi-
losophie konsenstheoretische Argumentationen immer noch die Ausnahme.
Kitcher gehort zu den wenigen Mathematikphilosophen, die Wahrheit in Be-
ziehung setzen zur wissenschaftlichen Gemeinschaft und den Jjeweils gelten-
den Rechtfertigungspraktiken. «The accepted reasonings are the sequences of
statements mathematicians advance in support of the statements they assert»
{Kitcher 1983: 180). Das prominenteste Beispiel solcher «accepted reason-
ings» ist natiirlich der Beweis. Es ist aber wichtig zu sehen, dass der Beweis

58. Peirce hat nicht eine durchgingig konsenstheoretische Position vertreten, sondern sein Ver-
trauen .auf die rationale Kraft der wissenschaftlichen Methode mit einer korrespondenz-
theorensghen Auffassung von Wahrheit kombiniert. Der am Ende erzielte Konsens
ko?verglen mit dem objektiv Wahren (vgl. auch 5.1).

59. In Jﬁflgster Zeit scheint sich Putnam allerdings wieder von diesem prozeduralen Wahrheits-
begriff zu distanzieren, vgl. exemplarisch das Interview in Burri 1994: 1791,

B
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nicht die einzige Rechtfertigungsstrategie ist und seine Bedeutung historisch
variiert. Wandelbar sind aber nicht nur die geltenden Rechtfertigungsprakti-
ken — Kitchers «accepted reasonings» —, wandelbar sind auch die Anforde-
rungen, die an einen Beweis gestellt werden. Die Beweisanforderungen selbst
gehoren fiir Kitcher in den Bereich des metamathematischen Weltbildes. Was
in einer Epoche als Beweis zihlt, gilt in einer anderen vielleicht nur noch als
plausible Begriindung, nicht aber als Beweis. Fiir einen solchen Wandel der
Beweiskriterien gibt es in der Mathematikgeschichte eine Reihe von Beispie-
len (vgl. dazu ausfiihrlicher 7.3.3.). Sobald man jedoch konzediert, dass die
Beweisanforderungen historisch wandelbar sind, muss auch die Vorstellung
einer absoluten Wahrheit verabschiedet werden. Oder wie Raymond Wilder
diese skeptische Sicht formuliert: «At any given time, there exist cultural
norms for what constitutes an acceptable proof in mathematics. And what is

acceptable in one period may not be acceptable at a later period» (Wilder 1981:
40).

2.3.3. Mathematik als soziales Phinomen

Wo ist der «Ort> der mathematischen Wirklichkeit? Wie ich in diesem Kapitel
ausgefiihrt habe, fallen die Antworten auf diese Frage unterschiedlich aus. Fiir
den Platonismus liegt der Ort der mathematischen Objektwelt ausserhalb von
Raum und Zeit, fiir den Physikalismus, zumindest in seiner radikalen Variante,
ist die Mathematik eine — allerdings sehr abstrakte — empirische Wissenschaft,
fir den Formalismus und den Intuitionismus sind mathematische Objekte
Konstruktionen. Der Formalismus verortet sie auf der Ebene einer formalen
Zeichensprache, der Intuitionismus im menschlichen Geist. Wihrend der For-
malismus Mathematik als formale (Schrift-)Sprache denkt, ist sie fiir den In-
tuitionismus ein rein gedankliches Phanomen: die wirkliche Mathematik fin-
det im Geiste statt, ihre sprachliche Formulierung ist ein sekundiirer Akt und
der eigentlichen Mathematik dusserlich. Die Sprache (und dies gilt fiir die all-
tigliche wie fiir die formale Sprache) kommt fiir L.E.J. Brouwer erst dann zum
Zuge, nachdem die mathematischen Gegenstinde, sprachlos, im Geiste er-
SCl}aﬁ‘en wurden, und sie dient ausschliesslich deren Ubermittlung. Diese
strikte Trennung zwischen Denken und Sprechen hat zur Folge, dass Brouwer
auf die Frage nach der Intersubjektivitit der Mathematik keine oder eine nur
sehr unzulingliche Antwort geben kann. Intersubjektivitit ist fiir ihn nur vor-
Stellbar als Resultat eines «Zwangsaktes», der entweder iiber «Suggestion»
oder iiber « Vernunftdressun» lauft (Brouwer 1928: 419). Da Brouwer die Spra-
che, auch die formale Sprache, als etwas der Mathematik Ausserliches be-
trachtet, fehlt ihm ein Instrumentarium, um zu erkliren, wie die einzelnen Gei-
Ster zu einer Verstindigung iiber ihre individuell erzeugten Schopfungen
kommen kénnen. «Numbers do not exist in space, and I agree with those who
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say that they are to be found in our minds. This, however, implies that my 3 is
not your 3, since my 3 is in my mind, while your 3 is in your mind. How then
are different mathematicians able to communicate?» (Snapper 1988: 53). Ge-
nau auf dieses Problem hat Frege mit seiner harschen Kritik am Psychologis-
mus in der Mathematik aufmerksam gemacht. «Wire die Zahl eine Vorstel-
lung, so wire die Arithmetik Psychologie. Das ist sie so wenig, wie etwa die
Astronomie es ist. (...) Wire die Zwei eine Vorstellung, so wire es zunidchst
nur die meine. Die Vorstellung eines Anderen ist schon als solche eine andere.
Wir hitten dann vielleicht viele Millionen Zweien. Man miisste sagen: meine
Zwei, deine Zwet, eine Zwei, alle Zweien. (...) Wir sehen, zu welchen Wun-
derlichkeiten es fithrt, wenn man den Gedanken etwas weiter ausspinnt, dass
die Zahl eine Vorstellung sei. Und wir kommen zu dem Schlusse, dass die Zahl
weder raumlich noch physikalisch ist, wie Mills Haufen von Kieselsteinen und
Pfefferniissen, noch auch subjektiv wie die Vorstellungen, sondern unsinnlich
und objektiv» (Frege 1884: 60).%

Dennoch lisst sich Brouwers mentalistische These zu einer kulturalisti-
schen ausbauen, ohne seine Position im Einzelnen teilen zu miissen. Die mei-
sten Mathematikphilosophen, die diesen Weg gehen, orientieren sich an Pop-
pers Drei-Welten-Theorie. «Pure mathematics studies man-made structures in
World 3 of abstract artefacts», so etwa Ilkka Niiniluoto, der Brouwers Intuitio-
nismus mit Poppers Drei-Welten-Konzeption zu verbinden sucht (Niiniluoto
1992: 62; vgl. dhnlich auch Isaacson 1993).%' Popper selbst hat in seiner Brou-
wer-Interpretation eine solche Verbindung nahegelegt (Popper 1994: 132ff.).
Anstatt, wie Brouwer es getan hat, mathematische Objekte als geistige Pro-
dukte anzusehen, die nur in der Welt 2 des subjektiven Bewusstseins existie-
ren, werden sie von Popper zu «Biirgem» (Popper) der Welt 3 ernannt. «Sie
wurden zwar urspriinglich von uns konstruiert — die Welt 3 entsteht jaals unser
Erzeugnis —, doch die Gedankeninhalte fiihren ihre eigenen unbeabsichtigten
Konsequenzen mit sich» (Popper 1994: 142). Damit diese «Umbiirgerung»
méglich ist, muss die scharfe Trennung zwischen Denken und Sprache, auf der
Brouwer bestanden hatte, aufgehoben werden. Denn zu einem kulturellen Ar-
tefakt konnen die individuellen Schopfungen des Geistes erst dann werden,
wen?2 es ein Medium gibt, in dem sie sich ausdriicken und objektivieren kon-
nen.

Aus soziologischer Sicht braucht man nicht auf Poppers Drei-Welten-
Theorie zuriickzugreifen, um zwischen sozialen Tatbestanden und individuel-

60. Zt} Freges Vorstellung eines «dritten Reichesy objektiver Gedanken, die einige Ahnlichkeit
mit Poppers Welt 3 aufweist, vgl. Dummett 1988- 32ff.
61. Popper (1994) unterscheidet zwischen drei Welten — zwischen der physikalischen Welt 1,

der psychischen Welt 2 des individuellen Bewusstseins und der «objektiven> Welt 3 der
kulturellen Artefakte.
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lem Bewusstsein zu unterscheiden. Es gibt bekanntlich eine Reihe von alter-
nativen Angeboten, um die Differenz zwischen verinnerlichter und objekti-
vierter Mathematik angemessen zu beschreiben. Die Mathematik ist nicht
bloss als geistiges Produkt in den individuellen Képfen vorhanden, sondern
Teil der «objektiven Kultur». Die Konstruktion der mathematischen Wirk-
lichkeit folgt den gleichen Gesetzen wie die Produktion anderer sozialer
Tatsachen und lasst sich dhnlich wie diese zwischen den drei Dimensionen Ex-
temalisierung, Objektivation und Verinnerlichung aufspannen (Berger/Luck-
mann 1970). Die Bestimmung der Mathematik als soziale Konstruktion
schliesst die Moglichkeit von Entdeckungen keineswegs aus. «Even if cultural
objects are social constructions, they are not entirely transparent to us. We can,
in an objective sense, discover new truths about our own creations» (Niiniluo-
to 1992: 64). ,

Wie das Beispiel der mengentheoretischen Antinomien augenfillig zeigt,
kdnnen Definitionen Implikationen enthalten, die nicht von Anfang an be-
kannt sind, sondern erst mit der Zeit entdeckt werden. Das Betreiben von Ma-
thematik besteht wesentlich im <Entdecken> solcher ungeahnter Implikatio-
nen. Oder wie es Armand Borel formuliert: «Some of the properties of this
(new) mathematical object derive easily from the definitions, but others not at
all. It may require tremdendous efforts, over a long time, to pry them out, and
then how we can escape the feeling that this object was there before and we
just stumbled upon it? If moreover, the interest in those problems and the ef-
forts to solve them are shared by others, the feeling of an objective existence
becomes practically irresistiblex» (Borel 1994: 12). Die Tatsache, dass mathe-
matische Objekte konstruiert und nicht gefunden werden, bedeutet allerdings
nicht, dass diese Konstruktionen so kontingent sind, wie David Bloor unter-
St.ellt (vgl. 2.3.1). Die Minimalanforderung ist Kohérenz — und das ist faktisch
€ine maximale Forderung. Zuléssig sind nur jene Objekte, die zu den bereits
eingefithrten Konstruktionen nicht im Widerspruch stehen. So gesehen
schliessen sich kulturalistische Position und objektivistischer Wahrheitsbe-
griff keineswegs aus. Nur ist in diesem Fall die Wahrheitsinstanz nicht eine ex-
terne Wirklichkeit, sondern das im Verlauf der mathematischen Entwicklung
geschaffene kulturelle Netz von Definitionen, Begriffen, Sitzen und Bewei-
sen,

—_——

62. Fiir Popper stellt die Verankerung der Mathematik in der Welt 3 eine Moglichkeit dar, eine
an sich radikal anti-platonistische Position, wie es der Intuitionismus ist, mit «einer Art
von Platonismus» zu verbinden (Popper 1994: 139). Ilkka Niiniluoto bezeichnet Poppers
These einer objektiven Welt geistiger Sachverhalte als «poor man’s platonism» (Niiniluoto
1992: 64), Daniel Isaacson spricht in diesem Zusammenhang von «concept platonismy»
(Isaacson 1993). Diese Formulierungen sind jedoch insofern missverstandlich, als sie die

Differenz zwischen dem klassischen Platonismus und einer kulturalistischen Position zu
sehr verwischen.



88

In einem vielzitierten Aufsatz hat der Anthropologe Leslie White die Ma-
thematik als kulturelles Artefakt beschrieben (White 1947). Seine Anregun-
gen wurden von Raymond Wilder, einem Mathematiker, aufgenommen und
weiter ausgebaut (Wilder 1981). Die (von Durkheim inspirierte) Grundthese
ist dabei die, dass die Mathematik eine soziale Institution ist, die Objektivitit
der Mathematik m.a.W. den gleichen Charakter hat wie die Objektivitit von
Verkehrsregeln, moralischen Geboten oder Grammatikregelin. Ahnlich wie die
Sprache oder die Moral ist auch die Mathematik ein fait social — ein sozialer
Tatbestand, der dem Individuum von aussen entgegentritt, obwohl er von ihm
geschaffen wurde. Sie bildet eine Realitiit sui generis, die fiir den einzelnen
Mathematiker den Status einer objektiven, dusseren Welt besitzt und die er
sich in kleinen Ausschnitten und in einem langjdhrigen Lern- und Verinner-
lichungsprozess zu eigen macht. «Mathematics does have objective reality.
And this reality (...) is not the reality of the physical world. But there is no
mystery about it. Its reality is cultural: the sort of reality possessed by a code
of etiquette, traffic regulations, the rules of baseball, the English language or
rules of grammam (White 1947: 302). Wihrend jedoch die Verkehrsregeln in
der Regel als menschliche Hervorbringungen wahrgenommen werden, besitzt
die Welt der Mathematik in den Augen vieler Mathematiker eine ausser-
menschliche Existenz.

White hat mit seinem Aufsatz zwar einen neuen Weg eingeschlagen, sei-
ne Argumentation bleibt aber dhnlich wie jene von Bloor auf halber Strecke
stehen. Die Mathematik ist zwar ein soziales Produkt, im Vergleich zu anderen
kulturellen Artefakten und Institutionen weist sie jedoch eine Reihe von Be-
sonderheiten auf, die White nicht weiter erklirt. Im Gegensatz zu Verkehrsre-
geln oder Tischsitten, die in vielfiltiger und hiufig widerspriichlicher Form
existieren und kaum jemals uneingeschinkt akzeptiert sind, zeichnet sich die
Mathematik durch Kohérenz und Konsens aus (vgl. Kap. 1). Mathematiker
mdgen sich zwar iiber Beweisanforderungen oder die Relevanz eines Bewei-
ses streiten, sie werden sich jedoch rasch einig, wenn es um die Korrektheit
eines Resultats oder das Vorhandensein von Beweisliicken geht. Wie lasst sich
erkldren, dass ein Gebilde, an dessen Entwicklung viele Menschen unabhiin-
gig voneinander arbeiten, nicht in unverbundene und inkompatible Teile zer-
féllt? Was ist der Grund dafiir, dass Kontroversen in der Mathematik relativ
rasch und rational entschieden werden? Welcher Art sind m.a.W. die Mecha-
nismep, die dafiir sorgen, dass in der Mathematik der «Mythos kultureller In-
tegration» (Archer) tatsichlich Realitiit ist? Wie ich im Eingangskapitel aus-
gefiihrt habe, sind dies die Hauptfragen, die eine Soziologie der Mathematik

zu t{eantworten hat, und auf die ich Schlusskapitel dieses Buches ausfiihrlich
zuriickkommen werde.
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2.3.4. Quasi-Empirismus und Soziologie

Der Quasi-Empirismus tritt heute in verschiedenen Varianten auf. Sie reichen
von der von Lakatos vertretenen These, dass sich die Mathematik nach einem
grundsatzlich ahnlichen Muster entwickelt wie die empirischen Wissenschaf-
ten, bis hin zu der sehr viel radikaleren Behauptung, dass auch die Mathematik
eine Art empirische Wissenschaft sei. Die Philosophie der Mathematik mache
gegenwirtig eine «rather dramatic transformation and reorientation» durch,
schreiben die Herausgeber eines Sammelbandes zur Mathematikphilosophie,
in dem dieser Perspektivenwechsel breit dokumentiert wird (Echeverria u.a.
1992: ix). Obschon der Quasi-Empirismus keine einheitliche Doktrin darstellt,
sondern verschiedene Facetten und Varianten aufweist, mochte ich die Haupt-
punkte noch einmal kurz zusammenfassen.

(1) Fallibilismus vs. Unfehlbarkeit. Die Mathematik galt lange Zeit als
Inbegriff sicheren Wissens. Wihrend das Scheitern der grundlagentheoreti-
schen Programme die Mathematiker selbst an der absoluten Sicherheit der
Mathematik zweifeln liess, hat sich die Mathematikphilosophie weiterhin mit
Begriindungsfragen beschiftigt. Lakatos war der erste Mathematikphilosoph,
der die fallibilistische Position konsequent auf die Mathematik iibertragen hat.
Der Anspruch auf absolute Sicherheit ist eine Fiktion; mathematisches Wissen
ist, wenn auch aus anderen Griinden, dhnlich fehlbar wie das Wissen der em-
pirischen Wissenschaften. Das ist die Basisthese des Quasi-Empirismus.

(2) Historisierung vs. Invarianz. Damit verbunden ist eine Historisie-
rung der Mathematik und ein Einbezug der Mathematikgeschichte in die Ma-
thematikphilosophie, ganz #hnlich wie es im Zuge der anti-positivistischen
Wende auch in der Wissenschaftsphilosophie geschehen ist (vgl. 3.1.). Aus
konventioneller Sicht ist dic Mathematik ein Wissenskorpus, der zwar quanti-
tativ anwichst, niemals aber einen qualitativen Wandel durchmacht. Oder wie
es Michael Otte in kritischer Absicht formuliert: «Mathematics seems to be an
intellectual field in which historical development is swallowed up by the latest
State of the art, at the same time preserving what remains worthwile» (Otte
1992: 296). Demgegeniiber betont der Quasi-Empirismus die Historizitit der
Mathematik und nihert sie damit den empirischen Naturwissenschaften an. *
Die konsequente Historisierung der Mathematik schliesst auch den Beweis mit
ein. Mit dem Nachweis, dass sich die Beweisanforderungen iiber die Zeit hin-

63. In jiingster Zeit sind eine Reihe von Sammelbinden erschienen, die — neuerdings auch
unter der Bezeichnung «humanist approach» — einen guten Uberblick iiber die quasi-empi-
ristische Wende geben: Aspray/Kitcher 1988; van Bendegem 1988 und 1989; Echeverria
u.a. 1992; Hersh 1991b; Restivo u.a. 1993; Tymoczko 1985. Als Einfithrung in die quasi-
empiristische Mathematikphilosophie Idsst sich auch der erste Teil von Emest 1991 lesen;
einen knappen Uberblick geben Crowe 1988 aus der Perspektive der Mathematikge-
schichte sowie Hersh 1995 aus der Sicht der Mathematik.
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weg dndern, muss auch der Anspruch auf absolute Wahrheit verabschiedet
werden. Was als wahr gilt, ist abhéingig von den jeweils akzeptierten Beweis-
anforderungen und in diesem Sinne kontextabhéngig.

(3) Konsens vs. Korrespondenz . Die konventionellen Mathematikphilo-
sophien gehen in der Regel mit einem korrespondenztheoretischen (Platonis-
mus) oder kohirenztheoretischen Wahrheitsbegriff (Formalismus) einher.
Demgegeniiber tendiert der Quasi-Empirismus zu einem konsenstheoreti-
schen Wahrheitsbegriff, ohne dass damit allerdings gleichzeitig der Anspruch
auf Objektivitit aufgegeben wird. Die Arbeiten von Philip Kitcher sind daftir
ein gutes Beispiel. '

(4) Mathematische Gemeinschaft vs. idealer Mathematiker. Wiahrend die
grundlagentheoretischen Programme vom Bild eines <idealen> Mathematikes
ausgehen, der isoliert und von allen irdischen Restriktionen befreit Mathe-
matik betreibt, lenkt der Quasi-Empirismus den Blick auf die Rolle der mathe-
matischen Gemeinschaft. Auf die epistemologische Bedeutung der mathe-
matischen Gemeinschaft haben insbesondere Philip Kitcher und Thomas
Tymoczko aufmerksam gemacht (Kitcher 1983; Tymoczko 1986).

(5) Mathematik vs. empirische Naturwissenschaft. Im Gegensatz zur tra-
ditionellen Mathematikphilosophie, die eine grundlegende Differenz zwi-
schen Mathematik und Naturwissenschaft behauptet, hebt der Quasi-Empiris-
mus deren Gemeinsamkeiten hervor. « The results of mathematics are no more
certain or everlasting than the results of any other science, even though, for so-
ciological reasons, our histories of mathematics tend to disguise that fact. In-
deed, I suggest that once we apply the insights of modern analytic philosophy
to mathematics, we shall see that mathematics is no more different from phys-
ics than physics is from biology. There is no such thing as non-trivial a priori
truth, and mathematics is our richest and deepest science of nature » (Goodman
1991: 125). Die Betonung der Gemeinsamkeiten zwischen Mathematik und
empirischen Naturwissenschaften geht in der Regel mit einer Ablehnung des
mathematischen Apriorismus einher. Quasi-Empirismus ist iiber weite Strek-
ken gleichbedeutend mit der Auffassung, dass mathematisches Wissen ein
Wissen a posteriori ist.

(6) Kulturalismus vs. Platonismus. Allen Richtungen des Quasi-Empiris-
mus ist eine entschiedene Ablehnung des klassischen Platonismus gemein-
sam. Anstatt die Objekte der Mathematik jenseits von Zeit und Raum zu loka-
lisieren, werden sie entweder physikalistisch interpretiert oder als kulturelle

64. Dies bedeutetvnicht, dass die Geschichte der Mathematik als eine diskontinuierliche, durch
W{ssenschaﬂhc.he ReYolutionen geprigte Entwicklung betrachtet werden muss, wie dies
seit Kuhn fiir die empirischen Wissenschaften postuliert wird. Die These einer grundlegen-

den Historizitit der Mathematik schliesst die Annahme einer kumulativen Entwicklung
nicht aus (vgl. 7.1))
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Konstruktionen aufgefasst, oft im Sinne von Poppers Welt 3. Eine solche kul-
turalistische Auffassung der Mathematik kennzeichnet auch den historischen
Empirismus, wie er von Philip Kitcher oder Saunders Mac Lane vertreten
wird. Obschon die Mathematik urspriinglich aus dem alltaglichen Umgang mit
Dingen entstanden ist, haben sich ihre Konstruktionen im Verlauf der Zeit so-
weit verselbstindigt, dass die Mathematik heute nicht mehr von Dingen han-
delt, sondern von Formen, die sie selber geschaffen hat.

(7) Naturalismus vs. normative Begriindungsphilosophie. Aus quasi-em-
piristischer Sicht zielt die konventionelle Mathematikphilosophie an den inter-
essanten Fragen der Mathematik vorbei — sie ist, wie es Philip Kitcher an die
Adresse seiner Kollegen gerichtet formuliert, «a subject noted as much for its
irrelevance as for its vaunted rigor, carried out with minute attention to a small
number of atypical parts of mathematics and with enormous neglect of what
most mathematicians spend most of their time doing» (Kitcher 1988: 293).
Anstatt sich weiterhin mit Begriindungsfragen abzugeben und die Mathematik
auf die Basissdtze der Mengenlehre zu reduzieren (Mac Lane 1992: 3), sollte,
so die Empfehlung, der Komplexitit der wirklichen Mathematik Rechnung
getragen werden. «Let us clear our minds by turning away from the philosoph-
ical alternatives we are accustomed to, and turning instead to our actual expe-
rience. (...) We can try to describe mathematics, not as our inherited prejudices
Imagine it to be, but as our actual experience tells us it is» (Hersh 1979: 18,
22). Dahinter steht die Annahme, dass weniger die Beschiftigung mit den
Grundlagen der Mathematik als vielmehr die Analyse ihrer Praxis eine Ant-
wort auf die grundlegenden Fragen der Mathematikphilosophie verspricht.
Die Untersuchung der Praxis der Mathematik lenkt die Aufmerksamkeit auf
Phénomene, die in der Mathematikphilosophie lange Zeit nicht thematisiert
wurden: auf die Rolle der mathematischen Gemeinschaft; auf informelle Vali-
dierungsstrategien und die Bedeutung der Kommunikation; auf die Moglich-
keit von Irrtum und Widerlegung und damit auf den falliblen Charakter auch
der Mathematik.

Es scheinen vor allem Mathematiker zu sein, die der Mathematikphiloso-
phie eine thematische Verarmung vorwerfen und fiir einen grundlegenden Per-
spektivenwechsel votieren. Heute ist es sicher noch verfriiht, von einer «quasi-
empiristischen» Wende in der Mathematikphilosophie zu sprechen. Dennoch
gibt es einige Anzeichen dafiir, dass sich in der Mathematikphilosophie ein
Umbruch abzeichnet, der betrichtliche Ahnlichkeiten aufweist mit der anti-
?ositivistischen Wende in der Wissenschaftsphilosophie und vielleicht auch
dhnliche Folgen hat, was die Zusammenfiihrung von Philosophie, Geschichte
und Soziologie anbelangt. Eine solche Zusammenfiihrung wiirde sich auch aus
Inhaltlichen Griinden anbieten. Denn in den letzten Jahren wurden in der Wis-
senschaftssoziologie und in der Mathematikphilosophie Forschungsprogram-
me formuliert, die eine erstaunliche Ubereinstimmung aufweisen. Was Reu-
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ben Hersh fiir die Mathematikphilosophie fordert: «to look what mathematics
really is (...). That is, reflect honestly on what we do when we use, teach, in-
vent, or discover mathematics — by studying history, by introspection, and by
observing ourselves and each other with the unbiased eye of Martians or an-
thropologist» (Hersh 1979: 21f.), deckt sich weitgehend mit dem Forschungs-
programm des pragmatischen Ansatzes der konstruktivistischen Wissen-
schafissoziologie (vgl. 3.3.). Diese Konvergenz wurde allerdings weder von
der einen noch von der anderen Seite zur Kenntnis genommen. Die quasi-em-
piristische Diskussion findet ohne Bezugnahme auf die Wissenschaftssoziolo-
gie statt, und diese selbst hat um die Mathematik bislang einen grossen Bogen
gemacht. Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, diese beiden Perspektiven
zumindest punktuell zusammenzufiihren.
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Kapitel 3

OBJEKTE, TATSACHEN UND VERFAHREN,
KONZEPTE UND FRAGESTELLUNGEN DER
KONSTRUKTIVISTISCHEN WISSENSCHAFTSSOZIOLOGIE

Es ist ja wohl heute in den Kreisen der Jugend die Vorstellung sehr ver-
breitet, dic Wissenschaft sei ein Rechenexempel geworden, das in La-
boratorien oder statistischen Kartotheken mit dem kiihlen Verstand al-
lein und nicht mit der ganzen <Seele> fabriziert werde, so wie <in einer
Fabrik’. Wobei vor allem zu bemerken ist: dass dabei meist weder iiber
das, was in einer Fabrik, noch was in einem Laboratorium vorgeht, ir-
gendwelche Klarheit besteht.

Max Weber'

1932 versffentlichte Erwin Schrddinger eine kleine Schrift mit dem Titel Ist
die Naturwissenschaft milieubedingt? Der Physiker Schrodinger vertrat darin
die Auffassung, dass auch das naturwissenschaftliche Wissen «standortgebun-
df?n» sei, und nahm damit eine Position ein, die der Soziologe Karl Mannheim
¢in Jahr zuvor noch kategorisch ausgeschlossen hatte. «Wir alle sind Mitglie-
der unseres Kulturmilieus. Sobald bei einer Sache die Einstellung unseres In-
teresses iiberhaupt eine Rolle spielt, muss das Milieu, der Kulturkreis, der
Zeitgeist oder wie man es sonst nennen will, seinen Einfluss iiben. Es werden
sich auf allen Gebieten einer Kultur gemeinsame weltanschauliche Ziige und,
noch sehr viel zahlreicher, gemeinsame stilistische Ziige vorfinden, in der Po-
litik, in der Kunst, in der Wissenschaft. Wenn es gelingt, sie auch in der exak-
ten Naturwissenschaft aufzuweisen, wird eine Art Indizienbeweis fiir Subjek-
tvitit und Milieubedingtheit erbracht sein» (Schrédinger 1932: 308). Dass ein
solcher Indizienbeweis durchfiihrbar ist, stand fiir Schrodinger ausser Frage.
Schrddinger war mit dieser Einschitzung nicht allein. Die epochalen Ent-
deckungen der Quantenphysik haben viele damalige Physiker dazu gefiihrt,
am hergebrachten objektivistischen Wissenschafisverstindnis zu zweifeln. In-

—_—
1. Weber 1919: 589.
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dem wir die Wirklichkeit messend beobachten, verdndern wir sie — dies war
das erkenntnistheoretische Fazit, das aus der Heisenbergschen Interpretation
des quantenmechanischen Formalismus gezogen wurde (Beller 1988). Zumin-
dest im Mikrobereich der Atomphysik ist eine scharfe Trennung zwischen
Subjekt und Objekt nicht mehr moglich. Was immer wir wahrnehmen, ist das
Ergebnis einer, wie es Werner Heisenberg formulierte, « Wechselwirkung zwi-
schen Beobachter und Gegenstand, die den Gegenstand verdndert» (Heisen-
berg 1928: 26). Niels Bohr gelangte aufgrund der quantenmechanischen Er-
gebnisse zu erkenntnistheoretischen Uberlegungen, die der Wissenssoziologie
von Karl Mannheim erstaunlich nahekamen, in ihrer Konsequenz aber um ei-
niges radikaler waren. Seit den Umbriichen in der Quantentheorie sei die «Vor-
stellung einer objektiven Realitit der zur Beobachtung gelangenden Phinome-
ne» nicht mehr aufrechtzuerhalten. Was beobachtet wird, ist immer relativ —
abhingig vom «Bezugssystem des Beobachters». Auch in der Physik kann
derselbe Gegenstand auf verschiedene Weise gesehen werden. Erst aus dem
Zusammenfiigen dieser unterschiedlichen Bilder und Beschreibungsweisen
ergibt sich, das lehrt das Bohrsche «Komplementarititsprinzip», eine «allsei-
tige Beleuchtung» des Gegenstandes (Bohr 1929: 205).2

Die Soziologie hat diese Gedanken nicht aufgenommen, im Gegenteil.
Im Sinne eines vorauseilenden Gehorsams hat sie sich selbst der «Standortge-
bundenheit» bezichtigt, den Naturwissenschaften aber umstandslos den An-
spruch auf Objektivitit zugebilligt. Die Mannheimsche Formel, dass es sich
im Falle von Naturwissenschaft und Mathematik um eine «Wahrheit-an-sich-
Sphére» handle, die «vom historischen Subjekt vollig abgeldst» sei, wurde als
unwiderrufliches Dogma in den soziologischen Kanon aufgenommen (Mann-
heim 1931: 251). Die Folge davon war eine Aufspaltung von Wissenssoziolo-
gie und Wissenschafissoziologie. Wihrend sich die Wissenssoziologie mit der
Analyse des (weichen> Wissens begniigte, enthielt sich die Wissenschaftsso-
ziologie jeglicher erkenntnistheoretischen Reflexion und beschriinkte sich
stattdessen auf die Analyse der Wissenschaft als soziale Institution (Heintz
1998). Mit Robert Mertons Aufsatz zur Wissenssoziologie, in dem er 1945 de-
ren Territorium prézise vermass, wurde die Trennung von Wissenssoziologie
und (institutionalistischer) Wissenschaftssoziologie fiir die nichsten Jahre be-
siegelt (Merton 1945).

Es dauerte mehrere Jahrzehnte, bis Schrodingers Anregung aufgenom-
men wurde, auch die Inhalte der Naturwissenschaften einer soziologischen
Betrachtung zu unterziehen. Wihrend die klassische Wissenschafissoziologie
den Fokus auf die institutionellen Rahmenbedingungen von Wissenschaft ge-

2. Karl Mannheirr.l hat mit seinem Konzept des «Relationismus» einen ganz dhnlichen
Gedanken eptwnckelt. Im Unterschied aber zu Bohr hat er seine Idee des «perspektivischen
Denkens» nicht auf die Naturwissenschaften tibertragen (Mannheim 1931: 258f)).
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legt hatte, wurde nun das wissenschaftliche Wissen selbst in den Vordergrund
geriickt. In den 70er Jahren entwickelte sich zunichst in England, spiter auch

in den USA eine neue Richtung der Wissenschaftssoziologie, die sich selbst

als Soziologie (natur-)wissenschaftlichen Wissens verstand — als sociology of
scientific knowledge. Heute ist diese Richtung — ich werde sie im folgenden als

konstruktivistisch bezeichnen — zu einer wichtigen Reprisentantin der Wissen-

schaftssoziologie avanciert.

In der institutionalistischen Wissenschafitssoziologie wird das Produkt
der Wissenschaft, das wissenschaftliche Wissen selbst, nicht zum Thema ge-
macht oder hochstens im Sinne einer quantitativen Vermessung im Rahmen
der Szientometrie. Der Grund dafiir, die Wissensdimension aus dem Untersu-
chungsbereich auszuklammern, war der erkenntnistheoretische Realismus, der
auch in der Wissenschaftssoziologie lange Zeit dominierte. Das objektivisti-
sche Wissenschaftsverstindnis war gewissermassen der «cordon sanitaire»
(Overington 1985), mit dem wissenssoziologische Fragestellungen von den
<harten> Wissenschaften ferngehalten wurden. Fiir Merton und seine Nachfol-
ger war naturwissenschaftliches (und mathematisches) Wissen objektives
Wissen, das im Gegensatz zum Wissen der Sozial- und Geisteswissenschaften
durch soziale Faktoren nicht beeinflussbar und folglich einer soziologischen
Analyse auch nicht zugénglich ist. Es ist genau diese Annahme, die von der
konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie nicht mehr bedingungslos ak-
Zf:ptiert, sondern zu einer empirischen Frage gemacht wird. Ist wissenschaft-
liches Wissen tatsichlich so objektiv, wie es der institutionalistische Ansatz
behauptet? Welche Rolle spielen soziale Faktoren bei der Produktion wissen-
schaftlichen Wissens?

Die konstruktivistische Wissenschaftssoziologie fiihrt (von ihr selbst al-
lerdings kaum bemerkt) eine Tradition weiter, die sich in den 30er Jahren ent-
faltet hat, aber schon nach kurzer Zeit ins Abseits gedringt wurde. Die Wur-
zel'n der konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie reichen auf der einen
Seite zuriick bis zu Ludwik Fleck, dessen Arbeiten die Studie von Thomas
Kuhn massgeblich beeinflusst haben (Fleck 1935a; 1983), auf der anderen Sei-
te bis hin zum logischen Empirismus des Wiener Kreises. Die Verkniipfung
von konstruktivistischer Wissenschaftssoziologie und logischem Empirismus
ag auf den ersten Blick erstaunlich anmuten, sie wird jedoch plausibler, so-
balq man den logischen Empirismus nicht mehr im Zerrbild des Positivismus-
streits zur Kenntnis nimmt, sondern in jener Variante, die Otto Neurath vertre-
ten hat. In seinen, vor allem in den 30er Jahren entstandenen Schriften hat
Neurath vieles von dem vorweggenommen, was Jahre spéter — und in direkter
Opposition zum logischen Empirismus — als radikale Neuerung prisentiert
Wurde. Ich mdchte im folgenden einige seiner Uberlegungen kurz darstellen.
Sie machen deutlich, dass sich der Positivismus, zumindest in der Form, die
Neurath jhm gegeben hat, in vielen Punkten gar nicht so sehr vom Denken sei-
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ner anti-positivistischen Kritiker unterscheidet. Die wissenssoziologische
Richtung der neueren Wissenschafissoziologie hat jedenfalls viele Gedanken
weitergefiihrt, die Neurath ansatzweise in den 30er Jahren entwickelt hat.?

3.1. «Naturalisierter» Positivismus: Die Wissenschaftssoziologie
Otto Neuraths

Die Natur mag uns ein lautes Nein entgegenschleudern, aber die
menschliche Erfindungskraft ist ...) immer imstande, ein noch lauteres
Geschrei zu erheben.

Imre Lakatos®

Die meisten der hier referierten Uberlegungen hat Otto Neurath im Kontext
der beriithmten Protokollsatzdebatte entwickelt. Die Protokollsatzdebatte be-
gann 1931 mit Neuraths Aufsatz Soziologie im Physikalismus (Neurath 1931a)
und endete 1935 mit einem Beitrag von Moritz Schlick (Schlick 1935). Die
Hauptbeteiligten waren Otto Neurath, Rudolf Carnap und Moritz Schlick, der
Disput entspannte sich jedoch vor allem zwischen Neurath und Schlick.
Carnap nahm eine Zwischenposition ein. Wie der Name besagt, ging es in der
Protokollsatzdebatte vor allem um die Frage der empirischen Basis der Wis-
senschaft (und damit um den Status der Erkenntnistheorie). Ich stelle hier die
Argumente nicht im einzelnen dar, sondern greife nur einige Punkte heraus. ’
(1) Am Anfang der Protokollsatzdebatte stand eine These, die Schlicks
und Carnaps Kritik gleichermassen herausforderte, die These nidmlich, dass
die wissenschaftliche Sprache niemals vollstindig von alltagssprachlichen
Elementen befreit werden konne. Neurath nannte diese alltagssprachlichen
Elemente «Ballungen» (u.a. Neurath 1931a: 538). Die wissenschaftliche Spra-
che ist folglich immer ein Mischgebilde, ein «Slang», der Begriffe aus beiden
Sprachen enthilt — aus der Alltagssprache und aus der priizisen Wissenschafts-
sprache. Damit vertrat Neurath eine deutliche Gegenposition zum Programm
einer vollstindigen Formalisierbarkeit der Wissenschaft: «Die Fiktion einer
aus sauberen Atomsitzen aufgebauten idealen Spache ist ebenso metaphy-

3. Die Nihe, die zwischen Neurath und der post-kuhnschen Wissenschafistheorie besteht,
wurde bislang vor allem in der Wissenschaftsphilosophie zur Kenntnis genommen. Die
Wissenschafissoziologie scheint sich dagegen immer noch am hergebrachten Positivismus-
bild zu orientieren. Einen wichtigen Beitrag zur Revision des herkommlichen Bildes lei-

sten u.a. Cartwright 1996; Haller 1993; Koppelberg 1987; Mormann 1993; Uebel 1992, um
nur einige der neueren Publikationen zu erwihnen.
4. Lakatos 1971: 71.

5. Vgl zu Schlick und Neurath den von Rudolf Haller herausgegebenen Sammelband (Haller
1982) sowie als konzise Darstellung der Protokollsatzdebatte Koppelberg 1987: 201F.
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sisch wie die Fiktion des Laplaceschen Geistes» (Neurath 1932/33: 577). Die
Wissenschaft, so Neuraths radikales Fazit, ist immer und uniiberwindlich in
der Alltagswelt verankert. Jede Theorie besitzt ein lebensweltliches Apriori,
das sich niemals vollstandig auflosen ldsst. Alle Bemiihungen, eine «saubere»,
von allen «Ballungen» befreite Wissenschaftssprache zu entwickeln, sind, wie
es Neurath in einer viel zitierten Passage formulierte, zum Scheitern verurteiit:
«Es gibt keine tabula rasa. Wie Schiffer sind wir, die ihr Schiff auf offener See
umbauen miissen, ohne es jemals in einem Dock zu zerlegen und aus besten
Bestandteilen neu errichten zu kénnen. Nur die Metaphysik kann restlos ver-
schwinden. Die unprizisen (Ballungen» sind immer irgendwie Bestandteil des
Schiffes. Wird die Unprizision an einer Stelle verringert, kann sie wohl gar an
anderer Stelle verstirkt auftreten» (Neurath 1932/33: 579).¢

(2) Eine zweite These bezieht sich auf die Stabilitdt und Invarianz der
empirischen Basis. Die Protokollsétze, die aus Neuraths Sicht die empirische
Basis der Wissenschaft bilden, sind in seinen Augen dhnlich revidierbar wie
die Sitze der Theorie: «Das Schicksal gestrichen zu werden, kann auch einem
Protokollsatz widerfahren. Es gibt fiir keinen Satz ein (Noli me tangere)»
(Neurath 1932/33: 581).” Wie Schlick sofort monierte, hat diese These radika-
le und aus seiner Sicht katastrophale Konsequenzen. Hilt man die Protokoll-
sétze fiir ebenso revidierbar wie die Sétze der Theorie, dann gibt es in der Wis-
senschaft keinen «festen Untergrund» (Schlick) mehr — kein stabiles und
unabhingiges Kriterium, um iiber die Wahrheit von theoretischen Satzen ein
fiir allemal zu entscheiden. Protokollsitze sind bloss noch Hypothesen, die der
Bewihrung ebenso bediirfen wie andere Sitze auch (Schlick 1934).®

6. Was ihn freilich nicht daran hinderte, einen Index verborum prohibitorum aufzustellen.
Nach Neurathscher Bulle wiren von uns so geschitzte Worter wie Norm, Wirklichkeit,
Ausgliederung, Ganzheit auf immer aus dem wissenschaftlichen Sprachgebrauch verbannt
(Neurath 1933: 36).

Die elementaren empirischen Sitze werden von den verschiedenen Kontrahenten unter-
schiedlich bezeichnet und teilweise auch unterschiedlich definiert. Schlick spricht von
«Konstatierungen», Popper von «Basissitzen» bzw. «Priifsitzen» und Neurath von «Proto-
kollsitzen». Protokollsitze sind Sitze, die die konkrete Wahmehmung eines konkreten
Individuums festhalten. Sie konnen z.B. die Form annehmen: «Ottos Protokoll um 3 Uhr
17 Minuten: {Ottos Sprechdenken war um 3 Uhr 16 Minuten: (Im Zimmer war um 3 Uhr
15 Minuten ein von Otto wahrgenommener Tisch)}» (Neurath 1932/33: 580).

Popper hat, was die absolute Sicherheit des empirischen Fundaments angeht, eine nicht
unihnliche Position wie Neurath vertreten, jedoch andere Konsequenzen daraus gezogen.
Basissitze sind in Poppers Augen Festsetzungen. Sie werden «durch Beschluss, durch
Konvention anerkannt» (Popper 1935: 71). Beschlussinstanz ist die wissenschaftliche
Gemeinschaft, die ihre Festsetzungen nach mehrmaliger Priifung (=Replikation) der vorge-
schlagenen Basissitze trifft. Es ist hier allerdings in Rechnung zu stellen, dass sich die
Popperschen «Basissitze» nicht vollstindig mit den Neurathschen «Protokollsitzen» dek-
ken, vgl. zu dieser Differenz auch Neurath 1935.
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Wiihrend Neurath der Uberzeugung war, dass die Wissenschaft, wie es
Popper formulierte, auf «Sumpfland» gebaut ist, hielt Schlick unbeirrt am
Ideal einer «unerschiitterlichen Grundlage» fest, an der Suche nach einem
«Felsen, welcher selber nicht wankt» (Schlick 1934: 79). Dem Relativismus
Neurathscher Prigung, der den Felsen von innen her auszuhohlen drohte, hielt
er als Schutzschild seine «Konstatierungen» entgegen. Konstatierungen sind
den Protokollsitzen gewissermassen vorgelagert — sie sind Beobachtungen
mit (subjektivem) Evidenzcharakter: «Hier gelb!» Um ihren Sinn zu verstechen
und ihren Wahrheitswert zu beurteilen, miissen sie, so Schlick, mit der «Wirk-
lichkeit» verglichen werden. Das Verstehen (und auch die Verifikation) einer
Konstatierung setzt m.a.W. immer eine Geste voraus, die auf die gemeinte Tat-
sache zeigt: «Da jetzt gelb!» Oder wie es Schlick formuliert: «Was die Worte
<hiep, (jetzty, «dies da> usw. bedeuten, lasst sich nicht durch aligemeine Defi-
nitionen in Worten, sondern nur durch eine solche mit Hilfe von Aufweisung-
en, Gesten angeben. «Dies da» hat nur Sinn in Verbindung mit einer Gebirde.
Um also den Sinn eines solchen Beobachtungssatzes zu verstehen, muss man
die Gebirde gleichzeitig ausfiihren, man muss irgendwie auf die Wirklichkeit
hindeuten» (Schlick 1934: 96f.). Konstatierungen sind grundstzlich subjektiv
und deshalb, so Neuraths Kritik, intersubjektiv auch nicht nachpriifbar.
Schlicks «Da jetzt gelb!» mag fiir den Konstatierenden selbst zwar absolut ge-
wiss sein, ob aber ein anderer dasselbe sieht, werden wir niemals wissen.

Die Protokollsitze schliessen an diese Konstatierungen an, sind aber
nicht mit ihnen identisch. Vereinfacht formuliert: in Konstatierungen werden
Wahrnehmungen gemacht, in Protokollsitzen werden sie schriftlich festgehal-
ten. Konstatierungen kdnnen zwar verbalisiert, nicht aber aufgeschrieben wer-
den. Denn sobald sie aufgeschrieben sind, sind sie abgeldst vom konkreten
Kontext, der definitionsgemiss zu ihnen gehort. Die Theorie der Konstatie-
rungen ist Schlicks Versuch, der Wissenschaft allen Anfechtungen zum Trotz
eine sichere und unwiderrufliche Basis zu geben. Mit wenig Erfolg, wie man

9. Jirgen Habermas unterscheidet im Rahmen seiner Diskurstheorie zwischen Gewissheitser-
lebnissen und Geltungsanspriichen (Habermas 1973: 140ff)). Wihrend Gewissheitserleb-
nisse nur fiir das wahmehmende Subjekt gelten, erheben Geltungsanspriiche Anspruch auf
Intersubjektivitit. Aus diesem Grund kann ein Gewissheitserlebnis zwar beniitzt werden,
um einen Geltqusanspruch in Frage zu stellen, seine Wahrheit ist aber intersubjektiv nicht
nachpriifbar. Ubersetzt in Habermas»> Terminologie sind Schlicks Konstatierungen
«Gewissheitserlebnisse», wihrend Neuraths Protokollsitze bereits «Geltungsanpriiche»
darstellen. Das Intersubjektivititsproblem ist allerdings auch bei Neuraths Protokollsitzen
nicht vollstindig gelost. Darauf hat insbesondere Popper hingewiesen. Popper selbst hat
das Intersubjektivititsproblem dadurch zu l6sen versucht, dass er die Nachpriifbarkeit auch
fier Basissatze verlangte (vgl. Anm. 8) — mit der Konsequenz allerdings, dass nun auch bei
ihm das empirische Fundament ins Rutschen kommt, der «Felsengrund» sich wie bei Neu-
rath in ein «Sumpfland» verwandelt (Popper 1935: 75¢£.).
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heute weiss. Durchgesetzt hat sich Neuraths Sicht, bei der die Empirie zwar
weiterhin als priméire Beurteilungsinstanz betrachtet wird, ohne damit aber ei-
nen absoluten Anspruch zu verkniipfen. Oder in Neuraths treffender Formu-
lierung: «Wir verzichten nicht auf den Richter, aber er ist absetzbar» (Neurath
1934: 618).

(3) Diese Haltung verweist auf Neuraths konsequenten Fallibilismus,
der, und das ist im Kontext des Wiener Kreises besonders erstaunlich, auch die
Mathematik miteinbezog. Das Wissen der Mathematik ist, so Neuraths radika-
le These, im Prinzip nicht sicherer als das empirische Wissen der Naturwissen-
schaft. « Wir kénnen nicht einmal generell behaupten, dass wir die logisch-ma-
thematischen Herleitungen in hoherem Masse fiir gewiss halten als die
Aussagen der Chemie, der Biologie oder der Soziologie» (Neurath 1936a:
727). Mathematische Sitze, die heute als wahr gelten, konnten sich morgen
schon als widerspriichlich erweisen, und umgekehrt. Die Gewissheit, die wir
dfer Mathematik attestieren, ist, so Neurath, kein objektives Attribut, sondern
eine Zuschreibung: «Wenn wir von einer Aussage sagen, dass sie in hoherem
Masse gewiss ist als eine andere, dann behaupten wir etwas iiber unser «Ver-
hal.tem in bezug auf; zum Beispiel: dass wir nicht daran denken wiirden, viel
Zeit oder Anstrengung darauf zu verwenden, sie zu tiberpriifen» (Neurath
}936a: 727). Mit seiner fallibilistischen Haltung auch der Mathematik gegen-
Ubfr he_lt Neurath eine Position vorformuliert, die Imre Lakatos dreissig Jahre
Spater in seiner beriihmten Monographie Beweise und Widerlegungen weiter
ausgebaut hat (2.3.1.).

(4) Schlicks Konstatierungen stehen im Kontext einer Korrespondenz-
theqﬂe der Wahrheit, die wiederum Neurath ein Greuel war. Mit seinen Kon-
Statierungen verband Schlick den Anspruch, die «unerschiitterlichen Beriih-
fungspunkte zwischen Erkenntnis und Wirklichkeit» dingfest gemacht zu
habep. Konstatierungen lagen in seinen Augen auf jener hauchdiinnen Linie,
Wo sich Wahmehmung und Wirklichkeit treffen — und genau dies macht auch
ihre Evidenz aus. Konstatierungen sind nicht Hypothesen, sondern selbst-evi-
dente Wahmehmungen der «Wirklichkeit», an denen — im Moment der Wahi-
HGMMg — nicht zu riitteln ist (Schlick 1934: 98).'° Gegeniiber diesem
‘naiven) Realismus hielt Neurath kategorisch daran fest, dass man hinter die
Sprache nicht zuriick kann: «Aussagen werden mit Aussagen verglichen, nicht
———

10. Aus der Definition der Konstatierungen folgt, dass sie immer nur fiir den Moment gelten.
In den {\ugen von Neurath ist diese zeitliche Beschrinkung allerdings nur eine missgliickte
Sﬁategle, die Idee der Konstatierungen doch noch zu retten. Schlicks Theorie der Konsta-
tierungen Seif s0 Neurath polemisch, nur ein weiterer fehlgeschlagener Versuch, konzeptio-
nellen Schwierigkeiten iiber die Annahme eines «ausdehnungslosen Punktes» Herr zu

werden. Bereits Descartes habe diese Verzweiflungstat begangen, als er «die Seele mit dem

16(256'?? an einer einzigen Stelle — der Zirbeldriise — sich berithren» liess (Neurath 1934:
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mit Erlebnissen>, nicht mit einer «Welt>, noch mit sonst etwas» (Neurath
1931a: 541). Entsprechend argumentiert Neurath fiir eine Art Kohirenztheorie
der Wahrheit. «Richtig heisst eine Aussage dann, wenn man sie eingliedern
kann. Was man nicht eingliedern kann, wird als unrichtig abgelehnt» (Neurath
1931a: 541). Schlick liess sich durch diese Kritik allerdings nicht beirren. Wie
sein 1935 publizierter Aufsatz Facts and Propositions deutlich macht, hielt er
nach wie vor daran fest, dass man Aussagen sehr wohl mit Dingen vergleichen
kann: «I have often compared propositions to facts; so I had no reason to say
that it couldn’t be done. I found, for instance, in my Baedeker the statement:
(This cathedral has two spires», I was able to compare it with «reality> by look-
ing at the cathedral, and this comparison convinced me that Baedeker’s asser-
tion was true. (...) A cathedral is not a proposition or a set of propositions,
therefore I felt justified in maintaining that a proposition could be compared
with reality» (Schlick 1935: 66).

(5) Neuraths Kohirenztheorie verweist auf eine weitere These, die in der
wissenschaftsphilosophischen Literatur in der Regel als «epistemischer Holis-
mus» oder als «Duhem-Quine-These» gefiihrt wird, richtigerweise aber durch
Neuraths Namen ergénzt werden miisste. Der epistemische Holismus richtet
sich gegen den «Isolationismus», wie er auch dem Falsifikationismus Popper-
scher Prigung eigen ist, gegen die Vorstellung also, dass man Hypothesen je
einzeln zum Gegenstand empirischer Uberpriifung machen kann. Man kann,
so der Physiker und Wissenschaftsphilosoph Pierre Duhem 1906, «niemals
eine isolierte Hypothese, sondern immer nur eine ganze Gruppe von Hypothe-
sen der Kontrolle des Experimentes unterwerfen» (Duhem 1906: 248). Theo-
retische Annahmen, das ist die Quintessenz der Duhem-Neurath-Quine-The-
se, lassen sich niemals isoliert voneinander iiberpriifen. Vielmehr ist es immer
das theoretische System als Ganzes, das zur Disposition gestellt wird. Dies er-
klart, weshalb im Falle eines widerspriichlichen Protokollsatzes nicht unwei-
gerlich die Theorie, sondern unter Umsténden auch der Protokollsatz geandert
oder aufgegeben wird."

Protokollsdtze haben bei Neurath keinen privilegierten epistemologi-
schen Status; sie sind revidierbar wie andere Sitze auch. Im Falle einer Inko-
hérenz hat die Forscherin folglich zwei Méglichkeiten: sie kann die Theorie
aufgeben oder aber die Protokollsitze. «Um das recht deutlich zu machen,
konnte man sich eine wissenschaftliche Siuberungsmaschine denken, in die
man Protokollsétze hineinwirft. Die in der Anordnung der Rider wirksamen

«Gesetze» und sonstigen geltenden (Realsitze», einschliesslich der <Protokoll-
sitze», reinigen den hineingeworfenen Bestand an Protokollsétzen und lassen

11. An sich milsste man die Duhem/Neurath/Quine-These noch um den Namen von Imre
Lakatos erweitern, der in seiner «Methodologie der wissenschaftlichen Forschungspro-
gramme» den epistemischen Holismus weiter ausgebaut hat (Lakatos 1970).
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ein Glockenzeichen ertdnen, wenn ein «<Widerspruch> auftritt. Nun muss man
entweder den Protokollsatz durch einen anderen ersetzen oder die Maschine
umbauen» (Neurath 1932/33: 583f.). Was geindert wird — ob die Forscherin
den problematischen Protokollsatz streicht oder ob sie die Maschine umbaut —,
ist nicht festgelegt, sondern wird von Fall zu Fall entschieden. Wie dieser Pro-
zess genau ablauft und was alles gedndert werden kann, hat die konstruktivi-
stische Wissenschaftssoziologie im Detail untersucht.

(6) Willard V.O. Quine hat 1969 in einem beriihmten Aufsatz die Forde-
rung aufgestellt, erkenntnistheoretische Fragen (auch) empirisch anzugehen
(Quine 1969). Was Quine unter dem Begriff «naturalisierte Erkenntnistheo-
rie» beschrieb, hat Neurath bereits dreissig Jahre zuvor vertreten, wenn auch
nicht systematisch ausgefiihrt (vgl. Uebel 1991). Carnaps Programm einer «ra-
tionalen Rekonstruktion» der Wissenschaft allein reiche nicht aus, sondern
miisse durch einen empirischen Zugang zur Wissenschaft ergéinzt werden —
durch eine «Gelehrtenbehavioristik», wie Neurath es nannte (Neurath 1936¢).
«Das heisst, dass man sich gleichzeitig der Logischen Syntax der Sprache (das
ist der Titel eines Werks von R. Carnap) und der behavioristischen Erfor-
schung der Titigkeit des Wissenschaftlers widmen muss» (Neurath 1936a:
729). Oder wie er es an einer anderen Stelle formulierte: «Wir gehen am besten
von dem Wissenschaftsbetrieb aus und betrachten sein Verfahren» (Neurath
1936b: 750). Im Gegensatz zu Quine, der die Aufgabe einer «Naturalisierung»
der Erkenntnistheorie vor allem der (Kognitions-)Psychologie zuwies, scheint
Neurath — seiner akademischen Herkunft entsprechend — eher die Soziologie
Im Sinn gehabt zu haben, allerdings in der verkiimmerten Form eines Sozial-
behaviorismus, auf den er die Soziologie (leider) reduzierte (Neurath 1931b).

Die sog. «anti-positivistische Wende» wird in der Regel als ein radikaler
Bruch mit der positivistischen Wissenschaftskonzeption interpretiert. In Tat
Ut{d Wahrheit wurden jedoch viele Gedanken weitergefiihrt, die Neurath be-
reits in den 30er Jahren ansatzweise formuliert hatte. Dies gilt, wie erwihnt,
fiir den epistemischen Holismus, fiir das Programm einer «naturalisierten Er-
k‘#lntnistheorie» wie auch fiir die These der empirischen Unterdeterminiert-
heit von Theorien. In den wissenschaftshistorischen Arbeiten von Thomas
Kuhn und Paul Feyerabend, um nur die beiden bekanntesten Exponenten der
Deuen Wissenschaftsphilosophie zu erwihnen, wurde detailliert nachgewie-
Sen, was Neurath dreissig Jahre zuvor skizziert hatte: die Wissenschaft hat in
fier Empirie — in den Protokollsitzen — zwar einen Richter, sie kann ihn jedoch
Jederzeit absetzen. Allen diesen Arbeiten gemeinsam war der Nachweis eines
re!ativ offenen Verhiltnisses zwischen Empirie und Theorie. Wie Kuhn mit
Seinem Begriff des Paradigmas exemplarisch zeigte, verfiigt die Wissenschaft
nicht Giber eine invariante und neutrale Datenbasis. Ihre Tatsachenbehaup-
tqngen sind weder unabhiingig von den theoretischen Vorannahmen noch iiber
die Zeit hinweg stabil in ihrer Bedeutung: «Die Wissenschaftler», so Kuhns
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beriihmte Formulierung der These der Theorieabhingigkeit der Beobachtung,
«arbeiten nach einer (wissenschaftlichen, B.H.) Revolution in einer anderen
Welt» (Kuhn 1962: 146)."

Sobald aber die Empirie ihre Rolle als absolute Entscheidungsinstanz
verliert, stellt sich neu die Frage, nach welchen Kriterien dann iiber den Wahr-
heitsgehalt von konkurrierenden Theorien entschieden wird. Neurath ist dieser
Frage nicht weiter nachgegangen, und dies gilt in gewissem Sinne auch fiir
Thomas Kuhn, der den relativistischen Implikationen seiner Thesen moglichst
aus dem Weg zu gehen suchte. Auf der einen Seite hat Kuhn zwar die Kontin-
genz wissenschaftlicher Entwicklung betont und eine Reihe von sozialen Fak-
toren angefiihrt, die die Theoriewahl beeinflussen konnen (z.B. Uberzeu-
gungsstrategien oder Generationenwechsel), dennoch hat er — wie librigens
auch Neurath — den rationalen Charakter der Wissenschaft letztlich nicht in
Frage gestellt. Die konstruktivistische Wissenschaftssoziologie geht hier ei-
nen entscheidenden Schritt weiter. Denn sobald die Daten keine absolute Ent-
scheidungsinstanz mehr sind, wird Raum frei fiir den Einfluss anderer, nicht-
wissenschaftlicher Faktoren — und es ist genau dieser Punkt, an dem die kon-
struktivistische Perspektive auf die Wissenschaft einsetzt. Oder wie es dic
Wissenschaftsphilosophin Mary Hesse formulierte: « Where logic and obser-
vation are insufficient to determine scientific conclusions, there historians
may look to social explanation to fill the gaps» (Hesse 1980: 36; Hervorhe-
bung B.H.).

Theoretischer Ausgangspunkt der konstruktivistischen Wissenschaftsso-
ziologie, so wie sie in den 70er Jahren entstanden ist, waren auf der einen Seite
die Wissenssoziologie Karl Mannheims, auf der anderen Seite die Sprachtheo-
rie des spiten Wittgensteins und die Interpretative Soziologie, insbesondere in
ihrer ethnomethodologischen Variante. '* Heute hat sich die konstruktivistische
Wissenschaftssoziologie in verschiedene Richtungen aufgeféichert. Trotz der
Diversitit, mit der sich der konstruktivistische Ansatz prasentiert, gibt es je-
doch einen gemeinsamen Nenner. Im Zentrum steht nicht mehr die institutio-
nelle, sondern die epistemische Dimension von Wissenschaft, und die Leitthe-
se ist die, dass auch die Produktion (natur-)wissenschaftlichen Wissens sozial
konditioniert ist."*

12. Zum Zeitpunkt, als Kuhns Buch erschien, war man sich der Kontinuitit noch deutlich
bewusst. Thomas Kuhn bat seine Studie zuerst in der von Neurath und Carnap begriindeter
International Encyclopedia of Unified Science veroffentlicht, und zwar auf ausdriicklichen
Wunsch Carnaps (Reisch 1991). Zur anti-positivistischen Wende vgl. u.a. Andersson 1988;
Bayertz 1980 und speziell zu Kuhn Hoyningen-Huene 1989.

13. Zumindest in der angelsichsischen und deutschen Wissenschafissoziologie, auf die ich
mich im folgenden beziehe, wird die Erkenntnissoziologie Durkheims nur am Rande
beriicksichtigt. Eine Ausnahme ist David Bloor (1980).
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Diese These gewinnt ihre Radikalitit dadurch, dass sie sich auch auf den
«context of validation» bezieht und damit die in der Wissenschaftstheorie ver-
bfeitete Trennung zwischen Entdeckung (context of discovery) und Rechtfer-
tigung (context of validation) als kiinstlich ablehnt. Wihrend jeder Wissen-
schaftstheoretiker vermutlich konzedieren wiirde, dass bei der Entwicklung
von wissenschaftlichem Wissen auch subjektive und soziale Faktoren eine
Rolle spielen mbgen, wird ein solcher Einfluss im Falle der Rechtfertigung als
dusserst problematisch betrachtet und normativ ausgeschlossen. Wahres, also
validiertes Wissen zeichnet sich gerade dadurch aus, dass es von seinem Ent-
stehungskontext unabhingig ist, dass, wie es Karl Mannheim formulierte, «die
Genesis nicht in das Denkergebnis eingeht» (Mannheim 1931: 251). Soziale
Faktoren spielen, wenn iiberhaupt, nur dann eine Rolle, wenn es sich um fal-
sches Wissen handelt. Genau gegen dieses «Modell der <Kontamination> des
Wissenschaftlichen durch das Soziale» richtet sich die konstruktivistische
Wissenschaftssoziologie (Knorr Cetina 1988: 85).

. David Bloor war einer der ersten, der programmatisch formuliert hat, wie
eine Wissenssoziologie der Wissenschaft aussehen miisste (Bloor 1991).
Bloor bezieht sich zwar auf Karl Mannheim, wendet jedoch die Mannheim-
SCht? Wissenssoziologie konsequent auf die Naturwissenschaften (und Mathe-
matl‘k) an. In seinem strong programme der Wissenssoziologie zihlt er vier
Bedingungen auf, denen eine Wissenssoziologie der (Natur-)Wissenschaften
Zu geniigen hétte: «(1) It would be causal, that is, concerned with the condi-
tions which bring about belief or states of knowledge (...) (2) It would be im-
pqrtial with respect to truth and falsity, rationality or irrationality, success or
failure (...) (3) It would be symmetrical in its style of explanation. The same
types of cause would explain, say, true and false beliefs (...) (4) It would be
reflexive. In principle its patterns of explanation would have to be applicable
to sociology itself» (Bloor 1991: 7; Hervorhebung B.H.).'¢

——

14. Als neuere Uberblicke iiber die konstruktivistische Wissenschaftsforschung vgl. u.a. Bar-
nes u.a. 1996; Heintz 1993b, 1998; Shapin 1995. Ich bin mir bewusst, dass sich meine Dar-
stellung der von Michael Lynch (1998) kritisierten «heroischen Geschichtsschreibung» des
Konstruktivismus schuldig macht. Deshalb sei der Leserin zum Zwecke der Korrektur die
Lektiire der «hostile genealogy» empfohlen, z.B.: Hasse u.a. 1994; Cole 1992 und vor
allem natiirlich die nicht besonders zarten Texte von Alan Sokal und seinen Mitstreitern im
Rﬁ.lhmen des science war (u.a. Koertge 1997; Sokal 1996a, 1996b; Weinberg 1997).

- Die Kontextunterscheidung ist allerdings nicht so eindeutig, wie hiufig unterstellt wird.
Paul Hoyningen-Huene (1987) unterscheidet fiinf verschiedene Bedeutungsvarianten, die
von qer Unterscheidung zwischen zwei klar abgrenzbaren Phasen im Forschungsprozess
bis hin zur Kontrastierung «faktisch» vs. «normativ» bzw. «empirisch» vs. «logisch» rei-
chen. In der konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie wird die Unterscheidung an sich

il}frage gestellt. Es ist allerdings nicht immer ganz klar, auf welche Bedeutungsvariante
sich dje Kritik bezicht.
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David Bloors strong programme ist zunichst eimal nur ein Prqgramm
und keine ausgereifte empirische Theorie — «a meta-sociological mamfestg)_).
wie Larry Laudan unfreundlich kommentiert (L.audan 1981 174). Es stelltmle
Forderung auf, eine Wissenssoziologie naturwissenschafilichen (und mathe-
matischen) Wissens zu entwickeln, ohne jedoch konkrete Aussgen dariiber zu
machen, wie man sich die Interferenz von sozialen }md kogpmveq Fa.k'toreln
bei der Erzeugung und Rechtfertigung wissenschaftlichen Wissens im einzel-
nen vorzustellen hat. Offen ist insbesondere die Frage, was denn genau
«sozial» ist am Wissenschaftlichen. Auf diese Frage wurden zwei Antv\fonen
gegeben, die zwei verschiedene Richtungen der konstn‘lktstnsc.hen' WlSSC'I'l'
schafissoziologie reprisentieren. Wahrend die erste Rnc.htung- fiir einen wis-
sensorientierten Zugang zur Wissenschaft steht (3.2.), w1rd"be1m zwe1|t7en An-
satz das wissenschaftliche Handeln in den Mittelpunkt geriickt (3.3.).

3.2. Wissenschaft als Wissen
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Zusammenhang nachzuweisen versucht zwischen den anti-rationalistischen
Stromungen in der frithen Weimarer Republik, deren bekanntester Vertreter
Oswald Spengler war, und der raschen Akzeptanz des antikausalen Pro-
gramms in der Quantentheorie (Forman 1971).

Wiahrend Paul Forman kulturelle Faktoren in den Vordergrund riickt —
das «Kulturmilieu», wie Erwin Schrodinger es nannte —, sind im Umkreis von
David Bloor eine Reihe von Arbeiten entstanden, die die sozialen Interessen

| der Beteiligten in den Mittelpunkt stellen. ? Die grundlegende These ist dabei
- die, dass die (wissenschaftsexternen) gesellschaftspolitischen und/oder die
- (wissenschaftsinternen) professionellen Interessen der Wissenschaftler (z.B.

Die Soziologie des Denkens sollte als grundlegende Wissenschaft ent- |

. leich mit der Mathematik. "
wickelt werden, wertgleich mi Ludwik Fleck

In den Anfingen der konstruktivistischen Wissenschaftssoziolggne wurde S’abt
«Soziale» weitgehend mit wissenschaftsexternen Faktoren gl‘elchgesetzt. '11
«wissenschaftsexternen Faktoren» kann im Prinzip Yerschledenes gemeég_
sein: epochespezifische Deutungsmuster oder auch soziale Interessen, von -
nen angenommen wird, dass sie die Entwicklung und Akzeptanz von ’ljh‘eonder
beeinflussen. Dieser Ansatz, das Interessenmodell, steht in der Tra<.1mon

soziologischen Strukturtheorie und kommt der Mannheimschen WISSCUSIS:))I“
ziologie am nichsten. Das Soziale wird an externen Faktoren festgemacht;l;( o
denen angenommen wird, dass sie gewissermassen von aussen das Dg o
und Handeln der Wissenschaftler und Wissenschaftlerinnen steuern. Ein

kanntes Beispiel fiir diesen Ansatz ist die Studie von Paul Forman, die ein" ji

. . . : dst
16. Bloors strong programme hat eine breite, teilweise sehr heftige Diskussion ausgeld

b e A A

. - 43). D |
«much vitriol and flying fur», wie Steve Woolgar kommentiert (Woolgar l988a.. 4'3)'eintf
Kontroverse ist in den Studies in History and Philosophy of Science, 13, 4, sowxel t;nt o |
Ausgabe der Philosophy of the Social Sciences, 1981, 11, dokumentiert. Bloor selbs :

sich im Nachwort zur Neusuflage seines Buches von 1976 noch einmal mit den vers
denen Einwiinden auseinander (Bloor 1991).

: b
schen ihm und David Bloor in dem von Pickering (1992) herausgegebenen Sammel
Ich komme in Kapitel 7 auf diese Kontroverse zuriick.

18. Fleck 1960: 179.

bereits geleistete Investitionen in ein Forschungsgebiet) die Theoriewahl be-
¢influssen. Sozialpsychologische Momente reichen nicht aus, so die Kritik
von Barry Barnes und Donald MacKenzie an Thomas Kuhn, um die Entschei-
dung fiir ein neues Paradigma zu erkldren. Wie Wissenschaftler und Wissen-
schaftlerinnen konkurrierende Theorien bewerten und welche Haltung sie ih-
fien gegeniiber einnehmen, hat auch mit ihren konkreten Interessen und ihrer
%ozialen Einbindung zu tun: «What we wish to show is that opposed para-
digms and hence opposed evaluations may be sustained, and probably are in
general sustained, by divergent sets of instrumental interests usually related in
tum to divergent social interests» (Barnes/MacKenzie 1979: 54).%!

Diesem strukturtheoretisch orientierten Modell wissenschaftlichen Wis-

 3¢ns stellt das Diskursmodell eine Konzeption entgegen, die das Soziale nicht
| Mexternen Einflussfaktoren verortet, sondern in den innerwissenschafilichen

Kommunikations- und Durchsetzungsprozessen, in deren Verlauf Deutungen

’ tntwickelt, bestritten, verteidigt und stabilisiert werden. Der Schlisselbegriff

'St der Begriff des «Aushandelns» — der negotiation. «Whether it is the nature

| ofthe things one «sees» in scientific observation, the proper conduct of an ex-
O

| 1. Problematisch ist der

vie- IR

, , o B
. Vgl. zu dieser Unterscheidung Lynch (1993) sowie die aufschlussreiche Kontroversé .

9. Die Studie von Paul Forman hat heftige Diskussionen ausgelost. Die Kontroverse ist
Zusammen mit einschligigen Arbeiten von damaligen Physikern in einem von Karl von
’ Meyenn ( 1994) herausgegebenen Sammelband dokumentiert.
NS Vgl. ua. Bloor 1980; MacKenzie 1981; Shapin 1979 sowie Pickering 1981.
Interessenbegriff vor allem dann, wenn er rein objektivistisch gefasst
wird. Ahnlich wie es in strukturtheoretischen Erklarungsmodellen generell der Fall ist,
bleibt auch hier offen, wie man sich die Vermittlung zwischen «objektiven Lage und Deu-
tungsmustern genau vorzustellen hat und dber welche Mechanismen sich soziale Interes-
Sen in wissenschaftliches Wissen umsetzen. Zudem, und das ist ein weiterer Kritikpunkt,
dfﬂ‘ hiufig vorgebracht wird, geraten die Vertreter des Interessenmodells leicht in die Nahe
€ines radikalen soziologischen Reduktionismus oder machen zumindest nicht hinlinglich
klar, wie sie sich das Wirkungsverhiltnis von sozialen und rationalen Faktoren genau vor-
Stellen. Welches Gewicht kommt den Interessen auf der einen und dem Forschungsgegen-
Stand bzw. den Daten auf der anderen Seite bei der Entwicklung und Validierung von

Wissen zu? Zur Kritik am Interessenmodell vgl. u.a. Knorr Cetina 1983; Woolgar 1981;
Ycarley 1982.
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periment, or the adequacy of a theoretical interpretation, scientific agreement
appears to be open to contestation and modification, a process often rgferred
to as negotiation>. Through contestation and modification, the meaning of
scientific observations as well as of theoretical interpretations tends to get selec-
tively constructed and reconstructed in scientific practice » (Knorr Cc?tina/MgI-
kay 1983: 11). Prominente Vertreter dieses Modells sind auf der einen Se-xte
H.M. Collins und Michael Mulkay, auf der anderen Seite Wissenschafissozio-

logen und -soziologinnen, die in der Tradition des Symbolischen Interaktionis- -

mus und der Chicago-Schule stehen.
Ahnlich wie das Interessenmodell geht auch das Diskursmodell von der

Annahme aus, dass wissenschaftliches Wissen empirisch «unterdeterminierty
ist.” Dennoch ist ein weiter Bereich wissenschaftlichen Wissens konsolidier- -
tes Wissen, an dessen Giiltigkeit kaum jemand zweifelt. Wie ist zu erkléren,
dass es trotz der prinzipiellen Unabgeschlossenheit der wissenschaftlichen |
Forschung immer wieder zu «Schliessungen» kommt? Oder anders formuliert:
wie entsteht aus Unsicherheit Gewissheit? Wie wird anfingliche Bedeutungs- |

offenheit in <Evidenz> transformiert? Dies sind Fragen, die die Vertreter und
Vertreterinnen des Diskursmodells anhand von innerwissenschaftlichen Kom-

munikationsprozessen untersuchen. Insbesondere am Beispiel der Entstehung,
des Argumentationsverlaufs und der Beendigung von Kontroversen lassen |

sich dic Annahmen des Diskursmodells exemplarisch aufzeigen: die interpre-
tative Flexibilitit und die prinzipielle Unbestimmtheit des Wissens, die Ambt-
guitit von experimentellen Daten und die Unterdeterminiertheit bei der Been-
digung von Kontroversen.”

Offenbar sind empirische Ergebnisse nicht immer so eindeutig interpre-
tierbar wie gemeinhin angenommen wird. Dieser Interpretationsoffenheit vop
Daten liegt zum Teil ein Mechanismus zugrunde, den H.M. Collins, einer der,
bekanntesten und subtilsten Vertreter des Diskursmodells, als experimenters

22. Obschon die Argumentationsweise in vielen Punkten dhnlich ist, beziehen sich Collins und

Mulkay nirgends auf den Symbolischen Interaktionismus, die zentrale Referenzfigur i |

Wittgenstein. Wahrend die einschligigen Arbeiten von Mulkay und Collins Ende der 79%
Anfang der 80er Jahre erschienen sind (vgl. u.a. Collins 1985; Mulkay 1979, 1980), sind
die Studien, die in der Tradition des Symbolischen Interaktionismus stehen, neuere?
Datums und legen den Fokus stirker auf die Aushandlungsprozesse zwischen Vertrete™®
unterschiedlicher sozialer Welten, vgl. als Uberblick Clarke/Gerson 1990 sowie St
bing 1997.

23. Zur Ubertragung der Unterdeterminiertheitsthese auf die Mathematik vgl. Kap. 1.

24. Fiar Collins bilden wissenschaftliche Kontroversen den Hauptfokus der Wissenschafls i

soziologie. In seinem «empirical programme of relativism» unterscheidet er entspreche?

drei Forschungsschritte: (1) «Demonstrating the interpretative flexibility of expel’ime“]tr! .
data. (2) Showing the mechanisms by which potentially open-ended debates are actualy i

brought to a close — that is, describing closure mechanisms. (3) Relating the closur®
mechanisms to the wider social and political structure» (Collins 1985: 25f.).
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| regress bezeichnet. Was damit gemeint ist, lisst sich am Beispiel einer Kon-

troverse in der Physik veranschaulichen (Collins 1985: 79ff.). Ende der 60er
Jahre stellte der amerikanische Physiker Joseph Weber die Behauptung auf, es
sei ihm gelungen, ein Gerit zu entwickeln, mit dem sich die Gravitationsstrah-
ling, deren Existenz bis dahin nur theoretisch postuliert worden war, messen
lasse. Die Reaktion der Physiker auf dieses Ergebnis war gespalten. Fiir die ei-
nen waren die Ergebnisse von Weber tatsichlich ein Beweis fiir die Existenz

| von Gravitationswellen, fiir die anderen hatten seine Ergebnisse keinerlei Aus-

sagekraft. Das Phanomen des «experimentellen Zirkels» erklirt, weshalb eine
solche Kontroverse zwar faktisch beendet, aber niemals endgiiltig entschieden
werden kann. Um sicher zu sein, dass Webers Daten tatsichlich belegen, was
¢rbehauptet, muss die von ihm konstruierte (sehr komplexe) Apparatur als zu-

| verlissig gelten. Um aber beurteilen zu konnen, ob die Apparatur tatsichlich

misst, was sie messen soll, muss sie «richtige> Resultate liefern. Ein richtiges
Resultat setzt aber voraus, dass die Apparatur zuverlissig funktioniert, und so
weiter. (Zuverléssigkeit> und (Richtigkeit> bestimmen sich m.a.W. gegenseitig

’ und fithren insofern in einen Zirkel.

Wenn der experimentelle Zirkel so offen zutage tritt wie in diesem Bei-
spiel, besteht offensichtlich noch kein Konsens dariiber, woran man ermessen
kann, ob die Apparatur tatsichlich die Leistung erbringt, fiir die sie gebaut

| Worden ist, und wie die Resultate, die sie produziert, zu interpretieren sind.
 Messen sie tatsdchlich die Gravitationsstrahlung — oder vielleicht doch etwas

anderes?”’ Diese Unsicherheit setzt einen kommunikativen Prozess in Gang,

‘ in dessen Verlauf Argumente und Gegenargumente vorgebracht und gepriift

Werden, bis sich zum Schluss vielleicht ein Konsens dariiber bildet, wie das
Experiment zu werten ist. «Where there is disagreement about what counts as
4 competently performed experiment, the ensuing debate is coextensive with
the debate about what the proper outcome of the experiment is. The closure of
debate about the meaning of competence is the «discovery> or on-discovery»
of a new phenomenon» (Collins 1985: 89). Sobald wissenschaftliche Beob-
ichtungen zum Gegenstand von Kommunikationsprozessen werden, ist das
Ergebnis ein emergentes Phinomen, das sich weder auf das Tun des einzelnen
F 01jSChers noch auf den thematisierten Sachverhalt reduzieren lisst. In Inter-
ttionen wird eine neue, eigenstindige (kommunikative) Wirklichkeit er-

| ugt, auf die man sich in der Folge beziehen kann.  Es ist genau diese emer-

—

. Der von Collins beschriebene «experimentelle Zirkel» ist an sich jeder Datenerhebung
€igen. Dies macht auch verstandlich, weshalb die Replikation von Experimenten ein kei-
Tleswegs so unproblematisches Unterfangen ist, wie es die empiristische Wissenschaftsauf-
faSSlmg unterstellt. Sobald sich jedoch (aus welchen Griinden auch immer) ein Konsens
dariiber gebildet hat, wie das Messinstrument funktioniert und was es misst, ist der Zirkel —
Zumindest temporiir — unterbrochen.
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gente Qualitit von Kommunikationsprozessen, die fur das Soziale im
Wissenschaftlichen eine Art «Einfallstor) darstellt.

Am Beispiel von 6ffentlichen Kontroversen (und ihrer Beilegung) hat
das Diskursmodell zu zeigen versucht, dass wissenschaftliche Debatten dem
Ideal rationaler Verstindigung oft nur bedingt entsprechen (vgl. die Fallstu-
dien in Collins 1981 und Engelhardt/Caplan 1987). In wissenschaftlichen
Kontroversen sind im allgemeinen beide Seiten in der Lage, ihre theoretische
Argumentation empirisch abzustiitzen. An guten, auch empirischen Griinden
fiir die jeweilige Position mangelt es meistens nicht. Der Umstand, dass sich
in der Regel dennoch nur eine Seite durchsetzt, lisst sich als Hinweis darauf
interpretieren, dass der innerwissenschaftliche Konsens nicht nur rational oder
sachlich begriindet ist, sondern auch soziale Dimensionen hat. Das «gute Ar-
gument allein scheint jedenfalls nicht auszureichen, um eine Kontroverse fiir
sich zu entscheiden. Vielmehr spielen auch wissenschaftliches Ansehen, Ge-
schlechtszugehorigkeit, Nationalitit, Koalitionsbildungen, Zugang zu Fach-
zeitschriften und Tagungen eine wesentliche Rolle fiir den Verlauf und den
Ausgang einer wissenschaftlichen Kontroverse.?’

3.3. Wissenschaft als Handeln

Die Erkenntnis ergreift nichts. Sie hat keine Hande und noch nicht ein-
mal einen Greifschwanz.

George Herbert Mead”

Seit den spéten 70er Jahren hat sich die konstruktivistische Wissenschaftsso-
ziologie in verschiedene Strdmungen aufgefichert, und neue Richtungen sind
dazu gekommen. Dazu gehdren die Diskursanalyse von Michael Mulkay
(Mulkay u.a. 1983; Gilbert/Mulkay 1984) und Steve Woolgars Beschiftigung
mit der Reflexivitdtsproblematik der Wissenssoziologie (Woolgar 1988b), der
Laborstudien-Ansatz, der 1979 mit der Studie von Bruno Latour und Steve
Woolgar begann (Latour/Woolgar 1979) und in Deutschland durch die Arbei-
ten von Karin Knorr Cetina bekannt wurde (Knorr Cetina 1984), verschiedene
Studlel"l zum Experiment und zur technischen Kultur der Wissenschaft (Clar-
ke/Fujimura 1993; Galison 1987, 1997; Gooding u.a. 1989; Gooding 1990;
Lenoir/Elkana 1988), die Arbeiten von Michael Lynch, die in der Tradition der

26. Vgl. als theoretische Begriindung Luhmanns Analyse des Kommunikationsbegriffs (Lub-
mann 1984: 196fF.).

27. In d;rA Mathem.atik scheinen Kontroversen crationaler> entschieden zu werden als in den
empirischen Wlss.enschaﬁen (vgl. Kap. 1). Auf mdgliche Ursachen dieses «rationalen Dis-
senses» gehe ich in Kapitel 7 ausfiihrlich ein.

28. Mead 1983a: 16.
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Ethnomethodologie stehen (Lynch 1985; Lynch u.a. 1985; Lynch 1993), der
Akteur/Netzwerk-Ansatz von Bruno Latour und Michel Callon (Callon 1986;
Latour 1988a; Callon/Latour 1992; Latour 1996) sowie Arbeiten, dic im Rah-
men des Symbolischen Interaktionismus entstanden sind (Clarke 1990; Fuji-
mura 1988; Star 1993; Star/Griesemer 1989). Wihrend einige dieser Arbeiten
nach wie vor dem wissensorientierten Ansatz zuzurechnen sind, hat in den
letzten Jahren eine neue Forschungsrichtung an Terrain gewonnen, in der Wis-
senschaft primir unter dem Aspekt des praktischen Forschungshandelns un-
tersucht wird: From science as knowledge to science as practice — so die pro-
grammatische Uberschrift zu einem Sammelband, der diese «pragmatische
Wende» in der Wissenschaftssoziologie breit dokumentiert (Pickering 1992). %

Der im letzten Abschnitt geschilderte wissenssoziologische Zugang zur
Wissenschaft hat im Prinzip die Gewichtung beibehalten, die mit der anti-po-
sitivistischen Wende in die Betrachtung der Wissenschaft eingefiihrt worden
war: den Primat der Theorie iiber die Beobachtung. Im Gegensatz zur empiri-
stischen Doktrin des Wiener Kreises, die den Motor der Wissenschaftsent-
wicklung in der Empirie verortet hatte, wurde nun der Theorie eine leitende
Rolle zugeschrieben. Kuhns Konzept des Paradigmas ist das bekannteste Bei-
spiel dafiir. Parallel zu dieser innerphilosophischen Relativierung der Bedeu-
tung der Empirie firr die Entwicklung und Validierung von Theorien verlor
diese auch als Untersuchungsgegenstand an Gewicht (Galison 1988; 1995).
Mit der endgiiltigen Verwerfung der Idee des «experimentum crucis» in der
Wissenschaftsphilosophie ging auch das Interesse an der Untersuchung der
experimentellen Praxis der Wissenschaft verloren. Die neue Wissenschaftsso-
ziologie wissenschaftlichen Wissens etablierte sich als «sociology of scientific
knowledgey.

Gegen diesen theoriebezogenen Blick auf die Wissenschaft hat sich in
den letzten Jahren eine Gegenbewegung formiert, die nicht mehr das Wissen,
sondern das Handeln in den Mittelpunkt stellt, nicht mehr die Theorie, sondern
das Experiment, nicht mehr das representing, sondern das intervening — so die
Schliisselbegriffe eines Buches von Ian Hacking, das diese Umorientierung
stark beeinflusst hat (Hacking 1983). Anstatt die Inhalte des wissenschaftli-
chen Wissens zum Thema zu machen, wird das Soziale nun an den Praktiken
—_— e -

29. Die Uberginge zwischen dem wissens- und dem praxisorientierten Ansatz sind in Tat und
Wahrheit natiirlich fliessender, als ich es hier darstelle. Das gilt z.B. fiir Autoren wie H.M.
Collins oder auch fiir Bruno Latour, der einen semiotisch inspirierten Ansatz vertritt.
Latour ist zwar urspriinglich ein Vertreter des Laborstudien-Ansatzes, aber die strategische
Bedeutung, die Zeichen und Texte («inscriptions») fiir seine Argumentation haben, recht-
fertigt es, ihn auch dem wissenssoziologischen Ansatz zuzuordnen (vgl. dazu auch Lynch
1993: 290f.; Pickering 1993: 564.) Der Hauptunterschied zwischen den beiden Ansitzen
liegt in der Bedeutung, die sic dem Wissen bzw. dem Handeln zumessen und nicht darin,
ob sie als Untersuchungsgegenstand wissenschaftliche Kontroversen oder das Labor wiihien.




110

festgemacht (vgl. dazu pointiert Lynch 1993). Damit riickt das Experimept,
das praktische Forschungshandeln und die technische Apparatur in den Mit-
telpunkt, d.h. die hochkomplexe technische Kultur, die die moderne Wissen-
schaft erst moglich macht. Empirisch wurde dieser Perspektivenwechsel vor
allem im Rahmen der sog. Laborstudien umgesetzt.*® In den Laborstudien
wurde zum ersten Mal die Forschungstatigkeit selbst untersucht und nicht
mehr nur deren Produkt, d.h. die akzeptierten wissenschaftlichen Theorien
und Tatsachen (vgl. als Uberblick Knorr Cetina 1994).*'

3.3.1. Die Fabrikation von Erkenntnis: Objekte und Fakten

Die Differenz zwischen dem wissens- und dem praxisorientierten Ansatz lésst
sich auch etwas allgemeiner formulieren. Wihrend beim wissensorientierten
Ansatz epistemologische Fragen im Vordergrund stehen, wird im praxisorien-
tierten Ansatz die ontologische Dimension der Wissensproduktion in den Vor-
dergrund geriickt. Was ist damit gemeint? Der wissensorientierte Ansatz der
Wissenschaftssoziologie, und das gilt dhnlich auch fiir Otto Neurath und Tho-
mas Kuhn, riickt die epistemologische Frage in den Mittelpunkt: wie nehmen
wir die Wirklichkeit wahr? Ist unser Wissen eine Art <Abbild> der Wirklichkeit
(das war die Position, die Schlick mit seinen «Konstatierungen» vertrat) oder
sind unsere Weltbeschreibungen ein Produkt unserer Beschreibungskategorien,
des verwendeten Paradigmas beispielsweise? «Konstruktion» bezieht sich in
diesem Fall auf die Ebene des Wissens. Von diesem epistemologisch gefarbten
Begriff der Konstruktion, den man im Anschluss an die sozialphinomenologi-
sche Tradition vielleicht besser als «Konstitution» bezeichnen sollte, lisst sich
eine zweite Bedeutungsvariante abgrenzen, und es ist diese, die im Mittelpunkt
des praxisorientierten Ansatzes steht. In diesem Fall bezieht sich der Begriff
«konstruktivistisch» auf die Herstellung von Wirklichkeit. Die Annahme ist da-
bei die, dass nicht nur die soziale, sondern auch die sog. «natiirliche» Wirklich-

30. Allerdings nicht ausschliesslich. Es gibt auch eine Reihe von Studien, die die experimen-
tellg Praxis historisch rekonstruieren, vgl. z.B. Pickering 1989; Gooding 1992 sowie VeI
sc?nedene Aufsitze in dem exzellenten Sammelband von Heidelberger/Steinle 1998.
Die ersten Laborstudien stammen von Bruno Latour (Latour/Woolgar 1979) und Karin
Knorr Cetina (1981, dt. 1984). Heute gibt es bereits eine betrachtliche Anzahl von Labor-
studien, das Schwergewicht liegt auf den experimentellen Wissenschaften. Zur Biologi¢
vgl. Latour/Woolgar 1979; Knorr Cetina 1984; Lynch 1985; Amann 1990; zur Physik und
speziell zur Hochenergiephysik vgl. Traweek 1988; Knorr Cetina 1995; Krieger 1992. v
den_ theoretischen Wissenschaften gibt es bislang kaum Untersuchungen (Merz/Knor"
Cetina 1997; Merz 1998). In den frithen Laborstudien finden sich interessanterweise kau®
Hinweise darauf, um welche Disziplin bzw. um welches Forschungsgebiet es sich bei der
Untersuchung handeit. Offensichtlich wurden die Disziplin und der Gegenstand der For-

schung als weit weniger interessant erachtet als die Forschungsart bzw. der Forschungs”
ort - eben das Labor.
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keit, d.h. jene Wirklichkeit, die den Gegenstand der Naturwissenschaften bil-
det, konstruiert bzw. «fabriziert» sein kann (Knorr Cetina 1984).

Die Unterscheidung zwischen einer epistemischen und einer ontologi-
schen Dimension von «Konstruktion» ist auch der rote Faden, der die berithm-
te Studie von Peter Berger und Thomas Luckmann Die gesellschaftliche Kon-
struktion von Wirklichkeit durchzieht (und zusammenhilt). Es geht um die
Doppelfrage, wie (Alltags-)Wissen entsteht und wie es Wirklichkeit erzeugt,
d.h. wie Wissen und Wirklichkeit, Konstruktion und Konstitution aufeinander
bezogen sind. Oder in der bekannten Formulierung von Berger und Luck-
mann: «Wie ist es moglich, dass subjektiver Sinn zu objektiver Faktizitdt
wird?» (Berger/Luckmann 1970: 20). Genau diese Frage steht auch im Zen-
trum der praxisorientierten Richtung der neueren Wissenschaftssoziologie,
allerdings mit einem wesentlichen Unterschied. Im Gegensatz zum Sozialkon-
struktivismus a la Berger und Luckmann, wo mit «Konstruktion von Wirklich-
keit» die Herstellung sozialer Wirklichkeit gemeint ist, stellen die Vertreter
der Laborstudien die auf den ersten Blick kontraintuitive Behauptung auf, dass
auch die sog. natiirliche Wirklichkeit konstruiert sein kann. Insofern hat Karin
Knorr Cetina sicher recht, wenn sie feststellt, dass die konstruktivistische Wis-
senschaftssoziologie den Konstruktivismus nicht einfach aus der Sozialphéno-
menologie importiert, sondern ihm eine neue Interpretation gegeben hat
(Knorr Cetina 1994: 149).3> Was aber ist mit «Konstruktion der natiirlichen
Wirklichkeit» gemeint? Der Konstruktionsbegriff wird in zwei verschiedenen
Yarianten verwendet, die oft nicht geniigend auseinandergehalten werden. Im
emen Fall bezieht er sich auf die Herstellung von Objekten, im anderen Fall
auf die Herstellung von Fakten.

(1) Herstellung von Objekten. Wie Rudolf Stichweh am Beispiel der
Elektrizititslehre gezeigt hat, unterscheidet sich die Wissenschaft des 19. und
20. Jahrhunderts von ihren Vorliufern darin, dass sie die von ihr beobachteten
Vprgﬁnge und Ereignisse mit ihren eigenen Instrumenten selbst herstellt. «In
diesem Sinne ist sie (die Elektrizititslehre, B.H.) erstmals autopoietische Wis-
Se_nSChaﬁ, weil sie nicht mehr die Elemente aus der Umwelt und aus einer vor-
Wissenschaftlichen Vergangenheit {ibernimmt, um diesen dann lediglich eine
Wissenschaftseigene Struktur aufzuerlegen. An die Stelle der Ubernahme von
Elementen aus der Umwelt tritt das Phiinomen, dass die Wissenschaft (...) alle
Elemente, aus denen sie besteht, selbst produziert» (Stichweh 1987: 58). Die
Moderne Naturwissenschaft sieht sich m.a.W. nicht einer immer schon gege-

hen &usseren Natur gegeniiber, sondern einer von ihr selbst geschaffenen,
ewissermassen «zweiten> Natur.
X—_—

2. Z“". Spezifik des wissenschaftssoziologischen Konstruktivismus im Vergleich zu anderen
Soziologischen Spielarten des Konstruktivismus vgl. u.a. Knorr Cetina 1989 sowie diverse
Aufsitze in Velody/Williams 1998.
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Was Stichweh als allgemeines Phénomen der modernen (N a_tur-)Wlssen-
schaft betrachtet, ist genau genommen ein Merkmal, das nur fiir die sogenann-
ten Laborwissenschaften gilt, und es sind diese, die im Zt.‘,ntrum der Ijabors_tu-
dien stehen. Was aber sind Laborwissenschaften? Die Memungep dariiber smfi
geteilt. Am Beispiel dieser Diskussion lésst sich jedoch p.rﬁz'lswren, was rTnt
«Konstruktion der natiirlichen Wirklichkeit» genau gemeint 1st..Ian Hacking
geht von einem relativ engen Laborbegriff aus. Zu den Laborywssenscl_xaften
zihlt er nur jene Wissenschaften, deren Untersuchungsgegenstinde zumindest
zu einem grossen Teil im Labor hergestellt werden: «They study phenomena
that seldom or never occur in a pure state before people have brought them
under surveillance. Exaggerating a little, I say that the phenomena und.er study
are created in the laboratory» (Hacking 1992: 33). Insofern sind nicht alle
experimentellen — und erst recht nicht alle empirischen — Wissegschaﬂen La-
borwissenschaften. Zu den Laborwissenschaften gehoren etwa die Molgkular-
biologie und die Hochenergiephysik, nicht aber die Astronomie oder die klas-
sische Botanik. }

Anders bei Karin Knorr Cetina, die Hackings Laborbegriff um zwel
Komponenten erweitert (Knorr Cetina 1992). Zu den Laborwissensghaf'fen
Zihlt sic zum einen Wissenschaften, bei denen die Objekte zwar nicht ganzltch
hergestellt, aber im Labor so weit «verfremdet> — behandelt, zerlegt, veran-
dert — werden, dass sie als neu konstituiert gelten konnen. > Zum anderen, u'Ild
hier wird die Differenz zu Hacking besonders deutlich, werden auch jeng Wis-
senschaften als Laborwissenschaften betrachtet, die in der Lage sind, mit ma-
nipulierbaren Reprisentationen ihrer Objekte (etwa mit Bildern) zu arbeiten.
Beispiclhaft dafiir ist die Astronomie, die von der direkten Feldbeobach@ﬂg
immer unabhéngiger wird und in zunehmendem Masse nur noch mit digltal}-
sierten Bildaufzeichnungen arbeitet. Etwas allgemeiner formuliert fishrt dl?
Laboratorisierung einer Wissenschaft zu einer zunechmenden Unabhangigkeit
in zeitlicher, raumlicher und sachlicher Hinsicht. Im Gegensatz zu einer Feld-
wissenschaft, bei der man die Ereignisse nur dann sehen kann, wenn sie Stat't'
finden, und die Objekte in der Regel dort untersucht, wo sie sind, stehen di€
Objekte der Laborwissenschaften jederzeit und iiberall zur Verfigung und sind
im Schonraum des Labors auch gezielt manipulierbar und reproduzierbar-
Heute sind die meisten Naturwissenschaften Laborwissenschaften, wobei der
Umschlag in unterschiedlichem Tempo und zu unterschiedlichen Zeitpunkfe?
stattfand (vgl. u.a. Chadarevian 1996 und Rheinberger/Hagner 1993 zu det
Biowissenschaften sowie diverse Aufsitze in James 1989).

33. Klaus Amann (1994) spricht in diesem Zusammenhang von einer materialen und S}'mbo,h:
schen Transformation «natiirlicher Objekte» in «epistemische Dinge». Ich komme auf di¢

sen Begriff weiter unten zuriick.
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Im Zuge der Laboratorisierung der Wissenschaft kommt es zu einschnei-
denden epistemischen Veridnderungen, die auf der einen Seite den Charakter
des Untersuchungsobjekts und auf der anderen Seite den Status der Reprisen-
tation betreffen. Hans-Jorg Rheinberger unterscheidet in diesem Zusammen-
hang zwischen «epistemischen Dingen» und «technologischen Objekten»
(Rheinberger 1992; 1994). «Epistemische Dinge» sind Wissenschaftsobjekte,
deren Struktur und Funktionsweise noch nicht geklért sind. Sie stehen fiir das,
was man noch nicht weiss, und setzen zu ihrer Klarung «technologische Ob-
jekte» voraus — Experimentalanordnungen und Verfahren, die es erlauben, das
epistemische Ding zu «befragen», d.h. es einzugrenzen und zu manipulieren.
Wenn die Probleme als gelost gelten, d.h. das Wissensobjekt keine Fragen
mehr aufwirft, konnen epistemische Dinge selbst zu technologischen Objek-
ten werden. :

Beispielhaft fiir einen solchen Umwandlungsprozess ist die enzymati-
sche Sequenzierung von DNA — ein Verfahren, das zunachst nur eine Variante
unter mehreren war mit entsprechend ungeklartem Status und heute industrie-
méssig eingesetzt wird (Rheinberger 1992: 67ff). Dieser Transformations-
prozess ist nicht irreversibel. Es ist durchaus denkbar, dass sich ein techno-
logisches Objekt in ein epistemisches Ding zuriickverwandelt, d.h. seine
Funktionsweise und Struktur wieder zur Disposition gestellt wird. Wie das
Beispiel der Gentechnologie zeigt, konnen epistemisches Ding und technolo-
gisches Objekt den gleichen Charakter haben: im Gegensatz etwa zur Teil-
chenphysik sind die gentechnischen Werkzeuge von der gleichen Beschaffen-
heit wie das Objekt, dessen «Befragung» sie ermoglichen (vgl. Rheinberger
1997: 275ff.). Eine shnliche «ontische Undifferenziertheit» (Stichweh 1994a:
292) charakterisiert auch die Mathematik: Objekt und Werkzeug, epistemi-
sches Ding und technologisches Objekt bestehen aus dem gleichen (Material>.
~ In der Mathematik gibt es zwar keine Laboratorien, orientiert man sich

Jedoch an Hackings Definition, so scheint sie in nahezu idealer Weise die Vor-
Aussetzungen einer Laborwissenschaft zu erfiillen. Die mathematischen Ob-
Jekte sind nicht gegeben, sondern sie werden im eigentlichen Sinn konstruiert,
Zundchst als epistemische Dinge, die mit den zur Verfiigung stehenden mathe-
rIfatischen Begriffen und Methoden untersucht und befragt werden, bis sich
Vielleicht eine Losung abzeichnet, an deren Ende der Beweis steht. Ein Beweis
bedeutet jedoch nicht zwangslaufig, dass der Forschungsprozess damit abge-
Schlossen ist, das epistemische Ding sich gewissermassen automatisch in ein
Weszeug, ein technologisches Objekt verwandelt. Ein Beweis beantwortet in
Vielen Fillen nur eine Einzelfrage und ist oft nur ein erster Schritt in Richtung
tines umfassenden Verstehens (vgl. 6.2.).
_Deutlicher noch als in den modemen Experimentalwissenschaften unter-
Auft die Mathematik die klassische Unterscheidung zwischen Reprisentation
und Referenzgegenstand, die unterstellt, dass zwischen der Welt des Wissens
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und der Welt der Dinge eine klare Grenze verlauft. Beeinflusst durch die ex-
perimentellen Praktiken in den modernen Laborwissenschaften hat dgr Repri-
sentationsbegriff in letzter Zeit eine Umdeutung erfahren. Labor.arbelt bes?eht
im wesentlichen darin, Modelle fiir Vorgange zu erzeugen, die sonst nicht
sichtbar zu machen sind. Anstatt jedoch diese Modelle als Abbild der Yerbor—
genen Welt der atiirlichen> Dinge anzusehen, sollten sie, .so die .Intentlon der
neueren Reprisentationstheorien, als «Darstellung im Sinne einer Herstel-
Iung, einer Produktion, in der das Dargestellte selbst iiberhaupt erst Qesmlt an-
nimmt» aufgefasst werden (Rheinberger 1992: 73, sowie ansch?uhcl? Latour
1997). Untersuchungsgegenstand — «epistemisches Ding» — ist nicht dl'e Natur
als solche, sondern technisch hergestellte Reprisentationen (z.B. fraktlom.erte
Zellen), die ihrerseits nur durch den Einsatz anderer Repréisentationstecl}mken
(z.B. Elektronenmikroskope) vorgestellt — «reprisentiert» — werden konnen.
Repriisentationen bilden m.a.W. nicht ab, sondern sie machen verﬁigba{; sie
sind eingebettet in eine Kette von anderen Représentationen, die im Prinzip
niemals zu einem «natiirlichen> Ende gelangen, sondern immer auf an_der.e Re-
prisentationen verweisen (Rheinberger 1997: 274). 3% Was sich am Belsplel der
modernen Experimentalwissenschaften zeigen ldsst, gilt erst recht fur die Ma-
thematik. Die Mathematik bildet ein in sich geschlossenes System ohne jegli-
chen Aussenbezug. Mathematische Représentationen verweisen auf andere
Reprisentationen, ohne dass diese Verweisungskette jemals an einem Punkt
anlangt, der gewissermassen als letzter Bezugspunkt fungieren konnte.
(2) Herstellung von Fakten. Der Begriff «Konstruktion» kann noch ein¢
zweite Bedeutung haben, und in dieser zweiten Bedeutung liegt er an der
Schnittstelle zwischen Wissen und Wirklichkeit, Epistemologie und Ontolo-
gie. In dieser zweiten Bedeutungsvariante geht es um einen Prozess, den man
als «Ontologisierung» bezeichnen kénnte — um den Umschlag von Wisse{l n
Faktizitat, um die Transformation von subjektivem Sinn in objektiven SIHH-
Dies liisst sich am Beispiel einer Untersuchung verdeutlichen, in der dieset
Transformationsprozess minutiés nachgezeichnet wird (Pickering 1989). In
der konventionellen Wissenschaftstheorie wird die empirische Forschung als
ein Vorgang behandelt, bei dem zwei Grossen aufeinander abgestimmt wert?en
miissen: gesucht wird ein «fit» zwischen Theorie und Beobachtung. Studl‘en
wie jene von Pickering zeigen, dass das Problem um einiges komplizierter ist
Es sind mehrere Grossen, die aufeinander abgestimmt werden miissen, und
alle sind im Prinzip veréinderbar. Pickering unterscheidet zwischen drei Kom

34. Beispielhaft dafiir ist die Molekularbiologie, die in-vitro-Systeme als Modelle fir in-vivo”
Situationen herstellt, die selbst nur iiber diese Modelle zuginglich sind. Untersuchungsob'
jekt ist nicht die lebendige Zelle, sondemn ein Objekt, das, um iiberhaupt beobachtbar =
sein, dehydriert, homogenisiert und zentrifugiert werden muss, d.h. iiber komplexe Verf
ren und Apparaturen im Labor hergestellt wird.
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ponenten: phenomenal models (theoretische Annahmen und Forschungsfra-
gen), instrumental models (Annahmen iiber die Funktionsweise der Apparatur
bzw. der Versuchsanordnung) und schliesslich das Forschungshandeln selbst
- die Bedienung und Uberwachung der Apparaturen, das Hantieren mit Pro-
ben, die Anderung der Versuchsanordnung ( material procedures).” Die Beob-
achtung — das (Datum> — fehlt in dieser Aufzihlung. Der Grund dafiir liegt in
dessen oszilliecrendem ontologischen Status. Diesen Status zu fixieren, ist ein
wesentliches Ziel der Forschungsarbeit.

Die Studie von Andrew Pickering befasst sich mit einer Serie von Expe-
rimenten, die der italienische Physiker Giacomo Morpurgo in den 60er Jahren
durchfiihrte. Kurz zuvor war in der Kernphysik die Behauptung aufgestellt
worden, dass es Teilchen gebe — sogenannte Quarks —, deren Ladung nur einen
Bruchteil, niimlich 1/3 oder 2/3 der Ladung eines Elektrons ausmache. Dies
war zu dieser Zeit eine radikale These, da man bisher davon ausgegangen war,
dass die Ladung des Elektrons die kleinstméogliche ist. Die Experimente von
Morpurgo hatten zum Ziel, diese neue Behauptung zu testen. Er orientierte
sich dabei an einer Versuchsanordnung, die um 1910 vom Physiker Robert
Millikan entwickelt worden war, und wandelte sie fiir seine Zwecke ab. *® Der
erste Schritt bestand folglich darin, eine der Fragestellung entsprechende Ver-
suchsanlage zu entwerfen. Im Unterschied zu Millikan, der in seinem Experi-
ment Oltropfchen in ein elektrisches Feld fallen liess und sie mit ultraviolet-
tem Licht ionisierte, konzipierte Morpurgo ein Experiment, das anstelle von
Oltropfchen Graphitkérnchen verwendete, die in einer dielektrischen Fliissig-
keit schwammen. Die Idee, die hinter dieser Versuchsanordnung stand, war
die, aus der Bewegung der Oltropfchen (Millikan) bzw. Graphitkdrnchen
(Morpurgo) auf ihre elektrische Ladung zu schliessen.

Da die ersten Versuche keine Ergebnisse brachten, entschied sich Mor-
purgo, das Experiment zu modifizieren und statt Fliissigkeit ein Vakuum zu
verwenden. Die zweite Versuchsanordnung funktionierte besser, und Morpur-
80 war in der Lage, erste Messungen durchzufiihren. Seine Beobachtungen
Widersprachen jedoch den theoretischen Erwartungen. Anstatt das theoreti-

—_—

35. Ahnlich wie Pickering unterscheidet auch Hacking (1992) zwischen drei Komponenten:
ideas (Theorien, Hypothesen, Forschungsfragen, theoretische Vorstellungen dber die
Funktionsweise der Beobachtungs- und Messapparaturen), rhings (Messinstrumente,
Werkzeuge) und marks (Daten, Analysemethoden, Berechnungen). Der Unterschied zwi-
schen Pickering und Hacking liegt vor allem darin, dass Pickering mit seiner Klassifikation
das experimentelle Handeln in den Vordergrund riickt (dic «material procedures»),

. Hacking hingegen das technische Instrumentarium («things») in den Mittelpunkt stellt.

6. Es handelt sich bei Morpurgos Experiment um ein klassisches physikalisches Experiment
und nicht um eines aus der Hochenergiephysik. Ich kann das Experiment und das experi-

men.telle Handeln Morpurgos hier nicht im Detail darstellen, vgl. dazu Pickering 1989
Sowie Gooding 1992.
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sche Modell (phenomenal model) zu modifizieren, revidierte er semne \.lors@-
lungen iiber die Funktionsweise der Apparatur (instrumental model.): mit Hilfe
einer Zusatzhypothese, die die Versuchsanlage betraf, gelang es ihm, Beob-
achtung und theoretisches Modell in Einklang zu bringen. Unter der Annahme
einer spezifischen Funktionsweise der Apparatur wiesen seine Beobachtungen
darauf hin, dass es keine Teilchen mit einer geringeren Ladung als das El_ek-
tron gibt. Kurz nachdem er dieses Resultat beschrieben und seine Erget.mls.se
bei den Physics Letter eingereicht hatte, machte er eine Beobachtung, die die-
sem Resultat widersprach. Er fand Graphitkérnchen mit einer Ladung von 1./4
oder 1/9, was der theoretischen Annahme, dass es entweder keine Quar}cs glbt
(d.h. die Ladung des Elekrons nicht unterschritten wird) oder, wenn es sie gibt,
ihre Ladung 1/3 oder 2/3 der Ladung eines Elektrons ausmacht, widersprE}.Ch-
Morpurgo fiihrte diese Diskrepanz wiederum auf die Versuchsanlage Z}}NCk
und begann mit ihr zu experimentieren: mit Hilfe einer geringfiigigen Ande-
rung (material procedures) liessen sich die unerwarteten Ladungen zum Ver-
schwinden bringen.*’

In der Praxis der Forschung geht es iiber weite Strecken darum zu ent-
scheiden, ob eine Beobachtung subjektiv ist (zum Beispiel bedingt ist durch
ein Fehlverhalten der Apparatur) oder ob sie ein objektives Merkmal der Aus-
senwelt darstellt. Der Eindruck, auf ein «Fakturm, auf ein objektives Merkmal,
gestossen zu sein, stellt sich erst dann ein, wenn es gelungen ist, alle drei Kom-
ponenten in Ubereinstimmung zu bringen. Dies ist normalerweise nich‘t der
Fall. Die Praxis der Forschung ist iiber weite Strecken durch Unsicherheit ge-
kennzeichnet (vgl. u.a. Star 1995) — durch das Auftreten von unerwarteten Ef-
fekten, die den theoretischen Erwartungen (phenomenal model) und/oder dem
Verstindnis der Funktionsweise der technischen Apparatur (instrumemi}1
model) widersprechen. Pickering spricht in diesem Zusammenhang von «Wi-
derstinden», auf die Forscherinnen und Forscher mit einer Veridnderung @es
Denkens — oder auch ihres Handelns — reagieren: «Scientific knowledge 15 3
ticulated in accommodation to resistances arising in the material world»
(Pickering 1989: 279).%

Die Rekonstruktion von Morpurgos Experimenten, die sich iiber mel‘)rere
Jahre hinwegzogen, zeigt, dass es verschiedene Wege gibt, mit diesen Wider-

37. Es ist bis heute nicht gelungen, freie Quarks dirckt zu beobachten. Da die Zerfallsg®”
schwindigkeit von Quarks sehr hoch ist, sind nur die Spuren beobachtbar, die sie bei”
Zusammenprall von Protonen und Antiprotonen hinterlassen und die von sog. Detektore!
aufgezeichnet werden. 1994 ist es auf diese Weise am Fermi-Labor gelungen, das mzfe
Teilchen der Quark-Familie nachzuweisen. In den Grossexperimenten der Hochenerg®
physik ist die von Pickering beschriebene Unsicherheit iiber den Status einer Beobachtus®
noch viel ausgepriiger als in dem relativ einfachen Experiment von Morpurgo. )
«.Widerstand» ist ein Schliisselbegriff der pragmatischen Philosophie, auf die sich Picke:
ring bezieht. Ich komme im Zusammenhang mit G.H. Mead darauf zuriick (vgl. 3.34)

38.
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stinden umzugehen. Apparaturen, experimentelle Praktiken, Auswertungsme-
thoden, Theorien und Forschungsfragen sind formbare Ressourcen, die im
Verlauf eines Experimentes so lange veriindert werden konnen, bis die experi-
mentell erzeugten Daten Sinn machen — bis sich m.a.W. eine Uberein-
stimmung einstellt zwischen den theoretischen Erwartungen, den beobachte-
ten Ereignissen und dem Verstidndnis der Funktionsweise der technischen
Apparatur. «The truth is that there is a play between theory and observations,
but that is a miserly quarter-truth. There is a play between many things: data,
theory, experiment, phenomenology, equipment, data processing» (Hacking
1992: 55). Diese Herstellung von Kohérenz iiber eine Anpassung der einzel-
nen Komponenten bezeichnet Pickering als «interaktive Stabilisierungy. Das
Ergebnis einer solchen interaktiven Stabilisierung ist ein empirisches Resultat,
das den (vorldufigen) Status einer wissenschaftlichen Tatsache hat:
«Coherences are the end point of struggles against incoherences in experimen-
tal practice, and they are always liable to come apart in future practice. The
achievement of coherence, and the concomitant production of an empirical
fact, is thus to be seen as a particular, contingent and potentially temporary
limit to practice» (Pickering 1989: 280).

Die Herstellung von Kohirenz ist gleichbedeutend mit der (Re-)Konsti-
tution von Objektivitiit. Die Beobachtungen haben keinen subjektiven Charak-
ter mehr, sondern werden als ein objektives Merkmal der Aussenwelt interpre-
tiert. «The result of the construction of a fact is that it appears unconstructed
by anyone» (Latour/Woolgar 1979: 240). Aus der Sicht des praxisorientierten
Ansatzes gibt das wissensorientierte Modell die Praxis der Forschung nur un-
2ulinglich wieder, da es nicht beriicksichtigt, dass unter Umsténden auch die
Welt den Gedanken angepasst wird. Oder wie es David Gooding formuliert:
«The correspondence of representations to their natural objects is the result of
aprocess of making convergences, both in experiment and in narratives that
reify the distinction between words and the world while removing traces of the
Work that enabled the distinction to be drawn» (Gooding 1992: 104).

Aus der Sicht des praxisorientierten Modells sind wissenschaftliche Tat-
SaChen nicht Basis, sondern Folge wissenschaftlichen Handelns. «The reality
S the consequence of a settlement of a dispute rather than its cause» (Latour/
Woolgar 1979 236). Dies habe ich am Beispiel von Pickerings Studie zu zei-
gen versucht. Obschon diese These aus realistischer Sicht «wildly implausi-

len erscheint (Roland Giere, zit. in Sismondo 1993: 516), ist sie in Tat und

ahrheit weit weniger relativistisch, als es auf den ersten Blick erscheinen
Mag. Zum einen negiert kaum ein Vertreter des praxisorientierten Ansatzes die
Existenz einer unabhingigen Wirklichkeit (vgl. u.a. Latour/Woolgar 1979:
llflf-; Knorr Cetina 1994: 161). Zum andern ist das erkenntnistheoretische

ild, das sich aus diesen mikroanalytischen Studien der naturwissenschaftli-
Chen Forschungspraxis ergibt, dichter und «realistischen, teilweise allerdings
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auch ambivalenter als im wissenssoziologischen Ansatz. Auf der einen Seite
wird die Wirklichkeit, mit der sich die Forscher auseinandersetzen, nicht .als
gegeben betrachtet, sondern als kiinstlich erzeugt. Die Wahrheit von Theorien
bemisst sich m.a.W. nicht an ihrer Ubereinstimmung mit einer gegebenen
Aussenwelt — der <Natur> —, sondern an ihrer Ubereinstimmung mit Phanome-
nen, die im Labor erzeugt werden. Insofern ist Wahrheit ein systemrelativqr
Begriff. Wahr sind Theorien nur bezogen auf eine Menge von Daten, die mit
Hilfe einer technischen Apparatur erzeugt wurden, die in der Regel zusammen
mit der Theorie, um deren Priifung es geht, entwickelt wurde. Hacking spricht
deshalb von einer «self-vindication» der Laborwissenschaften (Hacking
1992).

)Auf der anderen Seite wird jedoch der Empirie eine konstitutive Rolle bei
der Entwicklung und Anderung wissenschaftlichen Wissens zugeschrieben.
Damit verbunden ist eine — zumindest implizite — Kritik an der These eingr
durch die Daten kaum eingeschrinkten «interpretativen Flexibilitit», wie st
insbesondere im Rahmen des Diskursmodells vertreten wird. Widerspriichli-
che Beobachtungen lassen sich nicht einfach weginterpretieren, sondern stel-
len sich dem Denken als Widerstinde in den Weg. *° Sie sind eine Tatsache, der
Rechnung getragen werden muss — entweder durch eine Anderung des expe-
rimentellen Settings oder durch eine Anpassung der Theorie. « Constructionist
studies have recognized that the material world offers resistances; that facts
are not made by pronouncing them to be facts but by being intricately con-
structed against the resistances of the natural (and social!) order» (Knorr Ce-
tina 1994: 148). Es ist dieser verstirkte Einbezug der empirisch-materiellen
Ebene der Wissenschaft, der Pickering veranlasst, seine Position als «pragma-
tischen Realismus» zu bezeichnen (Pickering 1989, 1990).

Wenn wissenschaftliche Theorien tatsichlich nur wahr sind relativ zu den
im Labor erzeugten Phanomenen, dann ist ihre praktische Anwendbarkeit aus-
serhalb des Labors, unter Realbedingungen also, keineswegs selbstverstind-
lich. Wie ist der praktische Nutzen wissenschaftlichen Wissens zu erkliren?
Die meisten Autoren bleiben eine Antwort auf diese Frage schuldig. Eine Aus-
nahme ist Bruno Latour, der den praktischen Erfolg von Louis Pasteurs Labor-
erfindung, d.h. die Wirksamkeit seines Impfstoffes damit erklrt, dass €s
Pasteur gelang, die Aussenwelt bis zu einem gewissen Grade den Laborbe-
dingungen anzupassen: Pasteurs Impfstoff wurde in Stillen getestet, die ver-
gleichsweise strikten Hygienevorschriften zu geniigen hatten (Latour 1983;
1988a). Die Distanz zwischen Labor und Aussenwelt kann aber auch von einer
anderen Seite her verringert werden. Anstatt die Aussenwelt an die Laborbe-

39. Hier .istvallerdings zu beriicksichtigen, dass der Begriff des (Widerstandes) ein relative’
B.egnt.’f ist, dhnlich wie der Kuhnsche Begriff der Anomalie. Ein Widerstand ist immer nuf
ein Widerstand gemessen an den jeweiligen theoretischen Erwartungen.
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dingungen anzupassen, wird diese selbst zum «Labor» gemacht. Wissen, das
unter Laborbedingungen getestet wurde, ist gewohnlich nicht problemlos auf
Realsituationen iibertragbar. Was im Labor funktioniert, tut es in der Aussen-
welt oft nicht. Deshalb ist die Priifung von Theorien mit dem erfolgreichen
Test im Labor oft nicht abgeschlossen, sondern wird unter Realbedingungen
weitergefiihrt. Wolfgang Krohn und Johannes Weyer sprechen in diesem Zu-
sammenhang von «Realexperimenten» (Krohn/Weyer 1989). Unter Realbe-
dingungen konnen Pickerings «Widerstinde» die Form von Unfillen anneh-
men. Unfille sind dhnlich wie unerwartete Beobachtungen Lernchancen, die
einen Anpassungsprozess auslosen, bis sich eine Ubereinstimmung zwischen
Theorie, Interpretation des realexperimentellen Settings und dem Ereignis
selbst einstellt — mit dem gewichtigen Unterschied allerdings, dass das «reale>
experimentelle Setting ungleich komplexer und nur bedingt kontrollierbar ist.
Das gleiche Problem stellt sich auch fiir die Mathematik und wird hier unter
dem Begriff «<Anwendungsproblem» diskutiert. Wie lisst sich erkliren, dass
die in der reinen Mathematik entwickelten, hoch abstrakten Theorien sich im-
mer wieder als brauchbar erweisen fiir diec Beschreibung der physikalischen
Welt? Das Anwendungsproblem gehért zu den zentralen Problemen der Ma-
thematikphilosophie und ist von einer Losung noch weiter entfernt als das
Umsetzungsproblem im Falle der Laborwissenschaften.

3.3.2. Kontexualitit vs. Universalitit: der context of persuasion

Die Studie von Andrew Pickering analysiert die Herstellung eines Faktums
auf individueller Ebene. Sie macht keine Angaben dariiber, was mit Morpur-
£0s Resultat anschliessend geschah: ob und inwieweit es zu einer allgemein
anerkannten — und damit <objektiven> — wissenschaftlichen Tatsache wurde.
Diese Beschrinkung auf den individuellen Prozess der Faktizititskonstruktion
ist in den Studien zur experimentellen Praxis verbreitet.** Sie konzentrieren
sich auf den Jokalen Prozess der Erkenntnisproduktion und zeigen auf, in wel-
chem Ausmass kontextspezifische Faktoren (Verfiigbarkeit von Apparaturen,
Priorititen der untersuchten Forschergruppe, finanzielle Ressourcen etc.) an

40. Vgl. dazu etwa die Kritik von Collins an Garfinkels Begriff der Entdeckung (Collins 1983:
105). Wihrend fiir Garfinkel u.a. (1981) Entdeckungen durch wissenschafiliche Praktiken
<hervorgebracht> werden, spricht Collins erst dann von einer Entdeckung, wenn sie von der
Fachgemeinschaft akzeptiert wurde. Fiir Garfinkel ist der von John Cocke u.a. 1969 «ent-
deckten Pulsar ein durch wissenschaftliche Praktiken hervorgebrachtes kulturelles Objekt,
ganz dhnlich wie ein Beweis (vgl. Kap. 1), fiir Collins ist er ein kommunikatives Artefakt
und fiir die beteiligten Astronomen ein Objekt, das immer schon da war. Vgl. ihnlich auch
Porter, der den Studien zur experimentellen Praxis vorwirft, sie wiirden wissenschaftliches
Wissen nicht mehr als 6ffentliches Wissen beschreiben, sondern in Termini von «private
craft skills» (Porter 1992: 644).




120

der Erkenntnisproduktion beteiligt sind. Karin Knorr Cetina spricht in diesem
Zusammenhang von der «kontextuellen Kontingenz» wissenschaftlichen Han-
delns (Knorr Cetina 1984: 33). Damit stellt sich die Frage, wie es gelingt, sol-
che lokalen Erkenntnisprodukte in allgemein anerkannte wissenschaftliche
Tatsachen zu verwandeln, denen, wie es Karl Mannheim formulierte, keine
«Spuren menschlicher Herkunft» mehr anzusehen sind (Mannheim 1931:
256).

) Die Fabrikation wissenschaftlichen Wissens ist kein individuelles, son-
demn ein soziales Phanomen (vgl. u.a. Longino 1990). In dieselbe Richtung
zielte bereits die Kritik, die Ludwik Fleck mit seinem Konzept des «Denkkol-
lektivs» an den individualistischen Pramissen der konventionellen Wissen-
schaftstheorie angebracht hat. Dies legt es nahe, die beiden von der Wissen-
schafistheorie unterschiedenen Kontexte — den «context of discovery» und den
«context of validation» — um einen dritten Kontext zu ergiinzen, den man als
context of persuasion bezeichnen konnte. Mit dem Aufschreiben eines Bewei-
ses oder der erfolgreichen Durchfiihrung eines Experimentes ist der Validie-
rungsprozess nicht abgeschlossen. Damit wird erst ein Geltungsanspruch er-
hoben, der von der Fachgemeinschaft akzeptiert werden muss, damit das
Ergebnis zu einer wissenschaftlichen Tatsache wird. Es ist dieser offentliche
Validierungsprozess, auf den sich Mertons Begriff des «organisierten Skepti-
zismus» bezieht (vgl. 5.3.). Anders jedoch als es Merton postulierte, ist die 6f-
fentliche Auseinandersetzung kein ausschliesslich rationaler Prozess, sondern
lasst sich bis zu einem gewissen Grade steuern. *!

In letzter Zeit sind eine Reihe von Arbeiten entstanden, die sich auf die-
sen «context of persuasion» beziehen und im einzelnen zeigen, welche For-
men der Uberzeugungsprozess annehmen kann. Einen wichtigen Grundstein
haben Steven Shapin und Simon Schaffer mit ihrer bahnbrechenden Studie
Leviathan and the Air-Pump: Hobbes, Boyle, and the Experimental Life gelegt
(Shapin/Schaffer 1985). Am Beispiel der von Robert Boyle im 17. Jahrhundert
begriindeten Experimentalkultur beschreiben sie eine Reihe von Strategien,
die eingesetzt werden, um experimentelle Resultate in objektive Tatsachen zu
transformieren. Shapin und Schaffer unterscheiden zwischen drei verschiede-
nen «technologies of fact-makingy: «material technologies», «social technol-
ogies» und «literary technologies». Soziale Technologien beeinflussen den
Prozess des «fact-making» iiber die Regulierung des Zugangs zur wissen-
schaftlichen «Sprechergemeinschaft» und die Festlegung von Diskursnormen;

41. Der Vorschlag, die beiden klassischen> Kontexte um einen dritten Kontext zu erginzen,
der der sozialen Dimension der Wissenschaft Rechnung triigt, ist bereits in den Arbeiten
von Kuhn angelegt (vgl. Hoyningen-Huene 1987). Im Gegensatz zu Kuhns «context of
decision» soll der Begriff «context of persuasion» darauf aufmerksam machen, dass Ent-
scheidungen durch eine Vielzahl von Strategien beeinflusst und gesteuert werden konnen.

3
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literarische Technologien verwenden Rhetorik und spezifische Sprachkon-
ventionen, um einer Aussage besondere Uberzeugungskraft zu verleihen; ma-
terielle Technologien setzen demgegeniiber bereits eine Stufe frither ein, in-
dem sie iiber die technische Infrastruktur den Konsens bis zu einem gewissen
Grade préjudizieren.

Shapin und Schaffer fiihren diese drei Konsenstechnologien am Beispiel
der Wissenschafiskultur des 17. Jahrhunderts ein. Wie verschiedene empiri-
sche Studien zeigen, sind diese Techniken auch heute noch wirksam, wenn
auch in modifizierter Form (zur historischen Verianderung des «context of per-
suasion» vgl. 7.3.). Karin Knorr Cetina (1995) zeigt am Beispiel der Hochen-
ergiephysik, in welchem Ausmass der Konsens durch die verwendete techni-
sche Apparatur prideterminiert bzw. «priformiert» sein kann. Der potentielle
Konfliktstoff ist gewissermassen in den materiellen Technologien eingelagert
und dadurch der direkten Auseinandersetzung entzogen. *> Ein anderes Bei-
spiel ist die Durchsetzung von international anerkannten Masseinheiten und
Messinstrumenten (vgl. u.a. Daston 1992a; O’Connell 1993; Porter 1992) oder
die Strategie, gleichzeitig mit einer neuen Theorie standardisierte Verfahren
und Methoden zu entwickeln, die den empirischen Test und die praktische
Umsetzung der Theorie erleichtern. Joan Fujimura (1988; 1992) spricht in die-
sem Zusammenhang von «standardized packages» und illustriert dies am Bei-
spiel der Ko-Produktion der molekularbiologischen Gentheorie des Krebses
und der Entwicklung rekombinanter DNA-Technologien.

Mit dem Einsatz von sozialen Technologien haben sich — abgesehen von
den bereits erwiihnten Studien zur Schliessung von Kontroversen — vor allem
Michel Callon und Bruno Latour beschiftigt (vgl. u.a. Callon 1983; Latour
1987, 1988a). Anhand verschiedener Beispiele untersuchen sie, welche So-
zialstrategien eingesetzt werden, um die eigene Auffassung von Wahrheit und
technischer Effizienz durchzusetzen. Mit Hilfe von «translations» und dem
Aufbau von heterogenen Netzwerken wird versucht, andere Akteure (oder Ak-
tanten) fiir die eigenen Interessen zu mobilisieren und dadurch der eigenen
Sicht Resonanz zu verschaffen (s. unten). Insbesondere in angewandten und
Interdisziplindren Forschungsfeldern erfordert die Herstellung von Konsens
die Koordination unterschiedlicher Interessen und Perspektiven. Diese Frage
wurde vor allem im Kontext des Symbolischen Interaktionismus zum Thema
gemacht. In verschiedenen Fallstudien wurde untersucht, welche Vorausset-
Zungen gegeben sein miissen, damit Reprisentanten unterschiedlicher sozialer
Welten zu einer gemeinsamen Sicht der Dinge gelangen. Ein in diesem Zu-

—

42. Zu dieser Externalisierung des Sozialen vgl. Joerges 1989 sowie Latour 1992, der die
Koordinationsfunktion technischer Artefakte an einem einfachen Beispiel veranschaulicht.
Wie Collins in seiner bereits erwihnten Studie zeigt, kann die Verlagerung selbst durchaus
von Dissens begleitet sein (3.2.).
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sammenhang zentrales Konzept ist das Konzept des «boundary object» (Star/
Griesemer 1989). Ein Grenzobjekt kann eine Idee, eine Vision oder auch ein
technisches Artefakt sein, das aufgrund seiner Deutungsoffenheit zwischen
den Interessen und Erwartungen der verschiedenen Akteure vermitteln kann,
ohne dabei seine Identitit zu verlieren (Clarke 1991: 133f.). In eine dhnliche
Richtung weist auch Peter Galisons Konzept der «trading zone», das er am
Beispiel der Computersimulation entwickelt hat (Galison 1996; 1997: 803ff.).
«Trading zones» sind das Produkt eines Kulturkontaktes zwischen unter-
schiedlichen Wissenschaftskulturen. Sie beruhen auf «trading languages», d.h.
auf lokalen Sprachen, die an den Schnittpunkten der verschiedenen Kulturen
entwickelt werden. Das gemeinsam entwickelte Vokabular ist gewissermassen
die pidgin-Version der elaborierten Wissenschaftssprachen der kooperieren-
den Disziplinen.*

Schliesslich gibt es eine Reihe von Studien, die die literarischen Techno-
logien untersuchen, die im «context of persuasion» eingesetzt werden. Litera-
rische — oder besser: rhetorische — Strategien haben die Funktion, die eigenen
Aussagen mit Uberzeugungskraft auszustatten, und sie tun dies iiber Verfah-
ren, die vom gezielten Einsatz von Metaphern iiber eine Normierung der Spra-
che bis hin zur Verwendung von Symbolen reichen, die keinen Bezug mehr auf
ihren Ursprungskontext erkennen lassen. * Bruno Latour spricht in diesem Zu-
sammenhang von «immutable mobiles» (Latour 1988b). «Immutable mobi-
les» sind Objekte, die zeitlich und riumlich nicht fixiert sind. Sie sind immer
und iiberall verfiigbar und konnen von einem Kontext zum anderen transpor-
tiert werden, ohne sich dabei zu verindern. Ein wesentlicher Teil der wissen-
schaftlichen Arbeit besteht darin, kontextgebundene materielle Objekte in
solche «immutable mobiles» zu transformieren, d.h. in symbolische Représen-
tationen (Formeln, Tabellen etc.), die sich gegeniiber ihren urspriinglichen Re-
ferenzobjekten verselbstindigt haben und iiberall verfiigbar sind: «Numbers
do travel well» (Wise 1995a: 7).4

Aufschlussreich ist in diesem Zusammenhang auch die Analyse von
schriftlichen Dokumenten und der Transformation, die sie von der ersten For-
schungsnotiz bis hin zur endgiiltigen Publikation durchmachen (vgl. u.a.
Knorr Cetina 1984: Kap. 5 und 6; Latour/Woolgar 1979: 81ff.; Myers 1993).
Ausgemerzt werden insbesondere jene Formulierungen, die auf einen mensch-
lichen Akteur und die lokale Gebundenheit der Forschung hinweisen. « OQur ar-

43. Vgl zur Verans.chaulichung Lowy (1992; 1995), die das Konzept der «boundary objects_»
bzw. der «trading zones» auf die Entwicklung der Immunologie bzw. Mikrobiologi®
anwendet.

44. Wie ich in Kap. 7 zeigen werde, ist der Einsatz von solchen generalisierten Symbolen ¢in

wichtiges Metd"ium, um die wissenschaftliche Kommunikation auch unter der Bedingung
von Anonymitit und sozialer Heterogenitit aufrechtzuerhalten.
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gument is not just that facts are socially constructed. We also wish to show that
the process of construction involves the use of certain devices whereby all
traces of production are made extremely difficult to detect» (Latour/Woolgar
1979: 176). Im Zuge dieser Transformation wird vieles zum Verschwinden ge-
bracht: die Bedeutung des praktischen Handelns, der oszillierende ontologi-
sche Status von Beobachtungen, die Situationsabhingigkeit der getroffenen
Entscheidungen, die Unsicherheiten und die Offenheit des Suchprozesses, der
keineswegs die lineare Gestalt hat, die ihm spiter zugeschrieben wird. Am
Ende stehen Darstellungen, bei denen jeder Hinweis auf die subjektiven An-
tetle am Erkenntnisprozess ausgeloscht ist — Texte, deren sprachliche Form die
unzweifelhafte Objektivitit der beschriebenen Sachverhalte insinuieren. Oder
wie es David Gooding formuliert: « The ontological status accorded to the en-
tities to which language refers is conferred through reconstruction; its self-ev-
idence is conferred through concealment of that reconstruction» (Gooding
1992: 78).

In mathematischen Texten ist dieses Verfahren der De-Kontextualisie-
rung und Ent-Subjektivierung auf die Spitze getrieben. Ein formalisiertes ma-
thematisches Argument ist eine sprachliche Form, bei der jeder Verweis auf
eine menschliche Intervention ausgeloscht ist. Die bereits in den empirischen
Wissenschaften verbreitete Tendenz, den wissenschaftlichen Suchprozess
nachtriglich als lineare Abfolge logisch zwingender Schritte darzustellen, ist
beim formalen Beweis ins Extrem getrieben. Das Beispiel des Beweises macht
gleichzeitig aber auch deutlich, dass sprachliche Normierung nicht bloss stra-
tegische, sondern auch eine wichtige kommunikative Funktion hat. Wiirden
alle Kontingenzen, Zufilligkeiten, Unsicherheiten und Irrwege des faktischen
Forschungsprozesses dargestellt werden, so wiire die Arbeit nicht mehr lesbar
und die Forschung nicht mehr anschlussfihig.

—_—

45. Nicht alle rhetorischen Verfahren weisen dieselbe Kontextunabhéngigkeit auf. Das Spiel
mit Metaphern, wie es z.B. Gillian Beer (1998) am Beispiel der Texte von Charles Darwin
beschreibt, lisst sich — im Gegensatz zu einer Normierung der Sprachkonventionen und
dem Einsatz von generalisierten Symbolen — vom jeweiligen kulturellen Kontext nicht
ablosen. Dies gilt dhnlich auch fiir den Einsatz visueller Technologien (Photographien, Illu-
strationen etc.). Wie Phillip Prodger (1998) in seiner Fallstudie zur Funktion von Ilustra-
lionen in Darwins Werken zeigt, konnen Visualisierungen eingesetzt werden, um
Argumente mit mehr Uberzeugungskraft auszustatten. Inwieweit dies jedoch tatsichlich
gelingt, ist abhingig vom Interpretationskontext und dem jeweiligen kulturellen Raum.
Vgl. ahnlich auch Schaffer (1998), der am Beispiel der englischen Astronomie im 19. Jahr-
hundert den Einsatz von neuen Visualisierungstechniken beschreibt.
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3.3.3. Boundary work — die Separierung des Wissenschaftlichen vom
Sozialen

Aus der Perspektive der institutionalistischen Wissenschaftssoziologie wird
das Wissenschaftliche vom Nicht-Wissenschaftlichen durch eine gewisser-
massen «natiirliche> Mauer abgegrenzt. Auf der einen Seite liegt das Soziale,
auf der anderen das Wissenschaftliche, und beide vermischen sich héchstens
dort, wo es sich um falsches Wissen handelt. Eine erste Offnung in diese
Mauer hat Thomas Kuhn geschlagen — sehr zum Missfallen seiner konservati-
veren Kollegen. «What, then, is the halimark of science?», empdrte sich etwa
Imre Lakatos. «<Do we have to capitulate and agree that a scientific revolution
is just an irrational change in commitment, that it is a religious conversion?
(...) But if Kuhn is right, then there is no explicit demarcation between science
and pseudoscience, no distinction between scientific progress and intellectual
decay, there is no objective standard of honesty» (Lakatos 1974: 4). Die von
Kuhn geschiagene Offnung (die er nachtriglich vermutlich lieber wieder zu-
gemauert hitte) wurde von der konstruktivistischen Wissenschafissoziologie
schrittweise erweitert, bis man am Ende zum Schluss kam, dass die Mauer kei-
neswegs natiirlich ist, sondern permanent hergestellt wird. Gieryn (1994)
spricht in diesem Zusammenhang von boundary work.*

David Bloors 1976 erschienenes Buch Knowledge and Social Imagery
gehért zu den ersten programmatischen Arbeiten der konstruktivistischen
Wissenschaftssoziologie (Bloor 1991). Sein strong programme der Wissens-
soziologie war insbesondere gegen das «Kontaminationsmodell des Sozialen»
(Knorr Cetina) gerichtet: eine Wissenssoziologie naturwissenschaftlichen
Wissens hat die Mannheimsche Frage nach der «Standortgebundenheit» des
Wissens auch an jenes Wissen zu richten, das fir wahr gehalten wird. Bloor
vertrat zwar die Auffassung, dass das wissenschaftliche Wissen durch soziale
Faktoren beeinflusst ist, er ging aber nach wie vor davon aus, dass das Soziale
und das Wissenschaftliche zwei qualitativ verschiedene Bereiche darstellen
(3.2.). Gegeniiber dieser «quasi-naturalistischen> Position vertraten Bruno La-
tour und Steve Woolgar schon sehr frith die Auffassung, dass die Grenze zwi-
schen dem Sozialen und dem Wissenschaftlichen nicht ein fiir allemal fixiert

46. Der Umgang mit Gebieten, die noch keine wissenschaftliche Dignitiit erlangt haben, wie
z.B. die Parapsychologie, ist ein besonders ergiebiges Beispiel, um diese boundary work
zu untersuchen, vgl. u.a. Collins/Pinch 1982. Ein anderes Beispiel ist die Separierung VoD
Kunst und Wissenschaft. Wahrend Asthetik im 18. Jahrhundert durchaus noch mit Wahr-
heit assoziiert war und Schénheit Objektivitit verbiirgte, wird die Kunst seit dem spaten
I8. Jahrhundert zur anderen, entgegengesetzten Seite der Wissenschaft— zur «Un-Wissen
schaft» gewissermassen — und bestimmt damit indirekt das Selbstbild der Wissenschaft als
entsubjektivierte Sphire menschlichen Wissens. Vgl. zum Wandel der Grenzziehung z#i-
schen Kunst und Wissenschaft den Sammelband von Jones/Galison 1998.
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ist, sondern permanent hergestellt wird und unter Umstéinden auch verschieb-
bar ist. Die Trennung von Wissenschaft und Nicht-Wissenschaft hat in den
Augen von Latour und Woolgar keinen epistemischen Grund, sondern ist eine
Strategie, die Wissenschaftler und Wissenschaftlerinnen benutzen, um ihre ei-
genen Geltungsanspriiche zu legitimieren und jene ihrer Konkurrenten zu ent-
werten. «Our argument ist not just that the distinction between <social> and n-
tellectualy is prevalent among working scientists. More importantly, this
distinction provides a resource upon which scientists can draw when charac-
terising either their own endeavours or those of others » (Latour/Woolgar 1979:
23). Diese These wird in der Akteur-Netzwerk-Modell noch weiter zugespitzt,
indem nun das Materielle selbst zu einem handlungsfahigen Akteur avanciert.
Latours und Callons Netzwerke sind heterogener Art. Einheiten kénnen
nicht nur Individuen sein, sondern auch Dinge oder Organismen, denen der
gleiche Status zugeschrieben wird wie den menschlichen Akteuren. Aus der
Sicht von Callon und Latour ist der Unterschied zwischen menschlichen und
nicht-menschlichen Entititen — zwischen Natur und Kultur, Mensch und Ding,
Sozialem und Technischem — nicht von vornherein gegeben, sondern Ergebnis
einer Zuschreibung, die aufgeklirte Wissenschaftsforscher zu erkennen und
zu unterlaufen haben. «You discriminate between the human and the inhuman.
I do not hold this bias and see only actors — some human, some nonhuman,
some skilled, some unskilled — that exchange their properties. (...) The debates
around anthropomorphism arise because we believe that there exist <humans»
and (nonhumans», without realizing that this attribution of roles and action is
also a choice» (Latour 1992: 236). Aus diesem Grund pladieren Latour und
Callon fiir ein konsequentes Symmetrieprinzip: nicht-menschliche Aktanten
haben den gleichen Status wie menschliche und sollten entsprechend soziolo-
gisch auf dieselbe Weise behandelt werden, anstatt ihnen in Weberscher Ma-
nier nur den Rang einer Randbedingung zuzubilligen. Es ist empirisch falsch
(und moralisch verwerflich) zwischen Ministerialbeamten und Katalysatoren,
Schafziichtern und Mikroben, Fischern und Muscheln kategorial zu unter-
scheiden. Beide sind handlungsfihige Akteure in einem komplexen Spiel.
Latour und Callons Akteur-Netzwerk-Theorie ist aus verstéindlichen
Griinden nicht unbestritten geblieben (u.a. Bloor 1999; Gingras 1995; Nowot-
1y 1990; Scott 1991). Mit ihrem Symmetriepostulat unterlaufen sie die eherne
Unterscheidung zwischen sinnhaftem und nicht-sinnhaftem Handeln, die der
Soziologie dazu dient, den Bereich des Sozialen von seiner natiirlichen und
technischen Umwelt abzugrenzen. Latour und Callon pladieren dagegen fiir
¢ine Gleichbehandlung menschlicher und nicht-menschlicher «Aktanten» und
damit fiir eine Auflésung der disziplindren Grenze zwischen den Sozialwis-
Senschaften auf der einen und den Natur- und Ingenieurwissenschaften auf der
anderen Seite. Soziologisch gesehen ist das Symmetriepostulat des Akteur-
Netzwerk-Ansatzes zwar iiberzogen, er bildet jedoch ein Korrektiv zum wis-
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senssoziologischen Ansatz, der mit seiner These einer «interpretativen Flexi-
bilitit» einen rigorosen Soziologismus verficht. Oder wie es John Law, ein
anderer Vertreter des Akteur-Netzwerk-Ansatzes, formuliert: « In social con-
structivism (damit ist der wissenssoziologische Ansatz gemeint, B.H.) natural
forces or technological objects always have the status of an explanandum. The
natural world or the device in question are never treated as the explanans. They
do not, so to speak, have a voice of their own in the explanation. The adoption
of the principle of generalized symmetry means that this is no longer the case.
Depending, of course, on the contingent circumstances, the natural world and
artifacts may enter the account as an explanans» (Law 1987: 131f). Latour
geht noch einen Schritt weiter. Indem er den «Dingen> nicht bloss explanativen
Status zuschreibt, sondern sie zu handlungsfihigen Akteuren mutieren lasst,
ersetzt er den soziologischen Reduktionismus der Wissenssoziologie durch ei-
nen nicht minder problematischen «Hylozoismus», wie Simon Schaffer La-
tours «ganzheitliche) Natursoziologie treffend nennt (Schaffer 1991).
Andrew Pickering, der mit seinem «pragmatischen Realismus» einen
moglichen Weg gewiesen hatte, wie zwischen naturwissenschaftlichem Rea-
lismus und soziologischem Konstruktivismus zu vermitteln wire (3.3.1),

schliesst in neueren Arbeiten an Callons und Latours Akteur-Netzwerk-An-.

satz an, gibt ihm jedoch eine etwas andere Wendung (Pickering 1993). Auf der
einen Seite konzediert er zwar, dass zwischen dem Wissenschaftler und seiner
Mikrobe vielleicht doch ein gewisser Unterschied besteht — allerdings erst
nach reiflicher Uberlegung und nachdem ihn, wie er in einer Anmerkung
schreibt, aus Cambridge die Empfehlung erreichte, die Intentionalitit mensch-
lichen Handelns doch bitte mitzubedenken (Pickering 1993: 565). Gleich-
zeitig schliesst er aus der Tatsache, dass die materiellen Dinge (Muscheln,
Zellproben, technische Apparaturen) dem menschlichen Handeln Randbedin-
gungen — und mitunter auch Widerstinde — entgegensetzen, auf eine Art Ei-
.gen-.Willigkeib der Materie. «Traditional sociology of science (...) is human-
ist In that it identifies human scientists as the central seat of agency-
Conversely, traditional sociology of science refuses to ascribe agency to the
material world. Here I subscribe to the basic principle of the actor-network-ap-
proagh: I think that the most direct route toward a posthumanist analysis of
practice is to acknowledge a role for nonhuman — or material, as I will say -
agency"in science» (Pickering 1993: 562). .
Fiir Pickering stellt sich folglich die Aufgabe, cine Art «post-humanisti-
sche» Handlungstheorie zu entwickeln. Das Ergebnis ist ahnlich problems-
tisch Wie bei Callon und Latour. Ausgangspunkt fiir Pickerings Argumentation
1St sein oben geschildertes Konzept des Widerstandes, wobei er den widerstan-
digen materiellen Dingen nun zusitzlich noch Handlungsfahigkeit und einé
A“. Eigenwillen - eine «material agency» — zugesteht. Dabei begeht er den
gleichen Kategorienfehler wie Latour und Callon. Die Zellkulturen unter e
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Mikroskop mogen ihrem Erforscher zwar Widerstinde entgegensetzen und
sich in diesem Sinne mitunter auch unberechenbar verhalten, daraus aber —als
beobachtender Soziologe, nicht als teilnehmender Physiker! — den Schluss ei-
ner «material agency» zu ziehen, ist soziologisch gesehen reichlich naiv. Denn
«widerstidndigy sind die Zellkulturen hdchstens aus der Sicht ihres Erforschers
und auch dann nur relativ zu dessen Erwartungen. Soziologisch interessant ist
nicht die Erkldrung der «material agency», sondern, immer noch, der «human
agency» — und dazu gehort insbesondere die Frage, unter welchen Be-
dingungen Menschen den Dingen so etwas wie Widerstindigkeit zuschreiben.
Wie die Verbindung zwischen «human agency» und «material agency» theo-
retisch angemessen beschrieben werden konnte, hat G.H. Mead in seiner
Theorie der Dingkonstitution gezeigt, auf die ich im folgenden Abschnitt ni-
her eingehen werde.

3.3.4. Experimentelles Handeln als Umgang mit Dingen

Wie ich in den vorhergehenden Abschnitten ausgefiihrt habe, riickt der praxis-
orientierte Ansatz das Forschungshandeln in den Vordergrund. Im Mittel-
punkt steht nicht die Theorie, sondern das Experiment, nicht das Wissen, son-
dern das Tun. Wissen setzt Handeln voraus, und dies gilt sogar, wie David
Gooding am Beispiel von Michael Faradays elektromagnetischen Experimen-
ten zeigt, fiir so augenscheinlich passive Vorginge wie die Beobachtung (Goo-
ding 1992). Die zentralen Referenzfiguren sind nicht mehr Thomas Kuhn oder
Karl Mannheim, sondern die Klassiker des Pragmatismus John Dewey, Wil-
liam James und Charles Sanders Peirce — erstaunlicherweise jedoch nicht Ge-
orge Herbert Mead. Die Tatsache, dass Mead nur am Rande vorkommt, macht
de_:utlich, dass die «pragmatische Wende» keine wissenschaftssoziologische
Elgenentwicklung ist, sondern aus der Philosophie eingefiihrt wurde. Der ent-
Scheidende Ausloser war das bereits erwihnte Buch von lan Hacking Repre-
Senting and Intervening (Hacking 1983). Sofern Mead iiberhaupt erwéhnt
Wwird, geschieht dies in der Blumerschen Lesart, d.h. im Kontext des Symboli-
Schen Interaktionismus.

Damit ist auch eine Schwiiche des praxisorientierten Ansatzes angespro-
Chen, Handlung ist zwar zu einem Schliisselbegriff avanciert, die zugrundelie-
gende Handlungs- bzw. Praxistheorie ist aber rudimentir und weitgehend im-
Plizit. Dieses Defizit ist allerdings nicht allein der Wissenschaftssoziologie
anzulasten. Schuld daran sind auch die verfiigbaren Handlungstheorien, die
Sich im Anschluss an Weber vor allem um den Begriff der sozialen Interaktion

*mihten und den Umgang mit Dingen weitgehend vernachlassigt haben. *’
Sel_t der durch Jirgen Habermas und Niklas Luhmann initiierten «kommuni-

Atlonstheoretischen Wende» hat sich, zumindest in der deutschen Soziologie,
diese Akzentsetzung weiter verstirkt.
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Habermas klassifiziert Handlungen nach ihrer Orientierung (verstindi-
gungs- vs. erfolgsorientiert) und nach der Handlungssituation (sozial vs. nicht-
sozial). Je nachdem ob sich das erfolgsorientierte Handeln in sozialen oder
nicht-sozialen Handlungssituationen abspielt, spricht er von «strategischem»
bzw. von «instrumentellem Handeln». Das verstindigungsorientierte Han-
deln, das fir Habermas nur in sozialen Handlungssituationen denkbar ist, be-
zeichnet er als «kommunikatives Handeln» (Habermas 1981/1: 384f). Das er-
folgsorientierte Handeln ist dem Modell des zweckrationalen Handelns
nachgebildet und zeichnet sich durch rationale Ziel- und Mittelwahl und eine
objektivistische Situationsdefinition aus. Im Gegensatz dazu ist das verstindi-
gungsorientierte Handeln nicht an «egozentrischen Erfolgskalkiile» (S. 385)
orientiert sondern an Verstehen und der Herstellung von Konsens; es hat theo-
rietechnisch (und normativ) Prioritit. Habermas hat seine Handlungtypologie
in Auseinandersetzung und in Abgrenzung zu anderen Handlungsmodellen
entwickelt, die in seiner Darstellung allerdings betriichtlich schematisch gera-
ten. Das normorientierte Handeln wird auf die strukturfunktionalistische Rol-
lentheorie der 50er Jahren reduziert, das expressive Handeln auf Selbstinsze-
nierungen in der Offentlichkeit und das teleologische (bzw. erfolgsorientierte)
Handeln auf egozentrische Nutzenkalkiile und Planbefolgung. Gegeniiber die-
sen handlungstheoretischen Kiimmerlingen présentiert sich sein Begriff des
kommunikativen Handelns dann umso prichtiger.

Die Habermassche Handlungstypologie ist im Verlauf der Jahre ins
Werkzeugkistchen des soziologischen Normalarbeiters iibergegangen und hat
sich dort fiirs erste festgesetzt. Das Resultat ist eine Einengung der Vielfalt
menschlichen Handelns auf zwei polar gestrickte Handlungstypen — auf das
kommunikative Handeln auf der einen und das erfolgsorientierte auf der ande-
ren Seite. Dass auch mit Dingen nicht immer nur zweckrational umgegangen
wird, kann auf der Basis dieses Handlungsmodells nicht gesehen werden. Ha-
bermas geht davon aus, dass das instrumentelle Handeln durch den Bezug auf
nur eine Welt charakterisiert ist — auf die objektive Welt der existierenden bzw:
herbeigefiihrten Sachverhalte.*® Wer instrumentell handelt, tut dies aufgrund
einer Situationsdeutung und rational gewihlter Ziele und Mittel. Entsprechend
lassen sich instrumentelle Handlungen nach zwei Gesichtspunkten beurteilen:

nach der Angemessenheit der Situationsdeutung und ihrem praktischen Er-
folg.

47. Dies gilt auch fiir die Blumersche Aneignung der Meadschen Soziologie (Blumer 1973).
Im Mittelpunkt des Symbolischen Interaktionismus steht die soziale Interaktion, wahrend
def bei Mead noch sehr zentrale Umgang mit Dingen nur noch am Rande thematisiert
wird. Diese Einschrinkung des Handelns auf soziale Interaktion wurde in den wisser"
schaftssoziologischen Arbeiten dieser Richtung teilweise wieder korrigiert, vel. dazu

;"e:‘Plarisch den von Adele Clarke und Joan Fujimura (1993) herausgebenen Sammel-
and.
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Vergegenwirtigt man sich das experimentelle Handeln Morpurgos, so
sicht man leicht, dass die wissenschaftliche Praxis mit diesem Modell instru-
mentellen Handelns wenig zu tun hat. Die Ziele haben sich laufend verscho-
ben und mit ihnen die Mittel. Pline stiessen auf Widerstande und mussten re-
vidiert werden. Der Suchprozess glich eher einer Zick-Zack-Bewegung als
einer linearen Abfolge von Handlungsschritten. Die Handlungssituation war
durch Offenheit gekennzeichnet und das Handeln durch Unsicherheit anstatt
durch Transparenz und Zielgerichtetheit. Offenbar, und hier kénnte die Hand-
lungstheorie von der Wissenschafts- und Techniksoziologie einiges lemen,
gibt es einen Umgang mit Dingen, der weder durch explizit formulierbare Si-
tuationsdeutungen noch durch einen vorgefassten Plan gekennzeichnet ist,
sondern durch Unbestimmtheit, Offenheit und Flexibilitit. Um dieser Art von
nicht-sozialem Handeln gerecht zu werden, braucht es ein Handlungmodell,
das, wie es Hans Joas formuliert, «nicht-teleologische Formen des Umgangs
in nicht-sozialen Handlungssituationen» zuldsst (Joas 1986: 151). Ich denke,
dass sich die Meadsche Handlungstheorie hier besonders anbietet.

Ich méchte im folgenden die Meadsche Handlungstheorie nicht im ein-

zelnen darstellen, sondern nur einige Argumente kurz skizzieren, die im vor-
liegenden Zusammenhang relevant sind. Ich beziehe mich dabei vor allem auf
Meads Aufsatz zur Definition des Psychischen (Mead 1903) sowie auf einige
Spitschriften, die sich mit der Frage der Dingkonstitution und den Grundlagen
der Naturwissenschaft beschiftigen.*® Pragmatische Handlungstheorie heisst
Zunachst einmal und vor allem, dass die Handlung (und nicht das Bewusst-
sein) an erster Stelle steht. Denken hat gewissermassen subsididre Funktion.
Oder wie es Mead in seiner von Charles Morris postum edierten Philosophy of
the Act formuliert: «The inhibited action opens the door, so to speak, to all
sorts of stimuli, and the new actions started up are hypothetical. In the mind of
Mman they would be ideas, hypotheses. The problem itself, however, is
antecedent to thinking and may be solved without thinking. Thinking is a
certain way of solving problems. The importance of correct thinking is simply
the importance of solving our problems» (Mead 1938: 79). Zu einer gedankli-
chen Reflexion der Handlung und ihrer Bedingungen kommt es erst dann,
wenn sich ihrem Ablauf ein Hindernis in den Weg stellt. Das ist die Grundidee,
—_——
48. Neben der objektiven Welt der Sachverhalte unterscheidet Habermas noch die soziale Welt
gemeinsamer Normen und Werte und die subjektive Welt persdnlicher Erlebnisse (Haber-
mas 1981/1: 1156f.). Jeder dieser Welten entspricht einem Geltungsanspruch, d.h. mit jeder
A\}sserung wird gleichzeitig der Anspruch auf Wahrheit (im Sinne einer Ubereinstimmung
m“.der objektiven Welt der Sachverhalte), der Anspruch auf Richtigkeit (gemessen an der
Sqmalen Welt der Normen) und der Anspruch auf Wahrhaftigkeit (im Sinne einer Uberein-
stimmung mit der subjektiven Welt der personlichen Gedanken und Gefiihle) erhoben.

Vgl. zu diesem Problemkreis ausfiihrlicher die differenzierten Darstellungen von Hans
Joas (Joas 1980: insb. Kap. 7-9; 1992a: insb. Kap. 2 und 3) sowie Heuberger 1992,

49,
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die Mead in seinem Aufsatz Die Definition des Psychischen entwickelt (Mead
1903).

)Mead vertritt die These, dass das «Psychische» (bzw. das «Subjektive»)
auf diese Reflexionsphase beschrankt ist. Phinomenologisch gesprochen b?‘
zeichnet es jene Phase, bei der die «natiirliche Einstellung» (einem Ausschnitt
der Welt gegeniiber) suspendiert ist. «Das Psychische ist vielmehr das Wesgn
des Bewusstseins, weil unvermeidliche Konflikte im Verhalten uns um die
Reize bringen, die das weitere Handeln bendtigt. Sie berauben uns, mit ande-
ren Worten, der objektiven Merkmale und Kennzeichen eines Teils unserer
Welt» (Mead 1903: 126). Handlungsprobleme fiihren dazu, dass die fiir fraglos
gehaltene Welt den Charakter des Objektiven verliert. *° Was zuvor ein objek-
tives Merkmal war, erweist sich auf einmal als zweifelhaft und damit als mog-
licherweise subjektiv. Im Anschluss an John Dewey spricht Mead vom «Ver-
schwinden» des Objektes.*' Widerstinde 16sen m.a.W. einen Reflexions- und
Suchprozess aus mit dem Ziel, das «verschwundene» Objekt wiederherzustel-
len, d.h. Erwartungssicherheit und damit Handlungsfhigkeit zuriickzuerlan-
gen. Mead hat diesen Reflexionsprozess auf eine Weise beschrieben, die gros-
se Ahnlichkeit aufweist mit Pickerings Darstellung des wissenschaftlichen
Suchprozesses: «Da gibt es das kaleidoskopartige Aufblitzen einer Ahnung,
die Aufdringlichkeit des Unpassenden, den unablissigen Fluss der Kleinigke!-
ten aller mdglichen Objekte, die unangemessen sind, den immer erneuten Zu-
sammenstoss mit harten, unverriickbaren, objektiven Bedingungen des Pro-
blems, das iibergreifende Gefiihl der Anstrengung und Erwartung, wenn Wit
das Gefiihl haben, auf der richtigen Spur zu sein, lingere Ruhepunkte, wéh-
rend derer eine Vorstellung an Bestimmtheit gewinnt» (Mead 1903: 129).

Handlungskrisen fiihren also zu Orientierungskrisen, die aufgelost wer-
den miissen, damit die Handlung fortgesetzt werden kann. Diese Desorientie-
rung — und das ist ein wichtiger Punkt, auf den ich hier nur hinweisen kann -
bezieht sich aber nicht nur auf das Objekt, sondern schliesst auch das handeln-
de Subjekt mit ein. In einer Situation der Unsicherheit ist nicht nur die Aus-
senwelt, sondern auch die eigene Urteilsfahigkeit in Frage gestellt. Wir sind,
wie Mead schreibt, nicht mehr in der Lage, eine «Unterscheidung zwischen

50. Dieser Uberlegung liegt cine Konstitutionstheorie des Objektiven zugrunde. Das Objektive

ist nicht das matiirlich» Gegebene, sondem das gemeinsam fiir gegeben Gehalten¢
(s. unten).

51. Beispielhaft fiir solche Handlungshemmungen sind etwa experimentelle Beobachtunge™

dig den theoretischen Erwartungen zuwiderlaufen. Sind die von Giacomo Morpurgo 1
seinem zweiten Experiment gemessenen Ladungen, die den theoretischen Erwartunge?
zuwiderliefen, ein «echtes) Resultat oder sind sie ein Artefakt der Versuchsanlage? «Ver-
schwunden» ist in diesem Fall die bislang fiir unproblematisch gehaltene Annahme, dass
es entweder keine Quarks gibt, dh. die Ladung des Elektrons nicht unterschritten wird,
oder ihre Ladung 1/3 oder 2/3 der Ladung des Elektrons betriigt (3.3.1.).

|
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Subjekt und Pridikat» zu treffen (S. 139). Wir wissen nicht, ob die Beobach-
tung einen objektiven Sachverhalt wiedergibt oder ob sie bloss ein subjektiver
Eindruck ist, der mit uns selbst und unseren Beobachtungsinstrumenten zu tun
hat. Handlungskrisen tangieren m.a.W. Fremd- und Selbsterfahrung gleicher-
massen. Oder in Meads knapper Formulierung: «Ich méchte ausdriicklich dar-
auf hinweisen, dass wir, solange wir noch kein Pridikat haben, ebensowenig
ein Subjekt haben» (Mead 1903: 140).

Wie aber werden Orientierungskrisen aufgeldst, Handlungsbarrieren be-
seitigt? Durch die Entwicklung von Hypothesen, die mental durchgespielt und
anschliessend im Handlungsvollzug praktisch getestet werden. Dies gilt ebenso
fiir das alltigliche wie fiir das wissenschaftliche Handeln. Weil es in einer Pha-
se der Desorientierung keine fixen Bezugspunkte gibt, an die man sich bei der
Entwicklung von Hypothesen halten kann, ist das Ergebnis dieses Refle-
xionsprozesses notwendig offen und durch die Subjektivitit des Handelnden
gepragt: die Hypothese taucht «im Individuum gua Individuum» auf (S. 144).
Der im Anschluss an ein Handlungsproblem einsetzende Suchprozess ist genau
Jene Phase, in der unter Umstiinden Neues entsteht. «Nur das Handeln kann all
die Daten verwenden, die die Reflexion zur Verfiigung stellt, aber es verwendet
sie nur als Bedingungen einer neuen Welt, die aus ihnen unméglich vorherzu-
sagen ist. Es ist das Ich einer durch keinerlei Notwendigkeit erzwungenen
Wahl, von ungeahnten Hypothesen, von Erfindungen, die das gesamte Anlitz
der Natur veréindern» (S. 142). Je nachdem welche Hypothesen entwikkelt
werden, wird die Handlung auf andere Weise fortgesetzt. Am Ende einer Hand-
lingskrise steht jedenfalls nicht bloss neues Wissen, sondern auch eine neue
Handlungsweise, die unter Umstiinden selbst wieder zur Routine wird. *2

Aus dieser Beschreibung wird auch ersichtlich, dass instrumentelle
Handlungen nicht einem kontextfreien und starren Zweck-Mittel-Schema fol-
gen, sondern immer nur aus der Situation heraus verstehbar sind. Oder in Lucy
Suchmans hiibscher Formulierung: «Human behavior is a figure defined by its
groundy (Suchman 1987: 43). Suchman spricht in diesem Zusammenhang von
“Situated action» und grenzt diesen pragmatischen Handlungsbegriff von ei-
em Handlungsmodell ab, das instrumentelles Handeln auf Zweck-Mittel-
Kalkulation und Plandurchfiihrung reduziert. Handeln ist grundsitzlich situa-
tl.Onsbezogen und stindigen Revisionen ausgesetzt. Pline stehen in der Regel

nicht am Anfang einer Handlung, sondern werden entwickelt als Antwort auf

—_—

52.Es wire in diesem Zusammenhang reizvoll, Meads mikrosoziologische mit einer
makrosoziologischen Krisentheorie zu verbinden. Lassen sich Bedingungen nennen, unter
denen Handlungsroutinen aus gesellschaftlichen Griinden, z.B. infolge sozialer Wand-
l““gsprozesse, auf Widerstand stossen und gewissermassen <massenweise» Umorientie-
Tungen auslosen? Zu einer makrosoziologischen Krisentheorie, die sich mit Meads
Mikrotheorie gut verbinden liesse, vgl. Siegenthaler 1993,
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Handlungsprobleme und Handlungsproblematisierungen: «'Situated af:tion is
not made explicit by rules and procedures. Rather, when s1tua_ted action be-
comes in some way problematic, rules and procedures are explicated for pur-
poses of deliberation and the action, which is otherwise neither rule-b;sed nor
procedural, is then made accountable to them» (Suchman 1987: 54):

Am Ende der Reflexionsphase steht die Rekonstitution des Objektg, d.h.
die Wiederherstellung von Wirklichkeit als Voraussetzung fir das V.Vleder-
langen von Handlungsfahigkeit. Diese Formulierung unterstellt allerdings el-
nen Bruch zwischen Handeln und Denken, der bei Mead so nicht zu finden ist.
Die Hypothesenbildung, sei sie auch noch so abstrakt, bleibt immer auf das
praktische Problem bezogen. Die Reflexionsphase ist darauf gerichtet, das Ob-
jekt zu rekonstituieren>, das heisst der Welt ihre objektive Geltung zuruckzu
geben und die Handlung fortzusetzen (Mead 1903: 144). Dies gilt bereits fur
die Wahmehmung, die Mead als einen aktiven Prozess beschreibt. Sie komt
nicht iiber passives Registrieren zustande, sondern iiber eine aktive Koordina-
tion von Hand und Auge, iiber eine Kombination von Distanz- und Kontakt-
wahmehmung (u.a. Mead 1969a). Goodings (1992) Analyse der Faradayschen
Experimente ist dafir ein anschauliches Beispiel.

Objektwahmehmung setzt aber noch etwas anderes voraus, und hier tref-
fen sich soziale Interaktion und der Umgang mit Dingen. Um ein Objekt ?IS
(permanentes) Objekt iiberhaupt konstituieren zu kénnen, wird diesem eine
Art autonomes Inneres zugeschrieben, das als Ursache betrachtet wird fiir d.en
Widerstand, den der Handelnde im Umgang mit ihm erfihrt. «Widerstand ist
Handlung. Damit ist nicht Druck als sogenannte Oberflachenerfahrung oder
irgendeine andere Oberflachenerfahrung gemeint. Physische Dinge leisten un-
seren Handlungen Widerstand. Dieses Handeln von Dingen geht in unsere Er-
fahrung, in unsere Perspektive als die Innenseite der Wahrnehmungsding®
ein» (Mead 1969a: 135). Es ist diese Erfahrung, die Pickering (1993) ?15
«material agency» bezeichnet und zu einer Art autonomen Handlungsfahig-
keit stilisiert (3.3.3.). «Material agency» kommt den Dingen aber nicht als ob-
jektive Eigenschaft zu, sondern ist eine Zuschreibung, die notwendig ist, um
eine Reizkonfiguration iiberhaupt als (permanentes) Objekt wahrzunehmen-
Damit eine solche Zuschreibung zustandekommen kann, bedient sich der an-
delnde eines Mechanismus, den er vorgingig in sozialen Interaktionen entw ik-
kelt und eingeiibt hat — den Mechanismus der Rolleniibernahme. «Ich beab-
sichtige etwa einen Gegenstand zu ergreifen; dann leiste ich diesem Zugl’iffm
der Rolle des Dings Widerstand, treibe damit gewissermassen die Kanten und
Ecken des Dings in die Hand hinein, erzeuge in der Hand eine grossere An-
strengung durch die Hebelwirkung, welche dem ausgedehnten Quantum d¢s

53. Vgl. dhnlich die in Kapitel 1 eingefiihrte ethnomethodologische Unterscheidung zW ische?
«practical actions» und «formulations».
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Gegenstandes entspricht, und erreiche durch diese Reaktionen des Dings nicht
nur schliesslich die Einstellung einer wohivorbereiteten Manipulation, son-
dern auch ein gegenstindliches Objekt mit einem Inneren und einer inhérenten
Natur» (Mead, zit. in Joas 1980: 153f.).

Ahnlich wie im Falle der sozialen Rolleniibernahme handelt es sich auch
beim Umgang mit Dingen um eine antizipierte Rolleniibernahme zum Zwecke
der eigenen Handlungsbestimmung. Bevor ich ein Ding ergreife, antizipiere
ich seine Reaktion und stelle mein Handeln auf das antizipierte <Dingverhal-
tem ein. Ob die Rolleniibernahme gegliickt ist, merke ich spitestens dann,
wenn ich mir die Hand verbrannt habe.> Damit wird auch deutlich, dass fir
Mead der Erwerb sozialer Kompetenz der Dingkonstitution ontogenetisch
vorausgeht: «Was fiir eine Theorie wir auch immer von der Geschichte der
Dinge haben mégen, das soziale Bewusstsein muss einem gegenstandsbezo-
genen Bewusstsein vorangehen» (Mead, zit. in Heuberger 1992: 69). Genau
hier liegt auch der Punkt, wo Meads Theorie der Dingkonstitution mit seiner
Interaktionstheorie zusammenfliesst. In Meads Handlungstheorie sind Kom-
munikation und instrumentelles Handeln nicht auf die gleiche Weise polar
konzipiert, wie dies in der Soziologie iiblich ist. Beide Handlungsformen sind
bei Mead in zweifacher Weise miteinander verbunden: zum einen ontogene-
tisch, indem die im Rahmen von sozialen Interaktionen entwickelten Kompe-
tenzen eine notwendige Voraussetzung sind fiir die Konstitution von Objekt-
!(onstanz und erfolgreichem instrumentellen Handeln; zum anderen inhaltlich,
indem beide Handlungsformen ihnliche soziale Fahigkeiten erfordern. *

~ Das instrumentelle Handeln hat aber noch aus einem anderen Grund so-
Z}alen Charakter. Dinge sind Dinge nur insofern, als sie es auch fiir die anderen
Sﬂ}d. Die Dingwelt ist wie die Welt des Sozialen eine intersubjektive Welt.
Diese gemeinsame Welt bezeichnet Mead als «world that is there». Meads
‘“world that is there» weist grosse Ahnlichkeit auf mit dem Konzept der Le-
benswelt, vor allem in der Form, die Alfred Schiitz ihm gegeben hat. In beiden
Fillen bezeichnet der Begriff eine Welt unproblematischer (und intersubjekti-

—_—

34. Es sind hier allerdings zwei Einschrinkungen zu machen. Zum einen nimmt Mead nicht
an, dass jeder Umgang mit Dingen auf diese Weise geschieht. Es gibt bekanntlich auch
einen reflexartigen Umgang mit Dingen. Zum anderen entwickelt Mead seine Theorie der
[_)ingkonstitution teilweise im Rahmen einer entwicklungspsychologischen Argumenta-
tion. Dies muss beriicksichtigt werden, wenn die in diesem Kontext formulierten Uberle-
Bungen auf das instrumentelle Handeln allgemein Gibertragen werden (Joas 1992b; 286).

l?lese Verzahnung von sozialem und instrumentellem Handeln bedeutet umgekehrt, dass
Slsh eine Schadigung der Identitdt auch auf die Objektwahmehmung und den Umgang mit
D_mgen auswirken miisste (Joas 1980: 156). Dass ein solcher Zusammenhang besteht, zeigt
sich eindriicklich in Marguerite Sechehayes Falldarstellung einer Schizophrenen (Seche-

:a)’e 1967). Bezugsfigur ist in diesem Fall allerdings nicht Mead, sondern Piaget und
reud.

35.
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ver) Geltung. Diese, wie Mead schreibt, grundsétzlich «unanalysierte» Welt,
die niemals in Einzelteile zerlegbar ist, ist das unhintergehbare Fundament —
das «lebensweltliche Apriori» —, auf das jede noch so abstrakte Konstruktion
und jedes noch so technisierte Experiment unweigerlich bezogen bleibt (Mead
1983a: 21). Probleme im Umgang mit Dingen — widerspriichliche Beobach-
tungen beispielsweise — sind dadurch definiert, dass sie von dieser gemeinsa-
men Welt abweichen: «Das Problem erscheint unvermeidlich in der Erfahrung
irgendeines Individuums, denn es gehdrt zum Charakter des Problematischen,
insofern es problematisch ist, im Widerspruch zu stehen mit der Welt, die uns
allen gemeinsam ist» (Mead 1983a: 22). Diese Definition des Problematischen
verweist auf eine entscheidende soziologische Schwiiche von Arbeiten wie je-
ner von Pickering. Wihrend Mead die Objektwelt als eine genuin intersubjek-
tive bestimmt, wird sie in vielen Arbeiten zur experimentellen Praxis oft indi-
vidualistisch gefasst (3.3.2.). Die Objekte, mit denen sich Wissenschaftler und
Wissenschaftlerinnen beschiftigen, beziehen ihren Wirklichkeitsgehalt aber
weder aus den individuellen Uberzeugungen des einzelnen Forschers noch aus
ihrer Teilhabe an der Natur, sondern aus ihrer sozialen Geltung. Das ist jeden-
falls die Position, die Mead vertritt. Individuelle Erfahrungen, so wie sie etwa
Pickering in bezug auf Morpurgo beschreibt, sind moglich nur auf der Basis
einer geteilten, einer gemeinsamen Welt. «Verschwinde die gemeinsame
Welt (...), dann wiirde es auch die individuellen Erfahrungen als solche nicht
mehr geben» (Mead 1983a: 23).

Fir Mathematiker, die um den konstruierten Charakter ihrer Objekte wis-
sen, ist dies offensichtlich leichter zu erkennen. Es macht jedenfalls den Ein-
druck, dass Mathematiker vergleichsweise haufig mit einem Objektivitéitsb?-
griff argumentieren, der Objektivitit iiber Intersubjektivitit definiert. Objekttv
ist die Welt der Mathematik insofern, als sie eine geteilte Welt ist. Oder wie €8
der Mathematiker Armand Borel in gewissermassen Meadscher Manier for-
muliert: «If a concept is such that we are convinced it exists in the minds of
others in the same way as it does in ours, so that we can discuss it, argue about
it, then this very fact translates to a feeling of an objective existence, outside,
and independent of, a particular individual» (Borel 1994: 11). )

Handlungsprobleme zeichnen sich, wie erwiihnt, dadurch aus, dass si¢ It
Widerspruch stehen zur Welt der gemeinsamen Geltungen. Entsprechend kon-
nen sie zunichst auch nicht als objektive Bestandteile dieser Welt definiert
sondern nur subjektiv — iiber eine Bezugnahme auf die eigenen Sinne — be-
stimmt werden. Das Individuum kann von dem, «was in der gemeinsam geteil-
ten Welt auf keine, auch nicht die leiseste Art, seinen Platz hat, (...) nur aus-
sagen, dass es dieses gehort, gesehen oder gespiirt hat. Eine tatsachliche odef
implizite Frage an ein Geschehnis riickt es sofort in die Erfahrung des berict-
tenden Einzelnen ein und reduziert seine Tatsichlichkeit auf dessen Erfalr
rung» (Mead 1983a: 22). Insbesondere im Bereich der Wissenschaft sif
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Handlungskrisen also dadurch gekennzeichnet, dass die Bezugnahme auf die
objektive (und die soziale) Welt zundchst einmal suspendiert ist. Was bleibt,
ist die Bezugnahme auf die subjektive Welt der eigenen Sinne und Empfindun-
gen. Geltungsanspriiche konnen in dieser Phase folglich nur hinsichtlich der
Wahrhaftigkeit» der gemachten Beobachtungen (und gegebenfalls ihrer nor-
mativen Angemessenheit) aufgestellt werden, nicht jedoch hinsichtlich ihrer
Wahrheit.”* Um zu einer Aussage mit Wahrheitsanspruch zu werden, braucht
es zusdtzliche Begriindungsarbeit. In der Mathematik wird diese iiber den Be-
weis geleistet.

Wie aus dieser kurzen Darstellung ersichtlich ist, besteht fiir Mead (ihn-
lich wie fiir die konstruktivistische Wissenschaftssoziologie ) keine qualitative
Differenz zwischen alltiglichem und wissenschaftlichem Handeln. Wissen-
schaftliches Handeln ist nur eine Systematisierung dessen, was wir im Alltag
ganz selbstverstindlich tun (u.a. Mead 1938: 90f.). Entsprechend bezieht sich
Mead in seiner Analyse des experimentellen wissenschaftlichen Handelns
weitgehend auf das Phasenmodell, das er am Beispiel des Alltagshandelns ent-
wickelt hat (Mead 1969b). Im einzelnen unterscheidet er zwischen fiinf Pha-
sen: «a) The presence of a problem. (...) b) The statement of the problem in
terms of the conditions of its possible solution. (...) ¢) The formation of hy-
potheses, the getting of ideas. (...) d) The mental testing of the hypothesis. (...)
¢) The experimental or observational test of the hypothesis » (Mead 1938: 82).
Bereits diese Aufzihlung macht deutlich, dass Handeln bei Mead nicht nur
praktisches Handeln meint. Gerade im Wissenschaftsbereich sind Handlungs-
probleme oft konzeptueller Art, und der Weg zu ihrer Losung ist ein vorwie-
gend theoretischer. Meads Ausfiihrungen zum experimentellen wissenschaft-
lichen Handeln beziehen sich entsprechend weniger auf das praktische
Handeln (auf Pickerings «material procedures») als vielmehr auf das gedank-
liche Experimentieren — auf die «conceptual practice». Das verwendete theo-
retische Instrumentarium ist jedoch in beiden Fillen dasselbe. Ebenso wie das
Praktische Handeln folgt auch das gedankliche Handeln der Dialektik von
Handlungsproblem und Handlungslésung. Das zeigt sich deutlich in seinem
oben erwihnten Phasenmodell des experimentellen Prozesses: « The presence
?f a problem. — A problem can be most generally described as the checking or
inhibition of some more or less habitual form of conduct, way of thinking, or
feeling. We meet an obstacle in overt action, or an exception to an accepted

———

56. Wie ich oben bereits kurz angemerkt habe, kann sogar die Bezugnahme auf die subjektive
Welt problematisch werden: Handlungskrisen fiihren zu Orientierungskrisen, in denen
nicht nur die fraglos gegebene Objektwelt in Zweifel gezogen wird, sondern auch die
eigene Urteilsfihigkeit. Ausser in einer tiefgreifenden existentiellen Krise ist dieser
Zustand der Desorientierung allerdings nur auf einen kleinen Ausschnitt der Welt (und des
Subjekts) beschrinkt. Der Rest bleibt intakt und bildet die Grundiage fiir den Rekonstituti-
onsprozess (Mead 1903: 141).
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rule or manner of thought, or some object that calls out opposing emotions»
(Mead 1938: 82). _

In der Wissenschaftssoziologie ist das gedankliche Experimentieren —
die «conceptual practice» —ein noch praktisch unerforschtes Gebiet. > Der pra-
xisorientierte Ansatz hat Handeln mit praktischem Handeln gleichgesetzt und
entsprechend den experimentelien Umgang mit Dingen in den Mittelpunkt ge-
riickt. Dass in den empirischen Wissenschaften mitunter auch «reprisentiert»
und nicht nur «interveniert» wird (Hacking 1983), wurde in letzter Zeit kaum
mehr thematisiert. «Forschung in der Werkstatt der Wissenserzeugungy, Ry
Karin Knorr Cetina stellvertretend fiir viele, «erscheint als vom Konnen der
Akteure abhingige Handarbeit, nicht als Kopfarbeit im Reich der Ideen»
(Knorr Cetina 1984: 25). Die Tatsache, dass zum Betreiben von Wissenschaft
nicht nur das Manipulieren von Dingen gehort, sondern auch das Hantieren
mit Gedanken, scheint im Zuge der «pragmatischen Wende» weitgehend ver-
gessen gegangen zu sein. Was fiir die empirischen Wissenschaften gilt, trifft
erst recht fiir die Mathematik zu. Das Betreiben von Mathematik ist zwar ein
Tun, doch ist dieses Tun ein Hantieren mit Gedanken (das sich natiirlich auch
in praktischen Handlungen — z.B. im Aufschreiben von Zeichen — niederschla-
gen kann). Damit wird das Handlungsproblem der konstruktivistischen Wis-
senschafissoziologie noch weiter verschérft. Es geht nicht nur um einen Hand-
lungsbegriff jenseits der Polaritit von «Arbeit» und «Interaktion», sondern
zusitzlich um ein Modell von Praxis bzw. Handlung das, dhnlich wie Mead s
vorgezeichnet hat, dem «Denkhandeln» einen eigenstindigen Platz einrdumt.

Mead ist davon ausgegangen, dass sich das Hantieren mit Gedanken
nicht grundsitzlich vom Hantieren mit Objekten unterscheidet. Gedankliche
und empirische Experimente sind fiir ihn zwei Varianten desselben prag-
matischen Prinzips, dass Handeln immer Problemldsen ist. Ist diese Annahme
empirisch zutreffend? Folgt die gedankliche Praxis von Mathematikern tat-
sichlich dem gleichen Muster wie die empirische Praxis einer Experimental'
physikerin? Diese Frage steht im Zentrum des folgenden Kapitels.

57. In letzter Zeit sind eine Reihe von Studien erschienen, die sich mit Gedankenexperimentc?
beschiftigen (vel. z.B. Brown 1991; Buschlinger 1993; Horowitz/Massey 1991). Geds
kc.:nexpenmente sind zwar ein wichtiger Aspekt konzeptueller Praxis, sie werden jedwh i
d}esen Studien nicht in diesem Kontext diskutiert. Im Vordergrund steht vielmebr die Klas"
sische Kantsche Frage, ob man durch Denken allein etwas iiber die Natur erfahren kanf

Als eine innovative Auseinandersetzung mit dem Gedankenexperiment in der Mamemaﬁk
vgl. Rotman (1998).
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Kapitel 4

EXPERIMENTIEREN UND BEWEISEN

Wir sind gottlichen Geschlechtes und besitzen ohne Zweifel schopferi-
sche Kraft nicht blos in materiellen Dingen (Eisenbahnen, Telegra-
phen), sondern ganz besonders in geistigen Dingen.

Richard Dedekind'

Es ist eine kindliche Vorstellung, dass ein Mathematiker an einem
Schreibtisch mit einem Lineal oder mit anderen mechanischen Mitteln
oder Rechenmaschinen zu irgendwelchem wissenschaftlich wertvollen
Resultat kiime: die mathematische Phantasie eines WeierstraB ist natiir-
lich dem Sinn und Resultat nach ganz anders ausgerichtet als die eines
Kiinstlers und qualitativ von ihr grundverschieden. Aber nicht dem psy-
chologischen Vorgang nach. Beide sind: Rausch und «Eingebung».
Max Weber’

Die Welt der Mathematiker und Mathematikerinnen ist fiir Aussenstehende oft
Igit der Aura des Entriickten verbunden. Wissenschaftliche Expeditionen in
d_lese Welt sind selten, die Berichte iiber sie vermitteln oft nur eine Aussen-
sicht. Wihrend die Wissenschaftssoziologie der Aufforderung von Sal Restivo
«to immerse ourselves ethnographically in math worlds» bislang nicht nach-
ge}iommen ist (Restivo 1988: 7), beschiftigt sich die Mathematikphilosophie
mit Problemen, die aus der Sicht des «working mathematician» mit der prak-
tl§chen Wirklichkeit der Mathematik nur wenig zu tun haben. « Axioms are a
disaster. We need treesy, so das ironische Urteil eines Mathematikers in einem
Vortrag, das er nicht nur miindlich verkiindete, sondern zur Bekriftigung
glgich noch an die Tafel schrieb.? Die Tatsache, dass die Mathematikphiloso-
phie der Axiomatik einen so grossen Stellenwert beimisst, zeige nur, so €in an-
derer Mathematiker, dass Mathematikphilosophen nichts von Mathematik

—

1
2.
3,

Dedekind 1888 in einem Brief an Heinrich Weber (Dedekind 1932: 489).
Weber 1919: 590f.

Mit «treey ist in diesem Fall eine graphische Darstellung der logischen Abhéngigkeiten
gemeint,
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verstiinden. «Es gibt so Leute, eben so Philosophen und solche Leute, die in-
teressieren sich ein wenig fiir Mathematik. Also dann sehen sie Euklids
(Elemente>*, dann Hilberts «Grundlagen®, dann Bourbaki®. Und dann schrei-
ben sie: Die Methode der Mathematik ist die Axiomatik. Und das bestreite ich
natiirlich. Das ist ldcherlich.»’

Die Axiomatik ist aus der Sicht der meisten Mathematiker ein « Werk-
zeug», das erst dann zum Zuge kommt, wenn die wirkliche Arbeit geleistet ist
und es nur noch darum geht, Ordnung zu schaffen und Transparenz herzustel-
len. «Wenn man ein Problem hat, dann will man natiirlich die Losung haben.
Mit irgendeinem Mittel. Aber wenn diese Losung gefunden wurde, dann denkt
man nach: Was bedeutet das? Was ist die Allgemeinheit dieser Beweisidee?
Undsoweiter. Und das ist die Organisation. Fiir mich sind das beides Aufga-
ben der Mathematik, und ich habe versucht, beides zu betreiben. Es gibt na-
tiirlich Leute, die keine Erfindungskraft haben, die kinnen sich dann auf die-
sen zweiten Teil beschrinken, aber das ist nicht gut.» Auf der einen Seite gibt
es die «Probleme», fiir deren Lésung es mathematische Intuition und Kreati-
vitiit braucht. Das ist die «wirkliche» Mathematik. Auf der anderen Seite steht
die Systematisierung des bereits Geschaffenen, die Disziplin und auch eine ge-
wisse «Pedanterie» erfordert. Das ist die Aufgabe der Axiomatisierung. Beide
Titigkeitsfelder sind Teil der Mathematik, sie haben jedoch in den Augen der
meisten Mathematiker nicht die gleiche Bedeutung. Axiomatisierung wird oft
als eine Pflichtaufgabe betrachtet, die am Ende der wirklichen Arbeit steht und
der mathematischen Kreativitit unter Umstiinden sogar gefahrlich werden
kann. «Als ich anfing zu studieren, dachte ich, Axiomatik, das sei die wirkliche
Mathematik. Aber nach einiger Zeit habe ich festgestellt: das ist nicht die Ma-
thematik. Es gab an der Universitdt, an der ich studiert habe, einen Mathema-
tiker, Philosoph, Logiker, Paul Bernays®, den ich sehr bewunderte. Und natiir-
lich, er war wirklich ein Champion, ein Meister der Axiomatik. Aber ich hatte

4. Die von Euklid von Alexandria rund 300 v.Ch. verfassten Elemente sind ein Klassischer

Text der Mathematik, in denen das damalige zahlentheoretische und geometrische Wisseh
dargestellt wurde. In den Biichern zur Geometrie (Bd. 1-VI, XI-XIII) wurde die Geometri€
Zum ersten Mal in eine axiomatische Form gebracht.

Damit ist das bereits erwihnte Buch Grundlagen der Geometrie gemeint, in dem David

l;’l;g»;n seine Methode der formalen Axiomatik auf die Geometrie anwandte (Hilbert

6. Zu Bourbaki vgl. Kap. 2, Anm. xx 20.

Ur? die Z?tate aus den Interviews besser kenntlich zu machen, gebe ich sie kursiv wieder
Warter, die kursiv und in Anfihrungszeichen gesetzt sind, stammen aus den Interviews
EJm die Interviewten unkenntlich zu machen, habe ich die englischen Zitate auf deutsch
Gibersetzt und die minnliche Form beniitzt, auch wenn es sich um eine Mathematikerid
gehandelt hat.

Paul Bernays (1888-1977) war seit 1917 Mitarbeiter von David Hilbert in Gottingen u%
Koautor der Grundiagen der Mathematik.
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den Eindruck, dass diese Praxis der Axiomatik seine Einbildungskraft ganz
getotet hat, vollkommen. Er hatte keine Imagination mehr, keine mathemati-
sche Phantasie. Dasselbe habe ich bei mir selbst gespiirt, als ich dieses Buch
von Fréchet® las und dhnliche Sachen. Ich hatte den Eindruck, dass meine
Imagination, meine Phantasie langsam getotet wurden. »

Dies mag vielleicht etwas gar spitz formuliert sein, driickt aber eine ver-
breitete Ansicht aus und erklirt, weshalb viele Mathematiker und Mathemati-
kerinnen der Meinung sind, dass die Fragestellungen der Mathematikphiloso-
phie mit der wirklichen Mathematik und ihrer eigenen Arbeit kaum etwas zu
tun haben. Was aber ist die «wirkliche> Mathematik und worin besteht die Ar-
beit des «realen> Mathematikers? Diese Frage steht im Zentrum der folgenden
drei Kapitel. Ihre Beantwortung beruht auf einem mehrwochigen Feldaufent-
halt am Max-Planck-Institut fiir Mathematik in Bonn.

4.1. Studying Up — Die Mathematik als ethnographisches Feld

As for me, I could be Eliza, venturing into the Higg’s physics lab,
perhaps seduced by all the devices and the grants. (...) But then, I could
never learn to speak in that voice of perfect truth. I do not live in the lab;
1 just get to visit.

Sharon Traweek'’

Der Versuch, sich der Mathematik von innen her zu nihern, setzt eine Empirie
voraus, die nicht bei der Rekonstruktion von Texten stehen bleibt, sondern be-
obachtet, was Mathematiker und Mathematikerinnen bei ihrer Arbeit tatsich-
lich tun, ahnlich wie es die Laborstudien fiir die experimentellen Naturwissen-
§chaﬁen geleistet haben (vgl. 3.3.). Im Falle der Mathematik ist der Arbeitsort
in der Regel ein mathematisches Institut mit dem Seminar als intellektuellem
T_Teffpunkt. Wer etwas iiber die Innenwelt der Mathematik erfahren will, muss
sich folglich dorthin begeben. Mathematische Institute sind in der Regel Uni-
V_erSitéitsinstitute, es gibt aber auch einige internationale Institute, die grosser
sind und sich von ihrer Organisationsstruktur her fiir eine empirische Studie
besser eignen. Eines dieser Institute ist das Max-Planck-Institut fiir Mathema-
tik in Bonn.

Das Max-Planck-Institut fiir Mathematik (im folgenden MPI fiir Mathe-
matik) ist ein Institut der Max-Planck-Gesellschaft zur Forderung der Wissen-
schaften, die 1948 als Nachfolgerin der 1911 errichteten Kaiser-Wilhelni-Ge-
sellschaft gegriindet wurde. Das MPI fiir Mathematik gehort zusammen mit

—

9. Rfﬂé Maurice Fréchet (1878-1973) publizierte 1928 eine Axiomatik der topologischen
Riume, auf die sich mein Gesprichspartner hier bezieht (Fréchet 1928).
10. Traweek 1996: 39.
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dem Institute for Advanced Studies in Princeton und dem Institut des Hautes
Etudes Scientifiques in Bures-sur-Yvette bei Paris zu den fithrenden internatio-
nalen Mathematikinstituten. Es wurde 1981 gegriindet (Schappacher 1987).
Im Gegensatz zu den meisten anderen Max-Planck-Instituten arbeiten am MPI
fiir Mathematik zur Hauptsache Gastwissenschaftler und Gastwissenschaftle-
rinnen; die Zahl der stindigen Mitarbeiter ist entsprechend klein. 1993 arbei-
teten am MPI fiir Mathematik 15 Festangestellte (inklusive technisches und
administratives Personal) und 229 wissenschaftliche Giste und Stipendiaten
aus den verschiedensten Lindern (MPI 1993). Etwa fiinf Prozent der Géste
waren Frauen. Die Zusammensetzung ist ausgesprochen international. Zur
Zeit meines Feldaufenhaltes waren etwa dreissig Nationen vertreten. Ahnlich
breit ist auch das Qualifikationsspektrum. Es reicht von jungen Postdoktoran-
den bis zu den «Stars> der internationalen Mathematikszene. Der Direktor des
Instituts war zur Zeit meines Feldaufenthaltes Friedrich Hirzebruch. Das MPI
fir Mathematik ist ein Institut fiir reine Mathematik. Zu den Arbeitsgebieten
gehdren, um nur einige Beispiele zu erwihnen, Algebraische Geometrie, To-
pologie, Mathematische Physik und Zahlentheorie. Von Zeit zu Zeit werden
gewisse Arbeitsgebiete im Rahmen von Forschungsschwerpunkten besonders
gefordert.

Die Forschungspolitik des MPI fiir Mathematik besteht darin, den einge-
ladenen Wissenschaftlern und Wissenschaftlerinnen einen maximalen Frei-
raum zu ermdglichen. Die einzige Struktur, die vorgegeben ist, sind die prak-
tisch téglich stattfindenden Seminare, deren Teilnahme aber freiwillig ist und
die zum grossten Teil von den anwesenden Gastforschern organisiert und be-
stritten werden. In der Mathematik haben die Seminare eine dhnliche Bedeu-
tung wie die Laboratorien oder das Team in den Naturwissenschaften. Sie sind
neben punktuellen Kooperationen die zentrale Arbeitseinheit. Im Gegensatz
zu den Naturwissenschaften arbeiten Mathematiker nur selten in einem Team,
Gespriche und informeller Austauch werden jedoch als ausserordentlich
wichtig erachtet (vgl. 6.3.). Die Organisationsstruktur des MPI fiir Mathema-
tik ist auf diese Arbeitsform ausgerichtet (van Sluijs/Fruytier 1995). Die Poli-
tik, ein breites Spektrum von Gastforschern einzuladen, anstatt eine gross€
Zahl von standigen Mitarbeitern zu beschaftigen, hat vor allem die Funktion,
die Entstehung von informellen Arbeitszusammenhiingen zu fordern. Die
Kpntakte reichen von Gespriichen in der Pause iiber Arbeitsgruppen zu be-
stimmten Themen bis zu stabilen Kooperationen im Rahmen eines gemeinsa-
men Projektes. Die Norm sind allerdings immer noch Arbeiten, die von einem
oder zwei Autoren verfasst sind. !!

_ Methodisch orientiert sich die Studie an der soziologischen Ethnogra-
phie. Mit den sog. Laborstudien ist das ethnographische Verfahren auch in die
Wissenschaftsforschung eingefiihrt worden. Die ethnographische Wissen-
schafisforschung hat zum Ziel, die <andere> Kultur aus der Nihe zu betrachten

141

und zu untersuchen, was Wissenschaftler und Wissenschaftlerinnen praktisch
tun, anstatt sich ausschliesslich auf verbale Ausserungen (Interviews oder
Texte) zu stiitzen (Knorr Cetina 1984 43ff.; Amann/Knorr Cetina 1991; Hess
1992). Dies erfordert eine minimaie Teilnahme am Untersuchungsfeld. Fiir
diesen methodischen Zugang sind experimentelle Wissenschaften um einiges
besser geeignet als Disziplinen wie die Mathematik, bei denen ein grosser Teil
der Arbeit im Kopf stattfindet.'> Dennoch kann die Beobachtung auch im Falle
der theoretischen Wissenschaften Zusatzinformationen liefern, die iiber Inter-
views allein nicht zuginglich sind, in diesen aber unter Umstéinden aufgegrif-
fen und vertieft werden konnen.

Ethnographische Verfahren unterscheiden sich in verschiedener Hinsicht
von anderen qualitativen Methoden (vgl. u.a. Stewart 1998). Die Ethnographie
betont die Notwendigkeit direkter Beobachtung. Dies impliziert einen anderen
zeitlichen Verlauf, indem die Datenerhebung nicht auf einen (oder mehrere)
Zeitpunkte beschrinkt ist, sondern sich iiber mehrere Wochen oder sogar Mo-
nate hinzieht. Direkte Beobachtung impliziert ein partielles Involviertsein ins
Handlungsfeld. Im Gegensatz zu der oft <a-sozialen» Situation interview-
zentrierter Verfahren teilen Interviewerin und Interviewte einen gemeinsamen
Kontext, auf den sie sich bei Gesprichen beziehen konnen. Gegeniiber dem
iblichen Setting hat eine solche Interview-Situation den Vorteil, dass sich das
Gesprich aus der Situation heraus entwickelt und direkt an gemeinsame Er-
fahrungen (z.B. an das Geschehen in einem Vortrag) ankniipfen kann. Bei eth-
nographischen Verfahren wird aber nicht nur zugehort, sondern vor allem auch
Zugesehen. Befragte Personen sind oft nicht in der Lage, ihr Verhalten explizit
zu machen. Was im tidglichen Umgang und bei der tiglichen Arbeit passiert,
entzieht sich zum Teil dem Bewusstsein der Akteure. Deshalb sind Befra-
gungen gerade dort nicht ausreichend, wo es sich um kulturelle Selbstverstind-
lichkeiten und implizites Wissen handelt, das diskursiv kaum zuginglich ist.
Entsprechend umfasst das ethnographische Material ein breites Spektrum von
Datenquellen: Gespriiche (aufgezeichnete oder nachtriglich protokollierte),
Schriftstiicke (z.B. Forschungsberichte, Entwiirfe etc.) und vor allem Beobach-
tungsprotokolle. Die Auswertungsverfahren sind entsprechend vielfiltig.

11. Die Arbeiten, die im Bereich der reinen Mathematik zwischen 1939 bis 1957 publiziert
wurden, sind praktisch alle (92%) Einzelarbeiten, wobei allerdings bereits in diesem Zeit-
raum eine gewisse Tendenz zu Arbeiten mit zwei Autoren festzustellen ist. Dies gilt insbe-
sondere fiir die USA und fiir Japan (Richardson 1984). Arbeiten, die von mehreren
Autoren verfasst wurden, sind auch heute noch ausserordentlich selten (vgl. 5.2.).

- Umgekehrt hat die Methodologie der Beobachtung dazu verfiihrt, die empirischen Wissen-
schaften ausschliesslich unter dem Aspekt des praktischen Handelns zu betrachten und
dariiber zu vergessen, dass auch in den empirischen Wissenschafien ein grosser Teil der
Arbeit im Kopf stattfindet, d.h. beobachtungsmissig nicht oder nur schlecht zugingliche
theoretische Arbeit ist (vgl. 3.34.).
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Die mit dem Involviertsein ins Handlungsfeld verbundene Gefahr des
«going native» kann durch eine Reihe von Distanzierungsverfahren (zeitliche
Unterbriiche, genaues Protokollieren, professionelle Identitit, Integration in
ein Team etc.) in Schach gehalten werden (vgl. dazu ausfiihrlicher Amann/
Hirschauer 1997). Diese Distanzierungsverfahren sind im Faile des «studying
up» (Nader), d.h. der ethnographischen Analyse von Expertenkulturen mit ho-
hem gesellschaftlichen Ansehen besonders wichtig, da die Prestigedifferenzen
zwischen der beobachtenden Disziplin und ihrem Untersuchungsfeld zu einer
Uberidentifikation mit der dominierenden Kultur verleiten kénnen (vgl. dazu
anschaulich Traweek 1996). Im Gegensatz zu anderen qualitativen Verfahren,
die in vielen Fillen auf individuelle Sinnrekonstruktion ausgerichtet sind, ist
die Ethnographie eine genuin soziologische Methode. Es interessieren we-
niger die Einzelpersonen mit ihren individuellen Lebensgeschichten als
vielmehr die emergenten sozialen Situationen, in denen sie Akteure sind.
Theoretisch gesehen ist die Ethnographie einem «methodologischen Situatio-
nalismus» (Knorr Cetina 1981) verpflichtet und bevorzugt entsprechend kon-
textsensitive Erklarungen.

Die empirische Studie wurde 1994 durchgefiihrt; der Feldaufenthalt dau-
erte von Marz bis Juni. Wichtige Beobachtungsorte waren die regelmissig
stattfindenden Vortrige, aber auch die Teepause, die Bibliothek und das Biiro,
das ich mit zwei Mathematikern teilte. Ausserdem habe ich viele informelle
Gespriche gefiihrt, vor allem auch mit meiner «Mentorin», die ich regelmas-
sig traf. Zusétzlich habe ich mit 14 Mathematikern Leitfadeninterviews durch-
gefiihrt, die spiter transkribiert wurden. Dazu kamen 5 Interviews mit Mathe-
matikern und Mathematikerinnen ausserhalb des Instituts, die teilweise in
Gebieten arbeiten, die dort nicht vertreten sind (zum Beispiel Logik und ange-
wandte Mathematik)."” Die in den Leitfaden-Interviews angeschnittenen Fra-
gen bezogen sich, um nur einige Themenbereiche zu erwihnen, auf den Wer-
degang, die Arbeitsweise, den «Produktionszyklus> einer mathematischen
Arbeit, das mathematikphilosophische Verstindnis, die Kooperationsformen
und auf die Auswirkungen des Computers auf die Mathematik. Wie zu erwar-
ten, eigneten sich nicht alle Themen gleichermassen fiir einen Zugang iiber In-
terviews. Dies galt insbesondere fiir Fragen, die jahrelang eingeiibte Arbeits-

routinen betreffen. Gerade hier erwies sich die Beobachtung als besonders
wichtig.

13. Die thematische Einschrénkung des Untersuchungsfelds auf die reine Mathematik ist im
folgenden im Auge zu behalten: meine Aussagen bezichen sich nur auf diesen Bereich der
Mathematik und nicht auf die Mathematik insgesamt. Dazu wire es notwendig gewesc™
eine Vergleichstudie in Gebieten durchzufiihren, die ausserhalb oder an den Réndem def
reinen Mathematik liegen, wie etwa angewandte Mathematik oder theoretische Informatik
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Neben dem am MPI fiir Mathematik erhobenen und gesammelten Mate-
rial stiitze ich mich auf verschiedene Formen von mathematischen Selbstzeug-
nissen. In den letzten Jahren sind eine Reihe von informativen Autobiogra-
phien von Mathematikern erschienen (Fraenkel 1967; Halmos 1985; Kac
1987; Ulam 1976; Weil 1993 sowie bereits friiher Wiener 1956). Dazu gehort
auch der Rechenschaftsbericht (oder eher: die Abrechnung) von Alexandre
Grothendieck (1985), der allerdings nicht verdffentlicht ist und nur in wenigen
Exemplaren zirkuliert. Daneben gibt es eine relativ grosse Anzahl von intro-
spektiv gefirbten Arbeiten, in denen sich Mathematiker mit der Spezifik der
Mathematik und der mathematischen Praxis auseinandersetzen.'* Im Mittel-
punkt steht dabei oft die Frage nach den Voraussetzungen mathematischer
Kreativitit: wie kommen Mathematiker zu Ideen? Wie verliuft der Entdek-
kungsprozess? Welchen Anteil haben unbewusste Prozesse und wie kann man
diese steuern? Eine weitere Form von Quellen, auf die ich mich stiitze, sind die
in der Mathematik relativ verbreiteten «Selbstverstindigungsdebattens, die in
den mathematischen Publikumszeitschrifien, wie etwa dem Mathematical In-
telligencer oder den Notices of the American Mathematical Society, regelmis-
sig verdffentlicht werden. Diese Selbstverstindigungsdebatten liefern einen
Hinweis darauf, welche Probleme von der mathematischen Gemeinschaft als
virulent angesehen werden. Auf einige der in diesen Debatten angesprochenen
Themen werde ich in den folgenden Kapiteln ausfiihrlicher eingehen.

—_—

14. Um nur einige wenige Beispiele zu erwihnen: Borel 1981; Dehn 1928; Hadamard 1944;
Hardy 1940; Hildebrandt 1995; Jaffe/Quinn 1993; Poincaré 1908; Thurston 1994; von
Neumann 1947 und Wiener 1923 sowie diverse Aufsitze in Otte 1974.
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4.2. Schonheit und Experiment: Wahrheitsfindung in der
Mathematik

Entflichen nicht die Grazien, wo Integrale ihre Halse recken? )
Ludwig Boltzmann”

Mathematics is an experimental science. It matters little that the mathe-
matician experiments with pencil and paper while the chemist uses test-
tube and retort, or the biologist stains and the microscope. The only
great point of divergence between mathematics and the other sciencgs
lies in the circumstance that experience only whispers (yes» or o> 11
reply to our questions, while logic shouts.

Norbert Wiener'"*

In der Praxis der Mathematik hat der Beweis nicht die Bedeutung, die ihm ge-
wohnlich zugeschrieben wird. Im Gegensatz zum Standardbild der Mathema-
tikphilosophie steht er nicht im Zentrum der mathematischen Titigkeit, son-
dern ist gewissermassen der letzte Schritt, der offizielle Abschluss eines
komplexen Suchprozesses, bei dem zunichst ganz andere Wahrheitskriterie_n
eine Rolle spielen. Der Beweis, so der bekannte Mathematiker Michael At.l'
yah, «is important as a check on your understanding. (...) It is the last stage i
the operation — an ultimate check — but it isn’t the primary thing at all» (Atiyah
1984: 17). Was aber kommt vor dem Beweis? Was sind die informellen Wahr-
heitskriterien, an denen sich Mathematiker und Mathematikerinnen orientie-
ren? Woher beziehen sie die Sicherheit, dass ihre Vermutung richtig ist und es
sich lohnt, sie zu beweisen? .
Mathematiker verfiigen iiber eine Reihe von Verfahren, um die Plausibi-
litdt ihrer Vermutungen zu testen. Diese Verfahren sind vorwiegend nicht-de-
duktiver Art und gehéren in den Bereich des «plausiblen Schliessens» (Polya
1954b). Fiir Georg Pélya sind es vor allem induktive und analogisiererlde
Schlussweisen, die den Mathematikern dazu verhelfen, Vertrauen in ihre Hy-
pothesen zu gewinnen. Wihrend der Beweis dazu dient, zwischen Vermutung
und sicherem Wissen zu unterscheiden, besteht die Funktion des plausiblen
Schliessens darin, «Vermutung von Vermutung, eine verniinftige von einer we-
niger verniinftigen zu unterscheiden» (Pélya 1954a: 11; Hervorhebung B.H.)-
Die von Polya beschriebenen heuristischen Verfahren liefern zwar niemals S©
cheres Wissen, sie miissen aber deswegen nicht weniger rational sein als daﬁ
deduktive Schliessen. Mathematiker konnen in der Regel gute Griinde dafir
angeben, weshalb sie ein bestimmtes, z.B. induktiv gewonnenes Resultat als
Bestitigung oder Widerlegung ihrer Vermutung betrachten (vgl. die informa-

15. Boltzmann (1887) in: Hoflechner 1994: 65.
16. Wiener 1923: 271f.
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tive Darstellung von Franklin 1987). Obschon diese Verfahren fiir die Praxis
der Mathematik von zentraler Bedeutung sind, sind sie in der Mathematikphi-
losophie bislang kaum zum Thema gemacht worden. Der Grund dafiir ist ein
doppelter. Zum einen sind sie Teil des «context of discovery», den die Wissen-
schafistheorie nicht als ihr Dominium betrachtet, sondern der Psychologie
(und Soziologie) zur Bearbeitung iiberldsst. Aus wissenschaftstheoretischer
Sicht ist es irrelevant, auf welche Weise (mathematische) Erkenntnis gewon-
nen wird, relevant sind allein die Methoden der Validierung. Zum anderen gibt
es bislang keine ausformulierte Theorie «plausiblen Schliessens». Georg Po-
lya hat zwar seine an vielen Beispielen gewonnenen Uberlegungen zur Induk-
tion und Analogie zu systematisieren versucht, aber vom Elaboriertheitsgrad
der deduktiven Logik sind sie weit entfernt (Polya 1954b).

Es gibt meiner Ansicht nach verschiedene Indizien, die in der Mathema-
tik als eine Art informelle Wahrheitskriterien dienen. Auf die Frage, woher er
personlich die Sicherheit gewinne, auf dem richtigen Weg zu sein, hat ein Ma-
thematiker geantwortet: « Erstens, weil es in zahlreichen Beispielen richtig ist;
zweitens, weil es sehr schon und geschlossen ist; und drittens, weil es bei den
Anwendungen, die man davon macht, nicht zu Widerspriichen fiihrt. » Quasi-
empirische Bestitigung, Schonheit und «Fruchtbarkeit» (wie die Mathemati-
ker sagen) — das sind die drei hauptsichlichsten Kriterien, die Mathematiker
vor dem Beweis beniitzen, um die Glaubwiirdigkeit ihrer Hypothesen zu prii-
fen. Ich werde im folgenden nur auf die ersten beiden Indizien eingehen — auf
die Bedeutung von «Schénheit> als Symptom fiir Wahrheit und auf die «quasi-
empirische> Evidenz, die auch bei Polya im Mittelpunkt steht.

4.2.1. Schonheit

In seinem bereits zitierten Aufsatz hat Armand Borel (1981) auf die Bedeu-
tung hingewiesen, die dsthetische Urteile fiir die Mathematik besitzen (vgl.
Kap. 2). (Schénheit» ist aber nicht nur ein Kriterium fiir die Relevanz mathe-
matischer Aussagen, sondern auch fiir ihre Richtigkeit: «Ich bin sicher, auf
dem richtigen Weg zu sein, weil es sehr schin und geschlossen ist.» Oder in
de? beriihmten Formulierung von G.H. Hardy: «A mathematician like a
Painter or a poet, is a maker of pattemns. (...) The mathematician’s patterns,
like the painter’s or the poet’s, must be beautiful; the ideas, like the colours or
the words, must fit together in a harmonious way. Beauty is the first test: there
1S 1o permanent place in the world for ugly mathematics» (Hardy 1940: 24f).
Die Zusammenfiihrung von Mathematik und Schonheit gehort zu den wichtig-
Sten Selbststilisierungen der Mathematik — mit teilweise bizarren Folgen.
Kaum einer anderen Wissenschaft wiirde es wohl einfallen, ihre Ergebnisse ei-
ner. Schénheitskonkurrenz zu unterziehen. Vor einigen Jahren wurden den Le-
Serinnen und Lesern des Mathematical Intelligencer 24 Theoreme und Bewei-
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se vorgelegt mit der Bitte, sie nach ihrer Schénheit zu rangieren. €”=-1
gewann den ersten Platz, die im zweiten Kapitel beschriebene Eulersche Po-
lyederformel den zweiten (Wells 1988; 1990). .
In der Mathematik ist das Schone zugleich das Wahre, und das Wahre ist
in der Regel auch das Gute. '’ Die Begriindung fiir diese Trinitét hat G.H. Har-
dy (1940) in seiner beriihmten Apology geliefert. Hardys Schrift ist eine Ver-
teidigung der moralischen Unanfechtbarkeit der reinen Mathematik in einer
Zeit, als deren Reinheit zunehmend gefahrdet war.'® Sie richtete sich gegen
den Vorwurf, dass in Zeiten des Krieges auch die Mathematik ihre Unschuld
verliert. Hardy war Mathematiker und gleichzeitig Pazifist. Um beides zu ver-
binden, entwickelte er eine Argumentation, in der er zwischen angewandter
und reiner Mathematik unterschied und fiir die reine — fiir die «wirkliche» Ma-
thematik, wie er sie nannte — eine Einheit der drei Wertsphéren behauptete:
wahre Mathematik ist schone Mathematik, und schéne Mathematik ist gute,
d.h. gesellschaftlich unschuldige Mathematik. « There is one comforting con-
clusion which is easy for the real mathematician. Real mathematics has no ef-
fect on war. (...) It is true that there are branches of applied mathematics, such
as ballistics and aerodynamics, which have been developed deliberately for
war and demand a quite elaborate technique: it is perhaps hard to call them
drivialy, but none of them has any claim to rank as «real. They are indeed re-
pulsively ugly and intolerably dully (Hardy 1940: 80). Obschon Hardys Un-
schuldsvermutung in dieser extremen Form kaum mehr geteilt wird (vgl. etwa
Hildebrandt 1995: 46), ist die Vorstellung der unniitzen, aber dafiir unschuldi-
gen Mathematik bis zu einem gewissen Grade immer noch présent, insbeson-
dere unter reinen Mathematikern: « Wir Mathematiker tragen zwar nichts zur
Krebsbekdmpfung bei, aber dafiir sind wir auch nicht schuld an der Umwelt-
verschmutzung » ‘
In der Mathematik meint Schénheit Ordnung und ist in diesem Sinne €10
Kiirzel fiir Kohdrenz. Ahnlich wie in den Naturwissenschaften ist die Herstel-
lung von Kohdrenz auch in der Mathematik ein wichtiges Indiz fiir die Wabr-
heit einer Hypothese. Die «Entdeckung» ist jener Moment, in dem sich die ur-
spriinglich disparaten Elemente zu einer Ordnung figen. Oder wie
Wolfgang Krull in seiner Antrittsvorlesung formulierte: «Ich fiihle hinter €1
nem scheinbar verwirrten Bild, das vor mir steht, eine geheime Ordnung, di¢
sich sofort zeigen wird, sobald man nur das Zauberwort gefunden hat, das di€

17. Mathematiker belegen ihre Objekte nicht selten mit asthetischen oder normativen Aﬁﬁbu‘
ten. Mathematische Objekte konnen zum Beispiel «fein» sein oder «grob», «oatiirlich
«wohlgeformt», «entartet» oder auch «gutartigy.

18. Vgl. zur Rolle der Mathematik wahrend des Krieges u.a. Owens 1989. Die Unschuld def
Mathematik war zu dieser Zeit allerdings in einem noch ganz anderen und weit problema”
tischeren Sinne gefihrdet, vgl. dazu Mehrtens 1985.

N
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einzelnen Teile zwingt, sich harmonisch zum Ganzen zusammenzufiigen. Da
kann ich es eben nicht lassen, immer wieder mit dem gegebenen Material her-
umzuspielen, in der Hoffnung, dass mir doch eines Tages die Erleuchtung
kommen wird. Ich selbst bin also der Mathematik gegeniiber durchaus asthe-
tisch eingestellt» (Krull 1930: 218). Wie dieses Zitat deutlich macht, kann eine
Entdeckung subjektiv zwar als eine «Erleuchtung» wahrgenommen werden, in
Tat und Wahrheit ist sie jedoch das Resultat eines unter Umstinden langen und
arbeitsintensiven Prozesses, der in seiner Art sehr viel Ahnlichkeit aufweist
mit der Herstellung von Kohdrenz in den Naturwissenschaften, wie sie An-
drew Pickering mit seinem Konzept der «interaktiven Stabilisierung» be-
schrieben hat (3.3.1.).

Mathematiker interessieren sich vor allem fiir die Frage, wie man zu einer
solchen «Erleuchtung» kommt — wie der kreative Prozess genau abliuft und
ob man ihn gegebenenfalls steuern kann (vgl. exemplarisch Hadamard 1944).
Die Antworten, die auf diese Frage gegeben werden, sind oft (tiefen-)psycho-
logischer Natur (versetzt mit Rezepten aus dem Arsenal der methodischen Le-
bensfiihrung).! In seinem beriihmten Kapitel zur «mathematischen Erfin-
dungy hat Henri Poincaré ein Phasenmodell der Entdeckung vorgeschlagen, in
dem Zsthetische Momente eine erhebliche Rolle spielen (Poincaré 1908:
Kap. 3). Das Material, aus dem Mathematiker ihre Ideen beziehen, sind, so
Poincaré, Kombinationen, die durch das Unbewusste bereitgestellt werden.
Die Qualitit der «Erfindung» (und damit auch des Mathematikers) zeigt sich
darin, aus dieser grossen Zahl von Kombinationen die richtigen auszuwihlen.
Auch dies ist ein weitgehend unbewusster Prozess. Die Selektionskriterien
sind dabei vorwiegend #sthetischer Natur. «Wir kommen somit zu folgendem
Schlusse: Die niitzlichen Kombinationen sind gerade die schénsten. (...) Von
den sehr zahlreichen Kombinationen, die das sublime Ich blindlings gebildet
h{it, sind fast alle ohne Interesse und Nutzen; aber gerade dadurch sind sie ohne
Einwirkung auf die ésthetische Sensibilitiit geblieben; sie treten niemals ins

—_—

19. Die zu Beginn dieses Jahrhunderts von der Zeitschrift L’Enseignement Mathématiques
durchgefiihrte Enquéte sur la méthode de travail des mathématiciens ist ein besonders
bizarres Beispiel fiir den Versuch, Kreativitiit «replizierban zu machen. «Il s’agirait», so
der Mathematiker Eduard Mallet, der die Studie angeregt hatte, «d’obtenir de chacun d’eux
Quelques renseignements personnels sur sa méthode de travail et de recherche, ses habitu-
des, I'hygi¢ne générale qu’il juge la plus propre a faciliter son travail intellectuebs
(Enquéte 1902, 3: 69). Diese doch einigermassen kuriose Verbindung von methodischer -
Lebensﬁxhrung und Kreativitiit ist auch heute noch erstaunlich prisent. Insbesondere jiin-
Bere Mathematiker bekundeten ein ausserordentlich starkes Interesse an meinen Inter-
Views, in der Hoffnung durch mich vermittelt zu bekommen, welchen geheimen Prinzipien
der Lebensfiihrung sich der Erfolg ihrer beriihmteren Kollegen verdankt. Ein anderes (und
bﬁsonders penetrantes) Beispiel ist Paul Halmos Automathography, die sich streckenweise
Wie ein von Henry Ford verfasstes Ratgeberbuch fiir Mathematiker liest (Halmos 1985).
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Bewusstsein. Nur einige von ihnen befriedigen das Bediirfnis nach Harmonie
und sind deshalb niitzlich und schén zugleich. (...) Diese besondere astheti-
sche Sensibilitit spielt demnach die Rolle jenes dusserst feinen Siebes, von
dem ich oben gesprochen habe, und dadurch wird es begreiflich, weshalb der-
jenige, dem diese Sensibilitiit versagt ist, niemals ein wirklicher Pfadfinder auf
dem Gebiete der Mathematik werden kann» (Poincaré 1908: 48f.).

Wenn sich die einzelnen, zuniichst unverbundenen Teile zu einem harmo-
nischen Muster zusammenfiigen, dann ist das ein starker Hinweis darauf, auf
dem richtigen Weg zu sein. Poincaré hat diesen Prozess anschaulich beschrie-
ben: «Seit vierzehn Tagen miihte ich mich ab, zu beweisen, dass es keine der-
artigen Funktionen gibt, wie doch diejenigen sind, die ich spater Fuchssche
Funktionen genannt habe. (...) Téglich setzte ich mich an meinen Schreib-
tisch, verbrachte dort ein oder zwei Stunden und versuchte eine grosse Anzahl
von Kombinationen, ohne zu einem Resultate zu kommen. Eines Abends trank
ich entgegen meiner Gewohnheit schwarzen Kaffee, und ich konnte nicht ein-
schlafen: Die Gedanken iiberstiirzten sich formlich; ich fiihlte ordentlich, wie
sie sich stiessen und driingten, bis sich endlich zwei von ihnen aneinander
klammerten und eine feste Kombination bildeten» (Poincaré 1908: 41f.). Dies
war der Moment der «Entdeckungy. Von diesem Moment an wusste Poincare,
dass seine urspriingliche Hypothese falsch gewesen war, obwohl er den Be-
weis noch nicht im einzelnen gefiihrt hatte.

Die Herstellung von Ordnung ist gleichbedeutend mit der Auflosung von
«Widerstinden, und deren Uberwindung macht einen Hauptteil der mathema-
tischen Arbeit aus. «The routine of the job is to be stuck», wie es ein Mathe-
matiker treffend formulierte. Festgefahren zu sein, heisst nichts anderes, als
auf Widerstinde gestossen zu sein, auf Phinomene, die den Erwartungen wi-
dersprechen und die dazu zwingen, die getroffenen Annahmen und die ge-
wahlte Vorgehensweise noch einmal neu zu iiberdenken. Im Gegensatz zu den
Widerstinden, mit denen empirische Wissenschaftler konfrontiert sind, sind
die Widerstinde in der Mathematik allerdings ausschliesslich mentaler Natur.
Es sind, um G.H. Mead zu paraphrasieren, geistige Gegenstinde, die sich dem
Handeln in den Weg stellen. Es ist im Rahmen dieser Untersuchung nicht
mdglich, im einzelnen zu beschreiben, auf welche Weise, mit welchen Tricks
und Methoden, Mathematiker es schaffen, diese Widerstinde zu {iberwinden.
Denn die Verfahren sind abhiingig von der Problemstruktur, und diese wieder-
um lsann hdchst verschieden sein, je nachdem um welches Gebiet es sich han-
delt.* Aber auch ohne eine solche Detailanalyse lasst sich das allgemeine
Handlungsprinzip beschreiben. Wenn Mathematiker festgefahren sind, gehen
sie éil}nliCh VOr wie eine Naturwissenschaftlerin, die mit einem Resultat kon-
frontiert ist, das ihren Erwartungen widerspricht. Auch in der Mathematik
wird zunichst gepriift, ob das Resultat «echt» ist oder ob es ein Artefakt ist def
verwendeten Apparatur. Nur hat in diesem Falle die «Apparatun> eine andere
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Gestalt, In der Mathematik sind es Methoden und Techniken — «Denkwerk-
zeuge», wie Alain Connes sie nennt —, die den Status einer Apparatur haben.
Da in vielen Fillen die Losung eines Problems die Entwicklung neuer Metho-
den voraussetzt, besteht ein wesentlicher Teil der mathematischen Arbeit dar-
in, neue, dem Problem angepasste Techniken zu entwickeln bzw. bereits beste-
hende zu modifizieren. «Natiirlich: Apparatur — das sind die bekannten
Methoden. Wenn wir ein Problem haben, dann werden wir es zundchst versu-
chen mit den bekannten Methoden. Wenn das versagt — ja, dann muss man eine
Idee haben. Und das ist dann vielleicht eine neue Methode. Oder auch ein
Kniff. Das ist manchmal wirklich unerkldrlich. Man weiss nicht, warum einem
die Idee einfaillt.»*

Was also geschicht, wenn ein Ergebnis den Erwartungen nicht entspricht ?
Im Prinzip dasselbe wie in den Naturwissenschaften. Es wird versucht, die
verschiedenen Komponenten in Ubereinstimmung zu bringen: die theoreti-
schen Erwartungen (phenomenal model), die Vorstellungen iiber die Funk-
tionsweise des verwendeten «Denkwerkzeugs» (instrumental model) und die
Einschitzung der Korrektheit seiner praktischen Anwendung (material proce-
dure). Ist die Erwartung vielleicht falsch? Darf die gewihlte Methode in die-
sem Fall gar nicht angewendet werden? Oder unterlief ein Fehler bei der kon-
kreten Durchfithrung, bei der Berechnung zum Beispiel? Kohirenz wird

20. Es gibt meines Wissens nur zwei Arbeiten, die die in den theoretischen Wissenschaften
verwendeten Problemlosungsverfahren detailliert untersuchen. Martina Merz und Karin
Knorr Cetina haben an einem Problem der theoretischen Physik, der Losung einer Koho-
mologie-Gleichung, verschiedene Verfahren beschrieben, die Physiker beniitzen, wenn sie
festgefahren sind (Merz/Knorr Cetina 1997). Fiir die Mathematik gibt es die Studie von
Andrew Pickering und Adam Stephanides (1992), in der versucht wird, das von Pickering
am Beispiel der experimentellen Physik entwickelte Instrumentarium (Widerstand, inter-
aktive Stabilisierung etc.) auf die Mathematik zu iibertragen (3.3.1.). Das Beispiel, an dem
Pickering und Stephanides ihre Uberlegungen entwickeln, stammt aus der Geschichte der
Mathematik: die Einfiihrung eines neuen Zahlensystems, der Quaternionen, durch William
R. Hamilton in den 40er Jahren des letzten Jahrhunderts. Ahnlich wie Martina Merz und
Karin Knorr Cetina beschreiben Pickering und Stephanides verschiedene konkrete Verfah-
ren, die Hamilton benutzte, um die Widerstinde — die Ungereimtheiten, auf die er gestos-
sen war — zu iiberwinden und Kohirenz herzustellen. Die ersten beiden von ihnen
beschriebenen Verfahren («bridging» und «transcription») decken sich weitgehend mit
Pélyas Methode der Analogiebildung. Beide Studien geben zwar eine genaue Analyse der
Methoden und Tricks, die einzelne Wissenschaftler in einem konkreten Fall beniitzt haben,
sie sind in ihrer Aussagekraft aber auf die von ihnen untersuchten Fallbeispiele beschriinkt.

- Dieser Mathematiker ist nicht der cinzige, der zwischen mathematischen Methoden und
technischer Apparatur eine Parallele zieht. Andrew Wiles beispielsweise beschreibt die fiir
?einen Beweis zentrale Kolywagin-Flach-Methode in maschinellen Metaphern. Es habe
ihm viel Zeit gekostet, die Kolywagin-Flach-Methode «zum Laufen zu bringen», da in ihr
eine Vielzahl von «Getriebeteilen» steckten, mit denen er sich erst vertraut machen musste
(zit. in Singh 1998: 273).

21
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hergestellt, indem eine dieser Komponenten verindert wird: die Berechnung
wird noch einmal gepriift, man revidiert die theoretischen Annahmen (wie es
Poincaré in dem oben erwihnten Zitat getan hat) oder man versucht, eine neue
Methode anzuwenden, die man unter Umstinden allerdings erst entwickeln
muss. Wie die vorhergehenden Zitate deutlich machen, kann dieser Anpas-
sungsprozess lange dauern und von grosser Unsicherheit begleitet sein. Denn
in der Regel ist keineswegs klar, worin die neue Methode, der « Kniff», beste-
hen kénnte. Man sitzt fest und kommt nicht weiter. Es wird « geprébelt», gete-
stet, nachgerechnet, bis sich vielleicht — irgendwann einmal — eine « Idee» ein-
stellt, mit deren Hilfe sich die Komponenten in Ubereinstimmung bringen
lassen: «4nd suddenly you see the picture».

Wie dieser Anpassungsprozess im konkreten Fall verlaufen kann, hat ein
Mathematiker anschaulich beschrieben. Das «Denkwerkzeugy ist in diesem
Fall allerdings nicht ein Trick oder eine Methode, sondern ein Computerpro-
gramm. «Und dann kann es auch so sein, dass man eine Hypothese hat, und
die kann man dann testen. Und manchmal sprechen so viele Indizien fiir das
Theorem, dass man, auch wenn das Testergebnis nicht stimmt — das ist mir sel-
ber passiert bei einer Arbeit. Ich hatte eine Hypothese, dass zwei Sachen
gleich sind. Dann habe ich einen Computerspezialisten gefragt, ob er das fir
mich programmiert und an sehr vielen Zahlen austestet. Fiir mich war eigent-
lich klar. die Differenz muss 0 oder fast 0 sein. Der hat ziemlich lange ge-
braucht, dann hat er mir den Ausdruck in mein Fach gelegt, mit einem Zettel
drauf - der Ausdruck wiirde mir wahrscheinlich nicht viel helfen. Ich war fast
am Boden zerstort. Fiir mich war es aber klar nach einer gewissen Zeit, nach-
dem ich mich wieder gefasst hatte, dass der einen Fehler gemacht haben muss.
Und ich habe es dann selber programmiert. Und es hat dann gestimmt. Fir
mich war das klar, dass es stimmt. Und dann habe ich es bewiesen». Im vor-
liegenden Fall war es offensichtlich bald entschieden, welche Komponente ge-
andert werden musste — nicht die theoretischen Erwartungen, nicht die konkre-
te Durchfihrung, sondem das «instrumental modely, d.h. in diesem Fall das
Programm.

4.2.2. Quasi-empirische Evidenz

Mathematiker gehen iiber weite Strecken heuristisch vor und in gewissem Sin-
ne auc.:h «empirischy. Der Begriff «empirisch> hat in diesem Zusammenhang
natiirlich nichts mit Erfahrungstatsachen zu tun, sondern meint das Denken
und Hantieren mit Beispiclen. «Die Grossen», das sagte mir ein noch junger
Mathematiker, «sind auch deshalb so gross, weil sie so viel wissen. Sie kennen
viele Beispiele und haben viel mit ihnen experimentiert. Dariiber spricht man
nicht. Man schreibt auch nicht in seinem Paper, wie man zu einer Vermutung
gekommen ist. Was fiir immense Rechnungen manchmal dahinter stecken oder
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wie viele spezielle Beispiele.» Es ist diese experimentelle Dimension der Ma-

thematik, die Armand Borel zu der paradoxen Formulierung veranlasste, die

Mathematik sei eine «geistige Naturwissenschaft» (Borel 1981: 697). Die Bei-

spiele, mit denen Mathematiker arbeiten, haben fiir sie den Charakter von Fak-

ten. Ahnlich wie die Fakten der empirischen Wissenschaften dienen sie dazu,

Vermutungen® auf ihre Plausibilitiit hin zu priifen. Solche Beispiele — oder

eben (Fakten» — konnen z.B. Berechnungen sein, die als Test dafiir dienen, ob

eine Hypothese richtig ist und es sich lohnt, sie zu beweisen (vgl. 4.2.3.). Es
konnen aber auch Einzelfille sein, die auf ihre Eigenschaften hin untersucht
werden, in der Hoffnung, auf Strukturen zu stossen, die sich verallgemeinern
lassen. Oder wie es ein anderer Mathematiker formulierte: « Natiirlich ver-
sucht man, allgemeine Sdtze zu beweisen. Man hat aber manchmal iiberhaupt
keine Ahnung, wie man das angreifen muss. Dann ist die Regel: man betrachte
den ersten Spezialfall, den man nicht versteht. Den ersten einfachsten Spezial-

Jall, den man noch nicht versteht. Dann untersucht man den. Das ist ganz ex-

perimentell. Und dann betrachtet man andere Spezialfille. Also entweder sind

die Spezialfiille selbst schon interessant, und dann hat man bereits etwas ge-
macht. Oder sie sind nicht so interessant, und dann hofft man immer, dass man

Schlussendlich die allgemeine Idee haben wird. Also in diesem Sinne — es ist

wirklich experimentell».

Was dieser Mathematiker hier beschreibt, ist die Dialektik von Verallge-
meinerung und Spezialisierung, die bereits David Hilbert als probate Methode
empfohlen hatte und Georg Polya an verschiedenen Beispielen ausfiihrlich
darstelit. Verallgemeinern heisst, eine Annahme, die fiir eine Subkategorie gilt
(fir Dreiecke zum Beispiel), auf eine umfassendere Klasse (z.B. Polygone)
duszudehnen und sie fiir diesen allgemeineren Fall zu beweisen. Bei der Spe-
zialisierung verlduft der Prozess genau umgekehrt. Das Verfahren ist im Prin-
Zip immer dasselbe. Im Falle der Verallgemeinerung ersetzt man entweder
eine Konstante (Seitenanzahl = 3) durch eine Variable (Seitenanzahl = x) oder
man hebt eine Randbedingung auf (indem z.B. auch nicht rechtwinklige Drei-
ecke «erlaubt» werden). Bei der Spezialisierung gilt entsprechend das Umge-
kehrte (Polya 1954a: 33ff.). Oder in Hilberts Formulierung: «Vielleicht in den
meisten Fillen, wo wir die Antwort auf eine Frage vergeblich suchen, liegt die
——

22. In der Mathematik hat der Begriff «Vermutungy eine prizise Bedeutung. Als «Vermutung»
werden Hypothesen bezeichnet, die zwar noch nicht bewiesen, aber durch verschiedene
Formen von Evidenz relativ gut abgesichert sind und dffentlich ausgesprochen wurden.
Beriihmte Beispiele solcher Vermutungen sind die Fermatsche Vermutung, die vor kurzem
bewiesen wurde, oder die Riemannsche Vermutung, deren Beweis (oder Widerlegung)
noch aussteht. Um solche «5ffentlichen> von individuellen Vermutungen abzugrenzen,
werde ich letztere im folgenden als «Hypothesen» bezeichnen, obwohl dies ein Begriff ist,

der in der Mathematik weniger verbreitet ist als in den empirischen Wissenschaften. Im
folgenden geht es also um Hypothesen, nicht um Vermutungen.
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Ursache des Misslingens darin, dass wir einfachere und leichtere Probleme als
das vorgelegte noch nicht oder noch unvollkommen erledigt haben. Es kommt
dann alles darauf an, diese leichteren Probleme aufzufinden und ihre Losung
mit moglichst vollkommenen Hilfsmitteln und durch verallgemeinerungsfihi-
ge Begriffe zu bewerkstelligen. Diese Vorschrift ist einer der wichtigsten He-
bel zur Uberwindung mathematischer Schwierigkeiten, und es scheint mir,
dass man sich dieses Hebels meistens — wenn auch unbewusst — bedient» ( Hil-
bert 1900a: 296f.).

Es ist diese quasi-empirischen Erfahrung — dieses direkte Hantieren mit
dem mathematischen Material —, die dem Mathematiker mit der Zeit das Ge-
fithl von Vertrautheit mit der von ihm untersuchten Objektwelt vermittelin.
«lch glaube, ein richtig guter Mathematiker zeichnet sich auch dadurch aus,
dass er das Experiment praktisch im Kopf vollziehen kann. Dass er es gedank-
lich Schritt fiir Schritt durchfiihren und alles durchdringen kann. Bis er dann
am Schluss sieht, dass die Losung, so wie er es sich vorgestellt hat, funktio-
niert. Das muss natiirlich nicht an einem Tag gehen. Oft hat man einfach eine
grosse Verwirrung im Kopf. Man probelt herum: welches Experiment ist da
Jetzt gut? Manchmal macht man eine kurze Pause — man verliert den Weg ein
bisschen. Ich will nicht sagen: verwirrt. Aber es ist einem nicht mehr so klar.
Aber manchmal kann man das ganz scharf fiir sich gedanklich bis zur Losung
durchziehen.»

Beispiele sind ein wesentlicher Bestandteil des (Werkzeugkastens» eines
jeden Mathematikers. «Ein grosses «set» von Beispielen, das ist schon etwas.
Ohne das geht es nicht. Ohne das kann man nicht ein gewisses Gefiihl entwik-
keln, und das braucht seine Zeit.» Oder in der hilbschen Formulierung eines
anderen Mathematikers: «Jeder von uns hat seine persénliche Drosophila-
Sammlung zuhause.» Die manchmal monate-, ja jahrelange Beschiftigung mit
konkreten Beispielen macht aus diesen, wie es Bourbaki formulierte, eine Art
«mathematische Wesen», mit denen man «durch lange Bekanntschaft so ver-
traut geworden ist wie mit den Wesen der wirklichen Welt» (Bourbaki 1948:
151). Und éhnlich wie bei menschlichen wird man auch im Falle der mathe-
matischen Wesen mit der Zeit Erwartungen dariiber bilden, wie sie sich im
Normalfall verhalten werden. Der Mathematiker, so Bourbaki weiter, wird zu
einem «Erspiiren des normalen Verhaltens (gelangen), das er von seinen ma-
thematischen Wesen glaubt erwarten zu diirfeny» (S. 151). Bourbaki ist nicht
dgr einzige Mathematiker, der den Umgang mit mathematischen Objekten als
eine Art «soziale Interaktion> beschreibt. «Wenn man Mathematik betreibt,
dann hat man konkrete Objekte, mit denen man in gewissem Sinne interagier!.
Ma{t spielt mit ihnen und man stellt ihnen Fragen. (F: Was meinen Sie damit?)
.Es ist wie ~ was ist die abstrakte Idee des Menschen? Es ist nichts. Man hat
immer nur konkrete Menschen vor sich, und diese versucht man zu verstehen.
Das gleiche gilt auch fiir die Mathematik. Du hast konkrete Objekte vor Dir,
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und Du interagierst mit ihnen, sprichst mit ihnen. Und manchmal antworten
sie Dir auch. Sie sagen natiirlich nicht: hallo. Aber wenn man lange genug mit
ihnen zu tun gehabt hat, lange genug mit ihnen gespielt hat, dann wird man
irgendwann einmal eine Einsicht haben, die iiber sie hinausgeht. Und das ist
es dann. Dann hat man es. Fiir einen selber kommt es dann nicht mehr darauf
an, ob man es noch beweist oder nicht. Man weiss es ja schon. »*

Karin Knorr Cetina (1998) beschreibt eine solche quasi-soziale Bezie-
hung als «objekt-zentrierte Sozialitity. Objektzentrierte Sozialitit setzt Ob-
jekte voraus, die im Gegensatz zu Werkzeugen oder Waren nicht rein instru-
mentell definiert, sondern bedeutungsoffen und «entfaltbar> sind. Hans-Jorg
Rheinberger bezeichnet diese Art von Objekten als «epistemische Dingey
(3.3.1.), Karin Knorr Cetina spricht von «epistemischen Objekten». Die Be-
zichung zu epistemischen Objekien weist in verschiedener Hinsicht Ahnlich-
keit mit sozialen Beziehungen auf und kann, so die These, diese in gewissem
Sinne ersetzen oder zumindest ergénzen. Knorr Cetina entwickelt ihre These
am Beispiel materialer Objekte. Wie die Haltung der Mathematiker ihren Ob-
jekten gegeniiber zeigt, scheinen sich jedoch geistige Objekte fiir eine solche
objektorientierte Sozialitit besonders zu eignen. Das fiir die Mathematik typi-
sche Sich-Verlieren in geistigen Welten ist auch vor diesem Hintergrund zu se-
hen.* Der Umgang, die «Interaktion> mit diesen Objekten ist jedoch nicht be-
liebig, sondern folgt Regeln — Normen gewissermassen —, die durch die
mathematischen Konventionen festgelegt und in den Definitionen der Objekte
implizit enthalten sind. Wie ich in Abschnitt 2.3.3. ausgefiihrt habe, besteht ein
wesentlicher Teil der mathematischen Forschung darin, diese verborgenen Im-
plikationen zu entdecken. «Man hat diese Objekte, die fiir uns ebenso konkret
sind wie die Partikel fiir den Physiker. Nicht wahr, man definiert diese Objek-
le. Wir verstehen diese Definitionen, und dann will man Eigenschaften. Diese
Eigenschaften sind manchmal sehr, sehr versteckt. Also versucht man zu expe-
rimentieren. Natiirlich nur intellektuell, mit intellektuellen Werkzeugen. Das
ist alles im Gehirn.»

—————

23. Wihrend viele Mathematiker ihren Umgang mit Beispielen vermutlich dhnlich wahrneh-
men, sind wohl nur die wenigsten der Auffassung, dass eine solche «quasi-empirisches Evi-
denz ausreicht und den Beweis tatsichlich iiberfliissig macht. Ich komme in Kapitel 6.1.
auf diese Frage zuriick.

24. Mathematiker beschreiben die Beziehung zu ihren Objekten oft in einer Weise, die dem
nahekommt, was Evelyn Fox Keller mit der etwas ungliicklichen Formulierung «feeling
for the organism» einzufangen suchte (Keller 1983). Es geht dabei nicht um ein individuel-
les Gefiihl, sondern um eine Subjekt/Objekt-Beziehung, die den Objekten eine gewisse
Verhaltensautonomie zubilligt, d.h. ihnen eine Art «Eigenleben> zugesteht, dhnlich wie es
Mead generell fiir den Umgang mit Dingen postuliert hat (3.3.4.).
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4.2.3. Experimentelle vs. theoretische Mathematik

In letzter Zeit wird das «quasi-empirische> Material, mit dem Mathematiker ar-
beiten, teilweise auch durch den Computer bereitgestellt. Es handelt sich dabei
weniger um Einzelbeispiele, wie ich sie oben beschrieben habe, sondern um
Berechnungen im Rahmen von sog. «Computerexperimenten». Computerex-
perimente werden zu verschiedenen Zwecken eingesetzt: zur Entwicklung von
Vermutungen, zur Erzeugung von Gegenbeispielen und, am umstrittensten,
zur Validierung von mathematischen Sitzen (vgl. als Uberblick Silverman
1991). Nicht alle Experimente setzen notwendig einen Computer voraus. Ma-
thematiker und Mathematikerinnen haben schon vorher, von Hand, Berech-
nungen durchgefiihrt. Mit dem Einsatz des Computers hat die «experimentelle
Mathematik» jedoch eine neue Dimension bekommen.

Die Verwendung des Computers in der (reinen) Mathematik ist relativ
neu. Die reine Mathematik gehort zu jenen Disziplinen, in denen der Compu-
ter verhiltnisméssig spét und cher zogerlich eingesetzt wurde. Dies ist umso
erstaunlicher, als Mathematiker (und zwar «einste> Mathematiker) zur Ent-
wicklung des Computers massgeblich beigetragen haben (vgl. Heintz 1993a:
Kap. 2 und 6). Bis in die 50er Jahre galt der Computer als eine Maschine, deren
primirer Einsatzbereich das wissenschaftliche Rechnen ist. > Diese enge Be-
zichung zwischen Mathematik und Computer hat sich in der Folge gelockert.
Mathematiker und Mathematikerinnen waren zwar weiterhin massgeblich an
der Entwicklung der Informatik beteiligt, umgekehrt wurde der Computer in
dgr reinen Mathematik aber kaum eingesetzt. So prisentierte sich die Situa-
tion, grob gesprochen, bis Mitte der 80er Jahre. Seitdem hat sich die Haltung
der Mathematiker dem Computer gegeniiber gewandelt. Der Computer wird
l!eute in der Mathematik in verschiedenen Funktionen eingesetzt: als (Daten-
hgferapb im Rahmen der experimentellen Mathematik, im Bereich der
Visualisierung, als Hilfsmittel bei Beweisen und schon relativ friih als Kom-
muml‘(ationsmittel. Die zunchmende Bedeutung des Computers zeigt sich
auch in verschiedenen institutionellen Neuerungen. Um nur einige Beispicle
zu erwihnen: 1987 wurde in den USA ein Schwerpunktprogramm Computd-
tional Mathematics bewilligt, dessen explizites Ziel es war, den innovativen
Gebrauch von Computern in der Mathematik zu fordern, 1988 fithrten die No-
tices of the American Mathematical Society, das Mitteilungsblatt der amerika-
nischen Mathematikergesellschaft, eine neue Rubrik mit dem Titel Computers
am{ Mathematics ein, seit 1983 gibt es einen Preis fiir maschinelle Beweise
(Milestone and Current Awards for Automatic Theorem Proving) und 1990

25. Ein besonders anschauliches Beispiel fiir den Zusammenhang von Mathematik und friibe?
C°mP“te'°“‘W‘°kl“n8 ist der an der Eidgendssischen Technischen Hochschule in Zirich
entwickelte Computer ERMETH, vgl. dazu ausfiihrlicher Furger/Heintz 1997.
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wurde in Giessen ein Institut fiir experimentelle Mathematik gegriindet, das
seit 1994 ein Graduiertenkolleg durchfithrt mit dem bezeichnenden Titel
«Theoretische und experimentelle Methoden der Reinen Mathematik».

Seit 1992 gibt es auch eine Zeitschrift mit dem Titel Experimental Ma-
thematics, deren Ziel es ist, den experimentellen und induktiven Methoden in
der Mathematik eine grossere Resonanz zu verschaffen. Wissenschaftstheore-
tisch gesehen nehmen die Herausgeber eine moderate Position ein: der expe-
rimentelle Ansatz wird auf den «context of discovery» beschrinkt. « While we
do not depart from the established view that a result can only become part of
mathematical knowledge once it is supported by a logical proof, we consider
it anomalous that an important component of the process of mathematical
creation is hidden from public discussion. It is to our loss that most of us in the
mathematical community are almost always unaware of how new results have
been discovered.» Diese Passage aus dem Editorial der ersten Nummer macht
deutlich, dass mit dem Einsatz des Computers der induktive und experimen-
telle Teil der Mathematik eine betriichtliche Aufwertung erfahrt (vgl. Epstein/
Levy 1995). Im folgenden méchte ich am Beispiel der Zahlentheorie schil-
dem, was mit computergestiitzter experimenteller Mathematik genau gemeint
1st.

Computerexperimente werden vor allem in jener Phase durchgefiihrt, bei
der es um die Entwicklung von Hypothesen geht. Sie haben in diesem Sinn
eine ganz dhnliche Funktion wie die oben geschilderte Erforschung von Ein-
zelféllen — sie dienen dazu, Hypothesen zu bilden und Vertrauen in sie zu ge-
winnen, bevor man sich an die Arbeit des Beweisens macht. « Diese Daten ge-
ben mir Sicherheit. Ich habe dann eine Art von Instinkt, dass ich auf dem
richtigen Weg bin.» Insbesondere in der Zahlentheorie, aber nicht nur dort,
werden Computerexperimente auch gezielt zur Entwicklung von Vermu-
tungen eingesetzt. Das Vorgehen ist dabei ausdriicklich induktiv. « In unseren
Experimenten produzieren wir sehr viele Daten von diesen mathematischen
Objekten, die uns interessieren. Dann schauen wir diese Daten an und versu-
chen, ein Muster in ihnen zu entdecken. Dieses Muster versuchen wir in einer
Formel zy beschreiben, von der wir annehmen, dass sie diese Phinomene
Steuert). Die Formel allein geniigt natiirlich nicht. Es muss auch bewiesen
werden, dass wir die richtige Formel haben. Also am Schiuss ist es wieder ganz
fraditionelle Mathematik.» Nicht in jedem Fall wird der Beweis auch gefun-
den. Dies ist mit ein Grund, weshalb gerade in der Zahlentheorie das Verhilinis
von Vermutungen zu bewiesenen Sitzen zunehmend asymmetrisch wird.

In der Zahlentheorie ist diese Art von induktivem Vorgehen keineswegs
Neu. Schon vor dem Einsatz des Computers wurden viele zahlentheoretische
Ye"nutungen dadurch gewonnen, dass Zahlenreihen beobachtet und auf mog-
liche Muster oder Gesetzmissigkeiten hin untersucht wurden (Polya 1954a:
100f; Polya 1959). Dieses induktive Verfahren lisst sich an einem einfachen
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Beispiel veranschaulichen. Man stelle sich vor, folgende Zahlenreihen vor
sich zu haben:

1-2 2.3 3.4"4.5 5

Ein Muster ist leicht zu erkennen. Auf der linken Seite der Gleichung wird of-
fenbar bei jeder neuen Reihe ein weiterer Bruch dazu addiert, dessen Nenner
sich von dem vorhergehenden dadurch unterscheidet, dass die beiden Faktoren
des Produkts um je 1 grésser sind. Auf der rechten Seite werden Zihler und
Nenner in jeder neuen Reihe um je 1 grosser. Dieses Muster ist eine Hypothe-
se. Sie ldsst sich testen, indem man auf ihrer Basis eine neue Reihe konstruiert
und deren Ergebnis ausrechnet:

1 + 1 1 1 1 5
12723734725 56 &
Fiir diesen Fall (aber nur fiir diesen) ist die Hypothese offensichtlich bestitigt.
Nun kann man diese Prozedur Reihe fiir Reihe weiterfithren und wird dabei,
vermutlich, auf immer dasselbe Muster stossen, das sich etwas allgemeiner in
folgender Formel ausdriicken lisst:

B

+__+... =
2-3 +n(n+1) n+1

Oder in einer etwas formaleren Schreibweise:

1 1 n
1. .

3]

i 1 . n
S kk+1) n41

Auf d‘er.Basis.dieser Formel kénnen wir zwar standig neue Reihen produzieren
und fiir jede einzelne von ihnen priifen, ob sich das vermutete Muster bestitigt.

Ob at?er die Formel immer gilt, d.h. fiir alle n, werden wir auf diese Weise nie-
mals in Erfahrung bringen. Die F ormel

L+“+...+ 1 —_n.__
1-2 2.3 nn+1) n+1

4
¥
&
2
4
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ist zwar plausibel, aber sicher ist sie nicht. Das ist die Crux des induktiven
Schliessens. In den empirischen Wissenschaften lisst man sich von diesem
Quentchen Unsicherheit nicht weiter stéren. Die Méglichkeit, dass irgend-
wann vielleicht doch noch ein weisser Rabe auftaucht, wird eine Zoologin
nicht weiter beunruhigen. In der Mathematik ist dies anders. Dort gibt es den
Beweis, und dessen Funktion besteht genau darin, den letzten Rest von Unsi-
cherheit auszurdumen. «Physiker», so ein oft gehortes Bonmot, «sind zufrie-
den, wenn sie 90% sicher sind. Wir sind unzufrieden, wenn wir 0,9% unsicher
sind.» Zu akzeptiertem Wissen wird die Formel folglich erst dann, wenn sie
bewiesen ist. «Natiirlich haben wir diese Formel gewissermassen experimen-
tell erzeugt, aber das ist nicht der Beweis. Es braucht noch einen Beweis, ei-
nen theoretischen Beweis, mit anderen Methoden. Sonst wire es ja keine Ma-
thematik.» Diese Formulierung weist allerdings darauf hin, dass der Beweis
seine Monopolstellung nicht mehr vollig unangefochten behaupten kann. Fiir
einige Mathematiker braucht es nun offenbar das Zusatzattribut «theoretisch»,
um den konventionellen Beweis von anderen Beweisen) abzugrenzen (vgl.
ausfiihrlicher 6.1.).

Der Einsatz des Computers fiihrt zu einer enormen Ausweitung des oben
beschriebenen Vorgehens, ohne dieses aber grundsitzlich zu verindemn. Oder
wie es der amerikanische Mathematiker Lynn Arthur Steen formuliert: « To the
extent that mathematics is the science of patterns, computers change not so
much the nature of the discipline as its scale: computers are to mathematics
what telescopes and microscopes are to science. They have increased by a mil-
lionfold the portfolio of patterns investigated by mathematical scientistsy»
(Steen 1988: 616). Dies méchte ich im folgenden am Beispiel einer beriithmten
Vermutung, der sog. Fermatschen Vermutung veranschaulichen (Singh/Ribet
1998 und ausfiihrlich Singh 1998). Die Fermatsche Vermutung stammt von
Pierre de Fermat (1601-1665), der sie, mutmasslich 1637, an den Rand eines
Buches geschrieben hat, zusammen mit der Bemerkung, dass er einen «wahr-
haft wunderbaren Beweis» dafiir gefunden habe, der Rand des Buches aber zu
schmal sei, um ihn aufzuschreiben. Seitdem beschiftigt Fermats Vermutung
Mathematiker (und Hobbymathematiker). Am MPI fiir Mathematik war cin
Assistent teilzeit dafiir angestellt, die manchmal tiglich eintreffenden (Bewei-
Se» der sog. «Fermatisten» zu iiberpriifen und zu beantworten. Fermat selbst
ist auf seinen versprochenen Beweis nie mehr zuriickgekommen. Er hat ver-
Mutlich bald realisiert, dass ein Beweis nicht so leicht zu haben ist.

Die Fermatsche Vermutung besagt, dass die Gleichung x "+ y"= z" keine
Positive ganzzahlige Losung hat, sofern der Exponent n grosser als 2 ist. Oder
anders formuliert: Fermat hat mit seiner Vermutung behauptet, dass man im
Bereich der natiirlichen Zahlen kein einziges Tripel (x, y, z) finden wird, fiir
das die Gleichung aufgeht, sofern n grosser als 2 ist. x*+ y" wird immer un-
gleich 2" sein.?® Die Fermatsche Vermutung ist eine Hypothese, die sich — so
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koénnte man vielleicht annehmen — Schritt fiir Schritt iberpriifen ldsst, bis man
irgendwann einmal ziemlich (wenn auch niemals ganz) sicher ist, dass sie
wahr (oder falsch) ist. Man beginnt zum Beispiel mit n = 3 und priift, ob die
Vermutung fiir das Tripel x =2, y = 3 und z = 4 zutrifft. Sie tut es: 2° + 3 ist
ungleich 4°, namlich 35 (und nicht 4° = 64). In einem nichsten Schritt setzt
man n = 4, Auch fiir diesen Fall bestitigt sich die Vermutung — allerdings wie-
der nur fiir das Tripel (2, 3, 4). Und genau das ist die Schwierigkeit. Das Pro-
blem liegt darin, dass es unendlich viele Tripel und unendlich viele Exponen-
ten gibt. Das heisst jeder Exponent miisste fiir eine unendliche Menge von
Tripeln iiberpriift werden, und dies ist aus leicht einsehbaren Griinden nicht
durchfiihrbar. Im Falle der Fermatschen Vermutung wire eine (quasi-empiri-
sche> Plausibilisierung mit anderen Worten hichstens dann méglich, wenn es
gelinge, die zu testenden Tripel auf eine endliche Menge zu reduzieren — und
dazu braucht es konventionelle Mathematik, d.h. einen Beweis.

Leonhard Euler bewies bereits im 18. Jahrhundert, dass die Fermatsche
Vermutung fiir n =3 zutrifft, Peter Lejeune Dirichlet folgte 1825 mit einem
Beweis fiir n = 5 und Gabriel Lamé 1839 fiir n = 7. Beide Beweise beruhten
auf den wichtigen Vorarbeiten von Sopie Germain. In der folgenden Zeit ge-
lang es, den Exponentenbereich sukzessiv auszudehnen. 1937 war die Fermat-
sche Vermutung fiir n = 637 bewiesen, in den 80er Jahren fiir n = 25.000 und
1993 bereits fiir n = 4.000.000 (Singh 1998: 191). Wie man aus diesem Verlauf
ersehen kann, hat sich seit dem Einsatz des Computers der Fallbereich enorm
ausgeweitet. Die Fermatsche Vermutung war damit zwar nicht bewiesen, er-
hielt jedoch betrichtliche Plausibilitit. « Das war ja dann bis zu ganz hohen
Exponenten bewiesen, computergestiitzt bewiesen. Aber was soll man dazu sa-
gen? Damit war es ja noch nicht fiir alle n bewiesen, obwohl es jetzt nahelie-
gend war, dass es fiir alle n gilt.»

Ein allgemeiner Beweis fiir beliebige n stand also weiterhin aus — bis zum
Sommer 1993, als der englische Mathematiker Andrew Wiles in einem sorg-
faltig inszenierten Vortrag am Newton-Institut in Cambridge offentlich ver-
kiindete, er habe einen allgemeinen Beweis fiir Fermats Vermutung gefunden.
Im Gegensatz zu fritheren Beweisversuchen schien der Beweis diesmal tat-
sdchlich hieb- und stichfest zu sein. Dies war jedenfalls die einhellige Mei-
nung der anwesenden Mathematiker und Mathematikerinnen, die die frohe
Botschaft sofort iiber e-mail verbreiteten: «Most people in the room, including

26. Qas bedeutet umgekehrt nicht, dass es fiir den Fall n=2 oder n= 1 immer eine Losung
gibt. Es.he.isst nur, dass eine Losung moglich ist. Wihlt man n = 2, so geht die Gleichung
zum Beispiel fiir das Tripel (3, 4, 5) auf, nicht aber fiir das Tripel (2, 3, 4). Fermats Vermu-
tung war auch insofern irritierend, als die phythagoreische Mathematik im Zusammenhang
mit dem berithmten Lehrsatz des Pythagoras (vgl. Kap. 1) nachgewiesen hatte, dass es fir
den Fall n=2 unendliche viele Tripel gibt, fiir die die Gleichung aufgeht.
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me, were incredibly shell-shocked», «an elation», «the most exciting thing
that’s happened in geez maybe ever, in mathematics», «a historic moment». *’

Wiles’ Beweis wurde in der Offentlichkeit breit rezipiert und von der ma-
thematischen Gemeinschaft umgehend zu PR-Zwecken genutzt. *® Am renom-
mierten Mathematical Sciences Research Institute MSRI in Kalifornien wurde
einen Monat spiter ein Offentliches Fermat-Fest organisiert, das einen enor-
men Zulauf hatte (Jackson 1993), und der bereits erwihnte Saunders Mac
Lane liess sich zu einer Ode an Fermat/Wiles in 31 Versen hinreissen: «But
that silence/Now is broken/At Newton’s home/A. Wiles has spoken» (Mac
Lane 1994a: 65). Zum Zeitpunkt des Fermat-Festes war allerdings noch nicht
klar, ob der Beweis korrekt ist. Wiles hatte in seinem Vortrag nur seine Be-
weisstrategie skizziert. Der Beweis selbst umfasste mehr als 200 Seiten und
wurde tiber Monate hinweg von sechs renommierten Mathematikern minutios
iberpriift. Zwei Monate nach dem Fermat-Fest wurde bekannt, dass der Be-
weis eine Reihe von Fehlern und Liicken enthilt. Zu einem grossen Teil konn-
ten sie korrigiert werden, es blieb aber eine Liicke, die sich offensichtlich nicht
so leicht schliessen liess. Der Umgang mit ihr nahm Formen an, wie man sie
ansonsten nur aus der hoheren Diplomatie kennt: Im Verlaufe des Sommers
zunehmende Geriichte, dass der Beweis Liicken habe, dann, am 15. November
1993, die erste halb-offizielle Bestitigung (in einem Vortrag eines mit Wiles
gut bekannten Mathematikers), dann, endlich, am 4. Dezember das offizielle
Eingestiindnis (via e-mail) durch Wiles selbst. Erst 1994 gelang es Wiles, die
Liicke zu schliessen. «Suddenly, on September 19 last year, I had this wonder-
ful revelation», so Wiles an einem Vortrag in Princeton, wo sein Beweis 6f-
fentlich gefeiert wurde (zit. in Cipra 1995: 1134). Die Offenbarung wurde der
mathematischen Gemeinschaft einen Monat spiter iiber e-mail bekannt ge-
macht. «While it is wise to be cautious for a little while longer, there is certain-
ly reason for optimism», so Karl Rubin, der die Nachricht iiberbrachte. 1995
wurde der Beweis von den Annals of Mathematics zur Veroffentlichung akzep-
tiert und gilt seitdem als sicher.?’

27. Dass die meisten Experten sofort zur Uberzeugung gelangten, der Beweis miisse korrekt
sein, hat verschiedene Griinde. Zum einen war Wiles’ Beweisargumentation allem
Anschein nach iiberzeugend. Zum andem scheint auch Wiles” Ansehen, sein «Vertrauens-
kapital), eine gewisse Rolle gespielt zu haben.

28. Offensichtlich mit Erfolg. Die Zeitschrift People erkiite Wiles — in der ehrenwerten

Gesellschaft von Lady Di, Michael Jackson und dem Ehepaar Clinton — zu den 25 faszinie-

rendsten Personlichkeiten des Jahres 1993, und eine weltbekannte Jeans-Firma versuchte,

ihn als Werbetriger zu gewinnen. Wie man hort, ohne Erfolg.

Es gibt allerdings nur wenige Mathematiker, die in der Lage sind, den Beweis von Wiles

im Detail zu verstehen. Kenneth Ribet, der selbst wichtige Vorarbeiten geleistet hat, ver-

mutet, dass hochstens ein Promille der Mathematiker dazu imstande ist.

29,
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Die Geschichte der Fermatschen Vermutung ist aus verschiedenen Griin-
den instruktiv. Fiir viele Mathematiker ist Andrew Wiles” Arbeit ein klares In-
diz fiir die Einheit der Mathematik. Die Fermatsche Vermutung ist an sich ein
peripheres Problem der Zahlentheorie. Im Gegensatz etwa zu der Riemann-
schen Vermutung oder der Vermutung von Yutaka Taniyama und Goro Shimu-
ra, die bei Wiles’ Beweis eine wichtige Rolle spielte, macht es fiir die Entwick-
lung der Mathematik keine grossen Unterschied, ob sie bewiesen ist oder
nicht.*® «Wenn man die Riemannsche Vermutung nicht beweisen kénnte, wire
das fiir mich persinlich eine Katastrophe. Dann wiirde die Mathematik ir-
gendwie zusammenbrechen. (F: Weshalb?) Sie liegt im Kern der Mathematik,
sie ist mit ganz vielem anderem verkniipft. Das ist bei der Fermat-Vermutung
nicht so. Die war bis zur Taniyama-Shimura-Vermutung isoliert. Auch heute
ist sie noch am Rand. Wenn man den Beweis hat, dann ist es fertig, abgeschlos-
sen. Dann weiss man nicht viel mehr.» Dies gilt jedoch nicht fiir den Beweis
selbst. Denn wihrend der Satz sehr einfach ist, ist der Beweis hoch komplex
und ausserordentlich anspruchsvoll. Selbst wenn Fermat am Rande seines Bu-
ches mehr Platz gehabt hitte, hitte dieser fiir den Beweis niemals ausgereicht.
Gewissermassen als Beiprodukt des jahrhundertelangen Versuchs, den Satz zu
beweisen, wurden neue mathematische Gebiete erschlossen und Methoden
entwickelt, die heute zum Grundbestand der Mathematik gehoren. Andrew
Wiles’ Beweis der Fermatschen Vermutung ist hoch spezialisiert und verwen-
det Techniken und Theorien aus Gebieten, die vom urspriinglichen Problem-
kontext weit entfernt sind. «Das lag frither meilenweit auseinander. Das wa-
ren vollig verschiedene Welten. Der Beweis von Wiles hat diese Welten
zusammengebracht.» Der Umstand, dass es moglich ist, einen einfachen Satz
der Zahlentheorie mit Mitteln zu beweisen, die aus ganz anderen Gebieten der
Mathematik stammen, ist fiir die meisten Mathematiker ein unumstossliches
Zeichen fiir die Einheit der Mathematik. Wiles’® Arbeit demonstrierte, dass
trotz zunehmender Spezialisierung die interne Kohirenz der Mathematik nicht
gefahrdet war.

Wiles’ Beweis wirft aber auch ein Licht auf die mathematische Gemein-
schaft und deren normative Struktur (vgl. 5.3.). Diese Ansicht vertraten jeden-
falls einige Mathematiker und Mathematikerinnen, mit denen ich gesprochen
habe. Wiles, der am Institut for Advanced Studies in Princeton lehrt, hat sieben
Jahre lang an seinem Beweis gearbeitet, ohne jemandem davon zu erzihlen -
mit Ausnahme eines zum Schweigen verpflichteten « Sparring-Partners»,
dem er im letzten Jahr seine Uberlegungen vortrug. Auch nachdem Wiles 6f-

30. Pie Taniyama-Shimura-Vermutung besagt, dass elliptische Gleichungen und Modulformen
im Prinzip ein und dasselbe, d.h. ineinander iibersetzbar sind. Damit wurde eine inner
Verbindung zwischen zwei Feldern postuliert, die bis dahin als zwei vollig unterschiedli-
che und weit entfernte Gebiete der Mathematik angesechen wurden.
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fentlich eingestanden hatte, dass sein Beweis eine gravierende Liicke enthlt,
hat er das Manuskript weiterhin nur einem kleinen Kreis von Mathematikern
zur Verfilgung gestellt. «The fact that a lot of works remains to be done on the
manuscript makes it still unsuitable for release as a preprint» (zit. in Jackson
1994: 185). Der Grund fiir diese Scheu liegt in den komplizierten und infor-
mellen Regelungen der Prioritdtsanspriiche in der Mathematik. Wer hat An-
spruch auf den Beweis: Wiles, der den Beweis entwickelt und ihn auch weit-
gehend durchgefiihrt hat, oder jene Person, der es gelingt, die Liicke zu
schliessen? «Das Normale ist ja schon, dass man einen Preprint macht und
den herumschickt, und dann erwartet man die Kritik, Hinweise auf Fehler und
Liicken, und dann verdffentlicht man es in korrigierter Form in einer Zeit-
schrift. Das ist ja auch der Sinn eines Preprints. Und Wiles hat vielleicht be-
fiirchtet, dass, wenn wirklich ein Loch in dem Beweis ist und einer schliesst das
Loch, dass der andere dann als der Beweiser, als endgiiltiger Beweiser von
Fermat gilt. Und deswegen hat er wahrscheinlich gedacht, dass er es, wenn
schon, dann lieber selber zu Ende fiihren will » *' Um die Liicke endgiiltig zu
schliessen, bendtigte Wiles allerdings doch noch die Hilfe eines anderen Ma-
thematikers. Die Besitzanspriiche wurden in diesem Fall salomonisch gere-
gelt. Die Veréffentlichung des Beweises besteht aus zwei Teilen: aus einem
iber 100 Seiten langen Manuskript von Wiles selbst, in dem er seinen ur-
spriinglichen Beweis von 1993 in iiberarbeiteter Form vorlegt, und einem kiir-
zeren Aufsatz von Wiles und seinem ehemaligen Schiiler Richard Taylor, in
dem eine fiir den Beweis benétigte wichtige Annahme bewiesen wird.

Die Tatsache, dass Wiles seine Arbeit so lange geheimgehalten und sie
spiter nur einem ausgewdahlten Kreis von Referenten zur Verfiigung gestelit
hat, ist fiir einige Mathematiker ein Indiz dafiir, dass die mathematische Ge-
meinschaft «krank» ist. Hitte die «Gemeinschaft» noch den Zusammenhalt
von friiher, wire diese Geheimhaltungspolitik, so eine verbreitete Auffassung,
nicht nétig gewesen. Die Vorgeschichte des Beweises vermittelt jedoch ein
ganz anderes Bild. Ohne die 1984 miindlich gedusserte Beweisidee von Ger-
hard Frey, die von einigen Mathematikern aufgegriffen und in Gespriichen und
VOrtrﬁgen weiterentwickelt wurde, hitte Wiles seinen Beweis kaum zustande

31. Die in der Mathematik verbreitete Praxis der Eponymie konzentriert den Reputationskredit
auf eine oder hochstens zwei Personen (z.B. Taniyama-Shimura-Vermutung, Godelscher
Unvollstindigkeitssatz etc.). Die Fermat-Beweis bietet jedoch eine anschauliche Iflustra-
tion fiir den letztlich kollektiven Charakter wissenschaftlicher Erkenntnis (s. unten). In der
Regel sind die Bezeichnungen nicht kontrovers, aber gerade die Taniyama-Shimura-Ver-
mutung ist ein Beispiel dafiir, dass nicht immer ein Konsens dariiber besteht, wer den
massgeblichen Beitrag geliefert hat. Die Vermutung wurde urspriinglich von Tanyama for-
muliert und nach seinem Tod von Shimura und spiter auch von André Weil weiter fundiert.
Aus diesem Grund wird sie manchmal auch als Taniyama-Shimura-Weil-Vermutung und
teilweise sogar nur als Weil-Vermutung bezeichnet.




162

gebracht.*? Insofern ist die Geschichte des Fermat-Beweises auch ein instruk-
tives Beispiel fiir die durchaus noch lebendige miindliche Kultur der Mathe-
matik und die ungeschriebenen Normen, nach denen Prioritéitsanspriiche gere-
gelt werden (vgl. dazu die diversen Beispiele in Singh 1998).

Wiles’ Beweis ist ein Erfolg fiir die theoretische Mathematik. Solange
aber ein Beweis (noch) fehlt, kann die quasi-empirische Plausibilisierung eine
wichtige Funktion iibernehmen: «It can serve as a check on the sanity of more
speculative conjectures. It can improve one’s confidence that a conjecture is
correct» (Silverman 1991: 564). Mit dem zunehmenden Einsatz des Compu-
ters und der damit verbundenen Ausweitung (und Aufwertung) der experi-
mentellen Seite der Mathematik nihert sich diese ein Stiick weit den empiri-
schen Wissenschaften an. «Because of computers we see more than even
before that mathematical discovery is like scientific discovery» (Steen 1988:
616). Dies driickt sich auch in der Sprache aus. Auch in der Mathematik wird
heute von «Daten» gesprochen, von «Experimenten», vom Computer als
«experimental toob» und dem traditionellen Beweis wird zunehmend haufig
das Adjektiv «theoretisch» beigefiigt. Wie das Zitat von Steen deutlich macht,
beschriinkt sich diese methodische Anniherung auf die Entwicklungphase -
auf den «context of discovery». Es gibt jedoch eine kleine Minderheit von Ma-
thematikern, die die <Empirisierung> der Mathematik weiter treiben und auf die
Validierungsphase ausdehnen wollen. Ich komme in Kapitel 6 darauf zuriick.

4 3. Das «Aufschreiben»

Ich sprach oben von dem Gefiihle absoluter Gewissheit, das die Inspi-
ration begleitet; in den erwiihnten Beispielen hat dieses Gefiihl nicht ge-
tduscht; jedoch muss man sich hiiten zu glauben, dass diese Regel keine
Ausnahme zulasse; dieses Gefithl kann oft sehr lebhaft sein und uns
dennoch tiuschen, und wir bemerken unseren Irrtum erst, wenn wir den
Beweis festlegen wollen.

Henri Poincaré”

32. Die Pointe von Freys Beweisidee bestand, grob gesprochen, darin, die Fermatsche Vermu-
tung mit der Taniyama-Shimura-Vermutung zu verbinden und damit zwei Gebiete der
Mathematik miteinander zu verkniipfen, zwischen denen bis dahin kein Zusammenhang
bestanden hatte. Falls Freys Vorschlag stichhaltig war, und dass er stichhaltig war, hat
sechs Jahre spiter Ken Ribet bewiesen, musste folglich zunéichst einmal die Taniyama:
Shimura-Vermutung bewiesen werden, von der viele Mathematiker annahmen, dass si¢
zwar sehr «schdny, aber unglaublich schwer zu beweisen sei. Insofern besteht die Leistung

von Wilgs nicht nur darin, die Fermatsche Vermutung, sondern gleichzeitig auch die Tani-
yama-Shimura-Vermutung bewiesen zu haben.
33. Poincaré 1908: 45,
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Mathematiker und Mathematikerinnen verwenden eine ganze Reihe von Indi-
zien, um zu priifen, ob ihre Uberlegungen richtig sind: quasi-empirische Evi-
denz, Schonheit und Kohirenz, Anschlussfahigkeit und « Fruchtbarkeit». Be-
vor ein Mathematiker sich an die Arbeit des Aufschreibens macht, «weiss) er
in der Regel, dass seine Uberlegungen richtig sind. « Durch die Praxis der Ar-
beit glaube ich es so stark, dass ich es zwar noch nicht bewiesen habe, aber
ich weiss, wenn ich dieses Lemma oder diesen Hilfssatz — und das mache ich
dann, wenn ich es aufschreibe. Dann mache ich die kleinen Eigenschaftsbe-
weise noch, die ich wihrend dem richtigen Forschungsakt beiseite gelassen
habe.» G.H. Hardy hat dieses Ineinandergreifen von Gewissheit und Wahrheit,
von (Sehen> und Beweisen, in seinem beriihmten Aufsatz The Proof anschau-
lich beschrieben: «I have myself always thought of a mathematician as in the
first instance an observer, a man who gazes at a distant range of mountains and
notes down his observations. His object is simply to distinguish clearly and no-
tify to others as many different peaks as he can. There are some peaks which
he can distinguish easily, while others are less clear. He sees A sharply, while
of B he can obtain only transitory glimpses. At last he makes out a ridge which
leads from A, and following it to its end he discovers that it culminates in B.
(...) When he sees a peak he believes that it is there simply because he sees it.
If he wishes someone else to see it, he points to it, either directly or through
the chain of summits which led him recognise it himself. When his pupil also
sees it, the research, the argument, the proof is finished» (Hardy 1929: 18).

Die Ubersetzung der Beweisidee in einen vollstindigen Beweis ge-
schieht in der Regel beim «Aufschreiben». In dieser Arbeitphase wird das in-
dividuell Gewusste in eine standardisierte Form gebracht und damit an-
schlussfahig gemacht (vgl. 6.2.). Diese Ubersetzung kann eine langwierige
und mithsame Angelegenheit sein. Es miissen Liicken gefiillt, Definitionen ge-
geben und Notationen bereitgestellt werden. « Am Anfang stelle ich den ganzen
Apparat zur Verfiigung, den ich nachher benutze. Und dann kommt das Resul-
lat oder die Resultate, und das wird dann bewiesen. Ich schreibe es natiirlich
nicht erschipfend auf. Das wiirde den Rahmen sprengen. Aber ich versuche,
€5 ganz genau zu sagen und es in einen Zusammenhang zu stellen, in einen all-
gemeinen Zusammenhang. In dieser Arbeit zum Beispiel habe ich es ver-
Schliisselt in einer eleganten Proposition — es ist jetzt viel allgemeiner. Das
fleisst, ich méchte damit auch jeden fesseln. Ich mochte jedem sagen, das ist
Jetzt etwas Neues und Schiones und Interessantes. »

Ein wichtiger Aspekt des Aufschreibens ist die Wahl der Notation. Aus
der Sicht vieler Mathematiker sind Zeichen zwar Konventionen, aber ihre
Wahl ist nicht vollig arbitrdr. Gibt es, iiberspitzt formuliert, einen inneren Zu-
Sammenhang zwischen der Idee der Ableitung und dem Ausdruck dy/dx?
L_etztlich geht es um die Frage, ob mathematische Zeichen Konventionen
$ind - «Symbole» in der Terminologie von Charles S. Peirce — oder ob sie
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«Ikone» sind, d.h. zu ihrem Gegenstand in einer Beziehung der Ahnlichkeit
stehen (Peirce 1903: 362ff.). Im Falle eines Symbols beruht die Bezichung
zwischen Zeichen und Gegenstand auf Konvention: das Wort «Pferd» hat mit
dem Gegenstand Pferd nichts zu tun. Es konnte ebensogut Goggelmoggel
heissen. Dies ist bei einem Ikon anders. In diesem Fall besteht zwischen Zei-
chen und Gegenstand ein inhaltlicher, abbildender Zusammenhang. Beispiel-
haft dafiir sind geometrische Figuren. Ein gezeichnetes Dreieck darf zwar
gross oder klein sein, griin oder rot, sobald aber die Winkelsumme 180 Grad
iibersteigt, ist es kein Zeichen mehr fiir den Gegenstand «Dreieck». In welche
Kategorie gehdren nun die mathematischen Zeichen — sind sie Symbole oder
Ikone?*

Aus streng formalistischer Sicht ist das Zeichen gleichbedeutend mit
dem Objekt. «Die Gegenstinde der Zahlentheorie sind die Zeichen selbst», s0
Hilberts radikal-formalistisches Credo (Hilbert 1922: 18). Hermann Weyl hat
in seinem schonen Aufsatz iiber den Symbolismus der Mathematik und mathe-
matischen Physik diese Haltung als «anthropistische» Einstellung bezeichnet
und sie der «idealistischen» (bzw. intuitionistischen) Einstellung gegeniiber-
gestellt. «Da (im Hilbertschen Formalismus, B.H.) geht der Mathematiker
nicht viel anders mit seinen aus Zeichen gebauten Formeln um wie der Tisch-
ler in seiner Werkstatt mit Holz und Hobel, Sige und Leim» (Weyl 1971: 23).
Eine Gegenposition zu Hilbert vertritt L.E.J. Brouwer, fir den die Bezichung
zwischen Zeichen und mathematischem Gegenstand arbitrir ist. Das Zeichen
dient allein der Mitteilung und ist dem Objekt selbst dusserlich (vgl. 2.3.3.)-

Wihrend Formalismus und Intuitionismus in dieser Frage zwei Gegen-
pole markieren, nehmen die Mathematiker selbst oft eine Zwischenposition
ein. Sogar Hilbert hat — sobald er von der Praxis der Mathematik sprach und
nicht mehr von ihrer Theorie — eine solche Zwischenposition vertreten. «Zu
den neuen Begriffen gehoren notwendig auch neue Zeichen; diese wihlen wir
derart, dass sie uns an die Erscheinungen erinnern, die der Anlass waren Zur
Bildung neuer Begriffe. So sind die geometrischen Figuren Zeichen fiir die Er-
innerungsbilder der riumlichen Anschauung und finden als solche bei allen
Mathematikern Verwendungy (Hilbert 1900a: 295). Dies gilt nicht nur fur di€
geometrischen, sondern auch fiir die arithmetischen Zeichen. «Die arithmeti-
scher} Zeichen sind geschriebene Figuren, und die geometrischen Zeichen sind
gezeichnete Formeln, und kein Mathematiker kénnte diese gezeichneten For-
meln @tbghren» (S. 295). Mathematische Zeichen sind zwar gewihlt, aber S0,
dass sie einen Zusammenhang aufweisen zu den Gegenstiinden, die sie repra-

34. Vgl. dazu ausfiihrlicher Heintz 1997. «Gegenstand» bzw. «Objekt» ist hier weit Zu verste-
hen'. Mathematische Zeichen beziehen sich bekanntlich nicht nur auf mathematische
ijekte im engen Sinn (auf Zahlen zum Beispiel), sondern, sehr viel wichtiger, auf Rela-
tionen (z.B. Funktionen) und auf Operationen (z.B. Addition oder Multiplikation).
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sentieren. Es gibt «gut gewihlte» und «schlecht gewdhlte» Zeichen. Gut ge-
wihlt sind sie dann, wenn sie einfach und iibersichtlich sind und, wie es Hil-
bert formulierte, «an die Erscheinungen erinnern, die der Anlass waren zur
Bildung neuer Begriffe» (Hilbert 1900a: 295). Mathematikhistorische Arbei-
ten zeigen, dass die Wahl der Notation auf die Entwicklung der Mathematik
einen erheblichen Einfluss hat. Es gibt Notationen, die die Entwicklung eines
Gebictes blockieren, und solche, die es auf neue Wege bringen (Knobloch
1980).

Deutlicher noch als bei Hilbert kommt diese Sicht in Gottlob Freges Be-
griffsschrift zum Ausdruck, einem Notationssystem zur formalen Darstellung
der Aussagenlogik (Frege 1879). Freges «Formelsprache des reinen Den-
kens», so der Untertitel zu seiner Begriffsschrift, liegt zwischen konventionel-
len und figurativen Zeichen. Die logischen Begriffe — Urteil, Funktion, Impli-
kation — werden nicht durch ein konventionelles Zeichenrepertoire dargestellt,
sondern durch eine zweidimensionale Strichsymbolik:

Abbildung 1: Strichdiagramm aus Freges Begriffsschrift **
a

t‘ “v‘ f (a)

—g (®)
—f ()
g (h)

Freges Notationssystem ist auf das Auge ausgerichtet. Das sieht man deutlich,
Wenn man Freges zweidimensionale Strichsymbolik mit der konventionellen
eindimensionalen Notation vergleicht. Die untenstehende Formel gibt in kon-
ventioneller Notation das oben dargestellte Strichdiagramm wieder:

9(6) = (=f (%) = =~ A\ (9(a) — f(a)))

Freges Diagramme sind von unten nach oben und von rechts nach links zu le-
sen. Das dargestellte Diagramm beginnt also bei g(b) und fiihrt uns — iiber Um-

—————

35. Ein anschauliches Beispiel fiir die blockierende Wirkung von Notationssystemen ist das
tdmische Ziffernsystem. Effizientes Rechnen wurde erst mit der Einfiihrung des indisch-
arabischen Positionssystems im 13. Jahrhundert mbglich (Ifrah 1991: 476fF.).

36. Frege 1879: 51.
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wege — zum sog. «Urteilsstrich». «Die Striche», so Kiithe Trettin in threr Stu-
die zu Freges Begriffsschrift, «erweisen sich als Leitlinien, als Einbahnstras-
sen, die den Verkehr umleiten. (...) Wir sollen nicht folgern, sondern blind,
aber sehenden Auges folgen. Die Strichsymbolik nimmt uns die logische Ak-
tivitit ab und dressiert uns statt dessen auf die Akzeptanz des Urteils» (Trettin
1991: 77).

Aus Freges Sicht ist die von ihm gewihite Reprisentationsform keines-
wegs arbitrir. Sie hat die Funktion, den Verstand in eine bestimmte Richtung
zu lenken. Mit seiner Strichsymbolik appelliert er an den Zusammenhang zwi-
schen Sehen und Denken, an die Beziehung zwischen Auge und Verstand. Fre-
ges Zeitgenossen konnten mit seiner eigenwilligen Notation nicht viel anfan-
gen. Durchgesetzt hat sich das konventionelle System von Giuseppe Peano —
ein Zeichensystem, das nicht ans Auge appelliert, sondern den Verstand an-
spricht. Dennoch ist Freges Begriffsschrift, und insbesondere sein 1882 ver-
fasster Kommentar, ein instruktives Beispiel fiir eine verbreitete Auffassung
der Funktion und Bedeutung mathematischer Notation. Aus Freges Sicht ist
diec Wahl der Zeichen ganz offensichtlich nicht arbitrir. Nicht umsonst hat er
sich so viel Mithe gegeben, eine neue Notation zu entwickeln. «Die Zeichen
sind fiir das Denken von derselben Bedeutung wie fiir die Schiffahrt die Erfin-
dung, den Wind zu gebrauchen, um gegen den Wind zu segeln. Deshalb ver-
achte niemand die Zeichen! Von ihrer zweckmissigen Wahl hiingt nicht wenig
ab» (Frege 1882: 92). Das Zeichen macht das Unsichtbare sichtbar, das Unan-
schauliche anschaulich. Es ist der «anschauliche Vertreter» des unanschauli-
chen Begriffs (S. 92). Insofern ist die Wahl der Zeichen keineswegs zufillig.
Ihre Konstruktion soll an den Begriff erinnern, den sie repriisentieren — oder
wie es Georg Pélya in einem Brief an Jacques Hadamard formulierte: «They
recall the mathematical idea» (Hadamard 1944: 84).%

Dies erklart auch, weshalb einige Mathematiker eine personliche Notati-
on beniitzen, wenn sie an einem Problem arbeiten. « It 5 more cosy», wie €5 ei-
ner meiner Gesprichspartner formulierte. *® Dies bedingt allerdings, dass die in

37. Dass die Frage der Notation nicht nur eine Marginalie ist, zeigt der erbitterte Streit zwi-
schen den Leibnizianern und den Newtonianern, der sich nicht nur um die Frage drehte.
wem bei der Entdeckung der Infinitesimalrechnung Prioritit zukommt, sondern auch die
Notation betraf. Es dauerte bis Anfang des 19. Jahrhunderts, bis sich die Leibnizsche Nota-
tion - dy/dt - auch in England durchzusetzen begann, nicht zuletzt auf Betreiben vOP
Charles Babbage, der sich im Rahmen der Analytischen Gesellschaft energisch fur dic
«kontinentale» Schreibweise einsetzte (vgl. u.a. Dubbey 1978: 154ff.; Hyman 1987: 36fT)-
Zum Einfluss der Notation auf das mathematische Denken gibt es meines Wissens oUf
wenig systematische Literatur, vgl. aber Knobloch 1980; 1981.
Vgl. als anderes Beispiel Halmos, der in seiner Automathographie in seiner ihm eigenc?
Liebe zum Detail beschreibt, weshalb er fremde Arbeiten in seine personliche Notation
bersetzt und wie er dies tut (Halmos 1985: 69f.).

38.
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fremden Arbeiten verwendete konventionelle Notation in die eigene «Privat-
sprache> iibersetzt wird, um dann im Falle einer Publikation wieder in das f-
fentliche Notationssystem riickiibersetzt zu werden. Es ist nun allerdings nicht
s0, dass die «6ffentliche Notation einhellig gehandhabt wird. Der gleiche ma-
thematische Gegenstand wird unter Umstinden von Land zu Land und von
Autor zu Autor unterschiedlich bezeichnet. Dies gilt sogar fiir so elementare
Begriffe wie die Menge der positiven reellen Zahlen, fiir die es mindestens
sechs verschiedene Schreibweisen gibt. Im Unterschied zur Physik und den In-
genieurwissenschaften — Fachern, in denen die Normierung sehr viel weiter
fortgeschritten ist — besitzen Mathematiker noch immer eine betrichtliche
Freiheit in der Wahl ihrer Notation. Allerdings gibt es auch in der Mathematik
Standardisierungsbestrebungen (Brecht 1994). In Deutschland geschieht dies
im Rahmen des Deutschen Instituts fiir Normung (DIN). Seit mehreren Jahr-
zehnten beschiftigt sich eine Gruppe von Mathematikern mit der Formulie-
rung von DIN-Normen fiir die Mathematik, in enger Zusammenarbeit mit der
International Organisation for Standardisation (ISO). Das Vorgehen folgt da-
bei dem Prozedere der Standardisierung in anderen Bereichen. Insgesamt gibt
es heute 16 DIN-Normen fiir die Mathematik. Das Ziel dieser Normierung ist
die Beseitigung der «unschénen Bezeichnungsvielfalt» (Brecht), insbesondere
in Gebieten, die als abgeschlossen gelten und anwendungsnah sind. Zur Nor-
mierung gehort die Festlegung einer bestimmten Schreibweise (z.B. tan x an-
statt tg x), Angaben dariiber, wie das Zeichen auszusprechen ist (Tangens von
x), sowie eine Kurzdefinition. Im Gegensatz zu anderen Disziplinen scheinen
diese Normierungsbestrebungen von den Mathematikern allerdings kaum
oder nur mit Vorbehalt zur Kenntnis genommen zu werden. Man sei sich, so
Gerhard Brecht, im Normungsgremium durchaus bewusst, dass sich der Ma-
thematiker die «Freiheit in der Wahl seiner Bezeichnungen nur ungern einen-
gen lasst» (Brecht 1994: 27).%

Zeichen sind in der Mathematik allerdings nicht die einzig méglichen
Reprisentationsmedien. Mathematische Objekte konnen auch bildlich repri-
sentiert werden oder unter Umstiinden sogar auditiv. In seinem Kommentar
ur Begriffsschrift diskutiert Frege die Vorteile und Nachteile von graphischen
Zeichen und solchen «fiirs Ohn» und entscheidet sich dann fiir das «Sichtbare»
(Frege 1882: 94f.). Ahnlich fiihrt auch Jacques Hadamard cine ganze Palette
von moglichen Reprisentationsmedien vor — Bilder, geometrische Figuren,

e ———— e

39. Wihrend die Geschichte der Standardisierung in den Ingenieur- und Naturwissenschaften
¢in breit untersuchtes Feld ist (vgl. 7.3.2.), gibt es meines Wissens keine Studie, die sich
mit der Normierungsdiskussion in der Mathematik beschiftigt. Wie bereits die Newton/
Leibniz-Kontroverse zeigt, bei der nationalistische Motive eine nicht unerhebliche Rolle

spiclten, konnte eine solche Studie durchaus lohnenswert sein, vgl. dazu auch Wilder
1981: 53.
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Diagramme, Worter oder Tone (Hadamard 1944: 85). Hadamard vermutet,
dass je nach Phase des mathematischen Entwicklungsprozesse andere Repra-
sentationsmedien verwendet werden. Die Zeichen selbst kommen erst relativ
spit ins Spiel, erst dann, wenn die zunichst noch vagen Ideen Kontur bekom-
men und eine Losung bereits in Sicht ist. Fast alle Mathematiker, mit denen er
gesprochen habe, vermeiden, so Hadamard, «the mental use of algebraic or
any other precise signs; also as in my case they use vague images» (Hadamard
1944: 84). Auch insofern ist es verfehlt, das Betreiben von Mathematik auf die
Arbeit mit Zeichen zu reduzieren. Folgt man Hadamard, so sind Zeichen zwar
wichtig, weniger jedoch fiir die Phase der Entwicklung mathematischer Ideen,
als vielmehr fiir deren Prizisierung und Mitteilung. Allerdings, und das ist ein
nicht zu unterschitzendes praktisches Problem, ist das Repertoire an Zeichen
relativ beschrinkt. Der Grundbestand besteht aus den Buchstaben des lateini-
schen und griechischen Alphabets. Dazu kommt eine Reihe von neu geschaf-
fenen Sonderzeichen, wie etwa oo fiir «unendlich», # fiir «ungleich» oder =
fur die Negation. Die Tatsache, dass das Zeichenrepertoire relativ beschrinkt
ist, fithrt zu einer hohen «Indexalitit» der verwendeten Zeichen. Was ein Zei-
chen - ein ¢ beispielsweise — bedeutet, wird kontextspezifisch festgelegt. *
Wihrend in Publikationen die Notation vorgingig geklért wird, ist dies
in informellen Gespréchen und teilweise auch in Vortragen nicht oder weit we-
niger der Fall. In diesen Fillen kann die Indexalitit der Zeichen mitunter Zu
Verstandnisschwierigkeiten fiihren. ««Was ist das p dort? Ist es das gleiche p
wie das da oben?> «Nein, es ist nicht das gleiche. Vielleicht sollte ich eine an-
dere Notation beniitzen. Dann haben wir ein p weniger auf der Tafel. >» Es gibt
allerdings auch Mathematiker, die den konventionellen Charakter der mathe-
matischen Notation bestreiten und einer Art <Notations-Mystik> anhingen,
d.h. einen engen inhaltlichen Zusammenhang zwischen Zeichen und Gegen-
stand behaupten. «Ich gebe Ihnen ein Beispiel. Da gibt es diese Identitiiten, die
Anfang dieses Jahrhunderts von Ramanujan und Rogers bewiesen wurden.
Die beiden benutzten in ihrer Arbeit ein «q». Es gab keinen Grund, ein «@ z4
verwenden. Sie hitten auch irgendeinen anderen Buchstaben wdihlen konnen.
Es gab iiberhaupt keinen Grund fiir das «q». Nun ist es so, dass in der Notation,
die Mathematiker fiir die Beschreibung von magnetischen Feldern beniitzen.
auch ein «q> vorkommt. Das ist ein ganz anderes Gebiet. Und jetzt kommt das
Erstaunliche. Vor kurzem hat sich herausgestellt, dass zwischen diesen beiden

40. Zeichen haben nicht nur eine epistemische, sondern auch eine wichtige kommunikative
Funktion, sie sind nicht nur ein Denkwerkzeug, sondern auch ein wichtiges Kommunika-
tionsmedium. Ein mathematisches Gesprich findet selten ohne Papier oder Wandtafel statt
Insofern ist es vielleicht nicht iibertrieben zu behaupten, dass die Praxis der Mathematik -
ganz im Gegensatz zur offiziellen Doktrin — durch eine ausgeprigte visuelle Kultur

gekgnnzeichnet ist. Zur kommunikativen Funktion von visuellen Reprisentationen vgh
den informativen Aufsatz von Henderson (1995).

169

Gebieten eine Beziehung besteht. Das «q» im einen Fall hat eine Beziehung
zum «q» im anderen Fall. Das meine ich damit. Es ist nicht zufillig, welche Zei-
chen wir wihlen. Auch wenn wir den Zusammenhang nicht immer erkennen. »

Oft stellen Mathematiker erst beim Aufschreiben fest, dass die urspriing-
liche Gewissheit triigerisch war — dass die Beweisidee nicht umsetzbar ist, ein
wichtiges Resultat, das man leicht zu beschaffen glaubte, doch nicht so einfach
zu haben ist, oder ein Ergebnis, auf das man sich stiitzte, falsch ist. « 4lso zu-
ndchst forscht man mit Begeisterung weiter und weiter und versucht das und
das zu finden, und plétzlich hat man die Erkenntnis, dass es so sein muss. Und
bei diesem Prozess kiimmert man sich nicht um die kleinen Schwierigkeiten,
die so am Rande liegen. Aber wenn man dann etwas genau beweisen will, dann
merkt man vielleicht, dass der Teufel im Detail liegt. »

Erst mit dem Aufschreiben des Beweises wird subjektive Gewissheit in
Sicherheit iiberfiihrt — und genau darin liegt auch dessen epistemologische Be-
deutung. Wie ich in den vorangehenden Abschnitten ausgefiihrt habe, ist die
experimentelle Dimension — das « Herumproébeln» — ein wesentlicher Aspekt
der mathematischen Praxis. In den Publikationen ist davon nichts mehr zu se-
hen. Der Vortrag nimmt hier eine Zwischenstellung ein. « In einem Vortrag
muss man ja nichts beweisen, man kann einfach erzihlen», wie es ein Mathe-
matiker etwas malizids formulierte. Bei einem Vortrag braucht die Plausibili-
sierung (noch) nicht iiber einen vollstindigen Beweis zu laufen, sondern kann
sich anderer, unter Umstiinden auch «quasi-empirischer> Evidenzen bedienen.
Dies wird deutlich, wenn man die Darstellungsweise in Vortragen mit jener in
Publikationen vergleicht. Im Gegensatz zur Publikation wird in Vortriigen oft
an die Intuition appelliert, und es werden Formulierungen verwendet, in denen
die experimentelle Dimension noch deutlich sichtbar ist: « Wenn ich x nehme,
passiert das. Deshalb habe ich y genommen. Sie miissen darauf acht geben,
dass Sie an dieser Stelle nie dieses Symbol verwenden. Denn wenn Sie es ver-
wenden, dann erhalten Sie das. Und das wollen wir doch nicht. Ist das intuitiv
klar? Jetzt kann man vielleicht schon ein bisschen spiiren, vielleicht noch nicht
8anz verstehen, aber spiiren, um was es geht. Jetzt kann man das hier vertau-
Schen, und wenn man das tut und noch diesen Teil aus der Formel da oben mit-
nimmt, dann erhdilt man genau das Resultat, das wir haben wollten. Das ist
doch eine hiibsche Sache. Jetzt mache ich etwas Béses — und Jetzt raten Sie
mal, was da kommt: x verschwindet!»*'

In den offiziellen Publikationen ist die experimentelle und induktive Sei-
te der Mathematik nicht mehr sichtbar. «Es ist ja so: Wenn spiter etwas sehr
abstrakt qussieht, dann steckt meistens eben doch sehr viel konkretes Herum-
hantieren drin. Aber das vernachldssigt man dann. Man schreibt es nicht

auf»“ Sehr viel ausgepriger noch als in den Naturwissenschaften wird der
\'~_—.—-—

41. Das sind einige Wendungen aus einem Vortrag, den ich protokolliert habe.




170

oftmals unberechenbar verlaufende Entwicklungsprozess im nachhinein linea-
risiert und in einen logisch zwingenden Ablauf gebracht. Dies féngt beim Auf-
bau einer Arbeit an und gilt natiirlich erst recht fiir den Beweis. Wer sich nur
an die verschriftlichte Mathematik hilt, kann mit gutem Grund den Eindruck
bekommen, dass die Mathematik eine ausschliesslich deduktive Wissenschaft
ist, bei der tatsichlich keine «Spuren menschlicher Herkunfby (Mannheim) zu
finden sind. Diese hoch standardisierte Darstellungsform, bei der der Entste-
hungskontext und die Subjektivitit der Forschenden vollkommen ausgeblen-
det sind, kontrastiert eigentiimlich mit der ausgeprochen individualisierten
Kultur der Mathematik und der Bedeutung, die Intuition und Kreativitit bei-
gemessen wird. Dass zwischen informeller und publizierter Mathematik eine
teilweise enorme Diskrepanz besteht, wird von vielen Mathematikern auch ex-
plizit vermerkt. « You should not believe that mathematicians are just thinking
machines who always proceed in steps clearly planned with implacable logic.
This impression is often given by papers. Those are organized for maximal ef-
ficiency of the exposition; omitting all the false leads, they often proceed in an
order inverse to that which led to the discovery» (Borel 1994: 7).*’ Die in die-
sem Zitat angesprochene Diskrepanz zwischen Forschungsarbeit und offiziel-
ler Darstellung lasst sich veranschaulichen, wenn man die folgenden zwei
Abbildungen miteinander vergleicht. Die in Abbildung 2 wiedergegebenen
Arbeitsnotizen sind ein kleiner Ausschnitt aus Vorarbeiten zu einem 1961 pu-
blizierten Aufsatz (Atiyah/Hirzebruch 1961).*

42. Eine wesentliche Forderung der Vertreter der experimentellen Mathematik besteht aller-
dings genau darin, dem Entdeckungsprozess auch in den Publikationen grosseres Gewicht
zu verschaffen. Es sollen, wie die Herausgeber der Zeitschrift Experimentelle Mathematik
schreiben, nicht bloss Beweise veroffentlicht werden, «but also in the way in which they
have been or can be reached» (Epstein/Levy 1995: 671). Vgl. dazu ausfiihrlicher 6.1.

43. Die hier beschriebene Diskrepanz zwischen formeller Darstellung und informeller Praxis
wird von Brian Rotman im Rahmen seiner semiotischen Theorie mathematischer Praxis
weiter ausgebaut. Rotman versteht Mathematik als Sprache und das Betreiben von Mathe-
matik als diskursive Praxis. Er unterscheidet dabei zwischen zwei Modi — einem formalen
(=Code) und einem informalen Modus (=metaCode), die beide jedoch untrennbar mitein-
ander verbunden sind. Der Mathematiker nimmt in diesem Diskurs drei verschiedene
Gestalten an, die Rotman als mathematisches Subjekt, Person und Ausfithrender (agent)
bezeichnet (vgl. ausfihrlicher Rotman 1988, 1998). Das mathematische Subjekt ist der
Agent des Codes, die Person jene des metaCodes und der Ausfithrende ist jener Akteur, der
die vorgestellten Befehle «virtuell ausfiihrt.

. Die Notizen wurden mir freundlicherweise von Friedrich Hirzebruch zur Verfiigung
gestellt.
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Abbildung 2: Entwiirfe und Berechnungen zu Atiyah/Hirzebruch 1961
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Diese Arbeitsnotizen (die allerdings bereits in einem sehr elaborierten Zustand
sind), sind die Vorarbeiten zu der in der folgenden Abbildung wiedergegebe-
nen Passage der ver6ffentlichten Arbeit.

Abbildung 3: Ausschnitt aus Atiyah/Hirzebruch 1961 (S. 646)

(i) The rational cohomology ring of G/T has a well-known description.
Thus the subring ch K*(G/T) of H*(G/T, Q) is calculable if «(G, T) is surjective.
Thus we have in this case by (i) a complete deacription of H*(G/T, Z).

Wie ich im letzten Kapitel ausgefiihrt habe, hat diese nachtriigliche Linearisie-
rung und Purifizierung verschiedene Funktionen. Zum einen dient sie dazu,
die Bedeutung subjektiver und situationsgebundener Faktoren zu relativieren,
zum anderen hat sie aber auch eine wichtige forschungspraktische Funktion.
Wiirde der Entwicklungsprozess in seiner ganzen Komplexitit dargestellt
werden, wire die wissenschaftliche Kommunikation nicht mehr anschlussfd-
hig. Die wissenschafiliche Publikation — und das gilt erst recht fiir den Be-
weis — gibt gewissermassen eine Standardform vor, in die die Uberlegungen
einzupassen sind, unter Absehung personlicher Erfahrungen und kontextbezo-
gener Konnotationen. Durch diese <Passform>, die gleichzeitig eine betrdcht-
liche Abstraktionsleistung beinhaltet, wird die Diffusion und Rezeption des
Wissens, d.h. die mathematische Kommunikation wesentlich erleichtert. *
«Das Aufschreiben ist oft miihsam, extrem miihsam. Denn dann muss man
wirklich korrekt sein, und es muss hundert Prozent Hand und Fuss haben. Man
darf auch keinen Satz zuviel sagen. Das wiirde es verwischen. Das ist, wie
wenn man eine Kochrezept aufschreibt. Da darf man auch nicht zuviel schrei-
ben, sondern genau, wie man es macht. Es muss kristallklar sein. Und das Re-
sultat muss optimal dargestellt sein. Und das ist manchmal sehr schwierig. Ein
Resultat so zu prisentieren, dass man genau das sagt, was man sagen will »
Die in Aufsatzen und Lehrbiichern verdffentlichten Beweise sind in der
Regel nicht vollstindig, sondem es sind Beweisgeriiste, bei denen nicht jeder
einzelne Schritt explizit ausgefiihrt ist. Jeder publizierte Beweis enthalt Lik-
ken, von denen angenommen wird, dass sie durch den Leser miihelos erganzt
werden kdnnen. In der Regel werden diese Liicken durch Bemerkungen wi¢
«Es ist leicht einzusehen, dass ... », «Eine kurze Berechnung ergibt ... » an-
gezeigt, manchmal bleiben sie auch unerwihnt. Obschon die heutigen Bewei-
se aus der Perspektive einer fritheren Mathematikergeneration vermutlich dus-

45. Ich kommf: spater auf den Zusammenhang zwischen sprachlicher Normierung und innef-
mathematischer Kommunikation ausfihrlich zuriick (vgl. 6.2. und 7.3.).
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serst formal und unangenehm abstrakt wirken, sind sie immer noch
betrachtlich informal. Oder in der spéttischen Formulierung von Leslie Lam-
port: «Proofs are still written like essays, in a stilted form of ordinary prose»
(Lamport 1995: 600).%

Das ist zwar libertrieben, weist aber darauf hin, dass Beweise Liicken ent-
halten, durchsetzt sind mit Alltagsprosa und teilweise mit Argumenten operie-
ren, die an die Anschauung oder an das implizite Vorwissen appellieren. Be-
weise, so Philip Davis, «are not written in terms of atomic strings. They are
written in a mixture of common discourse and mathematical symbols . Defini-
tions are made to serve as abbreviations for longer combinations of words and
symbols. Lemmas are introduced as temporary platforms and scaffoldings
from which one can argue with less fatigue and hence greater security. Corro-
laries are introduced for the psychological lift of obtaining deep theorems
cheaply. Splicing two theorems is standard practice. In the course of the proof,
one cites Euler’s Theorem, say by way of authority. (...) If splicing is common
to lend authority, then skipping is even more common. By skipping, I mean the
failure to supply an important argument. Skipping occurs because it is neces-
sary to keep down the length of a proof, because of boredom (you cannot really
expect me to go through every single step, can you?), superiority (the fellows
inmy club all can follow me) or out of inadvertence» (Davis 1972: 171). Zur
lllustration ein Auszug aus einem mathematischen Paper (vgl. S. 174):

——

46. Der Bruch in Richtung einer abstrakteren und formalisierteren Mathematik erfolgte in den
50er Jahren — in den «goldenen» SOer Jahren, wie sie der damaligen Pioniergeneration im
Riickblick erscheint. Die altere Mathematikergeneration hat dies allerdings nicht so gese-
hen. «I see a pig broken into a beautiful garden and rooting up all flowers and trees»,
schrieb Carl Ludwig Siegel (1896-1981) 1964 in cinem Brief an Louis Joel Mordell (1888-
1972) und bezog sich damit auf ein 1962 erschienenes «modemes» Buch von Serge Lang
(Diophantine Geometry). «1 am afraid that mathematics will perish before the end of this
century if the present trend for senseless abstraction — as I call it: theory of the empty set —
cannot be blocked up» (zit. in Lang 1995: 339f.).
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Abbildung 4: Ausschnitt aus einem mathematischen Text 4

POLARIZATIONS ON ABELIAN VARIETIES 5

Proposition 3.8. Suppose G is a finite group, N is a normal subgroup of G, W
is a finite-dimensional vector space over o field K, K[N] is quasisplit, and r is a
positive integer. We can view Aut(W) as naturally contained in Aut(W"). Suppose
p: G — Aut(W") is a representation such that p(N) C Aut(W) C Aut(W") and
such that the restriction of p to N is irreducible. Let Ad : G — Aut(End(W7))
denote the corresponding adjoint representation defined by

Ad(g)(u) = p(g)up(g) ™

forue€ End(W7) and g € G. Let E = Endy(W) C End(W) C End(W7) and let J
denote the image of the natural map K[N} — End(W) C End(W7). Then:

(a) J =Endg(W),

(b) E =End;(W),

(¢) E is a field,

(d) the center of J is E,

(e) J and E are stable under the action of Ad(g) for every g € G,

(f) for every h € N, the action of Ad(h) on E is trivial.

Proof. By the Jacobson density theorem we have (a) and (b). Since K[N] is qua-
sisplit and W is a simple K[N)-module, we have that E is a field and E is the
center of J. Suppose g € G. Since N is normal in G, therefore J is stable under
Ad(g). Since E is the center of J, it follows that E is stable under Ad(g). Since E
commutes with p(N), the action of Ad(h) on E is trivial for h € N. O

Corollary 3.9. Suppose £ is a prime number, suppose N is a finite group of order
prime to €, suppose W is a finite-dimensional vector space over a complete discrete
valuation field K of cheracteristic zero and residue characteristic €, suppose W is
a simple K[N|-module, and suppose K[N] is quasisplit. Let E = Endn(W). Then
E is a field and E/K is an unramified extension.

Proof. Note that if A is a normal subgroup of N, then K[N/A] is also quasisplit.
Therefore, replacing N by its image in Aut(W) we may assume that W is a faithful
K[N]-module. By Proposition 3.8, E is a field. By Theorem 24.7 of [5] (see also
Theorem 74.5ii, Vol. I of {4]), the field E is generated over K by the values of the
character of the representation of N on the E-vector space W. Thus, E C K((a),
where n = #N. Since n is not divisible by ¢, the extension E/K is unramified. O

Ifemma 3.10. Suppose £ is a prime number, K is a complete discrete valuation
field of characteristic zero and residue characteristic £, and e = e(K). Suppose

A € GL,.(K), suppose A is not a scalar, and suppose A! is a scalar. Then m >
(€~ 1)/e.

f’roo]. If A is the scalar ¢ € K, let g(z) = 2% — c. Either g has a root in K, or g
is irreducible over K (see the end of p. 297 of [11]). If g is irreducible over K, then

m > € since g(A) = 0. If g has a root ¥ € K, then Ay~! is an element of GL(K)
of exact order ¢. Therefore m > [K((¢) : K] > (€ - 1)/e.

Lemma 3.11. Suppose € is an odd prime number, K is an unramified ertension

onhQu M=K((), e MY = K(Ge+¢ "), n=C— ¢, and trpx(80m) € Ok-
en

trar/k (0n°20n) C 0.
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Wie ich in Kapitel 2 ausgefiihrt habe, geht die traditionelle Mathematikphilo-
sophie von der Annahme aus, dass jeder Beweis im Prinzip vollstindig forma-
lisierbar ist. Dies ist auch die Auffassung vieler Mathematiker. Es gibt aller-
dings auch eine Minderheit, die behauptet, dass zwischen dem realen Beweis
und dem Ideal des vollstindig formalisierten Beweises eine grundlegende Dif-
ferenz besteht. Der Grund dafiir ist das implizite Wissen, das in jedem Beweis
vorausgesetzt ist und sich niemals vollstindig explizieren lasst. Mit ihrer In-
stitution des Beweises ist die Mathematik sicher jene Disziplin, die dem wis-
senschaftlichen Ideal, die verwendeten Annahmen explizit zu machen, am
chesten entspricht. Wie Imre Lakatos in seiner Fallstudie gezeigt hat, kann es
jedoch auch in der Mathematik unausgesprochene und unbemerkte Annahmen
geben. Ein wesentliches Ziel der mathematischen Arbeit besteht genau darin,
diese versteckten Annahmen explizit zu machen.

Wenn in der Mathematik von «Liicken» die Rede ist, dann sind damit ei-
nerseits Argumentationsliicken gemeint, andererseits aber auch jenes unge-
sagte und niemals vollstindig explizierbare Wissen, das zum selbstverstiand-
lichen Grundbestand des mathematischen know-how gehort. Implizites
mathematisches Wissen ist, so Herbert Breger, jenes «Konnen (Wissen), das
nicht aus dem Axiomensystem und den Definitionen einer Theorie entspringt
oder logisch deduziert werden kann, das aber dennoch wesentlich zum Lehr-
gebiude der Theorie und zum Verstindnis bzw. Beherrschung der Theorie
dazu gehort» (Breger 1990: 45). Wir wissen mehr, als wir zu sagen wissen —
diese Grunddoktrin der Wissenssoziologie gilt in gleichem Masse auch fiir die
Mathematik. Ohne ein solches gemeinsames Hintergrundwissen wire das Ver-
stehen eines Beweises nicht moglich (vgl. 6.2.). Sobald man jedoch akzeptiert,
dass auch ein formaler mathematischer Beweis auf einem Grundbestand von
implizitem Wissen aufbaut, wird man der These einer vollstindigen Formali-
sierbarkeit mit einiger Skepsis begegnen. Dies ist der Grund, weshalb Davis
und Hersh fiir eine pragmatische Definition von Vollstindigkeit pladieren. An-
statt sich weiterhin am Ideal des vollstindigen formalen Beweises zu orientie-
ren, sollte, so die Empfehlung, ein Beweis bereits dann als vollstindig gelten,
«wenn er detailliert genug ist, um die anvisierte Leserschaft zu iiberzeugen»
(Davis/Hersh 1990: 107).

Wie ich in diesem Kapitel gezeigt habe, wird ein Bewesis, sei er am Ende
auch noch so formal, nicht auf formale Weise gefunden. Wire dies méglich,
dann kénnten die Mathematiker vielleicht tatsichlich durch eine «Beweisma-
schine» ersetzt werden, wie es einige Mathematiker im Anschluss an Hilberts
Formalisierungsprogramm befiirchtet hatten (Heintz 1993a: Kap. 2). Im Ge-
gensatz zu damals gibt es heute zwar Beweismaschinen — sogenannte «theo-
rem provers» —, sie werden jedoch nicht als Ersatz angesehen, sondern als

47. Silverberg/Zarhin 1999: 5.
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technisches Hilfsmittel. Beweisprogramme konnen zwar Beweise finden, sie
sind aber nicht in der Lage, Werturteile zu fillen, d.h. gute von schlechten Be-
weisen, interessante von weniger interessanten zu unterscheiden. Oder wie es
Karl Popper bereits 1950 formulierte: «A calculator may be able, for example,
to produce proofs of mathematical theorems. It may distinguish theorems from
non-theorems, true statements from false statements. But it will not distinguish
ingenious proofs and interesting theorems from dull and uninteresting ones.
will thus know> too much — far too much that is without any interest. The
knowledge of a calculator, however systematic, is like a sea of truisms in
which a few particle of gold may be suspended. It is only the human brain
which may lend significance to the calculators’ senseless powers of producing
truths» (Popper 1950: 194).
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Kapitel 5

BEWEISEN UND UBERPRUFEN. DIE ROLLE DER
MATHEMATISCHEN GEMEINSCHAFT

Und wie mit sichtlicher Genugtuung die Geschichte der Alpenbestei-
gung immer neue durch Gletscherbeil und Eisschuh unterworfene Fer-
ner verzeichnet, so zeigt der Mathematiker nach harter Arbeit, Lust der
Erfindung, Schmerz der Enttauschung die endlich, endlich durchgesetz-
te Lésung des von ihm lange belagerten Problems freudig bewegt sei-
nen Fachgenossen, die seine Befriedigung verstehen und teilen.

Paul du Bois-Reymond'

Wihrend im letzten Kapitel der individuelle Entdeckungs- und Validierungs-
prozess im Vordergrund gestanden ist, geht es in diesem Kapitel um den
«context of persuasion» und die Bedeutung, die in diesem Zusammenhang der
mathematischen Gemeinschaft zukommt. Was geschieht nach Abschluss eines
Beweises? Unter welchen Bedingungen wird ein mathematischer Satz als
wahr akzeptiert? Welche Auswirkungen haben sog. Computerbeweise und
sehr lange Beweise? K6nnen die etablierten Kontrollverfahren aufrechterhal-
ten werden, oder kommt es zu einer Anderung der Kontrollmechanismen, und
was sind die Konsequenzen? (5.1.). Die Mathematik zeichnet sich nicht nur
durch epistemische Besonderheiten aus, sondern unterscheidet sich auch in so-
Zialer Hinsicht von anderen Disziplinen. In einem zweiten Abschnitt werde ich
anhand einer Studie zur Arbeitsorganisation in verschiedenen Disziplinen ei-
nige spezifische Strukturmerkmale der Mathematik beschreiben (5.2.). Den
Strukturellen Besonderheiten der Mathematik entspricht eine spezifische Kul-
tur mit eigenen Werten und Normen. Wie diese Kultur aussieht und inwieweit
sie dem von Robert Merton postuliertem «ethos of science» entspricht, ist das
Thema des letzten Abschnitts (5.3.)

—_—
I Du Bois-Reymond 1874: 193
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5.1. Kontrolle und Vertrauen

1f we were to push it to its extreme we should be led to a rather paradox-
ical conclusion; that, there is, strictly, no such thing as mathematical
proof; that we can, in the last analysis, do nothing but point; that proofs
are what Littlewood and 1 call gas, rhetorical flourishes designed to af-
fect psychology.

G.H. Hardy’

Fiir den praktizierenden Mathematiker ist die Wahrheitsfrage mit dem Auf-
schreiben des Beweises nicht erledigt. Mit der Prisentation eines Beweises
wird ein Geltungsanspruch erhoben, der anschliessend durch die Gemein-
schaft gepriift wird. Aus diesem Grund kommt der Prisentation des Beweises
und seinem rhetorischen Umfeld eine betrichtliche Bedeutung zu, z.B. was die
Wahl der Notation anbetrifft, den Aufbau der Argumentation und, im Falle von
wichtigen Beweisen, Ort und Zeitpunkt der Veroffentlichung. Wiles® Priisen-
tation seines Beweises ist dafiir ein anschauliches Beispiel (4.2.3.).

Die meisten Mathematiker, mit denen ich gesprochen habe, vertreten
eine Art Konsenstheorie der Wahrheit. Ein mathematischer Satz ist wahr,
wenn er von der mathematischen Gemeinschaft als wahr akzeptiert wurde.
«Wir Mathematiker glauben ja nicht daran, dass das, was verdoffentlicht wird,
wirklich stimmt. In jeder Arbeit sind Fehler, in jeder. Das ist ganz klar. Mei-
stens sieht man dies ziemlich bald. Ach ja, das hdtte er ein bisschen anders ma-
chen miissen, dann haut’s schon hin. Dann gibt es aber auch immer wieder
Fehler, die nicht so leicht korrigierbar sind. Und insofern kann man vielleicht
sagen: ein mathematisches Resultat, wenn es geniigend Leute durchgearbeitet
und angewandt haben, dann wird es irgendwann einmal zuveridssig. Das
heisst: ein Resultat, das seit zehn Jahren bekannt und unangefochten ist, gilt
als richtig. Und ein Resultat, das ganz neu und aufsehenerregend ist, gilt als
interessant, aber immer mit einem kleinen Fragezeichen.» Oder in der knap-
pen Formulierung von Yuri Manin: «A proof only becomes a proof after the
social act of «accepting it as a proofs» (Manin 1977: 48). Der franzosische Ma-
thematiker René Thom hat die unter Mathematikern verbreitete
«community»-Theorie der Wahrheit treffend als «soziologische Sicht» be-
;elchnet und sie als legitime dritte Perspektive von der korrespondenztheore-
tischen und der formalistischen Auffassung abgegrenzt: «Die empirische bzw.
soziologische Sicht: Ein Beweis p wird als streng akzeptiert, wenn er von den
fihrenden Fachleuten als richtig anerkannt wurdey (Thom 1971: 377).

Diese Haltung ist allerdings nicht unproblematisch. Wahrheit wird nicht
rr}ehr an objektiven Mf:rkmalen festgemacht, sondern an der Akzeptanz durch
eine soziale Gruppe. Andern sich die Beurteilungskriterien, z.B. die Beweis-

2. Hardy 1929: 18.
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anforderungen, dann 4ndert sich unter Umstanden auch der Wahrheitswert ei-
nes Satzes. Was frither als wahr akzeptiert wurde, wird spiter vielleicht als
falsch qualifiziert. Gegen solche relativistischen Erschiitterungen halten die
meisten Mathematikphilosophen an einem objektiven Wahrheitsbegriff fest —
iiber die Wahrheit eines Beweises entscheidet der «context of validation»,
nicht der «context of persuasion». «Indeed, while social processes are crucial
in determining what theorems the mathematical community takes to be true
and what proofs it takes to be valid, they do not thereby make them true oder
valid. (...) After all, what makes (what we call) a proof a proof is its validity
rather than its acceptance (by us) as valid, just as what makes a sentence true
is what it asserts to be the case is the case, not merely that it is believed (by us)
and therefore referred to as frue» (Fetzer 1988: 1049, 1050).° Das Argument
ist einfach und auf den ersten Blick einleuchtend. Soziale Prozesse entschei-
den nicht iiber die Wahrheit von Theoremen, sondern hochstens dariiber, wel-
che Theoreme die mathematische Gemeinschaft fiir wahr hdlt. Wahrheit ist
unabhingig davon, ob wir sie erkennen oder nicht. Das ist die Basisdoktrin der
Korrespondenztheorie. Dass diese Doktrin gerade in der Mathematik Proble-
me aufwirft, habe ich in Kapitel 2 zu zeigen versucht (vgl. 2.2.1.).
Mathematiker vertreten hiufig beide Auffassungen gleichzeitig. Auf der
einen Seite orientieren sie sich an einem objektiven Wahrheitsbegriff. Es gibt
nur eine Mathematik, und diese Mathematik ist objektiv. Folglich ist die Aus-
sage «2 x 2 = 5» in jedem Fall falsch, auch wenn sie von einer Mehrheit der
Mathematiker als wahr akzeptiert wiirde. Gleichzeitig vertreten viele Mathe-
matiker aber auch einen konsenstheoretischen Wahrheitsbegriff. Wahrheit
wird abhingig gemacht von der Akzeptanz durch die mathematische Gemein-
schaft. «Wenn ein Mathematiker einen Satz beweist, kann er natiirlich Fehler
machen. Das muss ein anderer kontrollieren. Die mathematische Gemein-
schaft ist dann diejenige, die kontrolliert. Und dann wird es allmdéhlich durch
die mathematische Offentlichkeit akzeptiert. Wenn wir einen Beweis verdffent-
lichen, kann man also eigentlich nie sagen, es ist absolut sicher. Aber mit der
Zeit glauben wir, dass er richtig ist.» Im Versuch, diese beiden an sich gegen-
laufigen Haltungen zu amalgamieren, gelangen Mathematiker zu einer Sicht,

3. James Fetzer bezieht sich hier kritisch auf Richard de Millo, Richard Lipton und Alan Per-
lis (1979), die in einem breit rezipierten Aufsatz gegen die mathematische Programmveri-
fikation Stellung bezogen hatten. Unter «Programmverifikation» versteht man den
mathematischen Nachweis, dass ein Programm fehlerfrei ist. Ein verifiziertes Programm
ist m.a.W. ein Programm, dessen Korrektheit mathematisch bewiesen wurde. Die Debatte
rund um die Programmverifikation, bei der es gleichzeitig auch um verschiedene Auf-
fassungen von Informatik geht, ist in dem von Timothy Colbum, James Fetzer und Terry
Rankin (1993) herausgegebenen Sammelband gut dokumentiert. Vgl. zur Programmverifi-
kation aus soziologischer Sicht die interessante Fallstudie von Donald MacKenzie (Mac-
Kenzie 1992; 1993.)
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die einige Ahnlichkeit mit der Wahrheitsauffassung von Charles S. Peirce auf-
weist: eine diskursive Auseinandersetzung, die sich an die wissenschaftliche
Methode hilt, enthiillt — in the long run — das objektiv Wahre (Peirce 1877).
Diese Auffassung zeigt sich deutlich in der Antwort von William Thurston auf
den umstrittenen Aufsatz The Death of Proof von John Horgan (vgl. 6.1.).
Horgan hatte Thurstons Aussage, dass Mathematiker ihre Sitze in einem «ge-
sellschaftlichen Kontext» beweisen, als «quasi-soziologische» Sicht interpre-
tiert. In seinem Leserbrief verwahrt sich Thurston aufs entschiedenste gegen
diese Interpretation. «It was suggested in the article that my views sound like
those sometimes attributed to Thomas S. Kuhn, to the effect that scientific the-
ories are accepted for social reasons rather than because they are in any objec-
tive sense <truey. Mathematics is indeed done in a social context, but the social
process is not something that makes it less objective or true: rather the social
processes enhance the reliability of mathematics, through important checks
and balances. Mathematics is the most formalizable of sciences, but people are
not very good machines, and mathematical truth and reliability come about
through the very human processes of people thinking clearly and sharing ide-
as, criticizing one another and independently checking things ou t» (Thurston
1994b: 5).

Im Gegensatz allerdings zu Peirce, der den Konsensbildungsprozess zeit-
lich nicht limitierte, haben praktizierende Mathematiker andere Fristen: « Ein
Resultat, das seit zehn Jahren bekannt und unangefochten ist, gilt als richtig. »
Der Grund, weshalb Mathematiker eine Art «community»-Modell der Wahr-
heit vertreten, ist m.a.W. vor allem praktischer Natur. Mathematiker stehen
unter Handlungsdruck wie andere Wissenschaftler auch. Sie koénnen weder
warten, bis die «ideale Sprechsituation» hergestellt ist und die Forscherge-
meinschaft in einem zeitlich unbegrenzten Prozess zu einem Konsens gefun-
den hat, noch hilft ihnen der Verweis auf die objektiven Wahrheitsbedingun-
gen weiter. Sie miissen hier und jetzt wissen, ob sie das Resultat, das sie in
einer Zeitschrift gesehen haben, in ihrer eigenen Arbeit verwenden konnen
oder nicht. Und dazu brauchen sie praktische Anhaltspunkte: die Reputation
der Autorin, das Prestige der Zeitschrift, in der die Arbeit publiziert wurde, di¢
Verwendung des Satzes durch andere Mathematiker. «Wenn ein Satz einmal in
einer geachteten Zeitschrift erschienen ist, der Namen des Autors bekannt ist,
und der Satz von anderen Mathematikern zitiert und verwendet wird, so gilt er
allgemein als bewiesen. Jeder, der ihn brauchen kann, wird ihn als wahr erach-
ten und ohne Hemmungen beniitzen» (Davis/Hersh 1985: 413).

Mathematiker sind in besonderem Masse auf die Arbeit ihrer Kollegen
angewiesen: deren Ergebnisse sind das Material, mit dem sie arbeiten. Aus
diesem Grund sind Fehler ausserordentlich problematisch. Oft werden Resul-
tate iibernommen, im Vertrauen darauf, dass sie korrekt sind, ohne selbst nach-
zupriifen, ob dies tatsichlich der Fall ist. Ist das verwendete Resultat falsch, s0
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kann das in der eigenen Arbeit zu Problemen fithren, deren Ursache oft nicht
leicht zu entdecken ist. « Gerade bei der letzten Arbeit habe ich gemerkt, dass
das Beispiel, das ich verwenden wollte, mir nicht den gleichen Wert gibt. Da
habe ich gemerkt, da ist etwas nicht in Ordnung, und da habe ich meine ganze
Arbeit noch einmal auseinander genommen. Alles ist fiir mich richtig gewesen.
Und dann habe ich geschaut, was habe ich verwendet aus anderen Arbeiten.
Und tatsdchlich, da hat es in einer Arbeit eine mithsame Formel gegeben, die
ohne Beweis da gestanden ist. Als ich sie fiir meine Arbeit tibernommen habe,
habe ich gedacht: Ja, das wird schon richtig sein. Aber als dann etwas nicht
gestimmt hat, habe ich gedacht, jetzt muss ich sie doch noch priifen. Zuerst
habe ich versucht, sie mathematisch zu beweisen, und dann habe ich den Com-
puter genommen — die Formel war ein Integral — und habe es einfach mal nu-
merisch durchgerechnet. Und dann habe ich gesehen, schon im Computer ist
es nicht richtig. Dann war es klar: da ist ein Fehler. Das hat mich viel Zeit ge-
kostet.»* Aus diesem Grund sind Fehlervermeidung und Fehlerkontrolle ein
zentrales Erfordernis in der Mathematik. Mathematiker haben eine Reihe von
Verfahren entwickelt, um die Zuverldssigkeit ihrer Resultate zu erhéhen. Im
Gegensatz zu den empirischen Wissenschaften, wo Replikation zwar die
Norm, systematisch aber nur bei umstrittenen Resultaten realisiert wird, wird
in der Mathematik im Prinzip jedes Resultat iiberpriift, bevor es zur Publika-
tion zugelassen wird. Dies geschieht einerseits offiziell iiber den Referee-
Prozess, der in der Mathematik besonders sorgfiltig gehandhabt wird, und an-
dererseits inoffiziell durch das vorgingige Verschicken von Preprints an inter-
essierte Kollegen und Kolleginnen.®

Nun darf man sich den Referee-Prozess allerdings nicht als ein stures und
mechanisches Nachpriifen vorstellen. In der Regel wird ein Referent vor allem
beurteilen, ob das Argument als ganzes plausibel erscheint und gegebenenfalls
einzeine Teile genauer kontrollieren. Wie dieser Prozess konkret ablauft, hat
ein Mathematiker anschaulich geschildert. Ich méchte aus diesem Interview
etwas ausfiihrlicher zitieren, weil es den praktischen Umgang der Mathemati-
ker mit der Wahrheitsfrage gut illustriert. « Wenn etwas publiziert ist, dann

4. Dieses Zitat ist in verschiedener Hinsicht instruktiv. Zum einen zeigt es, dass Mathe-
matiker verschiedene Validierungsstrategien beniitzen. In diesem Fall: Beweisen und
Berechnen. Zum anderen macht es deutlich, wie die Uberpriifung von Resultaten konkret
funktioniert. Nicht nur iiber den offiziellen Referee-Prozess, sondern auch iiber die Ver-
wendung von Resultaten in der praktischen Arbeit.

Eine gewissermassen zweite Kontrollebene stelien Rezensionszeitschriften wie das Zen-
tralblatt fiir Mathematik oder die Mathematical Reviews dar. In den Mathematical Reviews
wurden bis vor kurzem praktisch alle Publikationen, die auf dem Gebiet der Mathematik
erschienen sind, rezensiert. Pro Jahr erscheinen 50.000 Reviews, der Seitenumfang pro

Jahr liegt bei 7.000 bzw. bei 11.000 Seiten, wenn man den Index miteinbezieht (Jackson
1997).
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weiss man, es gab einen Referenten, und der hat das mehr oder weniger ge-
priifi, in groben Ziigen. Man kann dann mit einer gewissen grossen Wahr-
scheinlichkeit annehmen, es sei wahrscheinlich korrekt, wenigstens im wesent-
lichen korrekt. Aber das ist nicht garantiert. Denn wir miissen auch damit
einverstanden sein. Es ist nicht die absolute Pflicht eines Referenten wirklich
alles durchzupriifen. Das ist nicht moglich. Aber wenn die Arbeit interessant
genug ist, dann gibt es spdter geniigend viele Leute, die das Resultat verifizie-
ren, auf ihre Weise beweisen, und mit der Zeit kann man dann daran glauben.
Einmal gab es diese grosse Arbeit von Hironaca iiber die Auflosung der
Singularititen. Das war eine Arbeit von etwa 300 Seiten. Die hat niemand
wirklich gepriift. Sie wurde aber trotzdem angenommen. Man wusste, es ist
wahrscheinlich korrekt. Zariski und andere Leute haben Teile des Beweises,
die Grundideen, gut verstanden. Man kannte Hironaca, man wusste, der Mann
ist wirklich sehr gut. Aber es gab keine Garantie. Und trotzdem wurde sie ver-
offentlicht, diese Arbeit von Hironaca. Man hat gedacht, wenn sie einmal ver-
offentlicht ist, werden andere Leute daran arbeiten und die Arbeit kontrollie-
ren. Irgendwann wird man es genau wissen. Und so war es auch. Man hat
keinen Fehler in dieser Arbeit gefunden. Es gibt auch eine Arbeit, die wurde
verdffentlicht, obwohl man dachte, dass sie falsch ist. Der Herausgeber hat
natiirlich zuerst versucht, sie referieren zu lassen. Aber die Referenten haben
gesagt: Ich glaube, es ist falsch, aber ich kann es nicht genau zeigen. Ich kann
nicht genau sagen: dieses Lemma ist falsch oder so etwas. Die Arbeit war sehr
vage geschrieben. Man war zwar sicher, dass es falsch ist. Aber weil sie so
vage geschrieben war, konnte man nicht sehen, nicht genau sagen, wo genau
der Fehler ist. Und deshalb hat der Herausgeber zum Schluss einfach be-
schlossen, also ich werde das jetzt verdffentlichen, es ist zwar wahrscheinlich
Jalsch, aber dann haben alle Leute Gelegenheit, die Arbeit zu priifen. Und es
war wirklich so: die Arbeit hat sich als ganz falsch erwiesen, als ganz falsch.»

Diese Interviewpassage ist aus verschiedenen Griinden instruktiv. Sie
zeigt (1) in welchem Masse sich Mathematiker iiber die Gesamtdisziplin und
nicht nur Giber ihr Spezialgebiet definieren: « Wir miissen auch damit einver-
standen sein.» Mit diesem «wir» ist die mathematische Gemeinschaft ge-
meint, die fiir Mathematiker und Mathematikerinnen das zentrale Bezugssy-
stem darstellt. (2) Das «community»-Modell der Wahrheit: «A4ber wenn die
Arbeit interessant genug ist, dann gibt es spdter geniigend viele Leute, die das
Resultat verifizieren, auf ihre Weise beweisen, und mit der Zeit kann man dann
daran glauben.» (3) Uberpriifen lauft iiber Verstehen und nicht iiber ein me-
chanisches Nachvollziehen der einzelnen Beweisschritte: « Man wusste, es ist
wahrscheinlich korrekt. Zariski und andere Leute haben Teile des Beweises,
die Grundideen, gut verstanden.» (4) Die Bedeutung der Reputation als «Sym-
ptom fiir Wahrheit» (Luhmann 1970: 237): «Man kannte Hironaca, man wuss-
te, der Mann ist wirklich sehr gut.» (5) Der Umstand, dass die fiir dic Mathe-

183

matik zentrale Norm der Exaktheit und Prizision nicht immer erfiillt wird. Es
gibt, wenn auch selten, mathematische Arbeiten, die so ungenau formuliert
sind, dass ihre Argumentation nicht nachpriifbar ist: « Man war zwar sicher,
dass es falsch ist. Aber weil sie so vage geschrieben war, konnte man nicht se-
hen, nicht genau sagen, wo genau der Fehler ist.»

Seit einiger Zeit sind in der Mathematik neue Beweisformen entstanden,
bei denen die etablierten Kontrollmechanismen nicht mehr im gleichen Masse
greifen. Computerbeweise und sehr lange Beweise sind aus prinzipiellen oder
praktischen Griinden von Hand nicht mehr iiberpriifbar. Computerbeweise —
oder besser: computergestiitzte Beweise — sind Beweise, die nur mit Hilfe ei-
nes Computers durchgefiihrt werden kénnen. Das bekannteste Beispiel eines
Computerbeweises ist der Vier-Farben-Beweis von Kenneth Appel und
Wolfgang Haken. Der Vier-Farben-Beweis hat unter Mathematikern und
Mathematikphilosophen eine heftige Diskussion ausgelost. Wahrend sich die
mathematikphilosophische Diskussion auf die Frage konzentrierte, ob ein
computergestiitzter Beweis noch apriorischen Charakter hat, monierten die
Mathematiker vor allem die Hisslichkeit des Beweises und die Tatsache, dass
er von Hand, durch Denken allein, nicht mehr iiberpriifbar ist.®

Die Vier-Farben-Vermutung wurde vor gut hundert Jahren von dem eng-
lischen Mathematiker Augustus de Morgan formuliert. Sie besagt, dass vier
Farben geniigen, um eine Landkarte einzufirben, und zwar auch unter der Be-
dingung, dass benachbarte Lander nicht die gleiche Farbe haben diirfen. Seit-
her haben sich viele Mathematiker bemiiht, die Vierfarben-Vermutung zu be-
weisen. Es wurden zwar wichtige Zwischenergebnisse erziclt, der Beweis
selbst stand aber weiterhin aus, bis Appel und Haken 1976 ihren Beweis vor-
legten (vgl. als gut verstindliche Darstellung Appel/Haken 1979). Der Appel-
Haken-Beweis unterscheidet sich in einem wesentlichen Punkt von anderen
Beweisen: er ist nur mit Hilfe eines Computers durchfiihrbar. Der Vier-Far-

6. Thomas Tymoczko hat in einem breit diskutierten Aufsatz die Auffassung vertreten, dass
computergestiitzte Beweise ein aposteriorisches Element in die Mathematik einfiihren. Der
Vier-Farben-Satz sei «the first mathematical proposition to be known a posteriorin
(Tymoczko 1979: 58). Tymoczkos These einer computerinduzierten «epistemologischen
Revolution» (Levin 1981) ist nicht unbestritten geblieben. Viele Autoren vertreten die
Ansicht, dass der Einsatz des Computers nichts grundsétzlich Neues in die Mathematik
einbringt. Zwischen einem menschlichen und einem maschinellen Beweis bestehe keine
prinzipielle Differenz. In beiden Fillen enthalte das Wissen ein empirisches> und folglich
unsicheres Element. «The 4CT», so Israel Krakowski, «does not, I conclude, raise any new
issues of philosophical importance. Yet there is something distinctive about the proof: 1
think it is that the proof highlights the already existing empirical elements of mathematical
knowledge» (Krakowski 1980: 95; vgl. dhnlich auch Detlefsen/Luker 1980). In den mei-
sten Repliken auf Tymoczkos Aufsatz (und das gilt auch fiir Tymoczko selber) wird jedoch
nicht deutlich genug zwischen «empirischem» und «quasi-empirischen» Wissen unter-
schieden. Vgl. zu dieser Diskussion auch Shanker 1987: Kap. 4.
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ben-Beweis besteht aus zwei Teilen — einem konventionellen Beweis und ei-
ner grossen Menge von Computerberechnungen. Im ersten Teil bewiesen Ap-
pel und Haken mit den iiblichen Mitteln der Mathematik, dass sich das Vier-
Farben-Problem auf ein endliches Problem reduzieren lisst. Der Computer
wurde eingesetzt, um die Vermutung fiir diese endliche (aber ausserordentlich
grosse) Anzahi von Fillen zu tiberpriifen.

Insgesamt besteht der Beweis aus zwei Aufsétzen von je etwa 60 Seiten,
in denen die Beweisargumentation und der mathematische Teil des Beweises
dargelegt werden. Dazu kommen 50 Seiten mit Text und Diagrammen, 80 Sei-
ten mit zusitzlichen 2.500 Diagrammen sowie 400 Microfiche-Seiten, die
weitere Diagramme sowie Tausende von Rechenergebnissen enthalten (Ap-
pel/Haken 1986: 10). Fiir die Berechnungen dieser Ergebnisse benétigte der
Computer damals eine Rechnerzeit von gut 1.200 Stunden.” Der Appel/Ha-
ken-Beweis ist m.a.W. ein Beweis, der ohne Computer niemals durchfiihrbar
gewesen wire und folglich von Hand nicht iiberpriifbar ist. Aus diesem Grund
sei der Vier-Farben-Beweis, so Paul Halmos etwas angewidert, nicht aussage-
kriftiger als ein Orakel: «The printout had at least a practical effect: it discour-
aged attempts to prove it wrong. Except for that, however, I feel that we, hu-
manity, learned mighty little from the proof; I am almost tempted to say that
as mathematicians we learned nothing at all. Oracles are not helpful mathe-
matical tools» (Halmos 1990: 577).2

Soll man dem Vier-Farben-Beweis vertrauen? Soll man einen Beweis
akzeptieren, der mit den iiblichen Utensilien der Mathematik — Kopf, Bleistift
und Papier — nicht iiberpriifbar ist? « Eigentlich ist das ja jetzt ein Beweis, den
ein anderer Mathematiker nur mit Hilfe seines Computers kontrollieren kann.
Wenn man unter Beweis versteht, dass ein Mathematiker es am Schreibtisch
vollzieht, in seinem eigenen Kopf kontrollieren kann, ja, dann muss man sa-
gen: Es ist kein Beweis. (F: Sie wiirden das so sehen?) Ja, ich weiss nicht. Also
vielleicht wiirde ich so Computerbeweise vielleicht doch anerkennen, sofern
sie nachvollziehbar sind durch andere, die auch einen Computer haben. Das
wiirde ich vielleicht dann doch tun. Vielleicht sollte man nicht so streng sein.»
Der Vier-Farben-Beweis hat zwar heftige Diskussionen ausgelost, aber er ist
weder der erste noch der einzige Beweis, der nur mit Hilfe eines Computers

7. Dies macht auch deutlich, weshalb die Bezeichnung «Computerbeweis» missverstindlich
ist. Der Beweis wurde nicht von einem Computer gefunden, sondern der Computer hate
ausschliesslich Hilfsfunktion. Anstatt von «Computerbeweisen» sollte man in soichen F al-
len besser von «computergestiitzten Beweisen» sprechen.

Viele Mathematiker, mit denen ich gesprochen habe, haben dem Vier-Farben-Beweis
gegeniiber ahnliche Vorbehalte angemeldet wie Halmos. Der Vier-Farben-Beweis sci
«Gottseidank ein unwichtiges Ergebnisy, und die Tatsache, dass man jetzt einen «Riesen-

beweis» habe, schliesse ja nicht aus, dass man irgendwann doch noch «einen kleinen, scho-
nen, einfachen Beweis» finde.
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méglich war.® Heute sorgen computergestiitzte Beweise nicht mehr fiir grosse
Aufregung. Viele Beweise, die in Zeitschriften eingereicht werden, enthalten
Computerberechnungen, die von niemandem mehr kontrolliert werden, auch
nicht durch eine andere Maschine. «Ich kenne einen Mathematiker, der muss
fiir ein kleines Ergebnis Seiten vollrechnen. Dreissig bis vierzig Seiten nur fiir
einen kleinen Hilfssatz. In der Arbeit selbst kommt dann die Rechnung iiber-
haupt nicht vor. Das kann von Referenten nie iiberpriift werden. Eingeschickt
werden nur die Resultate. »

Die Akzeptanz von Computerbeweisen fiihrt letztlich zu einer Verschie-
bung der Beweisanforderungen und verweist damit auf den genuin histori-
schen Charakter von Beweisen. Unter welchen Voraussetzungen sollen com-
putergestiitzte Beweise als Beweise akzeptiert werden? Geniigt s, dass man
die verwendete Maschine als zuverlissig beurteilt? Oder sollte man die Forde-
rung aufstellen, dass alle Ergebnisse noch einmal neu durchgerechnet werden?
«Die Gemeinschaft muss neue Regeln aufstellen. Sie muss Regeln haben, die
genau festlegen, unter welchen Bedingungen wir einen Computerbeweis ak-
zeptieren wollen. Es gibt ja im Prinzip verschiedene Méglichkeiten. Wir kén-
nen zum Beispiel die Regel aufstellen, dass der Autor auch das Programm ein-
schicken muss. Die Zeitschrift kann dann selber entscheiden, ob sie es den
Referenten zur Begutachtung vorlegt oder nicht. Oder man kann die Regel ha-
ben, dass jede Berechnung auf einer anderen Maschine nachgerechnet werden
muss. Solche Regeln sind heute nétig. Und wenn wir sie einmal festgelegt ha-
ben, dann miissen wir den Beweis unter diesen Bedingungen akzeptieren. »

Die Diskussion iiber die Giiltigkeit des Vier-Farben-Beweises ist auch
eine Diskussion iiber die Legitimitiit und die Folgen der Verwendung einer
technischen Apparatur in der Mathematik. Soll die Mathematik Beweise ak-
Zeptieren, die nicht ausschliesslich auf Denken beruhen? Macht sie sich damit
nicht abhiingig von mathematikexternen Bedingungen und empirischen Gege-
benheiten? Computerbeweise konfrontieren die Mathematik mit einem Pro-
blem, das sie bisher nicht kannte: die Giiltigkeit eines Resultates ist abhiingig
von der Funktionstiichtigkeit eines technischen Geréts. Damit sieht sich die
Mathematik zum ersten Mal vor ein Problem gestellt, das den Naturwissen-
schaften schon seit langem vertraut ist und Harry Collins als experimenters’
regress bezeichnet hat (3.2.). Wie kann man beurteilen, ob ein Resultat echt ist
oder ob es nur ein Artefakt ist der verwendeten Apparatur, d.h. zustande kam,
weil das Programm einen Fehler enthielt oder die Maschine nicht richtig funk-
tionierte? Wihrend diese Frage im Zusammenhang mit der experimentellen
Mathematik kaum thematisiert wird, steht sie im Mittelpunkt der Diskussion
um den Computerbeweis.

5. Zu einer friihen Diskussion der Differenz zwischen Computerbeweisen und menschlichen
Beweisen vgl. Cerutti/Davis 1969.
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Kurz nachdem Appel und Haken ihren Beweis vorgelegt hatten, konnte
ein anderes Problem als abgeschlossen erklirt werden: die Klassifizierung
endlicher Gruppen. Der Klassifizierungsbeweis ist das Gemeinschaftswerk ei-
ner grossen Gruppe von Mathematikern aus verschiedenen Landern. Die Ar-
beit daran hat sich iiber mehrere Jahrzehnte hingezogen. Der vollstindige Be-
weis umfasst etwa 15.000 Seiten und verteilt sich tiber mehr als 500 Aufsétze
in verschiedenen mathematischen Zeitschriften (Gorenstein 1986: 98).'® Auf-
grund seiner Lange wurde der Beweis bislang nur punktuell iiberpriift. Die
Wahrscheinlichkeit, dass der Beweis Fehler enthalte, sei hundert Prozent, er-
klirte Michael Aschbacher, ein Mathematiker, der selbst massgeblich an die-
sem Beweis beteiligt war (Aschbacher 1980: 64), und Daniel Gorenstein, die
treibende Kraft hinter diesem ersten Beispiel von Big Science in der Mathema-
tik, schrieb 1979, es gebe keine Garantie, dass der Beweis fehlerfrei sei: « This
is an appropriate moment to add a cautionary word about the meaning of
«proof> in the present context; for it seems beyond human capacity to present
a closely reasoned several hundred page argument with absolute accuracy. |
am not speaking of the inevitable typographical errors, or the overall concep-
tual basis for the proof, but of docal> arguments that are not quite right — a mis-
statement, a gap, what have you. They can almost always be patched up on the
spot, but the existence of such «temporary> errors is disconcerting to say the
least. Indeed. they raise the following basic question: If the arguments are of-
ten ad hoc to begin with, how can one guarantee that the «sieve> has not let slip
a configuration which leads to yet another simple group? Unfortunately, there
are no guarantees - one must live with this reality » (Gorenstein 1979: 52).

Mit seinen 15.000 Seiten ist der Klassifizierungsbeweis der bei weitem
lingste Beweis in der Mathematik. Und auch wenn sich Gorensteins Hoffnung
erfiillt und der Beweis mit Hilfe neuer Methoden auf 3.000 Seiten reduziert
werden kann (Gorenstein 1986: 110), so bleibt er immer noch ein Beweis, der
niemals vollstindig tiberpriift sein wird. Dies gilt bis zu einem gewissen Grade
auch fiir kiirzere lange> Beweise, von denen angenommen wird, dass sie in
Zukunft haufiger werden (Kleiner/Movshovitz-Hadar 1997: 22). Der Beweis
von Wiles ist nicht der einzige Beweis, der mehr als hundert Seiten umfasst.
Wihrend Beweise von der Tragweite des Fermat-Beweises minutids iiberpriift
werden, gilt das fiir weniger bedeutende Beweise nicht im selben Masse. Wo-

10. Sehr vereinfacht formuliert, wurde mit dem Klassifizierungsbeweis nachgewiesen, dass
die endlichen cinfachen Gruppen aus einer bestimmten, genau festlegbaren Anzahl von
Gruppen bestehen, nimlich aus 18 reguliren, unendlichen Familien von Gruppen und aus
den 26 sporadischen Gruppen. Der Nachweis ist abgeschlossen, wenn man die oben
genannten Gruppen vollstindig beschrieben und bewiesen hat, dass die endlichen einfa-
chen Gruppen genau diese und nicht mehr Gruppen enthalten. Als verstindliche Darstel-
lung des Klassifizierungsbeweises vgl. Gorenstein 1986.
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her beziehen Mathematiker die Sicherheit, dass das présentierte Resultat rich-
tig ist? Weshalb sollte man einem langen Beweis glauben? Wihrend die Giil-
tigkeit des Klassifizierungbeweises kaum in Frage gestellt wurde, wurden
gegeniiber Computerbeweisen deutlich mehr Vorbehalte gedussert. Noch vor
wenigen Jahren meldete etwa Vaughan Jones erhebliche Zweifel am Vier-Far-
ben-Beweis an. «One thing I do not like is computer-aided proofs. For in-
stance, this four colour theorem proof leaves me very unhappy. It is conceiva-
ble that the computer actually made a mistake, and would repeat it no matter
how many times we ran that program. Maybe there is an electrical fault, or
something. One cannot really believe it, and one does not really understand it »
(Connes u.a. 1992: 91f.).

Trotz aller Unterschiede besteht zwischen einem computergestiitzten und
einem sehr langen Beweis eine entscheidende Gemeinsamkeit: beide sind von
Hand nicht iiberpriifbar und geniigen damit einer wichtigen Bedingung nicht,
die iiblicherweise an einen Beweis gestellt wird. Um eine Argumentation als
Beweis zu kennzeichnen, muss sie — das ist die Minimalanforderung — deduk-
tiv aufgebaut sein, allgemein akzeptierte Schlussweisen verwenden und tiber-
priifbar sein. Diese letzte Bedingung erfiillen weder der Vier-Farben-Beweis
noch der Klassifizierungsbeweis. Insofern bedeutet ihre Akzeptanz eine Ver-
schiebung des Beweisbegriffs, einen Umbruch in den geltenden Beweisanfor-
derungen (vgl. 2.3.2.). Einige Mathematiker begegnen diesem Wandel mit
grosser Skepsis. Hans Lewy spricht in diesem Zusammenhang sogar von einer
neuen «Krise der Mathematik». Wihrend Mathematiker frither stolz darauf
waren, «keine andere Autoritit als unseren eigenen Verstand anzuerkennen»,
miisse man heute in zunechmendem Masse «resigniert das gedruckte Wort als
Wahrheit hinnehmen» (Lewy 1988: 31).

Bei Computerbeweisen und sehr langen Beweisen sind die iiblichen
Priifverfahren ausser Kraft gesetzt. Wenn aber die etablierten Priifverfahren
nicht mehr greifen, muss Vertrauen an die Stelle von Kontrolle treten — Ver-
trauen in die Funktionstiichtigkeit der verwendeten Apparatur, Vertrauen in
die Zuverldssigkeit der Kollegen. Zuverlissigkeit wird dabei von vielen Ma-
thematikern nicht als ein individuelles Problem betrachtet, sondem als ein so-
ziales. Es handelt sich m.a.W. nicht um persénliches Vertrauen, sondern um
Svstemvertrauen, d.h. um Vertrauen in die mathematische Gemeinschaft und
die von ihr ausgebildeten Normen und Institutionen (vgl. zu dieser Unterschei-
dung Luhmann 1989). «Wenn ein Beweis 5.000 Seiten umfasst und aus den
Beitriigen mehrerer Mathematiker zusammengesetzt ist, muss der Anspruch
der Gruppe, den Satz bewiesen zu haben, zu einem grossen Teil auf gegensei-
tigem Vertrauen in die Kompetenz und Integritit der anderen beruhen. (...)
Dieses gegenseitige Vertrauen basiert auf dem Vertrauen in die sozialen Insti-

tutionen und Ordnungen der mathematischen Profession» (Davis/Hersh
1985: 412).
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Ausgeprigter als Wissenschaftler anderer Disziplinen betonen Mathema-
tiker die soziale Dimension ihrer Wissenschaft. Kaum eine andere Disziplin
bindet Wahrheit in diesem Ausmass an die wissenschaftliche Gemeinschaft
und die von ihr ausgebildeten Normen und Institutionen zuriick. Ein Grund da-
fiir liegt im geringeren Technisierungsgrad der Mathematik. Im Gegensatz zu
den Naturwissenschafien, in denen die Zuverlissigkeit der Resultate in hohem
Masse abhingig ist von der Zuverléssigkeit der verwendeten Apparatur und
folglich als ein vorwiegend technisches Problem angesehen wird, spielen in
der Mathematik technische Apparaturen keine oder eine nur sehr geringe Rol-
le. Die Zuverléssigkeit der Resultate ist praktisch ausschliesslich abhingig
von der Zuverlissigkeit der Personen, die sie produzieren, und wird entspre-
chend nicht als ein technisches, sondern als ein soziales Problem interpretiert.
Damit riickt die mathematische Gemeinschaft in den Mittelpunkt und ihre Fi-
higkeit, die spezifische Kultur der Mathematik, d.h. die von ihr ausgebildeten
Normen, Werte und Praktiken, erfolgreich zu sozialisieren und Abweichungen
zu registrieren und zu korrigieren. Ich werde im folgenden Abschnitt einige
strukturelle Besonderheiten der Mathematik im Vergleich zu anderen Diszipli-
nen beschreiben und im Anschluss daran die Frage stellen, inwieweit Mertons
«Ethos der Wissenschaft» in der Mathematik (noch) realisiert ist.

5.2. Die Mathematik im disziplindren Vergleich — Arbeitsformen
und Kooperationsbeziehungen

The habit of joint work is almost the peculiar property of mathemati-
cians and mathematical physicists.

Norbert Wiener"

Mathematiker definieren sich als Angehorige einer gegen aussen abgrenzten
Disziplin, die sich durch die Besonderheit des Beweises, dhnliche Arbeitsfor-
men und eine gemeinsame Kultur auszeichnet. Wenn Mathematiker von «wir»
sprechen, dann meinen sie nicht die Kollegen in ihrem Spezialgebiet, sondern
die Mathematik als ganze. Die disziplinire Struktur der Wissenschaft, so wie
wir sie heute kennen, hat sich im 19. Jahrhundert herausgebildet. Dies gilt
auch fiir die Mathematik, die sich in dieser Zeit von der Physik abloste und als
eigenstindige Disziplin etablierte (vgl. 7.3.3.). Disziplinen formierten sich ei-
nerseits als basale strukturelle Einheit der Universititen, die ihre Ausbildung
entlang disziplindrer Grenzen organisiert, gleichzeitig wurden sie zum primé-
ren Kommunikationsfokus innerhalb des Wissenschaftssystems. Im Prinzip
der Einheit von Lehre und Forschung wurde diese Konvergenz der Struktur-

11. Norbért Wiener, zit. in Hagstrom 1966: 200.
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bildung zum Ausdruck gebracht. Disziplinen zeichnen sich, so Stichweh,
durch (a) einen relativ geschlossenen und von einer wissenschaftlichen
«community» getragenen Kommunikationszusammenhang aus, (b) gemein-
sam anerkannte Lehrmeinungen, Fragestellungen und paradigmatische
Problemldsungen sowie (c) disziplinenspezifische Karrierestrukturen und in-
stitutionalisierte Sozialisationsprozesse (Stichweh 1979: 17). Ein weiteres
Merkmal von Disziplinen ist das Vorhandensein einer relativ einheitlichen Ar-
beitsorganisation und die Verwendung dhnlicher Verfahren und Apparaturen.

Wihrend das Hochschulsystem nach wie vor disziplindr organisiert ist,
ist es seit Mitte des 20. Jahrhunderts im Wissenschaftssystem zu Entwicklun-
gen gekommen, die die disziplinire Grenzziehung unterlaufen. > Auf der einen
Seite fiihrt die zunehmende Differenzierung innerhalb der einzelnen Diszipli-
nen zu einer Verlagerung des Kommunikationszusammenhangs auf die sub-
disziplinire Ebene; die Entstehung von eigenstindigen und in sich geschlos-
senen Spezialgebieten innerhalb der Biologie ist dafiir ein augenfilliges
Beispiel (vgl. u.a. Abir-Am 1992; Bechtel 1993; Léwy 1995). Andererseits
kommt es zur Ausbildung von Kommunikations- und Arbeitszusammenhiin-
gen, die iiber die einzelnen Disziplinen hinausgreifen und insbesondere im Be-
reich der angewandten Forschung auch ausserwissenschaftliche Institutionen
miteinbeziehen (vgl. u.a. Gibbons u.a. 1994; Knorr 1984: 126ff.; Shrum
1984). Diese Entwicklungen gelten jedoch nicht fiir alle Disziplinen in glei-
chem Masse, d.h. es gibt Disziplinen, die iiber die Zeit hinweg eine erstaunli-
che Stabilitit bewahrt haben (vgl. Stichweh 1993). Die Mathematik ist dafiir
ein aufschlussreiches Beispiel. Trotz hoher interner Differenzierung zeichnet
sich die Mathematik durch spezifische Merkmale aus, die sie von anderen Dis-
ziplinen unterscheiden und die die strukturelle Basis fiir das ausgeprigte «Kol-
lektivbewusstsein» (Durkheim) der Mathematiker bilden.

Einen Hinweis auf die spezifische Stellung der Mathematik im diszipli-
ndren Vergleich gibt eine in der Schweiz durchgefiihrte Studie, in der Daten
zur Arbeitsorganisation und Kommunikationsstruktur in verschiedenen Diszi-
plinen erhoben wurden (Heintz/Streckeisen 1996; Heintz 1999). "> Die Daten

12. in den 60er und 70er Jahren waren die Prozesse der diszipliniren Differenzierung ein rela-
tiv breit untersuchtes Forschungsfeld, das in verschiedenen Studien zu den Entstehungsbe-
dingungen, dem Wandel und Niedergang von Disziplinen und Fachgebieten einen Nieder-
schlag fand (vgl. u.a. Ben-David/Collins 1966; Blume/Sinclair 1974; Fisher 1974;
Lemaine u.a. 1976). Die Einzelfalimethodologie der konstruktivistischen Wissenschafts-
forschung und ihre These, dass Disziplinen durch trans- oder subdisziplinire Kommunika-
tionszusammenhinge abgelost werden, hat zu einer Verlagerung des Forschungsschwer-
punkts auf die sub- und transdisziplinire Ebene gefithrt. Neuerdings scheint die
Disziplinenfrage jedoch eine gewisse Renaissance zu erfahren, vgl. exemplarisch die
Arbeiten von Stichweh (u.a. 1984; 1988; 1993); Becher 1989; Lenoir 1997 und den Sam-
melband von Messer-Davidow u.a. 1993.
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verdeutlichen zum einen die ausgepragte Heterogenitit der Wissenschaft und
belegen zum andern die Sonderstellung der Mathematik. Die nachfolgende
Tabelle fasst die Unterschiede fiir einige ausgewihlte Disziplinen zusammen.

Tabelle 1: Arbeitsformen in ausgewihlten Disziplinen '

Sozio- Oko- Mathe- . Che- Biolo- Medi-
. . . Physik . . .
logie nomie  matik mie gie zin
Team- .
cam klein 69 78 75 43 43 53 58
grosse
taglich 50 36 62 64 40 53 49
2bis4
Kontakt Wochen 44 50 22 35 43 40 39
seltener 6 14 16 1 16 8 12
>30%
; 88 75 49 7 5 17 13
Koautoren- allein
schaft >30%
S Pers. 0 8 3 47 28 27 49
Technisie- ja 44 19 19 68 82 83 91
fung iiber 20% 0 42 0 37 23 35 66
Interdiszip- . 87
linaritit ja 49 22 27 61 49 74

13. Die Studie beruht auf einer schriftlichen Befragung der Professorinnen und Professoren
und des oberen Mittelbaus. Bei den ProfessorInnen und den Frauen des oberen Mittelbaus
wurde eine Vollerhebung durchgefiihrt, bei den Ménnern des oberen Mittelbaus handelt es
sich um eine Zufallsstichprobe.

14. Es wurden nur Disziplinen bericksichtigt, bei denen iiber 60 Prozent der Antwortenden
angaben, eng mit anderen Wissenschaftlem zusammenzuarbeiten. In der Tabelle sind die
durchschnittlichen Prozentwerte fiir einige dieser Disziplinen aufgefiihrt. «Teamgrosse»:
Teams mit max. 6 Personen. «Kontakt»: Haufigkeit formeller Sitzungen und informeller
Besprechungen. «Koautorenschaft»: die Zahlen in der ersten Zeile geben an, wie hoch der
Anteil der Personen ist, die mindestens 30% ihrer in den letzten 5 Jahren verbffentlichten
Aufsitze alleine geschrieben haben. Die Zahlen in der zweiten Zeile geben an, wie hoch
der Anteil der Personen ist, die mindestens 30% ihrer in den letzten 5 Jahren publizierten
Aufsitze gemeinsam mit mindestens vier anderen Autoren verfasst haben. «Technisie-

rung» wurde tiber die Fragen operationalisiert, ob im Team auch technische Mitarbeiter
beschiftigt sind.
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Wie aus dieser Tabelle hervorgeht, nimmt die Mathematik im interdisziplina-
ren Vergleich eine Sonderstellung ein. Diese Sonderstellung wird noch deutli-
cher, wenn man sie mit den beiden fiihrenden Naturwissenschaften — der Phy-
sik und der Biologie — vergleicht.'® Die Mathematik gilt nach wie vor als ein
Fach, in dem primir allein gearbeitet wird. Die Referenzfigur ist der Einzel-
mathematiker und nicht die Forschungsgruppe als eine Art «Kollektivsub-
jekt». Ein Indiz dafiir ist die Vergabepraxis bei Auszeichnungen. Im Gegensatz
zum Nobelpreis, der auch fiir eine gemeinsame Leistung vergeben wird, ging
die Fields-Medaille bislang immer nur an Einzelpersonen. '° Dennoch sind Ko-
operationen auch in der Mathematik durchaus iiblich. Bei den Mathematikern
gaben 72% der befragten Professoren und Professorinnen an, eng mit anderen
Mathematikern zusammenzuarbeiten. Bei den Physikern sind es 90%, bei den
Biologen 84%. Im Falle der Mathematik handelt es sich jedoch eher um infor-
melle und punktuelle Kooperationen im Gegensatz zu den stabilen und insti-
tutionalisierten Teams der beiden naturwissenschaftlichen Vergleichsdiszipli-
nen. Man arbeitet zusammen fiir ein spezielles (Teil-)Problem und tauscht
relativ grossziigig Ideen aus (vgl. 5.3.). Ein Beleg dafiir ist vorherrschende
Kommunikationsform: bei den Mathematikern sind die Treffen eher informel-
ler Natur. 65% der befragten Professoren und Professorinnen kontaktieren sich
(real oder virtuell) mindestens einmal pro Woche zu informellen Besprechun-
gen; institutionalisierte Kontakte sind dagegen sehr viel seltener (15%) insbe-
sondere auch im Vergleich zur Physik und Biologie (je 35%).

In der Mathematik sind Kooperationen auf wenige Personen beschrinkt.
Je 16% geben an, mit einer Person bzw. in kleinen Gruppen bis zu max. vier
Personen zu arbeiten und nur 17% gehéren Arbeitsgruppen mit mehr als zehn
Personen an. In den beiden Vergleichsdisziplinen sind die Teams um einiges
grosser. Fast die Hilfte der befragten Physiker (43%) und Biologen (46%) ar-
beiten in Gruppen mit zehn oder mehr Personen. Wihrend in der Mathematik
das grosste Team aus 13 Personen besteht, sind es in der Biologie 40 Personen,
und in der Physik reicht das Spektrum sogar bis zu Grossteams mit 400 Perso-
nen. Mit der zunehmenden Bedeutung von Kooperationsbeziehungen sind
Einzelpublikationen zwar seltener geworden (vgl. Kap. 4, Anm. 11), im Ge-
gensatz aber zur Physik und Biologie, wo Aufsitze mit nur einem Autor

15. Ich danke Regula Leemann fiir die folgenden Berechnungen.

16. Die Fields-Medaille ist die hochste Auszeichnung in der Mathematik. Sie wird alle vier
Jahre vergeben. Im Unterschied zum Nobelpreis liegt das Preisgeld allerdings sehr viel tie-
fer, und die Vergabe ist altersgebunden. Wer sie erhilt, muss seine entscheidenden Arbei-
ten vor dem vierzigsten Lebensjahr verdffentlicht haben. Mit dieser Altersbegrenzung wird
die in der Mathematik verbreitete Auffassung zum Ausdruck gebracht, dass Wissenschaft
«a young person’s game» ist. Dies zeigt sich auch in der erwdhnten Studie. Das Durch-
schnittsalter bei der Promotion, der Habilitation und der ersten Professur ist in der Mathe-
matik tiefer als in der Physik, der Chemie oder der Biologie.
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definitiv zur Marginalie geworden sind, ist diese Publikationsform in der Ma-
thematik nach wie vor verbreitet (s. Tabelle 1). Von Big Science ist die Mathe-
matik m.a.W. noch weit entfernt. '’

Die Kooperationen der Mathematiker scheinen fachlich um einiges ho-
mogener zu sein als in der Physik und in der Biologie, wo die Arbeitsteilung
ausgeprigter und formalisierter ist. In der Mathematik sind 75% der befragten
Professoren und Professorinnen der Auffassung, dass ihre Kooperationspart-
ner problemlos in der Lage sind, die Arbeit der anderen zu iibernehmen. In der
Biologie sind nur 36% dieser Ansicht, die Physik liegt mit 51% dazwischen.
Dies weist ein weiteres Mal darauf hin, dass die Kooperationen in der Mathe-
matik einen informelleren Charakter haben als in den beiden Naturwissen-
schaften: es sind punktuelie und befristete Arbeitsbezichungen unter kogni-
tiv — wenn auch nicht unbedingt sozial — Gleichgestellten. Da die Kooperatio-
nen in der Mathematik nicht an den Zugang zu technischen Apparaturen ge-
bunden sind, kdnnen sie spontan entstehen, ohne Vorbereitung und vorgingige
Investitionen. Am MPI fiir Mathematik gab es zur Zeit meines Feldaufenthal-
tes eine Reihe solcher Arbeitsbeziehungen.'® Alter und akademischer Status
schien bei der Auswahl der Kooperationspartner eine nur geringe Rolle ge-
spielt zu haben. Entscheidender war das personliche Vertrauen, die « Wellen-
lange», und die Aussicht, voneinander lernen zu kénnen. *° Die Kooperationen
in der Mathematik haben m.a.W. hochgradig personalisierten Charakter im
Gegensatz etwa zu den institutionalisierten Arbeitsformen in der experimen-
tellen Physik, speziell der Hochenergiephysik (Knorr Cetina 1995).

Zusammengenommen weisen die Daten darauf hin, dass die Mathematik
innerhalb des diszipliniren Gefiiges eine Sonderstellung einnimmt. Die Tatsa-

17. Der Begriff Big Science wird nicht immer einheitlich gebraucht (vgl. als Uberblick Cap-
shew/Rader 1992). Einige Autoren verstehen darunter Grossforschungseinrichtungen wie
etwa das CERN, andere die quantitative Expansion der Wissenschaft im 20. Jahrhundert
und dritte schliesslich die zunehmend arbeitsteilig organisierte Forschung in grossen
Teams. Hier ist dieser dritte Aspekt gemeint.

18. Viele Mathematiker, mit denen ich gesprochen habe, haben die Bedeutung von solchen
informellen Kooperationen betont, aber Vorbehalte gegeniiber stabilen Arbeitsbeziehungen
angemeldet. «Ich wiirde gerne mit Leuten zusammenarbeiten, aber ich treffe wenig Leute,
von denen ich den Eindruck habe, ich kinnte wochenlang mit iknen zusammenarbeiten. Es
muss nicht nur inhaltlich zusammen passen, auch die Wellenlinge muss geniigend gleich
sein.»

19. Da die Arbeitsbezichungen in der Regel informell sind und auf privater Initiative beruhen,
miissen sie von persdnlichem Vertrauen getragen sein. Dies hat zur Folge, dass Koopera-
tionspartner tendenziell nach dem Prinzip der sozialen Homologie ausgewihlt werden.
Warren Hagstrom bezeichnet die Anbahnung solcher informellen Bezichungen als
«courtship» (Hagstrom 1966: 114), cin Begriff, der sehr genau wiedergibt, was Luhmann

iiber die Einleitung und Stabilisierung von personlichen Vertrauensbeziehungen schreibt
(Luhmann 1989: 47f.).
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che, dass Mathematiker nicht auf eine kostspielige technische Infrastruktur an-
gewiesen sind, hat fiir die Sozialorganisation der Mathematik weitreichende
Konsequenzen. Im Vergleich zu den kostenintensiven Naturwissenschaften ist
die Mathematik von externen Finanzierungsquellen relativ unabhéngig mit der
Folge, dass sie sich von dusseren Anspriichen und Interventionen weitgehend
freihalten kann. Diese institutionelle Autonomie der Mathematik ist gewisser-
massen das strukturelle Korrelat ihrer epistemischen «Reinheit» (vgl. 7.3.3.).
Technisierung bedeutet, dass sich Forscher zusammenschliessen und in vielen
Fillen vertikal und arbeitsteilig organisieren miissen, um einen Zugang zur
technischen Infrastruktur zu erhalten und deren Einsatz zu optimieren. Dem-
gegeniiber verfiigen die Mathematiker liber ihre Produktionsmittel weitge-
hend selbst. Kooperationen haben entsprechend freiwilligen Charakter und
sind durch Beziehungen geprigt, in denen die kognitive Hierarchie relevanter
ist als die soziale (vgl. zu dieser Unterscheidung Shinn 1982). Die Arbeits-
gruppen umfassen nur wenige Personen, sie sind informell und 16sen sich auf,
sobald eine Losung fuir das gestellte Problem gefunden wurde. Es gibt m.a. W.
keinen strukturellen Zwang, Kooperationen auf eine formelle und langfristige
Basis zu stellen.

Im Gegensatz zu Fichern wie etwa der Medizin, Chemie oder Biologie,
in denen interdisziplindre Arbeitsbezichungen verbreitet sind, ist die Mathe-
matik eine Disziplin mit starker Binnenorientierung und klaren Grenzen gegen
aussen. Ahnlich wie in der Physik gibt es in der Mathematik kaum interdiszi-
plindre Kooperationen (s. Tabelle 1). Die Tatsache, dass sich die Kommunika-
tion praktisch ausschliesslich innerhalb der Mathematik abspielt, trigt zur Ver-
festigung der disziplindren Grenzen bei. Vor allem im Bereich der reinen
Mathematik werden Aussenkontakte oft als problematisch empfunden
(vgl. 5.3.). Diese ausgeprigte disziplindre Identifikation kam in vielen Inter-
views zum Ausdruck. Mathematiker sehen sich primér als Mathematiker und
erst sekundir als Vertreter eines Spezialgebietes. Der Referenzrahmen ist die
Mathematik, auch wenn der Interaktionsbereich auf eine kleine Gruppe be-
schriinkt ist.2°

Die ausgesprochene Binnenorientierung der Mathematik ist neben der
Gemeinsambkeit des epistemischen Selbstverstindnisses und der relativen Ein-
heitlichkeit der Arbeitsbedingungen ein weiterer Grund, weshalb Mathemati-
ker so etwas wie ein «Kollektivbewusstsein» besitzen, d.h. sich als eine « Ge-

20. Dafiir ist die Kommunikationsstruktur der Mathematik ausgesprochen international.
Gemiss der szientometrischen Analyse von Luukkonen u.a. (1992) weist die Mathematik
den hochsten Anteil von Aufsitzen mit Autoren aus verschiedenen Lindern auf. Der
Grund dafiir liegt einerseits darin, dass die Mathematik eine vergleichsweise kleine Diszi-
plin ist, und zum anderen in ihrer hohen internen Spezialisierung, die Austauschbeziehun-
gen iiber nationale Grenzen hinweg notwendig macht.
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meinschaft» verstehen mit deutlicher Abgrenzung gegen aussen. Angesichts
der enormen internen Differenzierung der Mathematik ist dies keineswegs
selbstverstindlich. Die Mathematik ist heute vermutlich jene Disziplin, die in-
tern am stirksten differenziert ist. Im Verlaufe des 20. Jahrhunderts hat sich die
Mathematik, die hundert Jahre frither von ihren filhrenden Vertretern noch als
ein lberblickbares Ganzes eingestuft wurde (Hilbert 1900a: 329), in ein Ge-
bilde verwandelt, das in unzihlige Klein- und Kleinstgebiete aufgesplittert ist.
Gemiss dem Klassifikationsschema der Mathematical Reviews von 1991 wer-
den in der reinen und angewandten Mathematik heute 65 Hauptgebiete und
6.000 Spezialgebiete unterschieden. 1868 waren es noch 12 Hauptgebiete mit
38 Unterkategorien (Davis/Hersh 1985: 25).

Abbildung 5: Ausschnitt aus der Klassifikation der Mathematical
Reviews 19912

16Pxx Chain conditions, growth conditions, and other forms of finiteness

16P10 Finite rings and finite-dimensional algebras {For semisimple, see
16K20; for commutative, see 11Txx, 13Mxx}

16P20 Artinian rings and modules

16P40 Noetherian rings and modules

16P50 Localization and Noetherian rings [See also 16U20]

16P60 Chain conditions on annihilators and summands: Goldie type conditions
{See also 16U20], Krull dimension

16P70 Chain conditions on other classes of submodules, ideals, subrings, etc-;
coherence

16P90 Growth rate, Gel’fand-Kirillov dimension

16P99 None of the above, but in this section

16Rxx Rings with polynomial identity

16R10 T-ideals, identities, varieties of rings and algebras

16R20 Semiprime p-i. rings, rings embeddable in matrices over commutative
rings

16R30 Trace rings and invariant theory

16R40 Identities other than those of matrices over commutative rings

16R50 Other kinds of identities (generalized polynomial, rational, involution)

16R99 None of the above, but in this section

16Sxx Rings and algebras arising under various constructions

16810 Rings determined by universal properties (free algebras, coproducts,
adjunction of inverses, etc.)

16815 Finite generation, finite presentability, normal forms (diamond lemma,
term-rewriting)

16320 Centralizing and normalizing extensions

16530 Universal enveloping algebras of Lie algebras [See mainly 17B35]

16532 Rings of differential operators [See also 13N10, 32C38]

21. Der Ausschnitt gibt einige Unterkategorien des Hauptgebietes «Assoziative Ringe und

Algebren» wieder.
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Diese enorme Spezialisierung hat zur Folge, dass die unmitteibare Bezugs-
gruppe von Mathematikern sehr klein ist. Am MPI fir Mathematik werden
von einer Arbeit gewShnlich 30 Preprints hergestellt, wobei man nicht davon
ausgehen kann, dass alle auch gelesen werden. Der engere Gesprichskreis um-
fasst in der Regel nicht mehr als zehn Personen, ausser man arbeitet in einem
hoch gesetzten «heissen» Gebiet. Dies bedeutet, dass die Kommunikation zwi-
schen Mathematikern verschiedener Spezialgebiete immer schwieriger wird.
Von Hilbert wird behauptet, er habe noch die gesamte Mathematik tiberblickt,
Ende der 40er Jahre schitzte John von Neumann, dass ein Spitzenmathemati-
ker mit gut zwanzig Prozent der Mathematik vertraut sei (Neumann 1947: 8),
und heute gilt es als erwihnenswerte Ausnahme, wenn jemand in zwei ver-
schiedenen Gebieten Arbeiten geschrieben hat. Der mit der Spezialisierung
einhergehende Verlust einer gemeinsamen Kommunikationsbasis wird von
vielen Mathematikern als massive Gefahr fiir die Einheit der Mathematik
empfunden. «Es war nicht zu verhindern», so etwa Richard Courant bereits in
den 60er Jahren, «dass durch die Ausweitung der Mathematik immanente Ten-
denzen zur Spezialisierung und Isolierung verstirkt wiirden; die Mathematik
ist durch einen Verlust an Einheitlichkeit und Zusammenhalt gefdhrdet. Das
Verstehen unter Vertretern verschiedener Disziplinen der Mathematik ist
schwierig geworden» (Courant 1964: 183). Oder Hermann Karcher dreissig
Jahre spiter: «Of course, Mathematics is in trouble. Communication does not
work well enough these days. Researchers and then often their lectures have
become too specialized even for fellow mathematicians» (Karcher, zit. in
Hildebrandt 1995: 51).

5.3. Kulturkontakt und die normative Struktur der Mathematik

While some sciences tend to become caste monopolies, treasures jeal-
ously guarded under a seal of secrecy, the real mathematician does not
seem to be exposed to the temptations of power nor the straight-jacket
of state secrecy.

André Weil?

Richard Courant und Hermann Karcher sind nicht die einzigen Mathematiker,
die auf die negativen Folgen der Spezialisierung fiir die Einheit und den Zu-
sammenhalt der Mathematik aufmerksam machen. Die Formulierungen, die
dabei verwendet werden, tragen hiufig modemnisierungskritische Ziige. Be-
klagt werden der Verlust an personlicher Bindung, der rasche Wandel, die
Technisierung und die Formalisierung sozialer Bezichungen. « Friiher war der

22. Weil 1950: 296.
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Zusammenhalt viel grosser. Man kannte sich. Es war eine gute Stimmung.
Heute ist man einer unter vielen. Alles ist sehr technisiert, sehr schnellebig
und von einer viel grasseren Dimension, viel verzweigter, verdstelter. Man ver-
liert den Uberblick. Auch die Sprachen in den einzelnen Teildisziplinen haben
sich so schnell entwickelt, dass es schwer ist, sich zu verstehen. Friiher war
das nicht so. Ein dlterer, sehr bekannter Mathematiker hat mir einmal gesagt,
er habe friiher simtliche Reviews-Beitrdge gelesen — durch alle Felder! Sa-
genhaft! Heute kommen pro Jahr 10-12 dicke Schunken raus. Es ist physisch
gar nicht moglich, das alles zu lesen. Und es ist so spezialisiert, dass man auch
nicht viel lernen wiirde, wenn man es machen wiirde. Denn oft wird ja nur et-
was ganz Winziges verdffentlicht. Ein kleines Ergebnis da, ein kleines Ergeb-
nis dort, nichts Grosses.»

Trotz dieser Befiirchtungen ist es der Mathematik bislang gelungen, ihre
Einheit und spezifische Kultur aufrechtzuerhalten. Die im vorhergehenden
Abschnitt beschriebene disziplinire Stabilitat und Homogenitit ist dafiir eine
wichtige strukturelle Voraussetzung.” Wie diese Kultur beschaffen ist, lasst
sich iiber die Kriterien erschliessen, die Mathematiker verwenden, um die ei-
gene Disziplin von ihren Nachbardisziplinen abzugrenzen. Thomas Gieryn
spricht in diesem Zusammenhang von «boundary work» (Gieryn 1994). Ein
wesentlicher Teil der «boundary work» gilt dabei der Grenzziehung gegeniiber
der theoretischen Physik — eine Grenze, die offensichtlich als besonders unge-
schiitzt erachtet wird. Dies kommt exemplarisch in einem Aufsatz von Arthur
Jaffe und Frank Quinn zum Ausdruck, in dem die Gefihrdung der reinen Ma-
thematik durch die «unreine» theoretische Physik zum Thema gemacht wird
(Jaffe/Quinn 1993). Mit der Offnung der Grenze gegeniiber der theoretischen
Physik wachse die Gefahr, dass fremde kulturelle Elemente in die Mathematik
eindringen und die normative Struktur der Mathematik untergraben: « The
mathematical community has evolved strict standards of proof and norms that
discourage speculation. These are protective mechanisms that guard against
the more destructive consequences of speculation; they embody the collective

23. Stichweh vermutet, dass die disziplindre Stabilitit durch die Institutionalisierung von dis-
ziplinenspezifischen Rollen im Bildungs- und Beschiftigungssystem begiinstigt wird. Die
Disziplinen fungieren in diesem Fall als Adressen fiir externe Erwartungen (sﬁchweh
1993). Daneben gibt es jedoch auch inteme Stabilititsbedingungen. Dazu gehdrt neben
einer disziplinenspezifischen Kuitur auch die Einheitlichkeit der Arbeitserfahrung. Diszi-
plinen, in denen unterschiedliche Kooperations- und Arbeitsmodelle realisiert sind, habet
grossere Schwierigkeiten, eine gemeinsame Kultur und Identitit auszubilden. Wie homo-
gen die Arbeitsbedingungen sind, lisst sich iiber die Bandbreite der Antworten ermitteln-
In der im vorangehenden Abschnitt beschriebenen Studie ist die Streuung in der Mathema-
tik um einiges geringer als in den beiden Vergleichsdisziplinen — ein Indiz dafiir, dass die
Arbeitsorganisation relativ homogen ist.
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mathematical experience that the disadvantages outweigh the advantages»
(Yaffe/Quinn 1993: 10).

Theoretische Physik und Mathematik werden dabei als zwei unterschied-
liche Kulturen mit je spezifischen Werten und Normen beschrieben. Auf der
einen Seite die strenge und disziplinierte Mathematik, die nur bewiesenes
Wissen als wahres Wissen akzeptiert, auf der anderen Seite die kreative, aber
gleichzeitig frivole theoretische Physik (perfekt symbolisiert durch die Person
Richard Feynmans), die Vermutungen vorschnell und ohne sicheren Beweis
als wahr akzeptiert. « Physiker sind zufrieden, wenn sie 90 Prozent sicher sind.
Wir sind unzufrieden, wenn wir 0,9 Prozent unsicher sind.» Oder in der Ver-
sion des Médnnerwitzes: eine physikalische Beweisfithrung sei in der Regel so
iiberzeugend wie die Logik einer Frau «who could trace her ancestry to Wil-
liam the Conqueror with only two gaps» (McShane, zit. in Jaffe/Quinn 1993:
5). Die Gefahr, vor der Arthur Jaffe und Frank Quinn warnen, ist eine «Ver-
unreinigung» der Mathematik qua Vermischung der Kulturen. Ein unkontrol-
lierter Kulturkontakt werde mit der Zeit zu einer Relativierung der « commu-
nity norms» fiihren, die bislang die hohe Zuverlissigkeit der mathematischen
Resultate garantierten. Zunehmende Fehler, wachsende Unsicherheit und Ver-
lust von Vertrauen ist die Folge davon (Jaffe/Quinn 1993: 9).

Der aktuelle Hintergrund fiir Jaffe und Quinns «boundary work» ist der
in letzter Zeit dichter werdende Kontakt zwischen theoretischer Physik und
Mathematik, der dort, wo die beiden Gebiete zusammenlaufen, teilweise tat-
sdchlich zu einer Verwischung der Zugehérigkeiten gefiihrt hat — symbolisiert
€twa in der unter Mathematikern umstrittenen Entscheidung, Edward Witten,
cinem theoretischen Physiker, 1990 die begehrte Fields-Medaille zu verleihen.
Der Kontakt zwischen Mathematik und Physik ist freilich nicht neu (vgl. den
Uberblick in MPI 1987). Die Kritik von Jaffe und Quinn richtet sich denn auch
nicht gegen diese alten, bereits etablierten Formen der Kooperation, zumal ei-
ner von ithnen, Arthur Jaffe, selbst im Grenzbereich von Mathematik und theo-
retischer Physik titig ist. Problematisch sind, so Jaffe und Quinn, die neuen,
boomenden Gebiete (wie etwa topologische Quantenfeldtheorie, String-Theo-
tie, Quantengravitationstheorien) und Mathematiker, die im Gegensatz zu den
kontaktgeiibten mathematischen Physikern noch keine Erfahrung darin haben,
wie den Schwiichen und Reizen der theoretischen Physik am besten zu begeg-
ten ist. Fiir Jaffe und Quinn hat sich der Flirt zwischen Mathematik und Phy-

24.Es ist auffallend, wie hiufig die Beziehung zwischen Physik und Mathematik in
geschlechtlichen Metaphern beschrieben wird. Auf der einen Seite die strenge, diszipli-
nierte und ménnliche Mathematik, auf der anderen Seite die weibliche, unzuverlassige,
aber gleichzeitig auch verfiihrerische theoretische Physik. Oder wie es ein anderer Mathe-
matiker in einem Interview formulierte: «Die Physik ist wie eine Frau. Sie schaut dich an,
Winkt und lduft dann weg — und wir laufen immer zwei Schritte hinterher»
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sik zu schnell und zu unkontrolliert entwickelt, und genau darin liegt in ihren
Augen die Gefahr: «This has happened without the evolution of community
norms and standards for behavior which are required to make the new struc-
ture stable. Without rapid development and adoption of such «family values>
the new relationship between mathematics and physics may well collapse.
Physicists will go back to their traditional partners; rigorous mathematicians
will be left with a mess to clean up» (Jaffe/Quinn 1993: 4).

Um der kuiturellen Kontamination der Mathematik Einhalt zu gebieten,
schlagen Jaffe und Quinn eine neue Grenzziehung vor, namlich innerhalb der
Mathematik zwischen einer spekulativen und einer strengen Mathematik zu
unterscheiden. Die spekulative Mathematik nennen sie, etwas missverstind-
lich, «theoretische» Mathematik, die strenge Mathematik bezeichnen sie als
«rigorose» Mathematik. Dies ist eine erstaunlich defensive Reaktion. Anstatt
das ganze Territorium zu verteidigen, wird ein Teil praktisch aufgegeben,
namlich die sog. «spekulative» Mathematik, und gewissermassen als Puffer-
zone zwischen die rigorose, d.h. reine Mathematik und die theoretische Physik
geschoben. Die rigorose Mathematik ist die Mathematik des Beweises und der
Sicherheit, zur spekulativen — oder eben: «theoretischen» — Mathematik ge-
hort dagegen jenes Wissen, das nicht oder noch nicht streng bewiesen ist: ma-
thematische Vermutungen, Sitze, fiir die nur eine Beweisskizze existiert, und
der ganze Bereich der experimentellen Validierung, kurz jene Mathematik, die
Doron Zeilberger als «semi-rigorose» Mathematik bezeichnet (vgl. 6.1.).

Diese Grenzzichung hat zwei Funktionen. Zum einen soll sie qua Sepa-
ration die Aush6hlung der mathematischen Kultur verhindern, zum andemn hat
sie die Funktion, Prioridtsanspriiche zu regeln. Denn das ist der zweite Punkt,
der mit der Grenzdffnung gegeniiber der Physik problematisch geworden ist:
wem gehort ein Satz? Dem Physiker, der eine Vermutung aufstellt, oder dem
strengen Mathematiker, der sie in mithsamer Arbeit beweist? « Ja, in letzter
Zeit haben wir diese Frage viel diskutiert, weil es in der mathematischen Phy-
sik sehr, sehr viele Vermutungen gegeben hat, die dann auch fiir die Mathema-
tik als solche relevant geworden sind, also etwa aus dem Kreise Witten. Und
damit wird dann vieles in der Mathematik Interessantes ausgesagt, was aber
liberhaupt noch nicht bewiesen ist, wo auch keine Ansétze fiir einen Beweis da
sind. Und dann konnte es vielleicht passieren, dass Jjemand in der Mathematik
sich damit beschiftigt, vielleicht Jahre lang, und dann vielleicht nach finf
Jahren den Beweis vorlegt, dann kénnte es passieren, dass das Theorem trotz-
dem heisst: Theorem von x und nicht von Y, obwohl der y sehr, sehr viel rein-
gesteck.t hat. Ja, und das ist dann vielleicht doch nicht so Jair»

_ Die Diskussion um die Zuschreibung von «property rights» und die Nor-
mierungsvorschlige, die Jaffe und Quinn in diesem Zusammenhang entwik-
keln, k.iinpten darauf hinweisen, dass die traditionelle informelle Regelung
von Prioritétsanspriichen problematisch geworden ist. Der Grund dafiir liegt
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vermutlich weniger in dem von Jaffe und Quinn in diistersten Farben geschil-
derten «Kulturkontakt», sondern in der enormen Expansion der Profession in
den letzten dreissig Jahren.?® Ahnlich wie der institutionelle Ausbau der Ma-
thematik im 19. Jahrhundert eine verstirkte Formalisierung und Systematisie-
rung der Verfahren und Begriffe notwendig machte (vgl. 7.3.3.), konnte die
seit den 50er Jahren erfolgte Expansion der Profession zu einer sozialen For-
malisierung fiihren, d.h. zur Formulierung und kollektiven Aushandlung von
Verfahren, wie bestimmte strittige Fragen, z.B. die Zuschreibung von Priori-
titsanspriichen, zu regeln sind. Jaffe und Quinn schlagen mehrere solcher Ver-
fahren vor — Sprachnormen, Vorschlige zur Regelung der «property rights»
(mit eindeutiger Privilegierung der «rigorosen» Mathematik) und Publika-
tionsregeln — zum Spott allerdings einiger ihrer (randstindigeren) Kollegen:
«Unfortunely, hard times sharpen hard feelings; witness the discussion (...)
that Arthur Jaffe and Frank Quinn have devoted to diverse tribal and territorial
issues that readers of this Bulletin usually leave to private gatherings. (...) The
main objection to JQ is that, in their search for credit for some individuals at
the expense of others they consider rogues, they propose to set up a police state
within Charles mathematics, and a world cop beyond its borders» (Mandelbrot
1994: 1941.).

Jaffe und Quinn sind in ihrem Bestreben, zwischen der Mathematik und
ihren Nachbardisziplinen eine Mauer aufzuziehen, nicht alleine. In mehreren
Interviews, die ich gefiihrt habe, wurde die Differenz zwischen Mathematik
und theoretischer Physik angesprochen und auf Distinktion grosses Gewicht
gelegt. Physiker sind in den Augen vieler Mathematiker «mathematische Op-
portunisten» (Livingston 1993: 388), vor allem interessiert an Resultaten und
nicht an deren Fundierung. «In der theoretischen Physik hat man so Begriffe,
vielleicht eine Vorstellung, um was es sich handeln konnte, aber es ist nicht so
genau definiert. Das ist irgendwie ein Brei, intuitiv, und alles ist viel kurzlebi-
ger als in der Mathematik. Es geht darum, méoglichst schnell mit einem Resul-
tat herauszukommen. Da wird wahnsinnig viel publiziert. Und wenn es nicht
richtig ist, dann ist es auch nicht schlimm. Mir gefillt das nicht. Ich méchte
rigoroser arbeiten, in die Tiefe gehen. Dann hat man klare Verhiltnisse. Die
Fdcher miissen getrennt sein, weil sonst das eine das andere zerstort. Die Fi-
cher kiinnen nebeneinander bestehen, aber sie diirfen nicht verschmelzen. »

——

25. Zwischen 1960 und 1990 hat sich die Mitgliederzahl der American Mathematical Society
nahezu vervierfacht. Sie ist von 6.725 im Jahre 1960 auf 25.623 im Jahre 1990 angestiegen
(Odlyzko 1993: 2). Gleichzeitig ist die Publikationsrate massiv angestiegen. Wihrend die
Mathematical Reviews 1940 gut 2.000 Besprechungen enthiclten, waren es 1996 50.000
(Jackson 1997: 331). Die Zahlen sind insofern aussagekriftig, als dic Mathematical
Reviews bis vor kurzem nicht selektiv rezensierten. Die Wachstumsraten verlaufen jedoch
nicht linear, sondern sind grossen Schwankungen unterworfen (Wagner-Dibler 1997:
138F).
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Solche und dhnliche Aussagen geben allerdings weniger Aufschluss iiber
den faktischen Zustand der Physik als vielmehr iiber die normative Struktur
der Mathematik. Robert Merton hat 1942 in einem einflussreichen Aufsatz die
These vertreten, dass im Wissenschaftssystem eine Reihe von sozialen Nor-
men institutionalisiert sind, die zusammen mit den technischen Normen (Ge-
bot der logischen Konsistenz, empirische Uberpriifung von Aussagen etc.) die
Objektivitit wissenschaftlichen Wissens garantieren (Merton 1942). Im ein-
zelnen unterschied Merton zwischen vier Normkomplexen: (1) Universalis-
mus, d.h. das Prinzip, dass bei der Beurteilung wissenschaftlicher Leistungen
die personlichen Attribute der Wissenschaftler und Wissenschaftlerinnen
(Herkunft, Geschlecht, Hautfarbe etc.) keine Rolle spielen diirfen. (2) Kom-
mun(al)ismus, d.h. die Verpflichtung, wissenschaftliche Ergebnisse nicht pri-
vat zu nutzen, sondern sie allgemein zugéinglich zu machen. Wissenschaftli-
ches Wissen ist m.a.W. ein 6ffentliches Gut; die Eigentumsrechte beschrinken
sich auf die Anerkennung des geistigen Eigentums (z.B. in Form von Epony-
men). (3) Uneigenniitzigkeit, d.h. die Verpflichtung, die eigene Arbeit aus-
schliesslich in den Dienst der Wissenschaft zu stellen. Persénliches Prestige
oder finanzielle Vorteile sind keine zuldssigen Motive in der Wissenschaft. (4)
Organisierter Skeptizismus, d.h. die Norm, jede Behauptung, von wem auch
immer sie stammt, zu {iberpriifen, bevor man sie als wissenschaftliche Tatsa-
che akzeptiert.

Mertons «Ethos der Wissenschaft» ist nicht unbestritten geblieben (vgl.
zusammenfassend Stehr 1978 sowie Zuckerman 1988: 516ff.). Entscheiden-
der jedoch als die Kritik an einzelnen Normen ist die Tatsache, dass die Wis-
senschaft seit den 40er Jahren grundlegende Verinderungen durchgemacht
hat, die Mertons Normen von innen her aushéhlen. Zwischen 1950 und 1990
ist es zu einem enormen Gréssenwachstum der Wissenschaft gekommen mit
der Konsequenz, dass die traditionellen Kontrollmechanismen teilweise nicht
mehr greifen. Im gleichen Zeitraum hat auch die Technisierung der Wissen-
schaft massiv zugenommen. Die dadurch entstehenden Kosten fithren dazu,
dass politische und 6konomische Kalkiile bei der Forschungsplanung eine zu-
nehmend grossere Rolle spielen und die seit dem 19. Jahrhundert garantierte
Autonomie der Wissenschaft beschrinken (vgl. u.a. Capshew/Rader 1992;
Whitley 1982). Damit in Zusammenhang steht die Tendenz zu Grossprojekten,
in denen eine Vielzahl von Personen in einem arbeitsteiligen Zusammenhang
kooperieren. Sobald die Forschungsgruppe und nicht mehr der Einzelforscher
der zentrale Akteur ist, lassen sich Verantwortungen nicht mehr individuell zu-
rechnen und sanktionieren.?® Zusammengenommen fithren diese Entwicklun-
gen dazu, dass die von Merton beschriebenen Normen unterlaufen werden
bzw. die Kontrollinstanzen nicht mehr greifen, um abweichendes Verhalten zu
erkennen und zu sanktionieren. Anzeichen dafiir gibt es einige: die Tendenz,
Ergebnisse vorschnell 6ffentlich zu machen, die (vermutete) Zunahme von
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Betrugsfillen und die Neigung, Wissen mdglichst lange zuriickzuhalten. Das
sind allerdings nur Indizien, die auf Impressionen oder auf Einzelfallstudien
beruhen (vgl. exemplarisch Huizenga 1993 sowie LaFollette 1992), nicht je-
doch auf systematischen Erhebungen.

Wie ich im letzten Abschnitt gezeigt habe, betrifft dieser Strukturwandel
die Mathematik nur am Rande. Im Gegensatz zu den naturwissenschaftlichen
Disziplinen, insbesondere der Physik und der Biologie, scheint die (reine) Ma-
thematik dem Idealmodell von Wissenschaft, wie es Merton vor Augen gehabt
hatte, noch am ehesten zu entsprechen: Einzelforschung, geringer Technisie-
rungsgrad, universitire Verankerung und Grundlagenorientierung. Die von
ihm postulierten Normen miissten folglich in der Mathematik noch weitge-
hend wirksam sein. Es gibt allerdings kaum Studien, die die normative Struk-
tur der einzelnen Disziplinen in einer vergleichenden Perspektive untersuchen.
Die wenigen Arbeiten zeigen jedoch, dass die Mathematik in verschiedener
Hinsicht anders funktioniert als andere Disziplinen. Ich werde im folgenden
drei Aspekte aufgreifen: Umgang mit Priorititsanspriichen, Kommun(al)is-
mus bzw. Zuriickhaltung von Wissen und kognitive Ubereinstimmung.

Mehrfachentdeckungen und Priorititskonflikte kommen in der Wissen-
schaft vergleichsweise haufig vor (Merton 1957). Der Grund dafiir liegt in der
Operationsweise des wissenschaftlichen Schichtungssystems, d.h. in der Kon-
vertierbarkeit von Prioritit in wissenschaftliche Reputation und damit in Kar-
rierechancen. Anspruch auf geistiges Eigentum hat jener Forscher, der seine
Resultate zuerst 6ffentlich macht. Obschon neuere Daten fiir einen disziplini-
ren Vergleich fehlen, macht es den Anschein, dass Priorititsstreitigkeiten in
der Mathematik seltener sind als in anderen Disziplinen und Ideen relativ of-
fen ausgetauscht werden.?” Nahezu die Halfte der von Warren Hagstrom in den
60er Jahren befragten Mathematiker hat noch nie die Erfahrung gemacht, dass
Jemand zur gleichen Zeit ein dhnliches Resultat veroffentlichte. In der Biolo-
gie und Physik sind solche Mehrfachentdeckungen um einiges hiufiger. Ob-
schon die Konsequenzen in der Mathematik gravierender sind — fast 60% der
Mathematiker (gegeniiber 22% in der Biologie) wiirden ihre Arbeit in einem
solchen Fall nicht mehr publizieren —, ist die Angst vor Mehrfachentdek-

26. Die «Industrialisierung» der Forschung — oder wie es Helmuth Plessner bereits in den 20er
Jahren formulierte: «die zunehmende Verdringung des Handwerklichen zugunsten der
maschinellen Produktionsform» (Plessner 1924: 131) - hat in gewissen Disziplinen zwar
schon im 19. Jahrhundert eingesetzt (vgl. 7.3.2.), sie ist aber erst in der zweiten Hilfte des
20. Jahrhunderts zu einem verbreiteten Phinomen geworden. Wie Geser (1977) in einer
vergieichenden Studie zeigt, ist der Zusammenhang zwischen Technisierung, Arbeitstei-
lung und Grisse jedoch variabel. Das Industrialisierungsmodell, das eine hohe Kovarianz
zwischen diesen Dimensionen unterstellt, ist so gesehen ein Spezialfall, der nur unter spe-
zifischen Kontextbedingungen realisiert ist. Zu alternativen Organisationsformen von
Grossteams vgl. auch Knorr Cetina 1995.
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kungen und Priorititenstreitigkeiten bei ihnen am geringsten (Hagstrom
1974).

)Ein Grund, weshalb Priorititskonflikte in der Mathematik relativ selten
sind, liegt im hohen Spezialisierungsgrad der Mathematik, der die direkte
Konkurrenz entschirft. Ein anderer Faktor ist der Kommun(al)ismus, der in
der Mathematik nach wie vor verbreitet ist. Wie die Vorgeschichte des Fermat-
Beweises exemplarisch zeigt, werden Ideen sogar dann relativ offen ausge-
tauscht, wenn der Preis sehr hoch ist (4.2.3.). Ahnlich hat auch Hagstrom in
seiner Untersuchung festgestellt, dass sowohl Geheimhaltung wie auch vor-
schnelle Ankiindigungen von Forschungsresultaten in der Mathematik relativ
selten vorkommen (Hagstrom 1966: 891f.). Von Mathematikern wird erwartet,
dass sie ihre Erkenntnisse mit ihren Kollegen teilen, auch wenn sie noch nicht
publikationsreif sind, sei es in Vortrigen, Seminaren oder dem rituellen 16-
Uhr-Tee. Insbesondere in der reinen Mathematik lassen sich Forschungsresul-
tate nicht finanziell auswerten, weder iiber Anwendungen noch iiber hohe
Preisgelder — die Motivation zur Geheimhaltung ist entsprechend vergleichs-
weise gering.”® Die Investitionen in der Mathematik sind vor allem zeitliche
Investitionen. Lohnt es sich, jahrelang in ein Problem zu investieren, von dem
man nicht weiss, ob man je einen Gewinn daraus zichen wird? Andrew Wiles
z.B. entschied sich erst dann, die Fermat-Vermutung anzugehen, als die Idee
aufkam, sic mit der mathematisch sehr viel bedeutsameren Taniyama-Shimu-
ra-Vermutung zu verbinden, und er deshalb hoffen konnte, nicht in einem «fin-
steren Seitengisschen» zu landen, sondern bereits auf dem Weg dorthin ma-
thematisch angesehene Zwischenergebnisse zu erzielen (Singh 1993: 265).

27. Vgl. als historisches Beispiel den (potentiellen) Priorititsstreit zwischen Richard Dedekind
und Georg Cantor, der von beiden Seiten mit betrichtlicher Gelassenheit behandelt wurde:
«Cantor hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass er den Unterschied zwischen dem
Endlichen und dem Unendlichen schon 1877 (Crelle, Bd. 48, S. 242) hervorgehoben habe,
dass er aber keine Reclamation wegen Prioritit beabsichtige. (...) Man besitzt bisweilen
Etwas, ohne dessen Werth und Bedeutung gehorig zu wiirdigen. Zu einem Priorititsstreit
habe ich aber auch nicht die geringste Lust» (Dedekind an Heinrich Weber 1888, in Dede-
kind 1932: 488). Zu einem vergleichsweise harmlosen Fall von Priorititskonflikt in der
Mathematik vgl. Smale (1990) sowie Fisher (1972), der sich in seiner Studie ebenfalls auf
die Poincaré-Vermutung bezieht.

28. Seit kurzem werden allerdings auch mathematische Formeln unter Patentschutz gestellt.
Attraktiv fiir Patentierungen sind insbesondere kryptographische Verfahren. Eine neuartige
Entwicklung ist die sog. «Zero Knowledge»-Beweistechnik. Zero-Knowledge-Beweise
sind Beweise, von denen man zeigen kann, dass sie gefiihrt wurden, ohne aber den Beweis
selbst offenzulegen (vgl. Landau 1988). Diese Entwicklungen sind zwar auf wenige
Gebiete, insbesondere auf die Kryptographie, beschriinkt, gerade in der Mathematik, in der
die Kommun(al)ismus-Norm breit verankert ist, wird diese Privatisierung des Wissens
jedoch besonders argwohnisch betrachtet.
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Allerdings scheint die Kommun(al)ismusnorm auch in der Mathematik
an Bedeutung zu verlieren. Mehrere Mathematiker, mit denen ich gesprochen
habe, kritisierten den zunehmenden Publikationsdruck und dusserten in die-
sem Zusammenhang die Befiirchtung, dass dadurch der offene Austausch von
Ideen gefihrdet sei. Das Modell fiir diese These ist Andrew Wiles. Das Ver-
halten von Wiles — sein langjahriges Schweigen iiber seine Arbeit auf der ei-
nen Seite und die gut inszenierte Prisentation seines Beweises auf der ande-
ren — ist in den Augen vieler Mathematiker ein offensichtliches Indiz dafiir,
dass dieser «property stuff» nun auch in die Mathematik eindringt und die
Norm des Kommun(al)ismus aushohlt. « duch bei uns nimmt die Konkurrenz
immer mehr zu. Ich finde das ganz schlimm. Dass wir unsere Offenheit verlie-
ren. Immer mehr Mathematiker haben heute dieses Besitzdenken. Das ist mein
Beweis, das ist mein Satz. Sie denken nicht mehr an die Gemeinschaft. Und das
Jiihrt dazu, dass sie ihre Ideen nicht mehr teilen, nicht mehr mitteilen. Erst
ganz am Schluss, wenn sie alles zusammen haben. Ich finde das sehr tragisch,
und der Mathematik wird das sehr schaden. »

Fir Hagstrom indizieren Mehrfachentdeckungen einen hohen Konsens,
was Forschungsfragen und Forschungsmethoden anbelangt. Denn nur in Dis-
ziplinen, in denen es gemeinsame Beurteilungskriterien und ihnliche Pro-
blemdefinitionen gibt, kann es iiberhaupt zum Phinomen der Mehrfachent-
deckung kommen. Aus der Tatsache, dass Mehrfachentdeckungen in der
Mathematik selten sind, zieht Hagstrom den Schluss, dass die Mathematik
durch einen geringen Konsens gekennzeichnet ist und sogar Zeichen von
Anomie aufweise (Hagstrom 1966: 222fF.). Die zunehmende interne Differen-
zierung der Mathematik kénne, so Hagstrom, nicht mehr durch entsprechende
Integrationsmechanismen aufgefangen werden und miinde folglich in einen
Zustand von Anomie (im Durkheimschen Sinne einer zunehmenden normati-
ven Unsicherheit). Im Vergleich zu anderen Disziplinen sei die Vereinzelung
und die Unsicherheit hinsichtlich des Wertes der eigenen Arbeit in der Mathe-
matik am grossten. Es gebe keine allgemein verbindlichen Massstibe mehr,
um gute von schlechten, interessante von uninteressanten Arbeiten abzugren-
zen (Hagstrom 1966: 2271%.).

Hagstroms Anomiediagnose steht in direktem Widerspruch zur verbrei-
teten Auffassung, dass die Mathematik als formale und beweisende Disziplin
gerade umgekehrt durch ein besonders hohes Konsensniveau gekennzeichnet
sei. Dieser Widerspruch 16st sich auf, wenn man deutlicher zwischen kogniti-
vem und evaluativem Konsens unterscheidet.”” Kognitiver Konsens bezieht
sich auf die Ubereinstimmung hinsichtlich Theorien und Forschungsmetho-
den und entspricht dem, was ich in friiheren Kapiteln in Anschluss an Max
Miller als «rationalen Dissens» bezeichnet habe, d.h. als Fahigkeit, im Falle
divergierender Auffassungen auf rationale Weise zu einem Konsens zu gelan-
gen. Demgegeniiber bezieht sich eine evaluative Ubereinstimmung auf die Be-
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urteilung der Relevanz — oder auch «Schonheit» — von Forschungsergebnis-
sen. Diese Unterscheidung zwischen einem evaluativen und einem kognitiven
Konsens orientiert sich an Richard Whitleys Dimension der «task uncertain-
ty». Whitley hat 1982 eine Disziplinentypologie vorgeschlagen, die auf zwei
Dimensionen beruht. Die erste Dimension nannte er « mutal dependence». Da-
mit ist das Ausmass der Arbeitsteilung und die damit verbundene gegenseitige
Abhingigkeit der Wissenschaftler gemeint. Die zweite Dimension, die Whit-
ley als «task uncertainty» bezeichnet, bezieht sich auf den Standardisierungs-
grad der Probleml6sungsstrategien und den Grad an paradigmatischer Uber-
einstimmung.*

In einer spiteren Arbeit hat Whitley diese beiden Dimensionen weiter
differenziert und zwischen einer strategischen und technischen «task uncer-
tainty» und einer strategischen und funktionalen «mutual dependence» unter-
schieden (Whitley 1984). «Funktionale» Abhingigkeit meint die Notwen-
digkeit, inhaltlich aufeinander Bezug zu nehmen und Forschungsresultate
aufeinander abzustimmen; «strategische» Abhéngigkeit bezieht sich auf die
Abhéngigkeit der eigenen Reputation vom Urteil der Kollegen (S. 811f.). Als
technische «task uncertainty» bezeichnet Whitley den Grad an Ubereinstim-
mung hinsichtlich der zuldssigen Theorien und Forschungsverfahren; strategi-
sche «task uncertainty» meint demgegeniiber die Ubereinstimmung hinsicht-
lich Forschungsfragen und -priorititen (S. 119ff.). Kombiniert man die beiden
Dimensionen, so ergibt sich eine Mehrfelder-Tabelle, in die sich die einzelnen
Disziplinen eintragen lassen.

29, In einer spiteren Arbeit unterscheidet Hargens (1975) deutlicher, als Hagstrom dies getan
hat, zwischen Konsens und Anomie, wobei er «Anomie» als geringe gegenseitige
Abhingigkeit bzw. soziale Isolation definiert. Die Ergebnisse zeigen, dass sich die Mathe-
matik im Vergleich zu anderen Disziplinen (Chemie, Physik, Soziologie, Politikwissen-
schaft) durch einen hohen kognitiven Konsens auszeichnet, die Mathematiker aber weniger
sozial eingebunden sind (Zeit fiir berufliche Korrespondenz, Teilnahme an Konferenzen)
und hiufiger Phasen erleben, die durch geringe Produktivitit und Unsicherheit hinsichtlich
der Relevanz ihrer Arbeit gekennzeichnet sind. Anstatt diese Ergebnisse als Ausdruck von
Anomie zu lesen, konnen sie ebensogut und weniger dramatisch als Hinweis auf eine
Arbeitsform interpretiert werden, die durch geringe Teamarbeit charakterisiert ist.

30. Whitley hat seine Typologie im Kontext seiner organisations- und professionssoziolo-
gischen Arbeiten zur Wissenschaft entwickelt. Sie bildet einerseits ein Klassifikations-
schema fiir den Vergleich von Disziplinen und dient andererseits als Instrument, um
wissenschaftliche von nicht-wissenschafilichen Arbeits- und Professionsgemeinschaften
abzugrenzen. Im Unterschied zu Mertons funktionalistischer Argumentation interessiert
sich Whitley vor allem fiir die organisatorischen Voraussetzungen wissenschaftlicher
Autonomie. Disziplinen werden dabei als Professionsgemeinschaften verstanden, die im
Falle hoher Autonomie eigenstindig Forschungsziele und -strategien steuern und kontrol-
lieren.

Tabelle 2: Strukturmerkmale unterschiedlicher Typen
- . l
wissenschaftlicher Felder?
. TaBLE 5.3
Characteristics of the Internal Structure of Seven Major Types of Scientific Field

Types of scienufic field Charactenistics of internal structure

Configuration of tasks and problem areas Co-ordination and control proceases

Speciatization Degnstd Degree of Hierarchiza-  1mpersonality and Degree of Scope of  Imtensity

and i differenti tion of sub-  Ermality of conrsd  thooretical  conflict  of conflict

tion of tasks and Gon into units procedures co-ardination

mazerials schools
Fragmented adbocracy Low Low Low Low Low Low High Low
Polyceniric oligarchy Low Low High Low Low High High High
Partitioned bureascracy High in core Medium Low High High in core High Low Medium

Mcdivm in Medium in

periphery periphery
Professional adhocracy High Medium Low Low High Low Medivm  Low
Polycentric profession High Medium High Low High High Medium  High
Technologically integrated High High Low Low High Medium Low Low
burcaucracy
Conceptually integrated High High Low High High High Low Medium
bureaveracy

Die Mathematik wird von Whitley der Gruppe der «Professional Adhocra-
cies» zugeordnet (S. 187ff.). Zu den «professional adhocracies» zihlt Whitley
wissenschaftliche Felder mit hoher funktionaler, aber vergleichsweise
geringer strategischer Interdependenz. Konsens besteht nur hinsichtlich der
zuldssigen Methoden und Theorien (geringe technische «task uncertainty»),
nicht jedoch in bezug auf die Forschungspriorititen (hohe strategische «task
uncertainty»). Dies bedeutet Konsens und Notwendigkeit zur Koordination,
was das Vorgehen betrifft, Pluralitit jedoch hinsichtlich der relevanten For-
schungsfragen. Dieses spezifische Strukturmuster hat zur Folge, dass es in der
Mathematik kaum zu internen Schulkdmpfen kommt und das Konfliktniveau
relativ tief ist. In der Mathematik gibt es zwar keine durchgehend verbindli-
chen Kriterien, was die Relevanz oder «Schonheit» einer Forschungsarbeit an-
belangt, dafiir verfiigen Mathematiker iiber allgemein verbindliche Kriterien
hinsichtlich der Korrektheit einer mathematischen Argumentation. Die von
Hagstrom konstatierte Unsicherheit betrifft m.a.W. nur die evaluative Ebene,
nicht die kognitive. Es ist folglich auch nicht einzusehen, weshalb eine Diszi-
plin, die in so hohem Masse iiber standardisierte und kollektiv akzeptierte Ver-
fahren und Theorien verfiigt, nicht schadlos an unterschiedlichen Forschungs-
fragen arbeiten sollte. Oder wie es Whitley treffend formuliert: «There are no
obvious reasons why this prestigious professional group is about to commit
collective suicide» (Whitley 1984: 193).

Bislang gibt es nur wenige empirische Studien, die den Versuch unter-
nehmen, den kognitiven Konsens in verschiedenen Disziplinen zu erheben,
und in den meisten Studien wurde die Mathematik nicht erfasst *> Obschon die
meisten Wissenschaftler — und zwar unabhéngig von ihrer diszipliniren Zuge-

31. Whitley 1984: 169.
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hérigkeit — die Auffassung vertreten, dass der kognitive Konsens in den <har-
ten> Wissenschaften héher ist als in den «weichen> (vgl. Lodahl/Gordon 1972),
scheinen die diszipliniren Unterschiede faktisch relativ gering zu sein. ** Dies
ist jedenfalls das Fazit von Stephen Cole, der in einer Reihe von Studien den
kognitiven Konsens in verschiedenen Disziplinen untersucht hat (Cole 1983).
Gesamthaft gesehen weisen seine Studien darauf hin, dass die Differenz zwi-
schen den <harten> und den «weichen> Wissenschaften geringer ist als im
allgemeinen vermutet und innerhalb der Naturwissenschaften erhebliche dis-
ziplindre Unterschiede bestehen. Die Mathematik wurde nur in einer Untersu-
chung erfasst. Gemiss dieser Studie, in der die Entscheidungen von Gutach-
tern in neun verschiedenen Disziplinen untersucht wurden, ist der Konsens in
der Mathematik und Okonomie am gréssten. Zu einem dhnlichen Ergebnis ge-
langen auch Hargens und Hagstrom (1982) in einer Untersuchung iiber die Of-
fenheit des Schichtungssystems in finf verschiedenen Disziplinen (Mathema-
tik, Physik, Chemie, Biologie und Politikwissenschaften). Ausgehend von der
Annahme, dass Disziplinen mit hohem kognitiven Konsens universalistischer
funktionieren als vorparadigmatische Facher, untersuchten sie den relativen
Effekt von Leistungs- bzw. zugeschriebenen Merkmalen auf die erreichte Po-
sition.** Das Ergebnis entspricht den Erwartungen: in der Mathematik und den
drei naturwissenschaftlichen Disziplinen ist die wissenschaftliche Karriere
vor allem von der eigenen Leistung abhiingig, wihrend in der Politikwissen-
schaft die akademische Herkunft eine grossere Rolle spielt.

Auch wenn die empirischen Hinweise spérlich sind, so macht es doch
den Anschein, dass die Mathematik iiber effiziente konsensbildende Mecha-

32. Der kognitive Konsens einer Disziplin wird in der Regel iiber folgende Indikatoren erho-
ben: Riickweisungsrate bei Zeitschriften; Ubereinstimmung bei der Beurteilung von For-
schungsantriigen und hinsichtlich der Leistung einzelner Wissenschaftler; Erfolgschancen
jiingerer Wissenschaftler und Dauer der Dissertation (Cole 1992: 111ff.; Hargens 1975).
Zuckerman und Merton (1973) fiihren fiir die Beziechung zwischen kognitivem Konsens
und Alter zwei Griinde an: in Disziplinen mit hohem Konsens bestehen allgemein akzep-
tierte Kriterien fiir die Beurteilung von Leistungen. Zugeschriebene Kriterien spielen ent-
sprechend eine vergleichsweise geringe Rolle. Zudem ist das Wissen in diesen Disziplinen
kodifizierter, d.h. fiir jiingere Wissenschaftler ist es einfacher, sich das notwendige Wissen
in relativ kurzer Zeit anzueignen. Teilweise messen diese Indikatoren allerdings nicht den
kognitiven Konsens selbst, sondern eher dessen Effekt.

33. Stichweh (1979) definiert die <harten» Wissenschafien iiber folgende Merkmale: (1) ver-
gleichsweise hohes Konsensnivau und entsprechend wenig konkurrierende Schulen, (2)
Konzentration auf wenige Kemn-Journale, (3) geringe Beriicksichtigung der Literatur aus
anderen Disziplinen, (4) niedrige Ablehnungsquoten, (5) Teamarbeit und Koautorenschaft,
(6) unpersonlicher wissenschaftlicher Stil und (7) Zeitschriftenaufsitze als primire Publi-
kationsform. Wie man aus dieser relativen bunten Liste ersieht, ist die Unterscheidung
zwischen <harten> und «weichen> Disziplinen nicht unbedingt ein Beispiel hirtester Wis-
senschaftlichkeit.
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nismen verfiigt. Die Tatsache, dass es aus der Sicht vieler Mathematiker letzt-
lich die mathematische Gemeinschaft ist, die die Zuverlassigkeit der Resultate
garantiert, macht Konsens zu einem zentralen Anliegen und jede Form von
Desintegration zu einer potentiellen Bedrohung. Bislang ist es der Mathematik
offensichtlich gelungen, die durch die zunehmende interne Differenzierung
entstehenden desintegrativen Tendenzen aufzufangen. Trotz aller zentrifuga-
len Krifte ist die mathematische Gemeinschaft durch Integration und der ma-
thematische Wissenskorpus durch Kohirenz gekennzeichnet. Was die Griinde
dafiir sind und inwieweit Konsens und Kohirenz einander bedingen, ist das
Thema des Schlusskapitels dieses Buches.

34. Die Leistung wurde iiber die Zitationshaufigkeit und die Zeit zwischen Bachelor und PhD
gemessen; das Prestige der Ausbildungs- bzw. PhD-Institution wurde dagegen im
Anschluss an die Untersuchung von Long u.a. (1979) als zugeschriebenes Merkmal inter-
pretiert. Es ist allerdings eine offene und kontrovers diskutierte Frage, ob der Umstand,
dass zwischen dem Prestige der Ausbildungsinstitution und der erreichten Position ein
direkter und von den wissenschaftlichen Vorleistungen unabhéngiger Zusammenhang
besteht, tatsichlich als Indiz fiir ein partikularistisches Funktionieren der Wissenschaft
interpretiert werden kann.




Kapitel 6

BEWEIS UND KOMMUNIKATION

Was beweisbar ist, soll in der Wissenschaft nicht ohne Beweis geglaubt

werden.
Richard Dedekind’

Mathematisches Wissen gilt als Inbegriff sicheren Wissens. Demgegeniiber
vertritt der Quasi-Empirismus die Auffassung, dass Sicherheit ein graduelles
Phinomen ist: mathematisches Wissen ist zwar sicherer als anderes Wissen,
aber diese Sicherheit ist niemals absolut (vgl. 2.3.). In den letzten Jahren ist es
in der Mathematik zu Entwicklungen gekommen, die der quasi-empiristischen
Position auch innerhalb der Mathematik Aufirieb geben: das Aufkommen sehr
langer oder computergestiitzter Beweise, die faktisch nicht mehr iiberpriifbar
sind (5.1.), der Bedeutungsgewinn der experimentellen Mathematik (4.2), die
zunehmende Durchlissigkeit der Grenze zwischen Mathematik und theoreti-
scher Physik (5.3.) und die Entwicklung einer «probabilistischen» Beweis-
theorie an der Schnittstelle zwischen Mathematik und theoretischer Informa-
tik. Diese Entwicklungen haben das Selbstverstindnis der Mathematik nicht
unberiihrt gelassen und in der Folge eine breite Debatte um den Stellenwert
des Beweises ausgelost. Wihrend die Mehrheit der Mathematiker am episte-
mischen Monopolstatus des Beweises festhilt, pladiert eine Minderheit fiir
eine Ausweitung der mathematischen Validierungspraktiken (6.1.). Der Be-
weis hat jedoch nicht nur eine epistemische, sondern auch eine wichtige kom-
munikative Funktion: er ist ein hochgradig normiertes Kommunikationsver-
fahren, das die spezifischen Verstindigungsprobleme der Mathematik zu 16sen
verhilft (6.2.). Mit dem Beweis allein ist Verstindigung allerdings noch nicht
garantiert. Ahnlich wie eine Partitur auf verschiedene Arten interpretiert wer-
den kann, kann auch ein Beweis auf verschiedene Arten gelesen und verstan-
den werden (Tymoczko 1993). Das Verstehen eines Beweises erfordert m.a. W,
ein gemeinsames Vorwissen, dessen Aufbau und Vermittlung an direkte Kom-
munikation gebunden bleibt (6.3.)

L. Dedekind 1888: iii.
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6.1. Mathematik ohne Beweis?

I can envision an abstract of a paper, c. 2100, that reads, «We show in a
certain precise sense that the Goldbach conjecture is true with probabil-
ity larger than 0.99999 and that its complete truth could be determined
with a budget of $10 billion».

Doron Zeilberger’

Die Mathematik definiert sich iiber den Beweis. Der Beweis garantiert die Si-
cherheit mathematischen Wissens und bildet gleichzeitig den Kern ihrer Iden-
titit, nicht zuletzt auch als Distinktionsmerkmal gegeniiber anderen Diszipli-
nen. Dennoch gibt es eine kleine Gruppe von Héretikern, die dafiir plidiert,
auch quasi-empirische Methoden in den mathematischen Rechtfertigungska-
non aufzunehmen. 1993 erschien in den Notices of the American Mathemati-
cal Society ein Aufsatz mit dem provokanten Titel Theorems for a Price: To-
morrow’s Semi-Rigorous Mathematical Culture (Zeilberger 1993). Doron
Zeilberger plddiert darin fiir eine «semi-rigorose» Mathematik, fiir eine Ma-
thematik also, in der neben dem Beweis auch andere Validierungsverfahren
zugelassen sind. Aus Zeilbergers Sicht ist die Umwandlung der «strengen»
Mathematik in eine «semi-rigorose» nur eine Frage der Zeit. Mit dem Einsatz
des Computers werde die Mathematik von Grund auf veriindert, indem nun
auch die Mathematik iiber eine Apparatur verfiige, mit deren Hilfe eine un-
iiberblickbare Fiille von neuen «Tatsachen» entdeckt werden kénnen: «The
computer has already started doing to mathematics what the telescope and
microscope did to astronomy and biology. In the future not all mathematicians
will care about absolute certainty, since there will be so many exciting new
facts to discover: mathematical pulsars and quasars that will make the Man-
delbrot set seem like a mere Galilean moon» (Zeilberger 1993: 978). In Zu-
kunft werde sich auch in der Mathematik ein Kosten/Nutzen-Denken durch-
setzen. Viele Resultate seien von ihrer Bedeutung her zu trivial, um den
Aufwand eines Beweises zu rechtfertigen. Man werde sich deshalb in zuneh-
mendem Masse mit «quasi-empirischenr Evidenz zufrieden geben. Weshalb
soll man Dezennien von Menschenjahren investieren, um einen an sich trivia-
len Satz wie die Fermatsche Vermutung zu beweisen, von dem man doch mit
fast hundertprozentiger Sicherheit annehmen kann, dass er richtig ist? «We
would be unable or unwilling to pay for finding such proofs, since <almost cer-
tainty> can bought so much cheaper. (...) As absolute truth becomes more and
more expensive, we would sooner or later come to grips with the fact that few
non-trivial results could be known with old-fashioned certainty. Most likely
we will wind up abandoning the task of keeping track of price altogether and

2. Zeilberger 1993: 980.
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complete the metamorphosis to nonrigorous mathematics» (Zeilberger 1993:
980f.).

Mit seinem Pliadoyer fiir eine «semi-rigorose» Mathematik wendet Zeil-
berger ins Positive, was bei Arthur Jaffe und Frank Quinn eher eine resignative
Anpassung an Entwicklungen ist, die ihrer Meinung nach nicht mehr zu stop-
pen sind (5.3.). Wihrend Jaffe und Quinn nur deshalb fiir eine «theore-
tische» — und das heisst: semi-rigorose — Mathematik argumentieren, um da-
durch die «strenge» Mathematik von der Kontamination durch die Physik zu
schiitzen, macht Zeilberger aus der Not eine Tugend: der theoretischen Mathe-
matik kommt die gleiche Wertigkeit zu wie der rigorosen. Zeilberger ist nicht
der einzige Mathematiker, der fiir eine Aufwertung nicht-rigoroser Mathema-
tik argumentiert. Es gibt eine Reihe von weiteren Argumenten, die angefiihrt
werden, um die Legitimitat quasi-empirischer Validierungsmethoden zu be-
griinden. Im einzelnen lassen sich zwei Argumentationsstrategien unterschei-
den — eine theoretische und eine eher pragmatische.

Die pragmatische Argumentation orientiert sich an der Praxis der Mathe-
matik und argumentiert, dass Mathematiker schon immer mathematisches -
Wissen verwendet haben, dessen Akzeptanz nicht oder nicht ausschliesslich
auf einem Beweis beruht. Das bekannteste Beispiel sind Vermutungen. * Ver-
mutungen sind Hypothesen, die zwar noch nicht bewiesen, aber durch ver-
schiedene Formen von Evidenz relativ gut abgesichert sind. Die experimentel-
le Mathematik erfiillt in diesem Zusammenhang eine wichtige Funktion,
indem sie dazu verhilft, Vermutungen systematisch auf ihre Plausibilitit hin zu
iiberpriifen (4.2.3.). Es ist in der Mathematik durchaus zulissig, eine theore-
tisch plausible und experimentell abgesicherte Vermutung als wahr anzuneh-
men und auf dieser Grundlage einen Beweis zu fiihren. «Unter der Annahme,
dass die Riemannsche Vermutung wahr ist, beweisen wir ... ». Dieses Verfah-
ren birgt allerdings die Gefahr in sich, dass die Wahrheit eines Satzes am Ende
nur noch an einem diinnen Faden hiingt, d.h. abhéngig ist von Sitzen, die wie-
derum nur dann wahr sind, wenn die vorausgesetzte Vermutung wahr ist, und-
soweiter: «Die Sache ist nur: wenn sich so eine Kultur ausbreitet, dann kann
es sein, dass irgendwann zu einem Satz hundert oder zwanzig Annahmen ge-
braucht werden, die alle experimentell bewiesen sind oder nur Vermutungen
sind. Das heisst, diese Mathematik wiirde irgendwann einmal unter dem Ge-
wicht ihrer Annahmen erdriickt werden. Oder es muss dann eben doch der

3. Neben ihrer zahlenmissigen Bedeutung haben Vermutungen auch eine wichtige episte-
mische Funktion, indem sie bis anhin verstreute Erkenntnisse in einer Argumentation
zusammenfassen und dadurch ein Forschungsfeld neu strukturieren (vgl. Mazur 1997).
Dies gilt insbesondere fiir «grosse> Vermutungen, wie etwa die Riemannsche Vermutung
oder die bereits erwihnte Taniyama-Shimura- Vermutung. Mazur bezeichnet diesen Typus
von Vermutungen deshalb auch als «architectural conjecturesy.
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Sprung gemacht werden und gesagt werden: Das ist jetzt wahr! Aber dann ist
es ein anderes Fach. Das wdre wahrscheinlich genau der Pferdefuss. Dass
dann so ein Elephantengewicht auftaucht von Annahmen. Wenn man diese An-
nahmen nicht immer genau aufzdhlt, ist die Reinheit der Mathematik zerstort,
ist es ein anderes Fach geworden. Wenn man sie aber immer alle wiederholt,
alle, dann hat man ein solches Bleigewicht am Bein, dass man nicht mehr
kreativ sein kann.»*

Neben diesen pragmatischen Uberlegungen gibt es auch theoretische
Griinde, die angefiihrt werden, um die Forderung nach einer semi-rigorosen
Mathematik zu legitimieren. Kurt Godel hat 1931 mit seinem Unvollstéindig-
keitsbeweis gezeigt, dass es in der Mathematik unentscheidbare Sétze gibt,
d.h. Sitze, die im Rahmen eines gegebenen formalen Systems weder bewiesen
noch widerlegt werden kénnen, Wihrend Godels Satz ins Herz der mathema-
tischen Grundlagenforschung traf (2.1.2.), konnte sich die praktizierende Ma-
thematikerin damit trosten, dass Godels Resultat eine Ausnahmeerscheinung
ist, mit der sie in der Praxis kaum je konfrontiert sein wird. Wie Gregory
Chaitin in seinen Arbeiten zu zeigen versucht, konnte diese Hoffnung triige-
risch sein. Chaitin hat mit dem Instrumentarium der algorithmischen Informa-
tionstheorie bewiesen, dass in der Zahlentheorie unentscheidbare Satze kei-
neswegs eine Randerscheinung sind, sondern viel hdufiger vorkommen, als
man es im Anschluss an die Arbeit von Gédel (und Turing) angenommen hat-
te.’ Die Tatsache, dass viele Vermutungen trotz jahrelangem Bemiihen nicht
bewiesen werden konnten, kénnte seinen Grund auch darin haben, dass sie de
facto nicht beweisbar sind. Aus diesem Grund wiirden Mathematiker, so
Chaitins Empfehlung, besser beraten sein, auch jene Vermutungen als wahr zu
akzeptieren, die zwar nicht bewiesen, aber experimentell breit abgestiitzt sind,
anstatt weiterhin und unter Umstinden erfolglos nach einem Beweis zu su-
chen. Zufall und Unvorhersagbarkeit sind nicht auf die empirischen Naturwis-
senschaften beschrinkt. Auch in der Mathematik gibt es eine Reihe von Phi-
nomenen, die sich der Berechenbarkeit entzichen: «The theory of chaos (...)
has revealed how the notion of randomness and unpredictability is beginning
to look like a unifying principle. It seems that the same principle even extends
to mathematics. I can show that there are theorems connected with number

4. Ein Beispiel dafiir ist die in Kapitel 4 erwihnte Tanyama-Shimura-Vermutung, die seit den
60er Jahren vielen Arbeiten zugrunde gelegt wurde. Ein Beweis, dass sie nicht zutrifft,
hitte auf einen Schlag ein ganzes Forschungsgebiet einstiirzen lassen (Singh 1998: 227,
303).

5. Ich kann die Argumentation von Chaitin nicht im einzelnen darstellen. Chaitin selbst hat
eine Reihe von Aufsitzen publiziert, in denen er seine Uberlegungen fiir ein breiteres
Publikum dargestellt hat, vgl. Chaitin (1988, 1990, 1992). Einen knappen Einblick in die
Argumentation von Chaitin gibt auch Barrow 1993: 75ff.; Delahaye 1989 sowie Ruelle
1992: 150ff.
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theory that cannot be proved because when we ask the appropriate questions,
we obtain results that are equivalent to the random toss of a coin» (Chaitin
1990: 44).°

Wenn auch anders begriindet gelangt Chaitin zu einem dhnlichen Schluss
wie Doron Zeilberger. Beide votieren fiir eine Liberalisierung der mathema-
tischen Validierungsmethoden: neben dem Beweis wéren auch andere Be-
griindungsverfahren in den Rechtfertigungskanon aufzunehmen, allen voran
quasi-empirische Evidenz. Damit verbunden ist eine Aufwertung des «context
of discovery» (vgl. Borwein u.a. 1996). Plausibilitit gewinnt ein Resultat nicht
mehr bloss iiber den Beweis, sondern auch iiber die Beispiele, die es einsichtig
machen und validieren, wenn auch bloss mit einer bestimmten Wahrscheinli-
chkeit. «It is probably the case that most significant advances in mathematics
have arisen from experimentation with examples», schreiben die Herausgeber
der Zeitschrift Experimental Mathematics. «lt is disturbing that such consid-
erations are usually excluded from the published record. What one generally
gets in print is a daunting logical cliff that only an experienced mountaineer
might attempt to scale. Is this the best thing for the research community? ~
Should we give the impression that the best mathematics is some sort of magic
conjured out of thin air by extraordinary people when it is actually the result
of hard work and of intuition built on the study of many special cases?» (Ep-
stein/Levy 1995: 670).

Der Computer hat zu dieser Aufwertung der heuristischen Seite der
Mathematik entscheidend beigetragen. Ohne ihn hitte die experimentelle
Mathematik nie das Gewicht erhalten, das sie heute in der Mathematik besitzt.
Der Anwendungsbereich des Computers ist allerdings nicht auf numerische
oder symbolische Computerexperimente beschrinkt. Gleichzeitig hat er auch
die bildliche Anschauung in die Mathematik (zuriick-)gebracht mit der Folge,

6. Arbeiten im Bereich der Beweisverifikation filhren zwar zu einen dhnlichen Schluss,
haben jedoch einen anderen Hintergrund. Dies gilt insbesondere fiir die sog. «trans-
parenten» Beweise (u.a. Babai 1994; Cipra 1993). Transparente Beweise sind Beweise, die
beweisen, dass ein (formalisierter) Beweis mit einer bestimmten, sehr hohen Wahrscheinli-
chkeit wahr ist. Sie werden dann wichtig, wenn ein Beweis zu lang ist, um ihn — von Hand
oder per Computer — zu iiberpriifen. Transparente Beweise stellen, vereinfacht formuliert,
Umformulierungen langer Beweise dar, bei denen eine stichprobenartige Uberpriifung
geniigt, um mit einer prizis bestimmbaren Wahrscheinlichkeit zu wissen, dass der
urspriingliche Beweis richtig ist. Solche probabilistischen Beweise bilden in gewissem
Sinne das theoretische Komplement zur experimentellen Mathematik. Withrend die Wahr-
scheinlichkeit der Giiltigkeit eines mathematischen Satzes in der experimentellen Mathe-
matik induktiv gestiitzt ist, wird siec im Rahmen der probabilistischen Beweistheorie
bewiesen. ««Almost certain proofs> differ fundamentally from experimental mathematics.
The latter uses physical or computer experiments to gain insight or illustrate results. While
<almost certain proofs» may not provide either insight or illustration, they prove mathemat-
ical statements» (Babai 1994: 454).
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dass das Auge (wieder) zu einem legitimen Erkenntnisinstrument geworden ist
(Heintz 1995).” In den meisten Fillen haben Visualisierungen eine aus-
schliesslich heuristische Funktion. Sie werden eingesetzt, um neue Zusam-
menhiinge zu entdecken, nicht um das Entdeckte zu rechtfertigen (vgl. v.a.
Zimmerman/Cunningham 1991). Einige Mathematiker gehen jedoch einen
entscheidenden Schritt weiter, indem sie visuelle Argumentationen auch im
Bereich der Validierung zulassen wollen: «We claim that visual forms of rep-
resentation can be important, not just as heuristic and pedagogic tools, but as
legitimate elements of mathematical proofs» (Barwise/Etchemendy 1991: 9).
Philip J. Davis hat bereits 1974 die radikale Forderung aufgestellt, auch bild-
liche Reprisentationen als Beweisverfahren zuzulassen (Davis 1974; 1993).
Der Sicherheit des Kalkiils stellte er die Wahrheit des Auges entgegen. Der
Kreis, den wir sehen, vermittle eine ganz andere — und nicht weniger wahre —
Erkenntnis als die Formel x* + y° = % «The eye «perceives> many things
about the circle which may be difficult or impossible to mimic via the analytic
symbols. (...) My point is not that a good figure can suggest conventional the-
orems. It goes beyond. A figure, together with its rule of generation, is auto-
matically and without further ado a definition, theorem and proof of «<the per-
ceived typer» (Davis 1974: 119fF)).5

Mit seiner Forderung, auch visuelle Argumentationen als Beweiselement
zuzulassen, verletzt Davis einen Grundkonsens der Mathematik. Solange Ver-
anschaulichungen bloss heuristischen Zwecken dienen, hat niemand etwas da-
gegen einzuwenden. Dies dndert sich, sobald der Anschauung eine nicht mehr
nur erkenntnisleitende, sondern auch eine erkenntnisbegriindende Funktion
zugeschrieben wird, d.h. sobald sie an die Stelle des Beweises tritt. ° Erst von
diesem Moment an kann streng genommen von einer «Riickkehr der Anschau-

7. Visuelle Représentationen werden vor allem in der Geometrie und in zunehmendem Masse
auch in der Zahlentheorie eingesetzt. Gegeniiber einer numerischen Reprisentation hat die
graphische Darstellung von Computerberechnungen den Vorteil, dass sich Muster und
Regularititen viel leichter entdecken — sehen — lassen. In letzter Zeit hat sich die visuelle
Darstellung von mathematischen Erkenntnissen als eigenstindiges Forschungsgebiet etab-
liert, vgl. exemplarisch di¢ von Hans Christian Hege und Konrad Polthier herausgebene
Videokassette, auf der zwanzig preisgekronte mathematische Kurzvideos prisentiert wer-
den (Hege/Polthier 1998).

8. In der elementaren Mathematik sind solche «proofs of the perceived type» durchaus
iiblich. Vgl. als Beispiel den Beweis des Pythagoras in Kap. 1, der zum Teil auf anschauli-
chen Argumenten beruht.

9. Klaus Volkert unterscheidet in seiner Studie zum Wandel der Anschauung in der Mathe-
matik zwischen drei Funktionen der Anschauung: zwischen einer erkenntnisbegriindenden,
einer erkenntnisbegrenzenden und einer erkenntnisleitenden Funktion. Die erkenntnislei-
tende, d.h. heuristische Funktion der Anschauung ist unbestritten. Problematisch ist die
kritische und vor allem die erkenntnisbegriindende Funktion, d.h. der Einsatz der Anschau-
ung zum Zwecke der Validierung (Volkert 1986: xviii).
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ung» gesprochen werden, die man Ende des letzten Jahrhunderts endgiiltig aus
der Mathematik verbannt zu haben glaubte (2.1.2.). Diese Position wird aller-
dings nur von wenigen Mathematikern geteilt. Die neuen Visualisierungs-
techniken haben zwar zweifellos dazu beigetragen, dass die heuristische, er-
kenntnisleitende Funktion der Anschauung wieder einen anerkannten Platz
bekommen hat. Dennoch sind die meisten Mathematiker weit davon entfernt,
Anschauung auch als erkenntnisbegriindendes Prinzip zuzulassen (vgl. u.a.
Krantz 1994). Es gibt zwar Zeitschriften, die hin und wieder Beweise publi-
zieren, die auch visuelle Elemente enthalten, aber von der mathematischen
Gemeinschaft werden visuelle Beweise in der Regel nicht akzeptiert (Eisen-
berg/Dreyfus 1991: 31).

Experimentelle und visuelle Validierungsverfahren werden zwar nur von
einer verschwindenden Minderheit befiirwortet, aber die blosse Tatsache, dass
sie diskutiert werden, stellt eine Herausforderung an das Zentraldogma der
Mathematik dar — an die Doktrin, dass nur bewiesenes Wissen mathematisch
giiltiges Wissen ist. Weshalb sollte man experimentell abgestiitzten Resultaten
nicht die gleiche Dignitéit zusprechen wie bewiesenen? Weshalb ist visuelle ~
Evidenz kein Argument? Weshalb besitzt Niitzlichkeit nicht den gleichen Wert
wie Sicherheit? Geniigt es nicht, dass eine Vermutung experimentell bestitigt
ist und dazu dient, eine Reihe von Phinomenen zu erkliaren? Braucht es tat-
sichlich den Beweis, um sie als wahr zu akzeptieren? Oder wie es Keith Dev-
lin formuliert: «Proofs will almost certainly continue to occupy a supreme and
central position in mathematics. At issue, surely, is whether the «definition-
proof>-paradigm continues to act as the definition of what constitutes mathe-
matics. (...) And this is really up to us. (...) We control the meaning we, as a
profession, assign to the word <mathematics>, and we can decide whether to
include experimental mathematics, visual reasoning, and the like, as genuine
«mathematics». Personally, I hope we do take a broad, inclusive view of what
is acceptable for membership in, and acceptance by, the profession» (Devlin
1993: 1352).

Mit ihrer Forderung nach einer experimentellen, «semi-rigorosen» Math-
ematik treffen Mathematiker wie Doron Zeilberger oder Gregory Chaitin ins
Herz der Mathematik. Die Mathematik ist iiber den Beweis definiert, und
genau dies macht ihre Differenz zu den anderen Wissenschaften aus. Oder in
der harschen Formulierung von Saunders Mac Lane: «Mathematics rests on
proof — and proof is eternal» (Mac Lane 1994b: 193). Es ist deshalb nicht ers-
taunlich, dass die Forderung nach einer Liberalisierung der Akzeptanzkriter-
ien in der mathematischen Gemeinschaft heftige Reaktionen auslost. Ein
Beispiel fiir den mitunter betrichtlich emotionalen Charakter der Kontroverse
ist die Diskussion, die rund um einen im American Scientist veroffentlichten
Artikel entstanden ist. Unter dem provokanten Titel The Death of Proof hat
John Horgan eine Reihe von Argumenten zusammengetragen, die die Monop-
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olsteliung des Beweises in Zweifel zichen (sollen) (Horgan 1993). Horgans
Aufsatz hat unter den Mathematikern scharfe Reaktionen ausgeldst, viel heft-
igere iibrigens als die Polemik von Zeilberger (vgl. u.a. Andrews 1994; Krantz
1994; Thurston 1994b). Wihrend Zeilbergers Aufsatz in den Notices of the
American Mathematical Society erschienen ist und damit ausserhalb der math-
ematischen Gemeinschaft kaum rezipiert wurde, hat Horgan die Héresie
offentlich gemacht und ihr damit ein ganz anderes Gewicht verlichen. Da die
Argumente, die gegen eine semi-rigorose Mathematik vorgebracht werden,
nach wie vor die Mehrheitsmeinung wiedergeben, méchte ich sie im folgen-
den kurz vorstellen.
(1) «Was beweisbar ist, soll in der Wissenschaft nicht ohne Beweis ge-
glaubt werden» — mit diesem Satz, den er als eine Art Motto an den Anfang
seiner berithmten Schrift Was sind und was sollen die Zahlen? stellte, hat Ri-
chard Dedekind das Selbstverstindnis der Mathematik auf eine knappe Formel
gebracht (Dedekind 1888: iii). Die Mathematik ist {iber den Beweis definiert —
und genau darin liegt ihre Besonderheit und ihre Differenz zu allen anderen
Wissenschaften. Verliert der Beweis sein Monopol als Validierungsinstanz,
dann beriihrt das den Kern der mathematischen Identitit. « Darf man Ihrer
Meinung nach eine Vermutung, die experimentell sehr gut abgestiitzt ist, ak-
zeptieren? A: Was heisst «akzeptierens — aber doch nicht als wahr akzeptieren?
F: Doch, als wahr akzeptieren. A: Nein, nein! Dann wiirde man ja Physik be-
treiben/» Diese Antwort ist typisch fiir die meisten Mathematiker und Mathe-
matikerinnen, mit denen ich gesprochen habe. Es ist der Beweis, der der Ma-
thematik ihre spezifische Identitit verleiht. Ein Mathematiker, der seine
Vermutungen nicht beweist, ist, so eine beliebte Stichelei, kein Mathematiker,
sondern ein (theoretischer) Physiker. «Sagen wir mal so: Vor dem Beweis von
Wiles haben die Leute an den Satz von Fermat, an die Fermatsche Vermutung
geglaubt. Also, man glaubt an so was. Aber es ist doch wichtig, seine Sprache
klar zu fassen und den Begriff cwahr) dem vorzubehalten, was mit unseren Me-
thoden rigoros hergeleitet wurde. Es ist doch schén, wenn diese sprachliche
Differenzierung noch erhalten bleibt. Und wenn man einfach das Wort cwahr)
sonst benutzt, dann verwischt man da gewisse Grenzen, aus denen iiberhaupt
die Antriebsquellen fiir die Mathematik kommen. Dann wdre es ja irgendwann
gar nicht mehr wichtig, und niemand wiirde mehr motiviert sein, sein Lebens-
werk da reinzustecken, diesen Unterschied zwischen cals sicher angenommen
und «<wahr zu fiillen. Aus diesem Unterschied ist gerade bei der Fermatschen
Vermutung sehr, sehr viel Mathematik entstanden. Damit wiirde also sozusa-
gen eine Triebfeder der Mathematik zerstort. Und das darf nicht sein. Soweit
darf das nicht gehen. Also, so eine halb-rigorose Kultur kann richtig sein,
wenn sie von klugen und differenzierten Leuten verantwortungsvoll benutzt
wird. Aber wenn so was allgemein wird, dann geht sicher was verloren und
dann geht das vielleicht doch auch an den Grundpfeiler der Mathematik. »
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(2) Der Beweis hat fiir die Mathematik nicht nur eine identititssichernde
sondern auch eine wichtige explanative Funktion. Wiirde man auf ihn verzich:
ten, dann verkiime die Mathematik, so ein oft geidussertes Argument, zy einer
blossen Ansammlung von Fakten. Experimentelle Mathematik ist, pointiert
formuliert, Faktenhuberei ohne Anspruch, die erzeugten Daten auch zy erkli-
ren. Der Beweis liefert dagegen nicht nur die Sicherheit, dass ein Satz wahr ist,
sondern auch eine Erklirung dafiir, weshalb dies so ist. In vielen Reaktionen
auf Horgans Artikel wurde diese Funktion des Beweises hervorgehoben: «I
still had a need to deductively prove them, not because I doubted their validity,
but because I wanted to try and understand why they were true. There is a
world of difference between merely knowing something is true and knowing
why it is true» (de Villiers 1995: 221; vgl. dhnlich auch Andrews 1994). Genau
darin liegt auch der Unterschied zwischen der quasi-empirischen Plausibilisie-
rung von Fermats Vermutung und Andrew Wiles’ Beweis. Die experimentelle
Mathematik erzeugt die Fakten, der Beweis liefert die Theorie dazuy. Compu-
terexperimente mogen einer Vermutung zwar eine hohe Plausibilitit verlej-
hen, sie erkliren sie aber nicht.

(3) Die Mathematik ist, wie es Hermann Weyl formulierte, die «Wissen-
schaft vom Unendlichen» (Weyl 1966: 89), und dies ist ein weiterer Grund,
weshalb experimentelle Validierungsmethoden in der Mathematik zwangsliu-
fig an eine Grenze stossen. Im Rahmen von Computerexperimenten sind nur
Jene Beispiele erzeugbar, die im Bereich des Endlichen liegen, d.h. die mit Hil-
fe einer endlichen Maschine in endlicher Zeit berechenbar sind (vgl. dazu auch
Silverman 1991). Angesichts der «Grosse» des Unendlichen sind die compu-
tererzeugten Fille immer nur ein verschwindend kleiner Ausschnitt aus dem
Bereich des Moglichen. Die Frage, ob die Fermatsche Vermutung wahr ist, ist
mit keinem noch so leistungsstarken Computer abschliessend zu beantworten.

(4) Mit dem Einsatz des Computers sieht sich die Mathematik vor ein
Problem gestellt, das den empirischen Naturwissenschaften schon lange ver-
traut ist: die Sicherheit der Resgltate ist abhéngig von der Funktionstiichti gkeit
einer technischen Apparatur. Ahnlich wie es nach der Einfiihrung des Tele-
skops nicht mehr méglich war, die gemachten Beobachtungen ausschliesslich
iiber die eigenen Sinne zu verifizieren, sind auch die Mathematiker heute nicht
mehr in der Lage, Computerberechnungen personlich — iiber ihren eigenen
Verstand — zu kontrollieren. Sie sehen sich damit vor ein dhnliches Problem
gestellt wie die Naturforscher vor dreihundert Jahren. Anstatt den eigenen Sin-
nesorganen hat man dem Teleskop zu vertrauen, anstatt dem eigenen Verstand
einem Programm. Die Tatsache, dass die Sicherheit der mathematischen Re-
sultate von empirischen Faktoren — von (Erfahrungswahrheiten, — abhéngig
wird, ist ein wesentlicher Grund dafiir, weshalb Mathematiker experimentel-
len Validierungsmethoden in der Regel skeptisch gegeniiberstehen. Dieg gilt
erst recht fiir Computerbeweise (vgl. 5.1.).
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Obschon die iiberwiegende Mehrheit der Mathematiker an der Monopol-
stellung des Beweises festhilt und alle Liberalisierungsversuche entschieden
abwehrt, sind doch auch gewisse Irritationen festzustellen. Dies macht sich,
wie ich bereits ausgefiihrt habe, in subtilen sprachlichen Verschiebungen be-
merkbar, indem nun dem Beweis immer haufiger das Attribut «theoretisch»
beigefiigt wird, aber auch im Vorschlag, in der Mathematik eine &hnliche
Funktionsteilung einzufiihren wie in der Physik (5.3.). «We will have», so Do-
ron Zeilberger mit einiger Polemik, «(both human and machine) professional
theoretical mathematicians, who will develop conceptual paradigms to make
sense out of the empirical data and who will reap Fields medals along with (hu-
man and machine) experimental mathematicians. Will there still be a place for
mathematical mathematicians?» (Zeilberger 1993: 978). Die Relativierung
des Beweises riickt ins Bewusstsein, dass sich die Rechtfertigungsverfahren
wandeln kénnen. Nicht in jeder Phase ihrer Geschichte setzte die Mathematik
ausschliesslich auf den Beweis. Was heute, wenn auch nur an den Réndern der
Mathematik, gefordert wird, ndmlich den Bereich der «accepted reasonings»
(Kitcher) um quasi-empirische und teilweise auch anschauliche Argumente zu
erweitern, war noch im 18. Jahrhundert eine verbreitete mathematische Praxis.
Die Inthronisierung des Beweises als alleinige Validierungsinstanz ist ein Pro-
dukt des 19. Jahrhunderts. Auch wenn diese Entwicklung kaum reversibel ist,
zeigt die Debatte um den Status des Beweises doch deutlich, dass auch die Ma-
thematik historisch wandelbar ist (vgl. Kap. 7).

6.2. Der Beweis als Kommunikationsmedium

Man konnte sagen: der Beweis dient der Verstindigung. Ein Experiment
setzt sie voraus.
Ludwig Wittgenstein'

Der Beweis wird in der Mathematik in verschiedenen Kontexten und zu ver-
schiedenen Zwecken eingesetzt. Er garantiert nicht nur die Sicherheit des ma-
thematischen Wissens, sondern besitzt gleichzeitig eine soziale — « You have to
give a proof. Otherwise it won t be mathematics» —und eine wichtige explana-
tive Funktion: «Good proofs not only serve to establish truth they also explain
to the understanding reader why the result is true» (Hermann Karcher, zit. in
Hildebrandt 1995: 51)." In diesem Abschnitt méchte ich auf eine weitere
Funktion des Beweises eingehen — auf seine Kommunikationsfunktion. Der

10. Wittgenstein 1956: 196.
11. Almeida (1996) unterscheidet zwischen funf Funktionen des Beweises: Validierung, Erkla-
rung, Kommunikation, Entdeckung und Systematisierung.
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Beweis ist, so meine These, ein hochgradig normiertes Kommunikationsver-
fahren, das die spezifischen Verstandigungsprobleme der Mathematik zu 16sen
verhilft. Es sind vor allem zwei Arten von Kommunikationsproblemen, mit
denen die Mathematik konfrontiert ist und zu deren Losung die Institution des
Beweises beitrigt.

(1) Im Gegensatz zu den empirischen Wissenschaften lassen sich in der
Mathematik Unklarheiten nicht iiber einen Appell an die Sinne reduzieren. Es
gibt keinen gemeinsamen, sinnlich erfahrbaren Gegenstand, auf den man sich
bei Unklarheiten oder Verstindigungsschwierigkeiten beziechen kénnte, im
Sinne eines «Schau doch!» oder eines «HOr doch!». Als aufgeklirte Post-Em-
piristen wissen wir natiirlich, dass solche sinnlichen Verweise auch in den em-
pirischen Wissenschaften nicht immer méglich sind und auch nicht automa-
tisch eindeutige Resultate liefern. Galileos Versuch, seine Gegner durch einen
Blick durchs Fernrohr von der Existenz der Jupitermonde zu iiberzeugen, ist
bekanntlich zunichst einmal gescheitert. Die «edlen Doktoren», die sich in
Bologna versammelten, vermochten nicht zu sehen, was Galileo sah (Feyer-
abend 1991: 145ff.). Zudem, und das ist das gewichtigere Argument, sind un-
mittelbare Sinneseindriicke nicht intersubjektiv. Moritz Schlicks «Konstatie-
rungen» — «Hier jetzt gelb!» —, mit denen er die Wissenschaft auf eine sichere
Basis zu stellen suchte, mdgen fiir ihn selbst zwar absolut gewiss gewesen
sein, nur, und das war der Haupteinwand von Otto Neurath, werden wir nie
wissen, ob ein anderer dasselbe sieht (3.1.).

Trotz dieser Einschrinkungen und Vorbehalte ist ein Unterschied festzu-
halten. Auch wenn die Bezugnahme problematisch ist und oft nur indirekt er-
folgt, gibt es in den empirischen Wissenschaften doch einen Gegenstandsbe-
reich, der den Sinnen im Prinzip zugénglich ist.'? Dies ist in der Mathematik
nicht der Fall. Mathematische Objekte — Zahlen, Funktionen oder Galois-
Gruppen — konnen wir nicht sehen. Im Gegensatz zu den Gegenstinden der Er-
fahrungswelt sind sie nur iiber symbolische Reprisentationen zugénglich —
iiber Zeichen, Diagramme oder Figuren — und darauf zeigen Mathematiker und
Mathematikerinnen auch, wenn sie sich iiber ein Problem unterhalten. > Der
Umstand, dass Mathematiker keinen gemeinsamen, sinnlich wahrnehmbaren
Referenzbereich haben, macht Verstindigung zu einem Problem. Wie ist an-
gesichts der Tatsache, dass mathematische Objekte nicht wahmehmbar sind,

12. Die Objekte des subatomaren Bereichs sind zwar dem Auge nicht zugénglich, im Gegen-
satz zu mathematischen Objekten lassen sie sich jedoch mit entsprechend konstruierten
Apparaturen (z.B. Elektronenrastermikroskopen) messen und damit indirekt sichtbar
machen.

13. Mit dieser Formulierung soll nicht ein klassischer Représentationsbegriff unterstellt wer-
den (vgl. 3.3.1.). Zudem herrscht unter Mathematikern keineswegs Einigkeit dariiber, wie
man sich die Beziehung zwischen Symbol und mathematischem Gegenstand vorzustellen
hat (4.3.).
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eine Verstindigung iiber sie iiberhaupt méglich? Wie ist zu erkliren, dass sich
Mathematiker iiber die Beschaffenheit ihrer Objekte relativ problemlos eini-
gen konnen, obwohl sie ihnen erfahrungsmassig nicht zugénglich sind? Genau
an dieser Stelle kommt der Beweis ins Spiel. Mit der Institution des Beweises
hat die Mathematik ein hoch elaboriertes Normengebiude aufgestellt mit dem
Zweck, die mathematische Kommunikation zu erleichtern. «A deeper idea
may be almost impossible to communicate and so may be recognized only af-
ter it has been embodied in some formalization» (Mac Lane 1986: 415). Oder
wie es Hermann Karcher formuliert: «Mathematical arguments, usually
dressed as proofs (...) are still the fastest, most convincing form of communi-
cation» (zit. in Hildebrandt 1995: 51).

Beweisen heisst zunichst einmal, sich beim Mitteilen von Gedanken an
klare Vorgaben zu halten: Begriffe miissen definiert, Notationen miissen ge-
kldrt werden, und jeder Argumentationsschritt ist im Prinzip zu belegen. Im
Idealfall ist das Vorgehen sequentiell und deduktiv. Die auf diese Weise fest-
gelegten Regeln und Konventionen haben fiir Mathematiker verbindlichen
Charakter. Auf sie kann man sich im Falle von Unklarheiten beziehen, dhnlich
wie es eine Biologin mit ihrem «Sieh doch!» tut. Nur, und das macht die spe-
zifische Leistung dieser Losung aus, ist die Bezugnahme auf Regeln ungleich
effizienter als die Bezugnahme auf Gegenstiinde. Die Aufforderung «rechne
doch!» fiihrt zu sehr viel eindeutigeren Resultaten als der Appell an die Sinne:
«Schau doch!»." Wihrend Sinneswahrnehmungen grundsitzlich subjektiven
Charakter haben, ist die Befolgung einer Regel prinzipiell reproduzierbar und
damit intersubjektiv nachpriifbar (vgl. Heintz 1993a: Kap. 2). In der Mathe-
matik kénnen zwar Meinungsverschiedenheiten dariiber entstehen, ob eine
Regel zuldssig ist. Man denke etwa an die Kontroverse zwischen Formalisten
und Intuitionisten hinsichtlich der uneingeschrinkten Anwendung des tertium
non datur (2.2.2.). Ist die Regel aber einmal akzeptiert, so fiihrt ihre Anwen-
dung im Prinzip immer zum gleichen Resultat, und sollte sich eine Abwei-
chung ergeben, so ist sie relativ leicht zu korrigieren, leichter jedenfalls, als es
bei Beobachtungsdifferenzen in den empirischen Wissenschaften der Fall ist.

(2) Das zweite Kommunikationsproblem, mit dem die Mathematik kon-
frontiert ist, ist eines, das nicht nur in der Mathematik auftritt, hier aber beson-
ders virulent ist. Es betrifft das Verhdltnis von Denken und Mitteilen, von «Be-
wusstsein» und «Kommunikation» (vgl. u.a. Luhmann 1988). " Die Klage, es
gebe eine praktisch uniiberbriickbare Kluft zwischen der personlichen Gedan-
kenwelt und dem, was sich mitteilen lisst, ist in der Mathematik haufig zu ho-
ren. «It is hard to communicate understanding because that is something you

14. Dies zeigt sich unter anderem darin, dass es offensichtlich um einiges einfacher ist, einen
Computer etwas rechnen oder sogar beweisen zu lassen, als ihm das Sehen beizubringen.
15. Vgl. zu dieser Differenz auch Otte 1994: Kap. 15.
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get by living with a problem for a long time. You study it, perhaps for years,
you get the feel of it and it is in your bones. You can’t convey that to anybody
else» (Atiyah 1984: 17). Die Tatache, dass sich dieses Vermittlungsproblem in
der Mathematik in besonderem Masse stellt, hingt auch mit der dort herr-
schenden Arbeitsweise zusammen. Mathematiker arbeiten oft alleine und sehr
lange an einem Problem. Sie sind nur selten in einen stabilen Kommunika-
tionszusammenhang eingebettet, der ihnen einen kontinuierlichen Gedanken-
austausch ermoglichen wiirde. Die Kooperationen sind punktuell und enden in
der Regel, sobald das (Teil-)Problem gelost ist (5.2.). Die Kluft zwischen der
privaten Gedankenwelt und der 6ffentlichen Kommunikation kann sich unter
Umstdnden so weit vertiefen, dass die Mitteilung der Gedanken als kaum mehr
moglich erachtet wird. «Ich publiziere nur selten etwas. Ich erzihle iiber mei-
ne Arbeit, ich trage sie vor, miindlich. Wenn ich es aufschreibe, habe ich das
Gefiihl, es hat mit dem, was ich denke, was in mir drin ist, iiberhaupt nichts
mehr zu tun. Es gibt meine Gedanken nicht wieder. Und dann lasse ich es lie-
ber bleiben. Manchmal ist sogar auch das Reden schwierig. Fiir sich selber ..
weiss man zwar ganz genau, dass da etwas ist — dass zum Beispiel zwei Dinge
zusammengehdren, von denen alle anderen meinen, dass sie nichts miteinan-
der zu tun haben. Aber wenn man dann zu den Kollegen geht und ihnen davon
erzdhlt, und dann schauen sie einen bloss an und denken wahrscheinlich, man
sei verriickt. Du hast deine ldeen, deine Gedanken, aber du kannst sie nicht
mitteilen, niemand teilt sie mit dir. Man ist alleine damit. Manchmal denke ich,
es ist vielleicht ganz dhnlich wie bei einer mystischen Erfahrung. Mystische
Erfahrungen kann man auch nicht teilen, weil sie nicht mitteilbar sind »
Diese Passage ist deshalb besonders aufschlussreich, weil sie das Pro-
blem — die Diskrepanz zwischen «Bewusstsein» und «Kommunikation» — ge-
nau benennt und gleichzeitig in ihrer negativen Radikalitit deutlich macht, wo
die Losung zu finden wire: nicht in der (hoch ideologischen) Umpolung von
Mathematik in Mystik, sondern im Versuch, die private Gedankenwelt zu
iibersetzen, d.h. sie mit Hilfe des Beweises in eine intersubjektiv zugéngliche
Form zu bringen. «Um einen Gedanken recht rein darzustellen, dazu gehort
sehr vieles Abwaschen und Absiissen», empfahl bereits Lichtenberg (Lichten-
berg 1789: 418). Genan dies leistet der Beweis. Die Ubersetzung selbst ge-
schieht in der Regel beim «Aufschreiben» (4.3.). Im Rahmen dieser Uberset-
Zungsarbeit kommt dem Beweis eine wichtige Aufgabe zu, indem er das
Sprechverhalten regelt. Der Beweis ist gewissermassen das Scharnier, das
zwischen Bewusstsein und Kommunikation, zwischen «psychischem Sy-
stem» und «sozialem System» vermittelt. Keine andere Disziplin hat dermas-
sen detaillierte Kommunikationsregeln aufgestellt wie die Mathematik mit ih-
rer Institution des Beweises. Beweisen heisst, eine Argumentation in einzelne
Schritte zu zerlegen und sie in Termini einer gemeinsamen, hoch prizisen
Sprache zu formulieren. Die Beweisanforderung zwingt die Mathematiker da-
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zu, ihre privaten Ideen Schritt fiir Schritt in eine Form zu bringen, die sich an
den expliziten Vorgaben und Standards der mathematischen Gemeinschaft
orientiert. Oder, wie man in Anlehnung an Emile Durkheims beriihmter
Definition der sozialen Norm sagen konnte: der Beweis ist eine universale
«Gussformy, in die die privaten Gedanken zu giessen sind (Durkheim 1895:
126). Demgegentiber gibt es in anderen Disziplinen keine oder héchstens in-
formelle Vorschriften, in welche Form die Gedanken zu bringen sind.

Wie die Geschichte der Mathematik zeigt, konnen sich die Kommunika-
tionsregeln iiber die Zeit hinweg dndern. Was im 18. Jahrhundert als zuléssiger
Beweis gegolten hat, wiirde heute nicht mehr akzeptiert werden. Geéndert hat
sich insbesondere der Normierungsgrad. Im Gegensatz zum informellen Be-
weis des 18. Jahrhunderts, der noch sehr viel stiarker auf Anschauung und in-
tuitiven Argumenten beruhte, zeichnet sich der cmoderne> Beweis durch gros-
sere «Strenge» aus, d.h. durch Axiomatisierung, weitgehende Formalisierung,
Prizision der Notation und Explizitheit der verwendeten Begriffe und Defini-
tionen (vgl. zu dieser Verschiebung 7.3.).

Beweise haben zwar eine wichtige Funktion fiir die innermathematische
Kommunikation, sie kénnen diese Funktion aber nur erfiillen, wenn sie auch
verstanden werden, und dazu braucht es ein Hintergrundwissen, das im Be-
weis selbst nicht explizit formuliert ist. Publizierte Beweise sind niemals voll-
standig, sondemn enthalten Liicken, die vom Leser selbst ergéinzt werden miis-
sen (vgl. 4.3.). Um einen Beweis zu verstehen, muss man folglich zwischen
den Zeilen lesen. So gesehen funktioniert das Verstehen eines Beweises ganz
dhnlich wie das Verstehen einer alltagssprachlichen Ausserung: es setzt
Hintergrundwissen und Deutung voraus. In beiden Fillen wird dasselbe Inter-
pretationsverfahren eingesetzt — die «dokumentarische Methode der Inter-
pretation». Der Begriff stammt urspriinglich von Karl Mannheim und wurde
spiter von Harold Garfinkel auf den Bereich des Alltagshandelns iibertragen
(Garfinkel 1967; 1973).'® Die dokumentarische Methode der Interpretation ist
der Grundmechanismus, der eingesetzt wird, um die oft liickenhaften und
hoch indexalischen alltagssprachlichen Ausserungen mit Sinn zu fiillen. Bei
der dokumentarischen Methode der Interpretation wird ein sichtbares Zeichen,
eine Ausserung zum Beispiel, als Hinweis auf eine ihm zugrundeliegende
Struktur interpretiert, und diese (supponierte) Struktur wird ihrerseits beige-
zogen, um das Zeichen mit Bedeutung zu versehen. «The method consists of
treating an actual appearance as the «document ofy, as «pointing to», as «stand-
ing on behalf of> a presupposed underlying pattern. Not only is the underlying

16. Garfinkel bezieht sich auf Karl Mannheim (1921), der diesen Begriff im Zusammenhang
mit seiner Interpretationstheorie eingefiihrt hat, ohne jedoch Mannheims Unterscheidung
von den drei Sinnschichten zu itbernchmen, vgl. dazu die Anmerkungen der Herausgeber
zu Garfinkel 1973: 236ff.
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pattern derived from its individual documentary evidences, but the individual
documentary evidences, in their turn, are interpreted on the basis of «what is
known> about the underlying pattern. Each is used to elaborate the other»
(Garfinkel 1967: 78).

Das Prinzip der dokumentarischen Methode der Interpretation hilft den
Mechanismus zu verstehen, mit dessen Hilfe wir den oft liickenhaften Ausse-
rungen unserer Gesprichspartner Sinn verleihen. Etwas Ahnliches geschieht
auch beim Lesen eines Beweises. Um einen Beweis zu verstehen, miissen die
in jedem Beweis vorhandenen Liicken durch den Leser selbst erginzt werden.
Der mathematische Text — diese Mischung von Zeichenfolgen und alltags-
sprachlichen Erlauterungen — wird in diesem Sinne ganz dhnlich <nterpretiert,
wie ein literarisches Dokument oder eine alltagssprachliche Ausserung. Text
und Kontext sind m.a.W. in der Mathematik auf vergleichbare Weise zusam-
mengeschlossen wie in den sog. «verstehenden» Wissenschaften. Aus dem
Beweis wird auf den zugrundeliegenden Kontext geschlossen, und dieser wird
beigezogen, um den Text zu interpretieren (vgl. Breger 1990).

Dies macht deutlich, dass Beweisen und Verstehen nicht deckungsgleich
sind. Es ist durchaus moglich, etwas verstanden zu haben, ohne es beweisen
zu konnen, oder umgekehrt, etwas beweisen zu kénnen, ohne es wirklich ver-
standen zu haben. «I think that there are two acts in mathematics. There is the
ability to prove and the ability to understand. Now the actions of understand-
ing and proving are not identical. In fact, it is quite often that you understand
something without being able to prove it. Now of course, the height of happi-
ness is that you understand and you can prove it. The next stage is that you
don’t understand it, but you can prove it. That happens over and over again,
and mathematics journals are full of such stuff. Then there is the opposite, that
fs, where you understand it, but you can’t prove it. Fortunately, it then may get
nto a physics journal. Finally comes the ultimate of disalmness, which is in
fact the usual situation, when you neither understand it nor can you prove it»
(Marc Kac, zit. in Markowitsch 1997).

Dieses Zitat ist in mehrerer Hinsicht instruktiv. Zum einen beschreibt es
die Differenz zwischen Verstehen und Beweisen, zum anderen verweist es auf
den Unterschied zwischen Mathematik und Physik, so wie er von vielen Ma-
thematikern wahrgenommen wird (5.3.). Wahrend es fiir die Korrektheit eines
Beweises klare Testkriterien gibt, ist das Verstehen ein offener und unabge-
schlossener Prozess, der dem Verstehen in sozialen Situationen nicht unihn-
lich ist (vgl. ausfithrlich Markowitsch 1997). Bei der Vermittlung von Mathe-
matik kann dieser Unterschied besonders spiirbar werden, denn die korrekte
Ldsung einer Aufgabe indiziert noch keineswegs, dass das Problem auch ver-
standen wurde. Wihrend es relativ einfach ist zu iiberpriifen, ob jemand die
Abfolge der einzelnen Argumentationsschritte nachvollziehen kann, ist es sehr
viel schwieriger einzuschitzen, ob auch die zugrundeliegende Beweisidee
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verstanden wurde.'” Das Verstehen eines mathematischen Textes ist eine an-
spruchsvolle und zeitraubende Aufgabe, die nur dann gelingt, wenn Leser und
Autorin iber ein hinreichend gemeinsames Hintergrundwissen verfiigen.
Auch in der Mathematik funktionieren Verstehen und Verstéindigung m.a. W.
nur dann, wenn beide — Sprecher und Hoérer — iiber einen gemeinsamen kultu-
rellen Fundus verfiigen. Insbesondere in neuen Gebieten kann ein solches ge-
meinsames Wissen nicht immer vorausgesetzt werden. Der Beweis bleibt un-
verstindlich und dhnlich unzugénglich wie ein Kunstwerk, das mit tradierten
Wahmehmungsformen bricht. '® Genau an dieser Stelle kommt auch in der Ma-
thematik das Gesprich ins Spiel. Der bekannte Geometer William Thurston,
Direktor des Mathematical Science Research Institute MSRI, spricht in diesem
Zusammenhang von der Notwendigkeit, eine gemeinsame «mentale Infra-
struktur» aufzubauen (Thurston 1994). Thurstons Argumentation ist fiir das
vorliegende Thema instruktiv. Ich méchte sie deshalb etwas ausfiihrlicher vor-
stellen.

Mit seinem Aufsatz On Proof and Progress in Mathematics hat Thurston
auf den hidufig gedusserten Vorwurf reagiert, er stelle zwar wichtige Vermu-
tungen auf, mache sich aber nicht die Miihe, sie auch «sauber» zu beweisen.
«A grand insight delivered with beautiful but insufficient hints, the proof was
never fully published» — so etwa der Kommentar von Jaffe und Quinn zu Thur-
stons beriihmtem Geometrisierungstheorem (Jaffe/Quinn 1993: 8).'° Thur-
stons Geometrisierungstheorem und seine Art, Mathematik zu betreiben, wur-
den in den Interviews, die ich gefiihrt habe, haufig angesprochen. « Thurston
denkt in Figuren, manche sagen, dass er sogar vier-dimensional sehen kann.
Er sieht die Mathematik, aber er schreibt nicht auf. Er beweist seine Vermu-
tungen nicht. Er schreibt einfach nicht auf. Er hat der Gemeinschaft gegen-
iiber kein Gewissen.» Der Aufsatz von Thurston ist eine Verteidigung und
gleichzeitig ein vehementer Angriff auf das «definition-theorem-proof (DTP)
model of mathematics», d.h. auf die Vorstellung, dass die Mathematik eine
ausschliesslich deduktive Wissenschaft ist und das Ziel der mathematischen
Arbeit darin besteht, einen formalen Beweis zu finden (Thurston 1994: 163). %

17. Es herrscht allerdings keine Einigkeit dariiber, was wichtiger ist. Wahrend William Thur-
ston dhnlich wie Marc Kac das Verstehen betont, hat fiir andere der Beweis Prioritiit: «The
question remains at what level of communication the essence has been captured. For most
mathematicians, I believe that the ability to communicate with ogical definitions»
remains the fundamental test of understanding» (Jaffe 1997).

18. Die Rezeption von Godels Unvollstindigkeitsbeweis ist dafiir ein gutes Beispiel. Es hat
Jahre und teilweise lange Auseinandersetzungen gebraucht, bis Godels Beweis fiir die
Mathematiker tatsichlich Beweiskraft hatte (Dawson 1988).

19. Als eine auch fiir Laien nachvollziehbare knappe Einfiihrung in die Bedeutung von Thur-
stons Geometrisierungstheorem vgl. Lang 1989: 136fF.
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Thurston verteidigt sich mit zwei Argumenten. Zum einen stellt er die of-
fizielle Beweisnorm in Frage und stellt ihr eine andere, sehr viel informellere
Auffassung entgegen. Um als Beweis anerkannt zu werden, braucht es, SO
Thurston, nicht unbedingt eine formale und deduktive Argumentation. Ein
Satz sollte auch dann als bewiesen gelten, wenn es gelingt, eine Reihe von
iberzeugenden Argumenten beizubringen, auch wenn diese unter Umstiinden
informeller Natur sind. «I’d like to spell out more what I mean when I say I
proved this theorem. It meant that I had a clear and complete flow of ideas, in-
cluding details, that withstood a great deal of scrutiny by myself and by oth-
ersy (Thurston 1994: 174). Daran schliesst Thurston die (etwas seltsam anmu-
tende) Empfehlung an, anstatt auf die Wahrheit des Beweises auf die
Wahrhaftigkeit seiner Person zu setzen: «Mathematicians have many different
styles of thought. My style is not one of making broad sweeping but careless
generalities, which are merely hints or inspirations: I make clear mental mod-
els, and I think things through. My proofs have turned out to be quite reliable.
I have not had trouble backing up claims or producing details for things I have -
proven. I am good in detecting flaws in my own reasoning as well as in the rea-
soning of others» (Thurston 1994: 174).

Zum anderen, und dies ist im vorliegenden Zusammenhang wichtiger,
versucht Thurston am Beispiel der Rezeption seines Geometrisierungstheo-
rems zu zeigen, dass zu einem Beweis auch ein gemeinsames Hintergrundwis-
sen gehort. Mit seinem Geometrisierungstheorem hatte Thurston ein neues
und fiir seine Kollegen und Kolleginnen zunichst weitgehend unbekanntes
Gebiet erschlossen. «It was hard to communicate — the infrastructure was in
my head, not in the mathematical community. (...) There was practically no
infrastructure and practically no context for this theorem, so the expansion
from how an idea was keyed in my head to what I had to say to get it across,
not to mention how much energy the audience had to devote to understand it,
was very dramatic» (Thurston 1994: 175). Ein Bewelis, sei er auch noch so
stringent, wird erst dann etwas beweisen, wenn man ihn auch versteht. Dazu
braucht es jedoch ein gemeinsames Hintergrundwissen, eine «mentale Infra-
struktur», die iiber den Beweis selbst nicht vermittelt werden kann, sondern
zusitzliche Massnahmen erfordert, und zwar Massnahmen informeller Art —
Gespriche, Vortrige, Seminare. Aus diesem Grund habe er sich, so Thurstons
Rechtfertigung, auf die Vermittlung der notwendigen Infrastruktur konzen-

20. «In caricature, the popular model holds that D. mathematicians start from a few basic
mathematical structures and a collection of axioms «given> about these structures, that T.
there are various important questions to be answered about these structures that can be
stated as formal mathematical propositions, and that P. the task of the mathematician is to
seek a deductive pathway from the axioms to the propositions or to their denials»
(Thurston 1994: 163).
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triert, anstatt weiterhin Sitze zu beweisen, die zu verstehen praktisch niemand
in der Lage war. «The result has been that now quite a number of mathemati-
cians have what was dramatically lacking in the beginning: a working under-
standing of the concepts and the infrastructure that are natural for this subject.
(...) By concentrating on building the infrastructure and explaining and pub-
lishing definitions and ways of thinking but being slow in stating or in publish-
ing proofs of all the <theorems> I knew how to prove, I left room for many oth-
er people to pick up credit» (Thurston 1994: 175, 176).

Folgt man Thurstons Argumentation, so sind Formalisierung und Kom-
munikation, Beweis und Gesprich auf paradoxe Weise miteinander verkniipft.
Auf der einen Seite hat der Beweis eine wichtige Kommunikationsfunktion,
indem er eine prizis gearbeitete «Gussform» bereitstellt, in die die privaten
Gedanken zu giessen sind. Gleichzeitig kann er diese Funktion aber nur dann
erfiillen, wenn Autor und Leserin iiber ein hinreichend gemeinsames Hinter-
grundwissen verfiigen — und dazu gehort auch jenes Wissen, das iiber den Be-
weis an sich vermittelt werden sollte, das aber nur verstanden wird, wenn ge-
niigend Ankniipfungspunkte vorhanden sind. Ist dies nicht der Fall, dann
braucht es Gespriche, informelle Kommunikation, um die «Infrastruktur,
den Wissensvorrat, aufzubauen, der gegeben sein muss, damit der Beweis sei-
ne Kommunikationsfunktion tatsdchlich auch erfiillen kann. Diese paradoxe
Beziehung liesse sich nur dann auflésen, wenn der Beweis vollstindig wire,
d.h. keine Liicken mehr enthielte. Aber damit stiesse man bloss auf ein neues
Paradox — auf das Paradox der Formalisierung. « Wenn man etwas ganz genau
sagen will, dann tétet das jedes Verstehen. » Diese Argumentation legt es nahe,
Formalisierung und informelle Interaktion bis zu einem gewissen Grade als
Alternativen zu betrachten. Wie ich im Schlusskapitel dieses Buches zeigen
werde, wurde der (formale) Beweis erst dann zu einem wichtigen Kommuni-
kationsmedium, als der institutionelle Ausbau der Mathematik der informellen
Vermittlung mathematischen Wissens Grenzen setzte.

6.3. Kommunikation als Ressource

Bei dem studio der Mathematik kann wohl nichts stirkeren Trost bei
Unverstindlichkeiten gewihren, als dass es sehr viel schwerer ist, eines
anderen Meditata zu verstehen, als selbst zu meditieren.

Georg Christoph Lichtenberg®’

Obschon die Mathematik den Ruf einer ausgesprochen unkommunikativen
Wissenschaft hat, haben Gespriche in der Mathematik eine zentrale Funktion

21. Lichtenberg 1789: 418.
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(5.2.). «Wir Mathematiker brauchen keine Apparaturen, keine Technik wie die
anderen Wissenschaften. Wir kommen ohne das aus. Unsere Werkzeuge sind in
unserem Gehirn: Aber das wichtigste Werkzeug, das sind fiir mich die Gespri-
che. Reisen und mit anderen Mathematikern reden — das ist unser wichtigstes
research tool.» In der Mathematik sind Beweis und Gesprich, formale und in-
formelle Kommunikation komplementir aufeinander bezogen. Wihrend bis-
lang der Beweis im Zentrum stand, geht es in diesem Abschnitt um die infor-
melle Kommunikation und die Bedeutung, die sie fiir die Entwicklung und
Diffusion mathematischen Wissens besitzt.

(1) Die Institution des Beweises dient dazu, die privaten Gedanken in
eine intersubjektive Sprache zu iibersetzen. Gleichzeitig geht bei dieser Uber-
setzung aber auch vieles verloren. Wihrend man bei einem Gesprich auf ver-
schiedene Medien zuriickgreifen kann — auf die Alltagssprache, auf Zeichnun-
gen, Gesten, Blicke und Intonationen —, ist der (schriftliche) Beweis auf ein
Medium reduziert: auf die formale Sprache. Dies macht verstindlich, weshalb
publizierte Beweise schwer zu verstehen sind, viel schwerer jedenfalls, als -
wenn dasselbe in einem Gesprach erklart wird. Aus diesem Grund vollzieht
sich das Lernen in der Mathematik oft iiber Gesprache. Von David Hilbert wird
berichtet, dass er sich sein Wissen praktisch ausschliesslich iiber Gespriche
mit Kollegen und Assistenten angeeignet hat (Reid 1989: 150).% Vortrige
haben eine dhnliche Funktion. Sie laufen in der Mathematik in der Regel nicht
monologisch ab, sondern werden durch Fragen und Nachfragen unterbrochen.
«After all», so Andrew Odlyzko, «we do have advanced seminars instead of
handling out copies of paper and telling everybody to read them. The reason
is that the speaker is expected, by neglecting details, by intonation, and body
language, to convey an impression of the real essence of the argument, which
is hard to acquire from the paper. The medium of paper journals and the stand-
ards enforced by editors and referees limit what can be done» (Odlyzko
1993: 16).

Die kommunikative Kompaktheit des schriftlichen Beweises ist mit ein
Grund, weshalb einige Mathematiker fiir eine radikale Elektronisierung der
Informationsvermittlung pladieren. Fiir Andrew Odlyzko ist es nur eine Frage
der Zeit, bis die traditionellen Zeitschriften durch ein elektronisches und inter-
aktives Kommunikationssystem ersetzt werden. In der Hochenergiephysik ist
dies bis zu einem gewissen Grade bereits geschehen. Die Hauptinformations-
quelle sind nicht mehr Zeitschriftenaufsitze, sondern auf einem zentralen Ser-
ver gespeicherte Preprints, die iiber Internet allen Interessenten zuginglich
sind. Odlyzko geht aber noch einen Schritt weiter, indem er dafiir pladiert, die
traditionelle Zeitschriftenpublikation nicht nur zu elektronisieren, sondern
gleichzeitig durch andere Darstellungsformen zu ergdnzen. Konkret schldgt er

22. Vgl. dhnlich Amold’d 1987: 30; Atiyah 1984: 10; Serre 1986: 11.
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vor, einen Beweis nicht nur, wie bisher {iblich, auf méglichst knappem Raum
und in einer moglichst formalen Sprache zu prisentieren, sondern ihn zusétz-
lich in anderen Medien und auf der Basis anderer Kommunikationsformen
darzustellen. Zu jedem publizierten Beweis géibe es — als eine Art Interpreta-
tionshilfe — eine Videoaufnahme des Vortrages, in dem die Autorin ihren Be-
weis mit Hilfe der in informellen Gesprichen iiblichen Kommunikationsmittel
(Zeichnungen, Korpersprache, Betonungen etc.) noch einmal erzihit.

Die durch die neuen elektronischen Medien moglich gewordene (oder
zumindest moglich werdende) Verdnderung der Publikationspolitik ist in der
Mathematik ein heftig diskutiertes Thema. Wihrend die einen fiir eine radika-
le Elektronisierung der Informationsvermittlung unter Beizichung sidmtlicher
Medien plddieren, stehen andere dieser Entwicklung skeptisch gegeniiber (ex-
emplarisch Quinn 1995). Im Mittelpunkt der Debatte steht die Frage, ob das
bislang durch das Referee-System gewihrleistete Kontrollsystem beibehalten
werden kann bzw. welche anderen Kontrollsysteme gegebenenfalls an dessen
Stelle treten konnten. Die Befiirchtung, dass die Elektronisierung zu einer
Aufweichung des etablierten Kontrolisystems fiihren und damit die Zuverlas-
sigkeit der mathematischen Resultate radikal untergraben koénnte, ist das
Hauptargument, das insbesondere gegen die Verlagerung der einschidgigen In-
formation von Zeitschriften auf Preprint-Server vorgebracht wird. Im Ver-
gleich zu anderen Disziplinen zeichnet sich die Mathematik durch eine beson-
ders hohe Zuverldssigkeit ihrer Resultate aus. Der Grund dafiir liegt unter
anderem in der Institution des Referee-Systems, das in der Mathematik beson-
ders sorgfiltig gehandhabt wird (5.1.). Die Mathematik ist benutzer-, nicht
produzentenorientiert. Die Tatsache, dass der Publikationsdruck in der Mathe-
matik (noch) relativ gering ist und die miindliche Kultur weiterhin eine grosse
Bedeutung besitzt, ist auch in diesem Kontext zu sehen. Schiebt man der Elek-
tronisierung nicht einen Riegel vor, werden sich, so Quinn, in der Mathematik
gefahrliche — «semi-rigorose» — Tendenzen breitmachen, mit Konsequenzen
fiir die Einheit und den inneren Zusammenhalt der Mathematik. **

23. Das ist nicht das einzige Problem, das die neuen Informationsmedien aufwerfen. Ein ande-
res Problem betrifft die Auswirkungen der Elektronisierung auf die innermathematische
Kommunikationsstruktur. Zum einen sind nun «virtuelles, iiber e-mail vermittelte Koopera-
tionen moglich, die nicht mehr an face-to-face-Kontakte gebunden sind (vgl. dazu den
instruktiven Aufsatz von Babai 1990). Zum anderen konnte die zunehmende Popularitit
von usenet-Gruppen zu einer offeneren Kommunikationskultur filhren - «de-stratify
mathematics», wie es in einer Ankiindigung zu einer vom Mathematical Science Research
Institute organisierten Konferenz iiber Die Zukunft der mathematischen Kommunikation
hiess (MSRI 1994: 2). Zu den im Zusammenhang mit der Elektronisierung auftauchenden
Fragen vgl. neben der bereits zitierten Literatur den Bericht von Jackson 1995 iiber die
MSRI-Tagung sowie Grotschel/Liigger 1995.
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(2) Es ist aber nicht nur die Vielfalt der Kommunikationsmedien, die
miterklért, weshalb es einfacher ist, einen gesprichsweise vermittelten Beweis
zu verstehen als einen publizierten. Gleichzeitig verhelfen Gespriche dazu,
explizit zu machen, was in einem publizierten Beweis implizit vorausgesetzt
wird. Dazu gehort beispielsweise jenes Wissen, das aus der Sicht des Autors
zu informell, zu subjektiv oder zu trivial ist, um explizit erwidhnt zu werden.
«In den publizierten Arbeiten sieht man ganz viele Sachen nicht mehr, die ich
fiir mich durchgearbeitet und aufgeschrieben habe. Entweder kommen sie
nicht mehr vor, oder ich stecke sie in den Anhang. Aber im Grunde genommen
ist das nur technisches Zeug, das das Resultat irgendwie verfilschen wiirde.
Es wiirde es verdecken. Es schreckt die Leute auch ab. Und darum lasse ich es
entweder weg oder tue es in den Anhang. »** Nicht erwihnt wird aber auch je-
nes Wissen, das so selbstverstindlich ist, dass man sich seiner gar nicht be-
wusst ist. Oder wie es Herbert Breger formuliert: «kKnow-how cannot be writ-
ten on the blackboard» (Breger 1992: 81). Wie H.M. Collins in seiner
instruktiven Studie iiber den Nachbau eines Lasergerites zeigt, sind informelle -
Gespriche eine unabdingbare Voraussetzung flir die Vermittlung von Wissen,
d.h. fiir Lernen (Collins 1985: 51ff.). Der Nachbau des Lasergerites gelang
nur jenen Forschergruppen, die zu den Experten personlichen Kontakt hatten,
wihrend die Wissenschaftler, die die Konstruktionsdetails bloss von Publika-
tionen her kannten, keinen Erfolg hatten. Fiir eine erfolgreiche Nachkonstruk-
tion war offensichtlich mehr Wissen erforderlich als in der Dokumentation
enthalten war — Wissen, wie es nur in informellen Gesprichen, durch Fragen
und Nachfragen, vermittelt werden kann. Collins Laserstudie ist ein auf-
schlussreiches Beispiel fiir die Relevanz impliziten Wissens und fiir die Be-
deutung, die informelle Gespriche fir den Wissenstransfer besitzen. Genau
dasselbe gilt auch fiir die Mathematik. Vortrige und Gespriche verhelfen da-
zu, einen Teil des in Beweisen vorausgesetzten Wissens explizit zu machen.

(3) Gespriche sind schliesslich auch deshalb wichtig, weil ldngst nicht
alles mathematische Wissen in schriftlicher Form vorliegt. «Many of the
things that are generally known are things for which there may be no known
written source. As long as people in the field are comfortable that the idea
works, it doesn’t need to have a formal written source» (Thurston 1994: 168).
McShane spricht in diesem Zusammenhang von «folk theorems». «Folk theo-
rems» sind mathematische Resultate, die nur miindlich, in Gesprichen oder
Vortrigen, wiedergegeben werden und die niemand mehr zu publizieren wagt,
da sie schon bekannt sind (McShane 1957: 316).” Wihrend McShane diese

24. Zu diesen wricht erwihnenswerten» Komponenten gehéren vor allem auch die in Kap. 4
beschriebenen induktiven und experimentellen Methoden.

25. Das Problem solcher «folk theorems» liegt natiirlich darin, dass sie nur beschrinkt kon-
trollierbar sind. Sie sind in der Formulierung zu vage, um sie genau zu iiberpriifen.
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Form von kollektivem miindlichem Wissen kategorisch ablehnt — «there is not
mere uncommunicativeness; it is active opposition to communication»
(S. 316) —, gibt es andere Mathematiker, fiir die die Tradition der miindlichen
Kultur gerade umgekehrt ein besonders positives Merkmal ist. «Ich finde, das
ist eine Form von Grossziigigkeit, ja, von Grossziigigkeit. Seine Ideen den Kol-
legen zur Verfiigung zu stellen, in Vortrdgen und Gesprichen, anstatt das Wis-
sen fiir sich zu behalten, um es dann irgendwann einmal zu publizieren. Ich
habe aber das Gefiihl, dass diese Grossziigigkeit langsam verschwindet. Das
ist schade. Heute muss man alles publizieren. Und publizieren heisst nichts an-
deres, als zu sagen: das gehért mir, das ist ist mein Besitz. Dies wird mit der
Zeit dazu fiihren, dass die Leute ihre Ideen fiir sich behalten, sie nicht mehr
mitteilen. Genauso wie das Wiles getan hat. Das ist sehr traurig. »

Die Kommunikationsformen, die durch e-mail méglich werden, sind in
gewissem Sinn das Gegenstiick zu Wiles’ Geheimhaltungspolitik. «Can ma-
thematics survive the Web» — rasonniert Arthur Jaffe (1997) in einem instruk-
tiven Aufsatz, der das Verhalten von Wiles mit dem Wettlauf um einen Beweis
vergleicht, der durch eine Vermutung von Edward Witten ausgeldst und primér
iiber Internet-Kanile ausgetragen wurde. Wiahrend Wiles seine Arbeit erst 6f-
fentlich machte, als er iiberzeugt war, den Beweis gefunden zu haben, wurde
im zweiten Fall jede Voriiberlegung sofort tiber e-mail oder Bulletin-Boards
zuginglich gemacht in der Hoffnung, auf diese Weise den Konkurrenten zu-
vorzukommen.”® Bei beiden Beispielen geht es um die Sicherung von Priori-
tdtsanspriichen, die Strategien sind aber grundlegend verschieden. Im einen
Fall wurde Information zuriickgehalten, im anderen Fall Giber eine Umgehung
der etablierten Kommunikationskanile (vor)schnell 6ffentlich gemacht. Fiir
Jaffe liegt die Gefahr weniger in der Geheimhaltung als vielmehr im «publish-
ing by Internet», weil dadurch die etablierten Kontrollinstanzen unterlaufen
werden. Aus seiner Sicht kénnte sich ein solcher Wandel der Kommunika-
tionsformen fiir den Beweis und die Qualititsstandards der Mathematik als
sehr viel folgenreicher erweisen als die quasi-empiristischen Héresien mit ih-

26. Die Bedeutung, die die miindliche Kultur in der Mathematik besitzt, ist mit ein Grund,
weshalb der Zugang zu wichtigen Gesprichszirkeln ein entscheidender Faktor fiir die
eigene Arbeit ist. Mathematiker und Mathematikerinnen aus Lindern, die iiber eine
geringe mathematische Tradition verfiigen, sind aus diesem Grunde systematisch benach-
teiligt. Das Internet hat hier eine kompensatorische Funktion, angesichts seiner unter-
schiedlichen Zuginglichkeit allerdings nur bis zu einem gewissen Grade. Dies illustriert
Laszl6 Babai am Beispiel eines anderen (virtuellens Wettrennens um einen Beweis: «Such
a mailing may give unprecedented information advantage to a well chosen, sizable, and
consequently extremely powerful elite group. The group of recipients (...) may be fully
capable of making rapid advances before others would even find out that something was
happening. (...) Among those who did not receive any mailings were Toda, Razborov, all
of East Europe ...» (Babai 1990: 41).
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rer Forderung nach einer «semi-rigorosen» Mathematik: «Perhaps the greatest
change in the way we view mathematical proof over the next few years will
arise from a change in the way we communicate» (Jaffe 1997: 143). Ich werde
im folgenden Kapitel diese These aufgreifen und am Beispiel der Geschichte
der Mathematik zeigen, in welchem Ausmass die Durchsetzung des «definiti-
on-theorem-proof model of mathematics» (Thurston) durch eine Anderung
der Kommunikationsformen und Kommunikationsbedingungen beeinflusst
war.




Kapitel 7

KONSENS UND KOHARENZ. UBERLEGUNGEN ZU EINER
SOZIOLOGIE DER MATHEMATIK

Es bricht kein Streit dariiber aus (etwa zwischen Mathematikern), ob
der Regel gemiss vorgegangen wurde oder nicht. Es kommt dariiber
z.B. nicht zu Titlichkeiten.

Ludwig Wittgenstein' -

Wie ich in den vorangehenden Kapiteln ausgefiihrt habe, zeichnet sich die
Mathematik durch Besonderheiten aus, die es als fraglich erscheinen lassen,
ob sie sich dem konstruktivistischen Programm tatsiichlich nahtlos fiigt. Im
Gegensatz zu anderen Disziplinen scheint es in der Mathematik weder inter-
pretative Flexibilitit noch unentscheidbare Kontroversen zu geben. Die
Schlussfolgerungen der Mathematik sind zwingend. Wer sich an die Regeln
hélt, wird unweigerlich zum selben Resultat gelangen. Mir ist nur ein Beispiel
bekannt, bei dem sich Mathematiker nicht iiber das Vorhandensein einer Be-
weisliicke einigen konnten.” Wihrend eine internalistische Sicht die epistem-
ischen Besonderheiten auf die Tatsache zuriickfiihrt, dass die Mathematik eine
beweisende Wissenschaft ist und mit der axiomatisierten Mengenlehre iiber

1. Wittgenstein 1953: §240.

2. Es handelt sich um den umstrittenen Beweis der Keplerschen Vermutung durch Wu-Yi
Hsiang (Hales 1994; Hsiang 1995). Hsiang legte 1990 eine Arbeit von mehr als hundert
Seiten vor, mit der er beanspruchte, die Keplersche Vermutung bewiesen zu haben. Der
Beweis enthielt offenbar etliche Fehler und war zudem in einer Sprache formuliert, die nur
schwer nachvollziehbar war. Es gibt heute eine Reihe von Mathematikern, die Hsiangs
Beweis nicht anerkennen, und umgekehrt akzeptiert Hsiang die an seinem Beweis gedus-
serte Kritik nicht. Vor kurzem hat Thomas Hales, einer der schirfsten Kritiker von Hsiang,
einen alternativen Beweis vorgelegt, der nun offensichtlich breit akzeptiert ist. Es ist wich-
tig zu sehen, dass sich in diesem Fall die Kontroverse innerhalb der Mathematik abgespielt
hat, und nicht, wie z.B. im Falle des Vier-Farben-Beweises oder Thurstons Geometrisie-
rungstheorem, auf der Metacbene der Beweisanforderungen. Es ist allerdings durchaus
moglich, dass solche innermathematischen Kontroversen mit dem zunehmenden Techni-
sierungs- und Komplexitiitsgrad von Beweisen hiufiger werden.
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eine verbindende formale Sprache verfiigt, wird eine soziologische Erklarung
zuerst nach sozialen Prozessen Ausschau halten. Zwei Erkldrungsprogramme
habe ich in Kapitel 1 vorgestellt. Meiner Ansicht nach sind beide unzurei-
chend. Wihrend David Bloor die epistemische Besonderheit der Mathematik
infrage stellt, wird sie von David Livingston zwar akzeptiert, er verzichtet aber
darauf, sie zu erkldren. Ich méchte im folgenden ein Erklirungsschema vor-
stellen, das einen dritten Weg vorschlégt. Es ist keine ausgefeilte Theorie, son-
dern ein Programm, das empirisch noch systematisch zu untermauern wire,
eine «Beweisskizze», wie die Mathematiker sagen wiirden, kein Beweis.

Die Argumentation umfasst finf Teile. Der erste Teil hat vorbereitenden
Charakter. Am Beispiel der Frage, ob sich Kuhns Modell wissenschaftlicher
Entwicklung auf die Mathematik iibertragen lisst, soll die These einer episte-
mischen Besonderheit der Mathematik prizisiert und vertieft werden. Diese
These bildet den Ausgangspunkt fiir die anschliessende Erklirungsskizze. In
einem ersten Schritt argumentiere ich auf der Basis von Wittgensteins Ausfiih-
rungen zum Regelbegriff, dass die Befolgung einer Regel eine kollektive Pra-
xis ist, die an eine bestimmte «Lebensform» gebunden ist (7.2.). In einem
zweiten Schritt formuliere ich Wittgensteins Uberlegungen in eine differenzie-
rungs- bzw. integrationstheoretische Fragestellung um: welcher Art sind die
Integrationsmechanismen, die dafiir sorgen, dass es in der Mathematik — im
Gegensatz etwa zur Kunst — keine konkurrierenden epistemischen Gemein-
schaften gibt? Im Anschluss an David Lockwood unterscheide ich zwischen
sozial- und systemintegrativen Mechanismen und verkniipfte sie mit Luh-
manns Theorie der symbolisch generalisierten Kommunikationsmedien
(7.3.1). Entsprechend stellt sich die Frage, welche Form diese Mechanismen
in der Mathematik annehmen. Die Geschichte des Objektivititsbegriffs zeigt,
dass sich die Vorstellungen von Objektivitit im Verlaufe der Wissenschaftsge-
schichte gewandelt haben. Wurde Objektivitit zu Beginn der modernen Wis-
senschaft an sozialen Merkmalen festgemacht, so wurde spiter Standardisie-
rung zum Garanten von Objektivitit: objektive Wissenschaft erfordert die
Durchsetzung von sprachlichen und messtechnischen Konventionen (7.3.2.)
Diese Uberlegungen, die am Beispiel der empirischen Wissenschaften entwik-
kelt wurden, lassen sich auch auf die Mathematik iibertragen. Mit dem Wandel
der Objektivititskriterien verdndern sich auch die Integrationsmechanismen:
es kommt zu einer Umstellung von Sozial- zu Systemintegration oder system-
theoretisch formuliert: die Anschlussfihigkeit von Kommunikation wird in
zunehmendem Masse durch symbolisch generalisierte Kommunikationsme-
dien gesichert, die in der Mathematik die spezifische Form der Formalisierung
annehmen (7.3.3.). In einem Schlusskapitel werde ich die Argumentation noch
einmal zusammenfassen (7.4.).

7.1. Gibt es in der Mathematik Revolutionen?

Brouwer — das ist die Revolution!
Hermann Weyl®

Thomas Kuhn (1962) hat sein Modell wissenschaftlicher Entwicklung am Bei-
spiel der Naturwissenschaften, insbesondere der Physik, entwickelt. Seine In-
kommensurabilititsthese gilt folglich zunichst einmal nur fiir sie. Im Falle der
Naturwissenschaften gibt es, so Kuhn, keine unabhiingige Letztinstanz, um
konkurrierende Paradigmen miteinander zu vergleichen. Aus diesem Grund
erfolgt die Theoriewahl nicht nur aufgrund rationaler Kriterien, sondern ist
auch durch soziale Faktoren bestimmt. Als Reaktion auf die Kritik, er gebe
den Anspruch auf wissenschaftliche Rationalitit auf und ersetze Wissen-
schaftsphilosophie durch «mob psychology» (Lakatos), hat Kuhn seine In-
kommensurabilititsthese spiter abgeschwicht, an der Behauptung, dass die
Beobachtungssprachen konkurrierender Paradigmen nicht vollstindig inein-
ander iibersetzbar sind und wissenschaftliche Entwicklung folglich in revolu-
tiondren Schiiben erfolgt, hielt er aber nach wie vor fest (Kuhn 1969). Wie
sieht dies nun im Falle der Mathematik aus?

Im Gegensatz zur Wissenschaftsgeschichte wurde Kuhns Modell wissen-
schaftlicher Revolutionen fiir die Mathematikgeschichte nur mit Vorbehalten
akzeptiert. Michael Crowe hat diesen Vorbehalt in seinem beriihmten 10,
Gesetz formuliert: «Revolutions never occur in mathematics. (...) The stress
in Law 10 on the preposition «n> is crucial, for, as a number of earlier laws
make clear, revolutions may occur in mathematical nomenclature, symbolism,
metamathematics (e.g. the metaphysics of mathematics), methodology (e.g.
standards of rigour), and perhaps even in the historiography of mathematics»
(Crowe 1975: 19). Trotz dieser Prizisierung ist Crowes 10. Gesetz nicht un-
bestritten geblicben. Kontrovers ist weniger die These, dass Revolutionen
(wenn iiberhaupt) auf der Metaebene stattfinden, als vielmehr die Behauptung,
dass man zwischen (Meta)>-Mathematik* und <richtiger» Mathematik eine klare
Grenze ziehen kann: Umbriiche auf der Metaebene lassen die Praxis der Ma-
thematik nicht unberiihrt (vgl. u.a. Dauben 1996; Gray 1992; Mehrtens 1976).
Obschon Crowes These sicher differenziert werden muss, und die Grenze
zwischen Objekt- und Metaebene durchlissiger ist, als Crowe urspriinglich
unterstellte’, belegen Fallstudien, dass die grossen Kontroversen und Umbrii-
che nicht in der Mathematik stattgefunden haben, sondern auf der Metaebene

3. Weyl 1921: 158.

4. Mit «Meta-Mathematik» ist in diesem Zusammenhang natiirlich nicht Hilberts Meta-
mathematik gemeint (2.2.2.), sondern die allgemeinen Vorstellungen siber die Mathematik
insgesamt: die Beweisanforderungen, die Mathematikphilosophien und die als relevant
geltenden Probleme.
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(vgl. als Uberblick Gillies 1992 sowie Ausejo/Hormigén 1996). Das bekann-
teste Beispiel ist der Streit zwischen Formalisten und Intuitionisten (2.2.2.).
Die Grundlagedebatte war nicht ein Streit in der Mathematik, sondemn ein
Streit #ber die Mathematik (Mehrtens 1990). Der Dissens zwischen Hilbert
und Brouwer bezog sich auf die Zuldssigkeit bestimmter mathematischer Re-
geln, nicht auf deren konkrete Anwendung. Hiitte man Brouwer und Hilbert
gebeten, eine mathematische Argumentation auf ihre Korrektheit hin zu prii-
fen, so wiren wohl beide, hitten sie sich tiber die zuldssigen Verfahren einigen
konnen, zum selben Schluss gelangt.

Leo Corry (1989) unterscheidet im Anschluss an Yehuda Elkana (1986)
zwischen «Wissensvorstellungen» (images of knowledge) und «Wissenskor-
pus» (body of knowlege). Zur Metaebene der «Wissensvorstellungen» ge-
héren zum Beispiel die jeweils geltenden Beweisanforderungen, als wichtig
erachtete Fragen, die mathematikphilosophischen Doktrinen oder auch spezi-
fische Forschungsprogramme. Wihrend die Beweisanforderungen auf der
Ebene der Wissensvorstellungen angesiedelt sind, gehort der Beweis selbst
zum «Wissenskorpus». Ahnlich wie Crowe (1975) vertritt Corry die Auffas-
sung, dass es nur auf der Metacbene der Wissensvorstellungen zu Kontrover-
sen und Umbriichen kommt, wihrend die Entwicklung der Mathematik selbst
durch Kumulativitit und Kontinuitit gekennzeichnet ist. «A new mathemati-
cal theory may lead to the abandonment of an older by making it appear unin-
teresting or perhaps superfluous, but never wrong» (Corry 1989: 424).° Aus
Corrys Sicht ist es die Kumulativitit der mathematischen Entwicklung, die
Tatsache, dass es innerhalb des «Wissenskorpus» nicht zu «Revolutionen» und
Spaltungen kommt, die den Sonderstatus der Mathematik ausmacht.

Die Fallstudien belegen, dass es zwar auch in der Mathematik zu episte-
mischen Umbriichen kommt, diese sich dem Kuhnschen Modell jedoch nicht
nahtlos fiigen. Es sind Umbriiche auf der Metaebene und nicht auf der Ebene
des Wissenskorpus, und sie sind nicht das Ergebnis einer kurzen <revolutiond-
ren> Phase, sondern vollziehen sich langsam. Bereits vorhandenes Wissen
wird nicht ausgewechselt, sondern gerit in Vergessenheit oder wird in seinem
Giiltigkeitsbereich eingeschrinkt. Insofern verliuft die Entwicklung der Ma-
thematik kumulativ — «formational» und nicht «transformational», um Crowes
Begriffspaar zu verwenden (Crowe 1975). Das bekannteste Beispiel sind die
nicht-euklidischen Geometrien, deren Entdeckung nicht zu einer Verwerfung
der euklidischen Geometrie fiihrte, sondern zur Prizisierung ihres Geltungs-

5. Crowe hat seine Auffassung spiter relativiert und in Richtung einer quasi-empiristischen
Position weiterentwicklt, vgl. Crowe 1988; 1992.

6. Vgl die Studie von Fisher (1974) als anschauliches Beispiel fiir das «Verschwinden) einer
mathematischen Theorie. Die These, dass mathematische Theorien revidiert, aber nicht
widerlegt werden, schliesst freilich weder Wandel noch Irrtum aus (vgl. 2.3.1.).
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bereichs. Oder wie es Teun Koetsier formuliert: «Mathematical theories are
weakly fallible in the sense that one can never exclude the occurrence of un-
intended possible interpretations of fundamental notions that require a restric-
tion of universality claims by means of conceptual refinement. Because only
the range of validity of theories is restricted weak fallibility implies far going
continuity» (Koetsier 1991: 278; Hervorhebung B.H.).

Wie Kuhn am Beispiel der Nawrwissenschaften ausfiihrt, schlagen
Anomalien nicht sofort in wissenschaftliche Krisen um. Erst von einem be-
stimmten Punkt an, dessen genaue Bestimmung allerdings bei Kuhn wie auch
bei Lakatos im Dunkeln bleibt, wird der Konsens erschiittert und es kommt zu
einer Krise bzw. zu einer Ablosung des «Forschungsprogrammes» (Lakatos)
durch ein anderes. Im Gegensatz zu den Naturwissenschaften, in denen Ano-
malien frither oder spiter in wissenschaftliche Krisen miinden, kann dies in
der Mathematik im Regelfall verhindert werden. Inkohdrenz fithrt m.a.W.
nicht zwingend zu Dissens. Obschon Kuhns Unterscheidung zwischen Ano-
malie und Krise es nahelegen wiirde, zwischen Kohérenz und Konsens explizit
zu unterscheiden, werden beide Ebenen oft vermengt. Wihrend Anomalien
die Kohdrenz eines Wissensgebiudes in Frage stellen, ist bet wissenschaftli-
chen Krisen der Konsens tangiert. Die hier verwendete Unterscheidung orien-
tiert sich an Margaret S. Archers fulminanter Kritik am «Mythos der kulturel-
len Integration», d.h. an der Definition von Kultur als kohérentes und geteiltes
Deutungssystem (Archer 1985; 1988). Demgegeniiber fordert Archer, zwi-
schen zwei Ebenen streng zu unterscheiden: zwischen Integration auf der
Ebene des kulturellen Systems («cultural system integration») und Integration
auf der Ebene der Individuen («socio-cultural integration»).” Wihrend kultu-
relle Integration auf Systemniveau eine Relation zwischen Ideen ist (Kohi-
renz), bezieht sich die soziokulturelle Integration auf die Beziehungen zwi-
schen Individuen (Konsens). Im einen Fall ist der Nexus logischer Art, im
anderen Fall kausaler Natur, Beide Ebenen sind analytisch zu trennen. Im Ge-
gensatz zum «Mythos kultureller Integration», der unterstellt, dass Konsens
und Kohirenz einander notwendig bedingen, zeigt Archer, dass Inkohédrenz
und Konsens bzw. Kohirenz und Dissens durchaus koexistieren konnen. Es ist
denkbar, dass inkohirente kulturelle Systeme von den Individuen konsensual
geteilt werden, und umgekehrt ist Dissens auch bei hoher Kohérenz méglich.

Entsprechend begreift Archer kulturellen Wandel als endogenen Prozess,
d.h. als Resultat der Dynamik zwischen und innerhalb dieser beiden Ebenen
(vgl. dazu ausfiihrlich Archer 1988). Indem Archer kulturelle Inkohirenz als
logischen Widerspruch interpretiert, ist ihr morphogenetisches Modell der
wissenschaftlichen Entwicklung — als Sonderfall kulturellen Wandels —beson-
ders angepasst. Es gibt eine Heuristik an die Hand, um Kuhns Unterscheidung

7. Vgl. Smelser (1992) zu einer hnlichen Unterscheidung.
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zwischen Anomalie und Krise neu zu dimensionieren und Naturwissenschaft
und Mathematik deutlicher voneinander abzugrenzen. Wihrend Normalpha-
sen durch die Gleichzeitigkeit von Kohirenz und Konsens gekennzeichnet
sind (und insofern dem «Integrationsmythos» entsprechen), indizieren Ano-
malien Inkohirenz, die jedoch erst im Falle wissenschaftlicher Krisen zu ei-
nem Dissens fiihren. Die Mathematik nimmt gegeniiber den Naturwissen-
schaften eine Sonderstellung ein, indem Inkohérenzen seltener sind (aber auch
schneller entdeckt werden) und nur in Ausnahmefillen in einen «kompetitiven
Widerspruch» (Archer 1988: 229ff.) umschlagen. Grund dafiir sind die Gegen-
massnahmen der Individuen, die mit ihren Anpassungsleistungen auf der
Systemebene gleichzeitig auch die sozialintegrative Ebene vor Desintegration
schiitzen. Wie diese Gegenstrategien ausschen, hat Lakatos (1963) anschau-
lich beschrieben und ihnen in seiner «Methodologie wissenschaftlicher For-
schungsprogramme» einen wichtigen theoretischen Platz zugewiesen (Laka-
tos 1970).

7.2. Regelbefolgung

Wie man sieht, fehlt bei Wittgenstein nicht das Spasshafte im Ausdruck,
und in den mannigfachen dialoghaft gestalteten Partien liebt er es oft,
sich als Schelm zu gebirden. (...) Andrerseits mangelt es ihm auch
nicht an esprit de finesse, und seine Ausfilhrungen enthalten neben dem
ausdriicklich Gesagten auch vielerlei implizite Anregungen.

Paul Bernays®

Kontroversen sind in der Mathematik nicht nur seltener als in den empirischen
Wissenschaften, sie haben auch einen anderen Gegenstand. Im einen Fall geht
es um die Interpretation von Sachverhalten, im anderen Fall um die Anwen-
dung von Regeln. Hans Hahn hat in seinem bereits zitierten Aufsatz Logik,
Mathematik und Naturerkennen diese Differenz anschaulich dargestellt: «Es
(das logische Schliessen, B.H.) beruht also keineswegs darauf, dass zwischen
Sachverhalten ein realer Zusammenhang besteht, den wir durch das Denken
erfassen, es hat vielmehr mit dem Verhalten der Gegenstiinde iiberhaupt nichts
zu tun, sondern fliesst aus der Art, wie wir iiber Gegenstinde sprechen. Wer
das logische Schliessen nicht anerkennen wollte, hat nicht etwa eine andere
Meinung iiber das Verhalten der Gegenstinde als ich, sondern er weigert sich,
iiber die Gegenstinde nach denselben Regeln zu sprechen wie ich; ich kann
ihn nicht iiberzeugen, sondern ich muss mich weigemn, mit ihm weiter zu spre-
chen, so wie ich mich weigern werde, weiter mit einem Partner Tarock zu spie-

8. Bemays 1957: 120.
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len, der darauf beharrt, meinem Skiess mit dem Mond zu stechen» (Hahn
1932: 156).

Differenzen iiber Regeln sind offensichtlich leichter zu beheben als Dif-
ferenzen iiber Sachverhalte. Weshalb dies so ist, gehort zu den wichtigen Fra-
gen, die eine Philosophie (und Soziologie) der Mathematik zu beantworten
hat. Eine mogliche Antwort setzt bei Wittgensteins Uberlegungen zur Regel-
befolgung an. Ohne mich im Gestriipp der verschiedenen Wittgenstein-Inter-
pretationen verfangen zu wollen (und zu kdnnen), mochte ich im folgenden
Wittgensteins Konzeption der Regelbefolgung kurz (und in meiner Lesart)
vorstellen und von dort aus iiberlegen, welches die Mechanismen sind, die in
der Mathematik fiir Zusammenhalt sorgen.

Weshalb also sind Differenzen iiber Regeln seltener und leichter beizule-
gen als Differenzen iiber Sachverhalte? Um diese Frage zu beantworten, muss
zundchst geklart werden, worauf man sich bezieht, wenn von Regeln und Dis-
sens die Rede ist. Geht es um die Akzeptanz von Regeln oder um deren kor-
rekte Anwendung? Spielt Hahns Tarock-Partner ein anderes Spiel oder hat er
die Regel falsch angewandt? Und vor allem: macht es iiberhaupt Sinn, zwi-
schen der Akzeptanz einer Regel und ihrer Anwendung zu unterscheiden?
Genau an diesem Punkt scheiden sich die Wittgenstein-Interpretationen auch
innerhalb der Soziologie.’ Ich mochte die Differenz zwischen diesen beiden
Interpretationen an einem Beispiel deutlich machen und gleich vorausschik-
ken, dass ich mich bei dieser (unentscheidbaren) Kontroverse in der liberalen
Mitte zwischen den «Left and Right Wittgensteinians» (Bloor 1992: 281) be-
Wege.m}

Gewohnlich, und das gilt nicht zuletzt auch fiir die Soziologie, wird zwi-
schen der Regel und ihrer Anwendung unterschieden: die Regel ist ihrem Ge-
brauch dusserlich. Regeln haben dabei eine Doppelfunktion. Sie bestimmen
einerseits das Handeln und geben gleichzeitig ein Kriterium dafiir ab, ob ein
Individuum korrekt gehandelt hat oder nicht. Ein Beispiel dafiir sind mathe-
matische Regeln, der Additionsalgorithmus beispielsweise, von dem an-
genommen wird, dass er das Handeln leitet, und der gleichzeitig die Beurtei-
lungsinstanz dafiir ist, ob jemand richtig gerechnet hat oder nicht. Unterstelit
wird dabei, dass die Bestimmung einer Handlung durch eine Regel problemlos
ist und Regeln tatsichlich als Beurteilungskriterien fungieren kénnen. In

9. Vgl. dazu die Kontroverse zwischen David Bloor (1992) und Michael Lynch (1992a;
1992b), wobei der eine die wissenssoziologische, der andere die ethnomethodologische
Lesart von Wittgenstein reprasentiert.

10. Als «rechte» Wittgensteinianer bezeichnet David Bloor (1992) Gordon P. Baker und Peter
M. Hacker, Stuart G. Shanker und Michael Lynch. Sich selbst zihlt Bloor zu den «linken»
Wittgensteinianern. Die Differenz zwischen den «linken» Witigensteinianern und den
«rechten» besteht in den Augen Bloors darin, dass die Linken Wittgenstein soziologisch
lesen, wiihrend die Rechten sich auf philosophische Etiiden kaprizieren.
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seinen Ausfiihrungen zum Regelbegriff hat Wittgenstein beide Annahmen in
Frage gestellt. Regeln sind keine quasi-kausalen Grossen, die ihre Anwendung
von vornherein festlegen «like infinitively long rails which compel us to move
in a certain way» (Shanker 1987: 18). Um das Handeln anzuleiten, miissen sie
interpretiert werden, und diese Interpretationen sind im Prinzip kontingent und
setzen ihrerseits Regeln voraus, die wiederum gedeutet werden miissen usw.
Das ist das berithmte Regress-Argument, und es impliziert, dass Regeln ihre
Anwendung nicht determinieren konnen. ' Dies lésst sich an einem einfachen
Beispiel verdeutlichen. Man stelle sich vor, ein Schiiler habe die Aufgabe, bei
0 anzufangen und die Zahl 2 zu addieren. Als er bei 10 angelangt ist, wird ihm
gesagt, er solle so weiterfahren. Anstatt, wie erwartet, 12, 14, 16 ... zu schrei-
ben, schreibt er 0, 2, 4, 6, 8, 10, 0, 2, 4, 6, 8, 10 usw. «Wir sagen ihm: <Schau,
was du machst!> — Er versteht uns nicht. Wir sagen: <Du solltest doch zwei ad-
dieren; schau, wie du die Reihe begonnen hast!> — Er antwortet: Ja! Ist es denn
nicht richtig? Ich dachte, so soll ich’s machen.> — Oder nimm an, er sagte, auf
die Reihe weisend: dch bin doch auf die gleiche Weise fortgefahren!> — Es
wiirde uns nichts niitzen, zu sagen (Aber sichst du denn nicht ... 7> —und ihm
die alten Erklirungen und Beispiele zu wiederholen» (Wittgenstein 1953:
§185).

Dieses Beispiel verweist auf das zweite Problem: wie konnen wir
beurteilen, ob eine Regel korrekt angewendet wurde? Wer hat recht — der Leh-
rer, der die Fortsetzung 12, 14, 16 ... erwartet, oder der Schiiler, der die Zah-
lenfolge noch einmal von Neuem aufschreibt? Aus konventioneller Sicht ist
die Regel die Entscheidungsinstanz. Aber welche — jene des Schiilers oder
jene des Lehrers? Wie konnen wir beurteilen, welche Regel korrekt ist? «Un-
ser Paradox war dies: eine Regel konnte keine Handlungsweise bestimmen, da
jede Handlungsweise mit der Regel in Ubereinstimmung zu bringen sei. Die
Antwort war: Ist jede mit der Regel in Ubereinstimmung zu bringen, dann
auch zum Widerspruch. Daher gibe es hier weder Ubereinstimmung noch
Widerspruch» (Wittgenstein 1953: §201). Meredith Williams bezeichnet dies
als «Paradox of Interpretation». Das Interpretationsparadox wirft ein
gravierendes Problem auf: wenn Regeln ihre Anwendung nicht bestimmen
und es kein Kriterium gibt, um die Korrektheit von Handlungen zu beurteilen,
wie ist Intersubjektivitit und soziale Ordnung dann noch denkbar? «The Re-
gress Argument shows that the view of objectified meaning as embodied in de-
cision, formula, or any other candidate for the role cannot account for the ne-
cessity of rules, for the fact that rules constrain the behavior of the agent. The
Paradox shows that the view cannot account for the normativity of rules, for

11. Wie ich in Kap. 1 gezeigt habe, leitet Bloor aus diesem Argument seine Unterdeter-
miniertheitsthese fiir die Mathematik ab.
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the fact that there is a substantive distinction between correct and incorrect»
(Williams 1991: 97f.; Hervorhebung B.H.).

Dennoch, obschon Regeln Handeln nicht determinieren und auch nicht
als normative Instanz fungieren, ist Verstindigung offensichtlich méglich und
wird der Schiiler irgendwann einmal die Reihe so fortsetzen, wie es der Lehrer
will. Es braucht offensichtlich eine andere Erklirung, und genau an diesem
Punkt scheiden sich die Wittgenstein-Interpretationen. In dieser Diskussion
lassen sich zwei Hauptpositionen unterscheiden. In der Soziologie sind sie
durch David Bloor bzw. Michael Lynch représentiert, in der Philosophie durch
Saul A. Kripke bzw. durch Gordon P. Baker und Peter M.S. Hacker. 2

Kripke vertritt eine «skeptische» Position: es gibt keine rationalen Krite-
rien, um richtiges von falschem Verhalten abzugrenzen. Die Addition des
Schiilers hat die gleiche Berechtigung wie die des Lehrers. Obschon Wittgen-
steins Argumentation aus Kripkes Sicht darauf hinauslduft, dass im Prinzip
«jegliche Sprache und alle Begriffsbildung unméglich ist» (Kripke 1987: 82),
ist dies offensichtlich nicht der Fall. Es muss folglich eine andere normative
Instanz geben, um richtiges von falschem Handeln zu unterscheiden. Fiir Krip-
ke ist diese normative Instanz die Gemeinschaft. «Die Losung beruht auf der
Vorstellung, dass jeder, der einer Regel zu folgen behauptet, der Kontrolle
durch andere ausgesetzt ist. Andere Angehorige der Gemeinschaft konnen
iiberpriifen, ob der vermeintlich der Regel Folgende Reaktionen an den Tag
legt, die sie billigen und die mit ihren eigenen Reaktionen iibereinstimmen»
(Kripke 1987: 127f.). Es ist nicht die Regel selbst und auch nicht der Einzelne,
sondern es ist die Gemeinschaft, die iiber die Korrektheit eines Handelns
entscheidet. Sie beurteilt, ob jemand, der einer Regel folgt, ihr auch wirklich
folgt, oder nur glaubt, es zu tun. Diese Position wird als «community view»
bezeichnet."* Kripkes Losung birgt allerdings zwei Probleme in sich. Zum ei-
nen interpretiert Kripke Wittgensteins Paradox als epistemologisches Pro-
blem: wie kann man wissen, ob jemand einer Regel folgt? Zum anderen unter-
scheidet er nach wie vor zwischen Regel und Anwendung, und weil er dies tut,
braucht er eine dritte Instanz — die Gemeinschaft —, die dariiber entscheidet, ob
eine Handlung korrekt ist oder nicht (Williams 1991: 100).

Aus der Sicht von Baker und Hacker widersprechen beide Annahmen ~
die epistemologische Interpretation wie auch die Trennung von Regel und An-

12. Ich orientiere mich im folgenden an der Darstellung von Rust 1996: Kap. 4, der die Kon-
troverse zwischen Kripke und Baker/Hacker im Kontext von Wittgensteins Philosophie
des Psychischen diskutiert.

13. Die Gemeinschaftsthese richtet sich gegen individualistische Konzeptionen der Regelbe-
folgung, wie sie im Rahmen der Privatsprachendiskussion formuliert wurden. In Kripkes
Version der Gemeinschafisthese spielt es keine Rolle, ob die Gemeinschaft aktuell gegen-
wirtig ist oder nicht (Kripke 1987: 138). Robinson Crusoe wird auch in seiner Inselein-
samkeit korrekt Englisch sprechen und ist in der Lage, dies zu beurteilen.
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wendung — Wittgensteins Intentionen. Das Paradox ist nur solange ein Para-
dox, als zwischen Regel und Anwendung unterschieden wird. Folglich besteht
die Losung darin, die Trennung von Regel und Anwendung aufzugeben, d.h.
ihre Beziehung als eine interne zu sehen. ««How does the rule determine this
as its application?> makes no more sense than: <How does this side of the coin
determine the other side as its obverse?>»» (Baker/Hacker 1984: 96). Betrachtet
man die Beziehung zwischen Regel und Anwendung aus dieser Perspektive,
dann 16st sich die traditionelle Frage nach den (externen) Ursachen von Regel-
konformitit (bzw. Devianz) auf. Die Regel ist das, was wir fun, und was wir
tun, ist das Kriterium dafiir, ob die Regel richtig angewandt wurde. Es ist nicht
die Gemeinschaft, die iiber die Korrektheit einer Handlung gewissermassen
im Abstimmungsverfahren entscheidet, sondern es ist die kollektive Praxis,
die das Kriterium dafiir abgibt, ob eine Regel befolgt wurde oder nicht. Oder
anders formuliert: es ist nicht die Gemeinsamkeit des Urteilens, sondemn jene
des Handelns, an der eine Handlung gemessen wird. «In this sense community
agreement is constitutive of practices, and that agreement must be displayed
in action» (Williams 1991: 113).

Baker und Hackers Betonung der kollektiven Praxis richtet sich gegen
Kripkes epistemologische Interpretation und gegen seine Trennung von Regel
und Anwendung. Wie Meredith Williams zeigt, und damit komme ich zur
oben angekiindigten «mittleren> Position, bleiben Baker und Hacker aber letzt-
lich einer individualistischen Perspektive verhaftet, die Wittgensteins Be-
tonung des sozialen Charakters der Regelbefolgung nicht gerecht wird (vgl.
dhnlich auch Malcolm 1989). «According to these authors (Baker und Hacker,
B.H.), the communal or social aspect of meaning, the conformity or agreement
in judgment among members of the practice, is not an essential aspect of
meaningfulness. (...) Wittgenstein’s use of «practice», they maintain, has noth-
ing to do with its being a social practice; rather the significance of the term is
to show that rule-govemned activity is a form of action, not a form of thought.
In other words, rule following must be public, but not necessarily social» (Wil-
liams 1991: 109f.; Hervorhebung B.H.).

Demgegeniiber betont Williams die soziale Dimension von Wittgensteins
Regelbegriff. Gegen Kripke einzuwenden, dass es um ein 7un geht (und nicht
um Wissen), ist eine Sache. Ein anderer, zusitzlicher Punkt ist aber, dass
dieses Tun ein soziales Tun ist. Um iiberhaupt sinnvoll von Regelbefolgung
sprechen zu konnen, muss der Einzelne in eine kollektive Praxis eingebettet
sein, die mehr ist als Baker und Hackers «regularities of action». «It seems
clear to me (...) that Wittgenstein is saying that the concept of following a rule
is «essentially social) — in the sense that it can have its roots only in a setting
where there is a people, with common life and a common language» (Malcolm
1989: 23). Nur in Relation zu diesem stillschweigenden «consensus of action»
kann eine Einzelhandlung als richtig oder falsch beurteilt werden. Diese
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Ubereinstimmung im Handeln ist, wie es Rust formuliert, «ein Handeln ohne
Griinde. Die Ubereinstimmung ist nicht eine Ubereinstimmung der Mei-
nungen, sondern der Lebensform» (Rust 1996: 123). Dies ist der Grund dafiir,
weshalb man die Frage, ob der Schiiler oder der Lehrer «recht» hat, eindeutig
beantworten kann. Lehrer und Schiiler sind nicht gleichberechtigte Partner.
Der Lehrer vertritt die kollektive Praxis, die «Gepflogenheit», den «stindigen
Gebrauch» (Wittgenstein 1953: § 198), der Schiiler wird erst in sie eingefiihrt.
Dass die Reihe mit 12, 14, 16 ... fortgesetzt werden muss, bedarf m.a.W. kei-
ner weiteren Begriindung. «In being acculturated into this community, this
form of life, I am enabled to speak for the community without justification for
what I do and without being checked by others in the community» (Williams
1991: 118)."

Welche Folgerungen sind daraus fiir die Soziologie zu ziehen? Die Kon-
troverse zwischen Bloor und Lynch um die <korrekte> Wittgenstein-Interpre-
tation und ihre Konsequenzen fiir eine Soziologie der Mathematik folgt den
beiden skizzierten Argumentationslinien und verkniipft sie mit soziologischen
Theorien. Bloor vertritt eine epistemologische Lesart des Interpretations-
paradox und gewinnt daraus Argumente fiir seine wissenssoziologische Per-
spektive, Lynch orientiert sich an Baker und Hackers Betonung der Praxis und
verbindet sie mit der Ethnomethodologie. Ausgangspunkt ist die oben be-
schriebene Lernsituation, und die Kontroverse dreht sich um die Frage, wie zu
erkldren ist, dass sich irgendwann die Praxis des Lehrers durchsetzt. Bloor ver-
tritt ahnlich wie Kripke (auf den er sich allerdings nicht explizit bezieht) eine
skeptische Position und erweitert sie, insbesondere in seinen fritheren Arbei-
ten, um soziologische Zusatzerkldrungen wie Macht, Sozialisation, Interessen
etc. (vgl. Kap. 1 sowie 2.3.1.). Regeln sind nicht in der Lage, das Handeln zu
leiten, noch reichen sie als normative Instanz aus. Es braucht deshalb eine
dritte Grosse — das Urteil der Gemeinschaft —, die dariiber entscheidet, welches
Handeln das richtige ist. «It brings home (...) that something more and differ-
ent is needed to define the accepted institution of arithmetic. (...) Such factor
would be consensus, the very thing rejected by Baker and Hacker. Ultimately
it is collective support for one internal relation rather than another that makes
the teacher’s rule correct and the other deviant and incorrect» (Bloor
1992: 274).

Es ist das Urteil der Gemeinschaft, die Dominanz der herrschenden Mei-
nung, die erklirt, weshalb sich das Handeln des Lehrers durchsetzt. Damit
stellt sich die Frage, wie diese Mehrheitsmeinung zustande kommt und ab-

14. Zudem stellt die Situation des Lernens eine Ausnahme dar, denn gewéhnlich beherrschen
wir unsere Alltagspraxis und miissen nicht dauernd kontrolliert werdenz «checking,
whether by others or oneself, simply doesn’t feature prominently in the exercise of a prac-
tice, except in the case of the learner» (Williams 1991: 113).
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gestiitzt wird. Es ist genau diese Frage, an die die Soziologie anschliessen
kann. Wie ich in Kapitel 1 gezeigt habe, trifft die skeptische Argumentation
aus der Sicht von Bloor fiir die Mathematik insgesamt zu. Es gibt, das ist die
zentrale Ausgangsthese, nicht nur eine Mathematik, sondern mehrere. Die Tat-
sache, dass wir es heute de facto nur mit einer Mathematik zu tun haben, hat
seinen Grund weder im Konsistenzgebot der Mathematik noch in der Praxis
des Mathematikbetreibens, sondemn es sind externe soziale Faktoren, die dafiir
verantwortlich sind. «A number of cases have now been presented which can
be read as examples of alternative forms of mathematical thought to our own
(...) These variations in mathematical thought are often rendered invisible.
One tactic for achieving this end has already been remarked upon. This is the
knife-edge insistence that a style of thinking only deserves to be called math-
ematics in as far as it approximates to our own» (Bloor 1991: 129).

Aus der Perspektive einer praxisorientierten Soziologie, fiir die nicht nur
Wittgenstein, sondern auch Mead steht (vgl. 3.3.4.), ist Bloors Auffassung in
zweierlei Hinsicht problematisch. Zum einen stellt er das Denken in den Mit-
telpunkt, und nicht das Handeln, den Konsens, und nicht die Praxis; zum an-
deren verortet er die Ursache fiir die Ubereinstimmung der Praktiken ausser-
halb dieser Praktiken. Das ist der Vorwurf, der sich aus der zweiten Lesart von
Wittgensteins Paradox ergibt und der in der Soziologie vor allem von Michael
Lynch vertreten wird. «The sceptic follows Wittgenstein’s reductio ad absur-
dum to the point that abandonment of the quasi-causal picture is warranted but
then concludes that rules provide an insufficient account of actions. Taken into
the realm of sociology of knowledge, this conclusion motivates a search for al-
ternative explanations of how orderly actions are possible. Social conventions
and interests fill the void vacated by rational compulsion» (Lynch 1993: 171).
Was aber ist die Alternative? Wie lisst sich die Ubereinstimmung der Prakti-
ken — das «agreement in action» (Williams) — erkliren, ohne auf eine dritte
Grosse zuriickgreifen zu miissen?

Fiir Michael Lynch liegt die Alternative in einem anderen Verstiindnis der
Beziehung zwischen Regel und Anwendung. Seine Referenzfiguren sind auf
der einen Seite Baker und Hacker, die ihm die theoretische Argumentation
vorgeben, und auf der anderen Seite Eric Livingston, der aus der Sicht von
Lynch dieses Programm empirisch umgesetzt hat (vgl. Kap. 1). Der Erfolg des
Lehrers erklirt sich weder aus der kausalen Macht der Regeln, wie es die kon-
ventionelle Sicht unterstellt, noch aus der Macht der herrschenden Meinung,
sondern aus der Tatsache, dass Mathematik eine kollektive Praxis ist. Die
Ubereinstimmung im Handeln — und nicht die Ubereinstimmung im Denken —
entscheidet dariiber, ob die Regel richtig angewandt wurde oder nicht. «The
problem for sociology is that the rule for counting by twos is embedded in the
practice of counting (...). Similarly for the more complex practices in mathe-
matics. The consensual culture of mathematics is expressed and described
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mathematically; that is, it is available in the actions of doing intelligible math-
ematics» (Lynch 1992: 230).

Welche Lehre ist daraus nun fiir die Mathematik zu ziehen? Inwieweit
verhelfen uns Wittgensteins Uberlegungen zu einem besseren Verstindnis der
epistemischen Besonderheiten der Mathematik? Weshalb kommt es in der Ma-
thematik nur selten zu einem Streit und weshalb ist er, wenn es doch einmal
dazu kommt, «mit Sicherheit zu entscheiden» — im Gegensatz etwa zu Kontro-
versen in der Philosophie oder Soziologie, die, wie die Diskussion um die
richtige> Wittgenstein-Interpretation aufs Schonste belegt, mit Sicherheit
nicht entscheidbar sind. Die Argumentation, die Meredith Williams und Mi-
chael Lynch gegen das iiberzogene Kontingenzdenken von Bloor (und Kripke)
entwickeln, ist zwar wichtig, hilft aber bei dieser Frage nicht viel weiter. Auch
wenn wir einsehen, dass es um Handeln geht (und nicht um Wissen), um So-
ziales (und nicht um Offentliches), so ist damit noch nicht erklart, weshalb die
Mathematik, im Gegensatz zu allen anderen Disziplinen, nicht — und auch
nicht temporir — in verschiedene «Gemeinschaften» bzw. epistemische Sub-
kulturen zerfillt (vgl. 7.1.). Weder Michael Lynch noch Meredith Williams ge-
ben auf diese Frage eine Antwort. Meredith Williams bindet die Regelbefol-
gung zwar an den sozialen Kontext — die «Gemeinschaft» — zuriick, sie macht
aber keine Aussagen dariiber, wie Gemeinschaften ihre Grenzen ziehen und
weshalb es im einen Fall, z.B. in der Kunst oder der Soziologie, verschiedene
epistemische Gemeinschaften gibt, im Falle der Mathematik aber nur eine.

Wittgenstein hat in diesem Zusammenhang von «Lebensform» ge-
sprochen.'® Die an Wittgensteins Regelbegriff anschliessende Frage ist folg-
lich die, weshalb es in der Mathematik nur eine Lebensform gibt, und diese
Frage ist mit Wittgenstein allein nicht zu beantworten, mit welcher Brille man
ihn auch immer liest. Es ist zwar richtig, sich dem Phinomen der Mathematik
von innen her, iiber die Praxis der Mathematik, anzunihern. Ob dazu aber die
von Lynch propagierte und von Livingston realisierte Methode ausreicht, ist
fraglich. Zum einen ist offen, inwieweit Livingston mit seiner Rekonstruktion

15. Etwa in seinem beriihmten Paragraphen 241, der wie so viele andere Wittgensteinsche
Apergus zur Grundausstattung des akademischen Normalarbeiters gehdrt: ««So sagst du
also, dass die Ubereinstimmung der Menschen entscheide, was richtig und was falsch
ist? — Richtig und falsch ist, was Menschen sagen; und in der Sprache stimmen die Men-
schen iiberein. Dies ist keine Ubereinstimmung der Meinungen, sondern der Lebensform»
(Wittgenstein 1953: §241). Oder, etwas weniger bekannt, in seinen Bemerkungen iiber die
Grundlagen der Mathematik: «Aber wie deutet denn also der Lehrer dem Schiiler die
Regel? (...) - Nun, wie anders, als durch Worte und Abrichtung? Und der Schiiler hat die
Regel (so gedeutet) inne, wenn er so und so auf sie reagiert. Das aber ist wichtig, dass
diese Reaktion, die uns das Verstindnis verbiirgt, bestimmte Umstinde, bestimmte Lebens-
und Sprachformen als Umgebung, voraussetzt. (Wie es keinen Gesichtsausdruck gibt ohne
Gesicht.)» (Wittgenstein 1956: 414).
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des Godelschen Beweises die Praxis der Mathematik in ihrer Vielfalt tatsdch-
lich wiedergibt; zum anderen ist der Blick auf die mathematische Arbeitspra-
xis — «of the lived work of actually proving» (Lynch 1992: 245) — zu eng, um
die soziale Welt der Mathematik tatséichlich zu verstehen. Wittgensteins Uber-
legungen zum Regelbegriff sind m.a.W. erst ein erster Schritt. Der zweite
Schritt besteht darin zu beschreiben, welcher Art die Mechanismen sind, die
dafiir sorgen, dass es in der Mathematik nur eine «Lebensform» gibt.

7.3. Kommunikation und Formalisierung

Die ungeheure Ausdehnung des objektiv vorliegenden Wissensstoffes
gestattet, ja erzwingt den Gebrauch von Ausdriicken, die eigentlich wie
verschlossene Gefisse von Hand zu Hand gehen, ohne dass der tatsich-
lich darin verdichtete Gedankeninhalt sich fiir die einzelnen Gebraucher
entfaltet.

Georg Simmel'

Was also sind die Mechanismen, die dazu beitragen, dass die Mathematik
nicht in verschiedene epistemische Gemeinschaften zerfallt? Wie ist es der
Mathematik trotz zunehmender Spezialisierung gelungen, ihre Einheit auf-
rechtzuerhalten, d.h. wie und woriiber vollzieht sich Integration in der Mathe-
matik? So formuliert, ldsst sich die Frage nach den Griinden fiir den spe-
zifischen Charakter der Mathematik in eine differenzierungs- bzw.
integrationstheoretische Problemstellung iibersetzen: welcher Art sind die In-
tegrationsmechanismen, die dafiir sorgen, dass die Mathematik trotz zuneh-
mender Differenzierung nicht auseinanderfillt? Ich werde zunéchst einige
theoretische Grundlagen bereitstellen (7.3.1) und sie anschliessend anhand der
Geschichte des Objektivititsbegriffs (7.3.2.) auf die Mathematik iibertragen
(7.3.3).

7.3.1. Differenzierung und Integration

Der Zusammenhang zwischen Differenzierung und Integration gehért seit
Emile Durkheims «Arbeitsteilung» zu den klassischen Fragen der Soziologie
(Durkheim 1893). Durkheim selbst hat zwischen zwei Integrationsformen un-
terschieden, die er in einer entwicklungshistorischen Perspektive zwei Typen
von Gesellschaften zuordnete. Wihrend Integration in einfachen, segmentir
differenzierten Gesellschaften auf gemeinsamen Wertiiberzeugungen beruht
(dem «Kollektivbewusstsein»), ist eine Integration iiber einen Wertekonsens
in funktional differenzierten Gesellschaften nicht mehr méglich. An die Stelle

16. Simmel 1907: 621.
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einer Integration iiber eine gemeinsame Kultur tritt, so Durkheims entschei-
dende These, die Integration iiber Tausch. Der Differenzierungsprozess schafft
sich mithin seine Losung selbst: Arbeitsteilung fithrt zu Spezialisierung und
zwingt insofern zu Kooperation. Durkheims These ist auf breite Kritik gestos-
sen und wurde auch von ihm selbst spéiter abgeschwicht (u.a. Alexander 1993;
Parsons 1993; Tyrell 1985). Das Problem allerdings blieb bestehen und hat
eine Vielzahl von Weiterentwicklungen nach sich gezogen.

Eine wichtige Grundlage hat Talcott Parsons gelegt. Im Zuge seiner sy-
stemtheoretischen Fundierung der allgemeinen Handlungstheorie erhielt die
Frage nach den Mechanismen gesellschaftlicher Integration fiir Parsons eine
neue Bedeutung: wie lasst sich der Zusammenhalt zwischen den ausdifferen-
zierten Teilsystemen erkldren? An diese Frage schliesst Parsons Medientheo-
rie an (vgl. Kiinzler 1986; Parsons 1980; Schimank 1996: 103ff.). Aus Parsons
Sicht wird der Austauch zwischen den einzelnen Teilsystemen iiber symbo-
lisch generalisierte Medien vermittelt, die er als «Tauschmedien» bezeichnet.
Im Falle des Sozialsystems, um nur das ausgearbeitetste Beispiel zu erwihnen,
bestehen zwischen den einzelnen Subsystemen (6konomisches System, politi-
sches System, Treuhéindersystem und gesellschaftliche Gemeinschaft) im gan-
zen zwolf Austauschbeziehungen. Jedes Teilsystem hat ein spezifisches Me-
dium ausgebildet (Geld, Macht, Wertbindung (commitments) und Einfluss),
das den Austausch mit den drei anderen Teilsystemen steuert. Medien konnen
diese Vermittlungsfunktion deshalb erfiillen, weil sie zum einen symbolischen
Charakter haben, d.h. keinen intrinsischen Wert besitzen, und zum andern ge-
neralisiert sind, d.h. kontext- und situationsunabhingig eingesetzt werden
konnen. Geld ist dafiir das augenfilligste Beispiel. Im Vergleich zur Sprache
operieren Tauschmedien, so Parsons, in einem «imperativen Modus» und sind
dadurch besser in der Lage, das Handeln in die gewiinschte Richtung zu len-
ken: «Sie fiithren zu Resultaten, statt bloss Informationen zu {ibertragen» (Par-
sons 1963: 144). Ihre Steuerungsfihigkeit erreichen sie, indem sie entweder
auf die Intentionen (Einfluss und Wertbindung) oder auf die Handlungssitua-
tion des Gegeniibers (Geld und Macht) einwirken und diese Steuerung durch
negative (Macht und Wertbindung) oder positive Sanktionen (Geld und Ein-
fluss) absichern (Parsons 1968: 192ff.).

In der neueren Soziologie haben vor allem Jiirgen Habermas und Niklas
Luhmann Parsons medientheoretische Uberlegungen aufgegriffen, ihnen aber
eine andere Interpretation gegeben. Im Anschluss an das Begriffspaar von Da-
vid Lockwood (1969) unterscheidet Habermas (1981) zwi§chen Sozial- und
Systemintegration. Sozialintegration meint bei Habermas eine Form der Inte-
gration, die bei den Handlungsorientierungen der Individuen ansetzt und auf
normativem Konsens oder verstindigungsorientierter Kommunikation beruht.
Systemintegration bezeichnet eine Integrationsform, die §ich h%ntgr dem Riik-
ken der Beteiligten vollzieht und iiber Medien gesteuert ist. Mit dieser Unter-
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scheidung schliesst Habermas einerseits an die verbreitete Vorstellung an, dass
gesellschaftliche Ordnung gemeinsame (normative und kognitive) Orientie-
rungen voraussetzt, er modifiziert dieses «Konsenspostulat» (Schimank 1992)
aber dahingehend, dass Integration im Falle moderner, differenzierter Gesell-
schaften nicht mehr ausschliesslich auf Konsens beruhen kann, sondern zu-
sitzlich iiber systemische Integrationsmechanismen hergestellt werden muss.
«Die Analyse dieser Zusammenhéinge ist nur méglich, wenn wir die Mecha-
nismen der Handlungskoordinierung, die die Handlungsorientierungen der
Beteiligten aufeinander abstimmen, von Mechanismen unterscheiden, die
nicht-intendierte Handlungszusammenhange iiber die funktionale Vernetzung
von Handlungsfolgen stabilisieren. Die Integration eines Handlungssystems
wird im einen Fall durch einen normativ gesicherten oder kommunikativ er-
zielten Konsens, im anderen Fall durch eine iiber das Bewusstsein der Aktoren
hinausreichende nicht-normative Regelung von Einzelentscheidungen herge-
stellt»y (Habermas 1981/II: 179). Diese «nicht-normative Regelung» wird aus
der Sicht von Habermas iiber symbolisch generalisierte Medien vermittelt, die
er im Unterschied zu Parsons «Steuerungsmedien» nennt.

Steuerungsmedien haben eine Entlastungsfunktion, indem sie eine Inte-
gration ermoglichen, die nicht mehr auf normativen Konsens oder kom-
munikativ erzielte Verstindigung angewiesen ist. Kommunikation sichert Zu-
sammenhalt, weil sie «Einsicht» stimuliert, Geld und Macht, weil sie durch
Sanktionen «gedeckt» sind und auf «empirisch motiviertem Gehorsam» beru-
hen (Habermas 1981/I1: 2691f.). Die mit den Steuerungsmedien gekoppelten
gesellschaftlichen Teilsysteme (Biirokratie und Wirtschaft) bilden Bereiche
einer «normfreien Sozialitity (Habermas 1981/11: 455), in denen losgeldst von
normativen Gesichtspunkten und indifferent gegeniiber Kultur, Gesellschaft
und Personlichkeit gehandelt wird. Wihrend das Konzept der Sozialintegra-
tion einigermassen klar ist, bleibt Habermas’ Explizierung der Systemintegra-
tion relativ diffus (vgl. dazu auch Giegel 1992b). Zum einen beruht die Inte-
grations- und Koordinationsfunktion von Medien darauf, dass sie — gestiitzt
durch ein spezifisches Sanktionspotential — bei den Individuen das Motiv
erzeugen, den Erwartungen entsprechend zu handeln. Andererseits liegt ihr In-
tegrationsbeitrag darin, dass sie «iiber die funktionale Vernetzung von Hand-
lungsfolgen nicht-intendierte Handlungszusammenhénge» schaffen (Haber-
mas 1981/11: 179). Wihrend die erste Explikation bei den Individuen und
ihren Handlungsorientierungen ansetzt und sich damit an die Vorgaben von
Parsons hilt, 16st sich die zweite von der Bezugnahme auf intendiertes Han-
deln und definiert medienvermittelte Integration als einen funktionalen Me-
chanismus, der die Binnenperspektive transzendiert und sich gewissermassen
«hinter dem Rilkken» der Beteiligten vollzieht.

Auch Niklas Luhmann schliesst an Parsons Medientheorie an, entwickelt
sie jedoch in eine ganz andere Richtung als Habermas (Luhmann 1975; 1997:
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Kap. 2). Anstatt von Tauschmedien spricht Luhmann von symbolisch genera-
lisierten Kommunikationsmedien. Kommunikationsmedien sind fiir Luhmann
Einrichtungen, die das Problem der dreifachen Unwahrscheinlichkeit von
Kommunikation zu losen helfen: Verstehen, Erreichen von Empfingern, Er-
folg (Luhmann 1981). Entsprechend unterscheidet Luhmann zwischen drei
Typen von Kommunikationsmedien, die er in eine historische Abfolge bringt:
Sprache ist das historisch primédre Kommunikationsmedium. Thre Entwick-
lung erleichtert das Verstehen einer Kommunikation. Verbreitungsmedien
(Schrift, Buchdruck etc.) schliessen daran an und erweitern den Adressaten-
kreis. Symbolisch generalisierte Kommunikationsmedien (Geld, Macht, Wahr-
heit etc.) sind die historisch letzte Entwicklung. Sie orientieren die Kommuni-
kation in Richtung Zustimmung, d.h. erhdhen ihre Erfolgswahrscheinlichkeit.
Symbolisch generalisierte Kommunikationsmedien braucht es erst dann, wenn
mit der Erfindung von Verbreitungsmedien indirekte Kommunikation méglich
wird, deren Verlauf nicht mehr iiber personliche Verhaltenskontrollen gesteu-
ert werden kann (Luhmann 1972). Symbolisch generalisierte Kommunika-
tionsmedien sind, so Luhmann, «semantische Einrichtungen, die es ermdgli-
chen, an sich unwahrscheinlichen Kommunikationen trotzdem Erfolg zu
verschaffen. «Erfolg verschaffen> heisst dabei: die Annahmebereitschaft fiir
Kommunikationen so zu erhéhen, dass die Kommunikation gewagt werden
kann und nicht von vornherein als hoffnungslos unterlassen wird» (Luhmann
1982: 21). Luhmann (1997) bezeichnet die symbolisch generalisierten Kom-
munikationsmedien deshalb auch als «Erfolgsmedien».

Es ist wichtig zu sehen, dass symbolisch generalisierte Kommunikations-
medien — wie etwa Macht, Liebe oder Wahrheit — keine Sachverhalte sind,
sondern es sind Kommunikationsanweisungen und Interpretationsvorschrif-
ten, die relativ unabhingig davon, ob solche Sachverhalte vorliegen oder
nicht, eingesetzt werden konnen. Die Liebessemantik ist dafiir ein bekanntlich
exzellentes Beispiel (vgl. Luhmann 1982). Von «symbolisch» spricht Luh-
mann deshalb, um dhnlich wie Parsons auszudriicken, dass Kommunikations-
medien eine Differenz iiberbriicken: Sprecher und Rezipient beziehen sich auf
dasselbe Symbol. Im Falle des Kommunikationsmediums «Wahrheit» ist
Wahrheit dieses Symbol. Wahrheit ist kein Sachverhalt, keine Eigenschaft von
Sitzen, sondern ein Symbol, das indiziert, dass die Kommunikation unter
bestimmten Bedingungen zustande kam (Luhmann 1990: 173). Kommunika-
tionsmedien sind abstrakte semantische Einrichtungen, d.h. sie sind auf unter-
schiedlichste Situationen anwendbar. Diese Fahigkeit der Kommunikations-
medien, in verschiedenen Kontexten und Situationen wieder verwendbar zu
sein, bezeichnet Luhmann in Anschluss an Parsons als «generalisiert».

Mit seinem Begriff des symbolisch generalisierten Kommunikationsme-
diums schliesst Luhmann an Parsons an, er verortet den Medienbegriff jedoch
im Kontext seiner Kommunikationstheorie. Wahrend Medien bei Parsons pri-
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miér die Funktion haben, die Austauschbeziehungen zwischen den Teilsyste-
men zu regeln, ist das Bezugsproblem bei Luhmann die Unwahrscheinlichkeit
der Kommunikation. Symbolisch generalisierte Kommunikationsmedien ha-
ben die Funktion, die Akzeptanz von Kommunikationen zu férdern, und sie
tun dies, indem die «Konditionierung der Selektion zu einem Motivationsfak-
tom» gemacht wird (Luhmann 1997: 321), d.h. indem sie signalisieren, dass sie
unter spezifischen Bedingungen zustande kamen. Ein Beispiel dafiir ist die
Wissenschaft bzw. das ihr zugehorige Kommunikationsmedium «Wahrheity.
Wissenschaftliche Kommunikationen rekurieren auf das Kommunikationsme-
dium Wahrheit und signalisieren damit, dass sie Ergebnis wissenschaftlicher
Verfahren sind und nicht bloss Meinungen oder Wertungen wiedergeben. Dies
blockiert Gegenfragen und erhoht damit die Akzeptanz von Aussagen, und
zwar auch dann, wenn sie [ntuition und Erfahrung zuwiderlaufen.

Im Gegensatz zu Habermas, der Kommunikation und Medien strikt aus-
einanderhilt und sie im Rahmen seines dualen Gesellschafismodells unter-
schiedlichen gesellschaftlichen Bereichen zuweist — der «Lebenswelt» im
einen Fall, dem «Systemy im anderen — integriert Luhmann die Medien in sei-
ne Kommunikationstheorie und versteht sie als Erginzung und historische
Fortsetzung direkter Kommunikation. Sprache allein legt nicht fest, wie auf
eine Kommunikation reagiert wird, ob mit Zustimmung oder Ablehnung. So-
lange die Kommunikation jedoch im Rahmen von face-to-face-Interaktionen
stattfindet, stehen eine Reihe von aussersprachlichen Mitteln zur Verfligung,
um Zustimmung zu sichern (Luhmann 1972). Erving Goffman hat diesen
«korrektiven Austausch» minutiés beschrieben (Goffman 1982). Sobald durch
die Entstehung von Verbreitungsmedien der unmittelbare Zusammenhang von
Mitteilung/Information und Verstehen auseinandergerissen wird, braucht es
- andere Einrichtungen, um die Akzeptanz von Kommunikationen zu erh6éhen.
Genau hier kommen fiir Luhmann die symbolisch generalisierten Kommuni-
kationsmedien ins Spiel.'’

Symbolisch generalisierte Kommunikationsmedien sind an einen je spe-
zifischen bindren Code gekoppelt (wahr/falsch; recht/unrecht etc.), und ihre
Funktionsweise besteht darin, dass sie den positiven Wert des Codes stirken
(Priferenzcode). Diese binire Codierung erméglicht eine enorme Komplexi-
titsreduktion: alles, was der Fall ist, ist — z.B. im Falle des Wahrheits-
mediums — entweder wahr oder falsch (und nicht noch zusitzlich halbwahr
oder schén). Wihrend Generalisierung, Symbolisierung und binire Codierung

17. Eine weitere Bedingung fir die Entwicklung symbolisch generalisierter Kommunikations-
medien ist die Zunahme gesellschaftlicher Komplexitit. Im Unterschied zu Parsons, der
die Entwicklung von Medien als Folgeerscheinung gesellschaftlicher Differenzierung
interpretiert, betrachtet sie Luhmann gerade umgekehrt als deren Voraussetzung, vgl. v.a.
Luhmann 1997: 332fF.
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allen symbolisch generalisierten Kommunikationsmedien gemeinsam ist, un-
terscheiden sie sich danach, wem eine Kommunikation zugerechnet wird —
dem Handelnden oder der Umwelt. Bei einer Zurechnung auf die Umwelt
spricht Luhmann von «Erleben», im umgekehrten Fall von «Handeln» (Luh-
mann 1997: 333ff.). Auch hier handelt es sich nicht um Sachverhalte — Han-
delnde sind immer beides: erlebend und handelnd —, sondern um Zuschrei-
bungen. Im Falle des Kommunikationsmediums Wahrheit wird die Selektion
der Information der Umwelt und nicht den Beteiligten zugerechnet, denn als
semantische Einrichtung zeichnet sich Wahrheit gerade dadurch aus, dass sie
nicht auf die Interessen oder Wiinsche der Handelnden zuriickgefiihrt wird:
«Man kann schliesslich nicht sagen: es ist wahr, weil ich es so will oder weil
ich es vorschlage» (Luhmann 1990: 221). Es ist diese Zurechnung auf Erleben,
die wissenschaftlichen Aussagen ihre Uberzeugungskraft verleiht. **

Die Frage nach den Formen und Mechanismen von Integration wird je
nach theoretischer Perspektive unterschiedlich beantwortet. Habermas unter-
scheidet, wie ausgefiihrt, zwischen Sozial- und Systemintegration. Wahrend
Sozialintegration auf normativem Konsens oder Kommunikation beruht, wird
Systemintegration iiber Steuerungsmedien hergestellt. Luhmann, der Integra-
tionsvorstellungen gegeniiber dusserst skeptisch eingestellt ist, iibersetzt das
Integrationsproblem in die Frage nach den Bedingungen, die die Fortsetzung
von Kommunikation, d.h. Systembildung erméglichen. Wihrend dies in ein-
fachen Gesellschaften iiber aussersprachliche Kontrollmittel geschieht, sind es
in komplexen Gesellschaften, in denen der raumzeitliche Zusammenhang von
Mitteilung/Information und Verstehen auseinandergerissen wird, symbolisch
generalisierte Kommunikationsmedien, die die Fortsetzung der Kommunika-
tion entgegen aller Wahrscheinlichkeit méglich machen.

Inwieweit sind diese Uberlegungen auf die Wissenschaft und speziell auf
die Mathematik iibertragbar? Lassen sich die epistemischen Besonderheiten

18. Dass es sich bei dieser Zuschreibung auf «Erleben» nicht um einen Sachverhalt handelt,
sondern um eine hichst komplexe Konstruktion, hat die konstruktivistische Wissen-
schaftssoziologie an verschiedenen Beispielen gezeigt, vgl. dazu 3.3. sowie die folgenden
Ausfiihrungen zur Geschichte des Objektivititsbegriffs.

19. Gesellschaftliche Integration ist damit allerdings micht gewdhrleistet. Kommunika-
tionsmedien sind teilsystemspezifische Medien, d.h. erkliren die Fortsetzung der Kommu-
nikation innerhalb der Funktionssysteme, aber nicht zwischen ihnen. Gesellschaftliche
Integration, ob iiber Medien wie bei Habermas oder iiber gemeinsame Werte vermittelt
(vgl. zu dieser Position Nunner-Winkler 1997), ist fur Luhmann im Falle modemer Gesell-
schafien ausgeschlossen. Systemintegration ist nur in Form struktureller Kopplung denk-
bar, d.h. als wechselseitige Einschrinkung der Fretheitsgrade von Funktionssystemen.
Ahnlich verfihrt er mit dem Begriff der Sozialintegration, den er seiner urspriinglichen
Bedeutung entkleidet und neu iiber das Begriffspaar Inklusion/Exklusion definiert, vgl.
w.a. Luhmann 1995; 1997: 618ff. sowie Nassehi 1997 zur Beziehung zwischen Sozialinte-
gration und Inklusion.
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der Mathematik damit erkldren, dass sie besondere effektive Integrations-
mechanismen ausgebildet hat, und wenn ja, welche? Ich méchte im folgenden
ein historisches Argument vorschlagen. Parsons, Habermas und Luhmann
postulieren eine historische Abfolge von Integrationsmechanismen: die Inte-
gration iiber Medien ist eine historische neuere Erscheinung, die die friihere
Integration iiber gemeinsame Normen und Kommunikation ergiinzt. * Dieser
Gedanke lasst sich auch auf die Mathematik iibertragen. Wahrend sozial-
integrative Mechanismen lange Zeit ausreichten, um Konsens und Kohérenz
zu sichern, geschieht dies seit Ende des 18. Jahrhunderts zunehmend medien-
vermittelt. Ich interpretiere dabei Formalisierung als symbolisch generalisier-
tes Kommunikationsmedium, das erst dann entwickelt wurde, als tiefgreifende
institutionelle Verinderungen die fritheren sozialintegrativen Mechanismen
unzuldnglich machten. Dies soll im folgenden anhand der Geschichte des Ob-
jektivititsbegriffs in den Naturwissenschafien plausibilisiert (7.3.2.) und an-
schliessend am Beispiel der Mathematikgeschichte weiter vertieft werden
(7.3.3).

7.3.2. Zur Geschichte des Objektivititsbegriffs

Der Begriff der Objektivitit, so wie er heute verwendet wird, ist ein Amalgam
aus verschiedenen Bedeutungskomponenten. In der Regel wird zwischen ei-
ner ontologischen und einer epistemischen Bedeutung von Objektivitit unter-
schieden. In einem ontologischen Sinn meint «objektivy das Vorhandensein
einer bewusstseinsunabhiéingigen Wirklichkeit, in einem epistemischen Sinn
bedeutet «objektiv» die Befreiung von personlichen Idionsynkrasien und sub-
jektiven Interventionen. Objektiv ist ein Urteil, eine Aussage dann, wenn es
mit der Wirklichkeit {ibereinstimmt und «keine Spuren menschlicher Her-
kunft» (Mannheim) mehr triigt, d.h. nicht verzerrt ist durch subjektive Fakto-
ren. Damit ist allerdings noch nichts dariiber ausgesagt, wie dieser Prozess der
Entsubjektivierung zu erfolgen hat. Die Antworten auf diese Frage représen-
tieren verschiedene Auffassungen von (epistemischer) Objektivitiit, wie sie im
Verlaufe der Wissenschaftsgeschichte entwickelt wurden.

Die moderne Wissenschaft, so wie sie sich im 16. und 17. Jahrhundert
langsam und durchaus widerspriichlich entfaltete, inthronisierte die Empirie
und das Experiment als grundiegendes Erkenntnisinstrument (vgl. u.a. Rossi

20. Durkheim hat in seiner «Religionssoziologie» (1912) gezeigt, welche Bedeutung kollek-
tive Praktiken fiir die Herstellung und die Reproduktion des «Kollektivbewusstseins»
besitzen. Nicht durch einen im Geiste verborgenen Konsens, sondern im gemeinsamen Tun
wird Ubereinstimmung zum Ausdruck gebracht und vergewissert sich die Gesellschaft
ihrer selbst. Durkheims «praxisorientierter» Ansatz, d.h. seine Betonung der Bedeutung
gemeinsamen Handelns — des «agreement in action» (vgl. 7.2.) — wurde weder von Luh-
mann noch von Habermas aufgegriffen.
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1997; Shapin 1996). Anstatt Autorititen und Biicherwissen zu vertrauen, wer-
den die Augen zur ultimativen Erkenntnisinstanz. «Rely not on the testimony
of humans but on the testimony of nature; favor things over words as sources
of knowledge; prefer the evidence of your own eyes and your own reason to
what others tell you» (Shapin 1996: 69). Nur was mit eigenen Augen gesehen
wurde, d.h. empirisch erfahrbar und intersubjektiv iiberpriifbar ist, kann zu
einer wissenschaftlichen Tatsache werden. ' Damit stellt sich jedoch ein Prob-
lem, dessen Losung in unterschiedliche Verfahren zur Herstellung von Objek-
tivitit miindet. Beobachtungen sind raumzeitlich fixierte, d.h. lokale Ereig-
nisse. Es ist ein konkretes Individuum mit all seinen Idiosynkrasien, das an
einem bestimmten Ort und unter bestimmten Bedingungen seine Beobach-
tungen macht.”? Unter welchen Voraussetzungen bekommt dieses notwendig
subjektgebundene Wissen den Status einer objektiven Tatsache? Welche Be-
dingungen miissen erfiillt sein, damit der «view from somewhere» (Porter
1992: 646) zu einem «Blick von nirgendwo» (Nagel 1992) wird? Das war das
Problem, das sich den wissenschaftlichen Neuerern des 16. und 17. Jahrhun-
derts stellte und zu dessen Losung sie zwei Strategien entwickelten. Die eine
Strategie setzt bei der Beobachtung an, die andere bezieht sich auf die wissen-
schaftliche Kommunikation — den context of persuasion (vgl. 3.3.2.).

Wie Werner Kutschmann (1986) in seiner informativen Studie zeigt,
avancierte methodische (Selbst-)Disziplinierung seit dem 16. Jahrhundert zum
wichtigsten Garanten von Objektivitit. Um zu Wissen iiber die Natur zu ge-
langen, braucht es den Wissenschaftler als «Aufzeichnungsgerit», gleichzeitig
muss dessen Subjektivitit und Korperlichkeit aber weitgehend ausgeschaltet
werden, damit die Natur tatsichlich «fiir sich selbst sprechen kann». Das
«leibliche Apriori» jeglicher Naturerkenntnis fiihrt zu einem Grunddilemma,
das die moderne Naturwissenschaft zu 1osen hat: «Der Erforscher der Natur
vermag sich zum (Subjekt> der Naturerkenntnis nur zu machen, indem er sei-
ner eigenen Natur strengste Fesselungen und Regelungen auferlegt» (Kutsch-
mann 1986: 95). Das Ideal ist die «leibfreie Erkenntnis», das reine Denken,
wie es exemplarisch die Mathematik realisiert. Ich bezeichne dies als metho-
dische Objektivitit.” Methodische Objektivitit ist dann gegeben, wenn alles
Individuelle und Subjektive, alles Emotionale und Korperliche ausgeschaltet

21. Das heisst nicht, dass die frilhere Wissenschaft vollig unempirisch gewesen wire. Die
Empirie hatte in den klassischen Wissenschaften jedoch einen anderen Status als in den
neu entstehenden experimentellen Wissenschaften: sie war der Theorie untergeordnet und
wurde nicht unter kiinstlichem>, d.h. Laborbedingungen systematisch erzeugt. Zur Verin-
derung des Empiriebegriffs vgl. u.a. Daston 1992b; Dear 1995; Kuhn 1976; Kutschmann
1986.

22. Dieses Problem, das jeder Beobachtung — und auch jedem Test (vgl. dazu aufschlussreich
MacKenzie 1990: Kap. 7) — inhirent ist, wird in der konstruktivistischen Wissenschaftsso-
ziologie unter dem Begriff der «Kontextualitit» des Wissens diskutiert (vgl. 3.3.).
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ist. Es geht darum, wie es George Lakoff formuliert, «to rule out (...) percep-
tion, which can fool us; the body, which has its frailties; society which has its
pressures and special interests; memories which can fade; mental images,
which can differ from person to person; and imagination (...) which cannot fit
the objectively given external world» (Lakoff 1987: 183). Was sich im 16. und
17. Jahrhundert langsam herauskristallisierte, wird im Verlaufe des 19. Jahr-
hunderts perfektioniert. Lorraine Daston und Peter Galison (1992) sprechen in
diesem Zusammenhang von «mechanischer» Objektivitit. Mechanische Ob-
jektivitat zielt auf eine vollstindige Ausschaltung des «Apriori des Leibes»
(Kutschmann), indem Apparaturen den Korper als Beobachtungs- und Mess-
instrument ersetzen. Die wissenschaftliche Photographie und die selbstregi-
strierenden Instrumente in der Biologie sind dafiir anschauliche Beispiele (vgl.
zur Biologie Chadarevian 1994).

Methodisch kontrollierte Beobachtung allein reicht nicht aus, um indivi-
duell und lokal erzeugtem Wissen den Status unzweifelhafter Objektivitit zu
verleihen. Denn Beobachtung ist erst ein erster Schritt. Um zu einem wissen-
schaftlichen Faktum zu werden, miissen Beobachtungen kommuniziert und
von der wissenschaftlichen Gemeinschaft akzeptiert werden. Wie kann man
die Fachkollegen von der Giiltigkeit eines Resultats iiberzeugen? Wie voll-
zieht sich der Ubergang von der individuellen Beobachtung zur allgemein
akzeptierten Tatsache? Wie Steven Shapin und Simon Schaffer in ihren Stu-
dien zum friihen englischen Empirismus zeigen, wurde dieses Problem im 17.
Jahrhundert vor allem als ein Problem der Glaubwiirdigkeit interpretiert
(Shapin/Schaffer 1985; Shapin 1994). Damit ein experimentelles Resultat den
Status einer wissenschaftlichen Tatsache erhilt, muss es 6ffentlich validiert,
und das hiess in dieser Zeit: durch vertrauenswiirdige Zeugen beglaubigt wer-
den. Vertrauenswiirdigkeit wurde damals vor allem sozial, d.h. iiber die gesell-
schaftliche Position definiert. Nur das unvoreingenommene Urteil des Gentle-
man, der einem moralischen Code verpflichtet liber materiellen Interessen
steht, kann die Glaubwiirdigkeit eines Forschungsresultats bezeugen. Bezahlte
Experimentatoren waren aufgrund ihrer sozialen Position nicht in der Lage,
ihre Resultate mit Glaubwiirdigkeit zu versehen: «They made the machines
work, but they could not make knowledge» (Shapin 1988a: 395; vgl. auch
Shapin 1994: 378ff.).*

23. Die herrschende(n) Auffassung(en) von Objektivitit wurden vor allem im Rahmen der
feministischen Wissenschafisphilosophie kritisiert. Wahrend Autorinnen wie etwa Evelyn
Fox Keller und Sandra Harding vor allem die methodische Objektivitit, d.h. die Forderung
nach Selbstdisziplinierung und Ausschaltung von Subjektivitit infrage stellen und stattdes-
sen fiir eine «dynamische» (Keller 1986: 80ff.) bzw. «strenge» Objektivitit (Harding 1994:
155fF.) pladieren, richtet sich die Kritik von Helen Longino (1993) vor allem gegen den
individualistischen Erkenntnisbegriff der konventionellen Wissenschafistheorie, vgl. dhn-
lich auch Nelson 1993.
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Praktisch zerfiel der Forschungsprozess in drei Phasen, die Shapin
(1988a) als «trying», «showing» und «discoursing» bezeichnet. Die Durch-
fihrung des Experimentes allein («trying») konnte keine Glaubwiirdigkeit
vermitteln. Um die individuelle Beobachtung in ein allgemein akzeptiertes
Faktum zu transformieren, musste die Versuchsanlage von der «back stage»
(den privaten Raumen von Boyles technischen Assistenten) auf die «Vorder-
bithne», d.h. in die 6ffentlichen Raume der Royal Society gebracht und dort
glaubwiirdigen Zeugen vorgefiihrt («<showing») und von diesen kritisch disku-
tiert werden («discoursing»). Experimente waren — und sind (vgl. dazu Crease
1994) — Vorfiihrungen, die Phinomene in einem genau definierten Raum und
unter Verwendung der verfiigbaren Techniken fiir ein ausgewihites Publikum
sichtbar machen. Erst iiber die 6ffentliche Beglaubigung durch glaubwiirdige
und «bescheidene» Zeugen wird aus einer individuellen Beobachtung ein wis-
senschaftliches Faktum, das kommuniziert und weiter verbreitet werden
kann.” Zeugenschaft war nicht auf Anwesenheit beschriinkt. Auch «virtuellex»
Zeugen konnten ein Experiment validieren (Shapin/Schaffer 1985: 60ff.).
Dazu war es allerdings notwendig, das Experiment im Detail zu beschreiben,
so dass es im Geiste, als Gedankenexperiment, nachvollziehbar war. 2 «Mat-
ters of fact» sind, so Shapin und Schaffer, «an artifact of communicationy» —
Resultat eines kommunikativen Geschehens, das spezifische Diskursregeln
und eine bestimmte Darstellung erfordert (Shapin/Schaffer 1985: 25). Dazu
gehorte an erster Stelle, dass sich der Autor sozial kenntlich macht: wissen-
schaftliche Berichte sind in der 1. Person verfasst und enthalten Hinweise auf
die Person des Experimentators und den sozialen Hintergrund seiner direkten
Zeugen. D.h. in einer Gesellschaft, die auf stratifikatorischer Differenzierung
beruht und in der sich die Wissenschaft noch nicht als Funktionssystem aus-
differenziert hat, ist es primér die soziale und erst sekundar die wissenschaftli-
che Reputation, die ein Resultat mit Glaubwiirdigkeit versieht. >’ Ich bezeichne
diese Form von Objektivitit deshalb als soziale Objektivitit.

24. Glaubwiirdigkeit war allerdings nicht nur eine Sache der sozialen Position, sondern auch
eine des Geschlechts: als Zeugen kamen ausschliesslich Minner in Frage, vgl. dazu
Haraway 1996.

25. Boyles «mechanics of fact-making» (Shapin) beruhte auf einer strikten Trennung von Tat-
sache und Interpretation, Empirie und Theorie. Dahinter stand die Vorstellung, dass sich
theoriefreie «nuggets of pure experience» (Daston 1998) herausschilen lassen, die dann
das sichere Fundament der Wissenschaft bilden. Die Vorstellung, Wissenschaft auf
«nackte» Tatsachen zu fundieren, war bis ins 20. Jahrhundert der zentrale Programmpunkt
des Empirismus. Die «mechanische» Objektivitit des 19. Jahrhunderts war ein Versuch zur
methodischen Einlésung dieses Programms, der logische Empirismus des Wiener Kreises
seine philosophische Systematisierung (vgl. 3.1.).

26. Diese Ausweitung der Zeugenschaft war eine Alternative zur Replikation, die in einer Zeit,
in der wissenschaftliche Verfahren noch nicht standardisiert und Apparaturen Unikate
waren, schwierig zu realisieren war, vgl. dazu ausfiihrlicher Shapin/Schaffer 1985: 225ff.
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In dieser Phase wird kognitive Glaubwiirdigkeit iiber soziale Vertrauens-
wiirdigkeit hergestellt und noch nicht iiber unpersénliche, standardisierte Ver-
fabren. Die Tatsache, dass die Wissenschaftler einem sozial homogenen Kreis
angehorten und sich mehrheitlich personlich kannten, zumindest iiber inten-
siven Briefkontakt, macht die wissenschaftliche Kommunikation relativ
unproblematisch. Dies dndert sich im Verlaufe des 18. und vor allem im 19.
Jahrhundert. Die Publikationsaktivitit nimmt explosionsartig zu und mit ihr
die Anzahl wissenschaftlicher Zeitschriften, es entstehen internationale Ko-
operationen und Kommissionen, und die Institutionalisierung der Wissen-
schaft an den neu gegriindeten Universititen fiihrt zu einer massiven Erweite-
rung des Adressatenkreises. Angesichts dieser institutionellen Verinderungen
versagen Kontrollmechanismen und Uberzeugungsstrategien, die auf persén-
lichem Vertrauen und direktem Kontakt beruhen. Es miissen m.a.W. Verfahren
entwickelt werden, die Kommunikation und Vertrauen auch dann ermég-
lichen, wenn sich die Teilnehmer nicht personlich kennen. Die wichtigsten
Verfahren waren Professionalisierung und Standardisierung. Beide Strategien
sind vor dem Hintergrund der Differenzierung von Kunst und Wissenschaft zu
sehen. Wahrend Wissenschaft neu iiber Arbeit und die Befolgung nachvoli-
ziehbarer Regeln definiert wird, wird Kunst zum Hort von Individualitit und
Genialitidt. Kommunizierbarkeit wird zum entscheidenden Abgrenzungskrite-
rium. Wissenschaft kann gelernt werden, fiir die Ausiibung von Kunst braucht
es individuelle Begabung, die nicht vermittelbar ist (Daston 1998). Diese
Entheroisierung der Wissenschaft gilt vor allem fiir die arbeitsteilig operieren-
den Naturwissenschaften, weniger fiir die Geistes- und die neu entstehenden
Sozialwissenschaften.

Die universitire Institutionalisierung der Wissenschaft ging einher mit
ihrer Professionalisierung, d.h. mit einer Normierung der Qualifizierungs-
wege und der Schaffung spezialisierter Berufsrollen (Stichweh 1994b; Ben-
David 1972, 1971: Kap. 7; Schmeiser 1994: Teil 1). Der Zugang zur Wissen-
schaft wird nicht mehr iiber den sozialen Stand geregelt, sondern ist an den Er-
werb wissenschaftsinterner formaler Qualifikationen gebunden, die seit dem

27. Zu dieser Koexistenz von stratifikatorischen und funktionalen Reputationskriterien vgl.
ausfiihrlicher Shapin 1994.

28. Schmeiser (1994) vertritt in seiner Studie iiber die Karrierewege der deutschen Professo-
renschaft in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts die Auffassung, dass wissenschaftli-
che Leistung bis ins 20. Jahrhundert als «charismatischer Akt», d.h. als nicht erlembare
Begabung definiert wurde. Dies widerspricht Dastons These, dass sich Kunst und Wissen-
schaft liber die Entgegensetzung von Berufung und Beruf, Genialitit und Erlernbarkeit dif-
ferenzierten. Die Differenz wird kleiner, wenn man deutlicher zwischen Natur- und
Geisteswissenschaften unterscheidet. Wihrend die Naturwissenschaften zunchmend ver-
beruflicht wurden, hielt sich die charismatische Definition wissenschaftlicher Leistung in
den Geistes- und Sozialwissenschaften sehr viel langer.
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19. Jahrhundert zunehmend innerdisziplindr geregelt werden (Stichweh
1984). Wissenschaft wird m.a.W. zu einem Beruf, der nach bestimmten Ver-
fahren gelernt wird und dessen Ausiibung die Befolgung anerkannter For-
schungstechniken und Methoden voraussetzt. Die Standardisierung von
Messverfahren und Masseinheiten wird zu einem wichtigen Instrument, um
individuelles wissenschaftliches Handeln in disziplinierte kollektive Arbeit zu
iiberfiihren (s. unten).” Entsprechend wird Glaubwiirdigkeit nicht mehr iiber
Zeugen mit hoher ausserwissenschaftlicher Reputation garantiert wie im Falle
der gentlemen-Wissenschaft, sondern iiber eine professionelle Ausbildung in
spezialisierten Institutionen: der Berufswissenschaftler ersetzt den Amateur,
Systemvertrauen tritt an die Stelle des personlichen Vertrauens. *

Mindestens ebenso wichtig wie die Professionalisierung der Wissen-
schaft war die Standardisierung und Normierung der experimentellen und
sprachlichen Praktiken. Wie Lorraine Daston in ihren Arbeiten zur Geschichte
des Objektivititsbegriffs zeigt, nimmt wissenschaftliche Objektivitit im Ver-
laufe des 19. Jahrhunderts die Bedeutung von Kommunizierbarkeit an. «Aper-
spectival objectivity became a scientific value when science came to consist in
large part of communications that crossed boundaries of nationality, training
and skill. Indeed, the essence of aperspectival objectivity is communicability,
narrowing the range of genuine knowledge to coincide with that of public
knowledge. In the extreme case, aperspectival objectivity may even sacrifice
deeper or more accurate knowledge to the demands of communicability»
(Daston 1992a: 600). Objektives Wissen wird neu als kommunizierbares Wis-
sen definiert, und es stellt die Wissenschaftler vor die Anforderung, ihre Mess-
verfahren zu standardisieren und die Kommunikation zu normieren. Ich be-
zeichne diese Form von Objektivitit als prozedurale Objektivitiit.

Heute ist es fiir uns selbstverstiandlich, dass 1 Meter 100 cm entspricht
und der Luftdruck an jedem Ort der Welt auf dieselbe Weise gemessen wird.
Historisch gesehen ist diese Vereinheitlichung aber ein relativ neues Phéno-

29. Vgl. zu diesem Arbeits- und Disziplinierungsaspekt u.a. Olesko 1995; Schaffer 1992.
Olesko weist darauf hin, dass insbesondere in Deutschland die Verbindung von Standardi-
sierung und Disziplinierung stark minnlich konnotiert war und insofern fiir Frauen eine
erhebliche kulturelle Barriere darstellte.

30. Die Chemie hatte bei dieser Verberuflichung der Wissenschaft eine Vorreiterrolle inne. Das
Labor von Justus Liebig, das zuniichst noch in seinen Privatriumen domiziliert war und
erst in den 30er Jahren von der Universitit iibernommen wurde, besitzt fiir diese Entwick-
lung exemplarischen Charakter. Liebig organisierte sein Labor im Stile einer Fabrik: stan-
dardisierte Verfahren, leicht bedienbare Apparate und hohe Arbeitsteilung. Die Folge war
ein enormer Effizienzgewinn in Ausbildung wie Forschung, vgl. Holmes 1989; Fruton
1990: 16fF. In den anderen Disziplinen (Physik, Botanik) entstanden Laboratorien, die aus-
serhalb der privaten Riume der Forscher angesiedelt waren, erst in der zweiten Halfte des
19. Jahrhunderts, setzten jedoch von diesem Zeitpunkt an die Standards fiir «professio-
nelle> wissenschaftliche Arbeit, vgl. dazu Chadarevian 1996.
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men (vgl. Kula 1986). Viele der heute gebriauchlichen Masseinheiten und
Messverfahren wurden erst im Laufe des 19. Jahrhunderts festgelegt und nach
teilweise langen Auseinandersetzungen international fiir verbindlich erklirt
(u.a. Cahan 1989; O’Connell 1993; Schaffer 1988 sowie diverse Aufsitze in
Wise 1995a). Wihrend die Messapparaturen in der Frithzeit der empirischen
Wissenschaft fast immer Unikate waren, deren Zuverlissigkeit abhingig war
von der Geschicklichkeit des Experimentors, war die Instrumentenentwick-
lung im 19. Jahrhundert auf Standardisierung ausgerichtet: im Idealfall brau-
chen die Messergebnisse auf einer Skala bloss noch abgelesen werden. Damit
wurde nicht nur «mechanische Objektivitit» erzielt (s. oben), sondern gleich-
zeitig auch die Kommunikation erleichtert, indem die Verfiigbarkeit von
solchermassen <objektivierten) Informationen Voraussetzung war fiir die An-
wendung quantifizierender mathematischer Verfahren (vgl. zu diesem Zusam-
menhang Swijtink 1987). Die Entwicklung von replizierbaren Messapparatu-
ren und die Festsetzung von Masseinheiten und Messverfahren trug m.a. W.
massgeblich dazu bei, den wissenschaftlichen Austauch auch iiber soziale und
geographische Distanzen hinweg zu sichern (Daston 1995a; Schofer 1999).
Ebenso wichtig wie die Standardisierung des Messvorganges war die
Normierung der Kommunikation, d.h. die Entwicklung einer spezifisch wis-
senschaftlichen Sprache, die auf Eindeutigkeit und Prizision ausgerichtet ist. *'
Begriffe miissen definiert werden und die Argumentation hat nach prizisen
Regeln zu erfolgen unter Ausblendung von personlichen Einschitzungen und
unter Absehung der menschlichen «agency» im Forschungsprozess (vgl.
3.3.2.). Der Verfasser einer wissenschaftlichen Arbeit macht sich nicht mehr
als Person kenntlich, sondern zieht sich als Subjekt aus dem Text zuriick. Die
wichtigsten Strategien sprachlicher Normierung sind Quantifizierung und
Formalisierung, und sie haben den Effekt, Kommunikation auch dann sicher
zu stellen, wenn ein gemeinsamer Hintergrund nicht mehr vorausgesetzt wer-
den kann. Indem Erfahrungen und Erkenntnisse in Form von Graphiken, Zah-
len und Formeln zusammengefasst und komprimiert werden, werden sie kom-
munizierbar und gleichzeitig transportierbar. Es sind, um Bruno Latours
Begriff zu verwenden, «immutable mobiles» — Reprisentationen, die immer
und iiberall verfiigbar sind und von einem Kontext zum anderen transportiert
werden konnen (Latour 1988b). Oder wie es Theodore Porter formuliert:
«Since the rules for collecting and manipulating numbers are widely shared,

31. Ein prominentes Beispiel sprachlicher Standardisierung ist die Forderung nach einer Ein-
heitssprache. Was im 17. Jahrhundert mit Leibniz’ characteristica universalis begann,
wurde im 19. Jahrhundert zu einem wesentlichen Programmpunkt der modernen Wissen-
schaft und gipfelte in der Einheitssprachenbewegung des Wiener Kreises, vgl. dazu Neu-
raths Modell einer physikalistischen (nicht: physikalischen) Einheitssprache (u.a. Neurath
1931a).
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they can easily be transported across oceans and continents and used to coor-
dinate activities or settle disputes» (Porter 1995: ix).

Wie Porter in seiner Studie zur Geschichte der Quantifizierung zeigt,
wird die Festlegung von verbindlichen Sprachkonventionen dann nétig, wenn
die Zusammenarbeit nicht mehr auf persénlichem Vertrauen beruht und Kon-
sens nicht mehr iiber direkten Kontakt hergestellt werden kann, «Methodolog-
ical strictness serves as an alternative to shared beliefs» (Porter 1995: 228). So
gesehen lassen sich die Verfahren prozeduraler Objektivitiit als Kommunika-
tionsmedium interpretieren — als Strategie, um Verstehen und Verstindigung
auch unter anonymen und sozial heterogenen Bedingungen zu ermdglichen.
Im Zuge der Ausweitung und Internationalisierung der Wissenschaft reichen
sozialintegrative Mechanismen nicht mehr aus, sondern werden durch Medien
erginzt, die dafiir sorgen, dass trotz Anonymitit und sozialer Heterogenitit
Konsens méglich wird. «One of the remarkable, and much envied, achieve-
ments of modem science is the ability of scientists to achieve something like
consensus. But this did not simply come naturally once scientists began exper-
imenting and calculating. It was an achievement. It resulted partly from the
adoption of standard techniques, instruments and modes of communication»
(Porter 1992: 646). Ein augenfilliges Beispiel sprachlicher Standardisierung
ist die Formalisierung in der Mathematik.

7.3.3. Technologies of trust in der Mathematik

Die Mathematik des 17. und 18. Jahrhunderts war ein fachlich heterogenes
Gebilde. Neben Geometrie und Algebra umfasste sie Gebiete, die wir heute
der Physik zurechnen (Optik, Statik, Astronomie, Bewegungslehre). Im Ver-
gleich zur «reinem> Mathematik, wie sie sich im 19. Jahrhundert herausbildete,
war sie stark anwendungsorientiert und bis zu einem gewissen Grade em-
pirisch, d.h. der Unterschied zu den damals neu entstehenden experimentelien
Wissenschaften lasst sich nicht einfach auf die Differenz formal vs. empirisch
reduzieren.* (Empirisch> war die Mathematik in zweifacher Hinsicht: zum ei-
nen wurde sie, und das gilt insbesondere fiir diec Geometrie, als Wissenschaft
der physikalischen Quantititen aufgefasst, zum andern wurde die Notwendig-

32. Die Bezichung zwischen den mathematischen und den neu entstehenden experimentellen
Wissenschaften gestaltete sich allerdings keineswegs reibungslos. Die Kontroverse drehte
sich insbesondere um die Frage, inwieweit mathematische Deduktion eine Alternative sein
kann zum experimentellen Programm der neuen Naturwissenschaften. Wahrend die eine
Seite, prominent vertreten durch Thomas Hobbes, die empirischen Wissenschaften deduk-
tiv begriinden wollte, vertraten die Experimentalisten die Auffassung, dass allein minu-
tiose Beobachtung das Fundament der Wissenschaft bilden kénne und mathematische
Demonstration als Rechtfertigung nicht ausreiche (vgl. dazu u.a. Dear 1995; Kuhn 1976;
Shapin 1988b).
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keit empirischer Beobachtungen durchaus konzediert, nur hatten diese der
Theoriebildung untergeordnet zu sein und wurden nicht systematisch erzeugt.
Die Unterscheidung zwischen formalen (Mathematik und theoretische Phy-
sik) und empirischen Wissenschaften ist eine Erscheinung erst des 19. Jahr-
hunderts.

Im Gegensatz zu den experimentellen Wissenschaften, die sich ausser-
halb der Universititen formierten, hatte die Mathematik als «klassische Wis-
senschafty (Kuhn 1976) eine universitire Tradition. Die im 17. Jahrhundert
entstehenden Akademien und wissenschaftlichen Gesellschaften waren je-
doch bis ins 19. Jahrhundert fiir die Entwicklung der Mathematik mindestens
ebenso wichtig (Tobies 1989; Mehrtens 1976: 37). Zudem war nur ein verhilt-
nismissig kleiner Anteil an Mathematikern langfristig iiber eine universitire
Position finanziert: um 1800 waren von den deutschen Mathematikern nur
etwa die Hilfte an Universititen beschéftigt und in vielen Fillen nur wihrend
einer kurzen Periode (Mehrtens 1981; Grabiner 1981: 315). Bis ins 19. Jahr-
hundert war die mathematische Gemeinschaft auf einen kleinen Kreis von Per-
sonen beschrinkt, die iiber direkte Kontakte oder intensiven Briefwechsel mit-
einander verbunden waren (Daston 1992a: 608; Stichweh 1988: 62f.).
Personliche Beziehungen hatten fiir die Diffusion von Forschungsresultaten
eine entsprechend grosse Bedeutung. Im 17. Jahrhundert erschienen zwar die
ersten wissenschaftlichen Zeitschriften, in der Regel als Mitteilungsblatter der
Akademien und wissenschaftlichen Gesellschaften, sie waren jedoch noch
nicht disziplinir ausgerichtet (Rossi 1997: 308; Stichweh 1984: Kap. 6). Diese
Struktur dnderte sich im 19. Jahrhundert. Es kam zu grundlegenden institutio-
nellen Verinderungen mit der Folge, dass der urspriinglich homogene Kom-
munikationszusammenhang auseinandergerissen wurde. Zu den wichtigsten
institutionellen Verdnderungen gehorte die disziplindre Ausdifferenzierung
der Mathematik, die sich von der Physik und Astronomie abgrenzte und sich
an den Universititen als autonome Disziplin etablierte, und ihre damit einher-
gehende Professionalisierung. Diese institutionellen Verinderungen sind nicht
unabhiingig voneinander zu sehen, sondem verstirkten sich gegenseitig und
fithrten auf der epistemischen Ebene zu einer zunehmendem Beschiftigung
mit den Grundlagen der Mathematik und dem Problem ihrer Kommunizierbar-
keit.

Die Mathematik, die frither zu einem nicht unerheblichen Masse von Au-
todikaten betrieben wurde in regem Austausch mit anderen Disziplinen und
wissenschafisexternen Fragestellungen (Mehrtens 1981: 409; Schneider
1981), wird im Verlaufe des 19. Jahrhunderts professionalisiert. ** Wichtigster

33. In Deutschland setzte diese Professionalisierung, die man allerdings genau genommen als
«Proto-Professionalisierung» bezeichnen miisste (vgl. Schmeiser 1994: Teil 1), frither ein
als in anderen Lindern.
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Ausloser dieser Professionalisierung war der Funktionswandel der Universiti-
ten und die Griindung von technischen (Hoch-)Schulen, die gegen Ende des
19. Jahrhunderts den Status von Universititen erlangten und fiir die Mathema-
tikausbildung eine zentrale Bedeutung bekamen (Hensel 1989; Schubring
1990). Im Zuge der Institutionalisierung der Wissenschaft an den Universiti-
ten entstehen spezialisierte Lehrgénge fir die Ausbildung von Mathematikern,
gleichzeitig kommt es zur Ausdifferenzierung von wissenschaftlichen Rollen
und Statussequenzen, die systematisch in disziplinenspezifische Karrierewege
eingebaut sind: Mathematik wird zu einem Beruf. Mit der Institutionalisierung
der Mathematik an Universitiiten und technischen Hochschulen verindert und
erweitert sich der Adressatenkreis. Das Publikum besteht nicht mehr aus-
schliesslich aus Kollegen mit dhnlichem Hintergrund, sondern in zunehmen-
dem Masse aus Studenten.

Parallel dazu kommt es zu einem Wachstum der Mathematik, gemessen
an Personal und Publikationen. An der 1810 gegriindeten Berliner Universitit,
die sich im Verlaufe des 19. Jahrhunderts zur grossten deutschen Universitit
entwickelte, wurde bereits 1824 eine Zweitprofessur fir Mathematik
eingerichtet, 1839 und 1883 kamen zwei weitere dazu (Baumgarten 1997:
77ff.). 1914 gab es an den deutschen Universititen und Technischen Hoch-
schulen insgesamt 82 Lehrstiihle fiir Mathematik (Schubring 1989: 183) 34
Diesem personellen Ausbau entspricht eine starke Zunahme an Publikationen.
Zwischen 1800 und 1900 nimmt die Publikationsrate der Mathematik von cir-
ca 20 Publikationen pro Jahr auf anndhernd 1.000 zu. Von den gut 36.000 Pub-
likationen, die zwischen 1800 und 1900 erschienen, entfallen iiber 40 Prozent
auf die Zeit zwischen 1884 und 1900 (Wagner-Débler/Berg 1996: 293ff.). *
Die Griindung von Fachzeitschriften hat hier eine wesentliche Rolle gespielt.
Wissenschaftliche Zeitschriften gab es schon lange — die erste, die Philosoph-
ical Transactions der Royal Society, wurde 1665 gegriindet (Rossi 1997:
308) —, sie waren jedoch nicht disziplinér ausgerichtet und ihre Funktion be-
stand vorwiegend darin, den Inhalt der schwer zuginglichen und teuren Bii-
cher in knapper Form wiederzugeben. Das Buch war nach wie vor das primire
Verbreitungsmedium fiir die wissenschaftliche Forschung. Dies &nderte sich
zu Beginn des 19. Jahrhunderts. Von 1810 verlieren Biicher in der Mathematik
rapide an Bedeutung und werden durch Zeitschrifienaufsitze ersetzt (Wagner-
Débler/Berg 1996: 292). In Deutschland wird 1826 mit Crelles «Journal fiir

34. Genaue Angaben iber das personelle Wachstum in der Mathematik sinc! sch“{ierig u
ermitteln, da die disziplinire Ausdifferenzierung an den einzelnen Universititen in unter-
schiedlichem Tempo erfolgte. Vgl. zum personellen Ausbau in Deutschland das Grundla-
genwerk von Lorey (1916) sowie die Zusammenstellungen in Sch‘arla.m (.l 990). o

35. Der Anstieg der Publikationen vollzieht sich allerdings nicht kontl.nulerhf:h, sor?dem ist im
Gegensatz zur Zahl der aktiven, d.h. publizierenden Mathematiker, du_: stetig ansteigt,
Schwankungen ausgesetzt (vgl. dazu ausfiihrlicher Wagner-Dobler 1997: insb. Kap. 4).
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die reine und angewandte Mathematik» die erste Fachzeitschrift fiir Mathema-
tik gegriindet.*

Die Grundlagenorientierung der Mathematik im 19. Jahrhundert und ihre
Forderung nach mehr «Strenge» wird in der Regel als innermathematische
Entwicklung beschrieben, d.h. als Reaktion auf die Mathematik des 18. Jahr-
hunderts, die zwar neue Gebiete erschlossen und wichtige Resultate entwik-
kelt hatte, sie aber teilweise nur ungeniigend begriindet und untereinander nur
wenig verbunden hatte (vgl. u.a. Scharlau 1981: 339ff). Die Mathematik des
18. Jahrhunderts war durch grosses Wachstum und Innovativitit gekennzeich-
net, wesentliche mathematische Entwicklungen verdanken sich diesem Jahr-
hundert. Dazu gehért insbesondere die Weiterentwicklung der Differential-
und Integralrechnung, die zur Erschliessung neuer Gebiete fiihrte (Differen-
tialgeometrie, unendliche Reihen, Funktionen einer komplexen Variable etc.).
Die Analysis war die Leitdisziplin, die sich sowohl fiir die Mathematik selbst
wie auch fiir ihre Anwendungsgebiete als ausserordentlich fruchtbar erwies.
Die Innovativitét der Mathematik ging allerdings auf Kosten ihrer Strenge. Im
Mittelpunkt standen die Resultate, nicht deren systematische Begriindung.
«The primary emphasis was on getting results. (...) The end justified the
means» (Grabiner 1985: 202, 203). Die neue Mathematik (funktionierte>, man
stiess nicht auf gravierende Widerspriiche, und das geniigte, um Resultate
auch ohne strenge Beweise zu akzeptieren. «In place of reason it was intuition,
geometrical diagrams, physical arguments, ad hoc principles such as the prin-
ciple of permanence of form, and the recourse to metaphysics that justified
what had been accepted» (Kline 1980: 170f.).

Gegen Ende des 18. Jahrhunderts war den meisten Mathematikern be-
wusst, dass weite Gebiete der Mathematik dringend einer Fundierung bedurf-
ten — die Mathematik, wie es der Mathematiker B.F. Thibaut formulierte,
«endlich den Ubergang in das ménnliche Alter machen muss» (zit. in Mehr-
tens 1981: 407). Dies galt nicht nur fiir die Analysis, sondern auch fiir andere
Bereiche der Mathematik, fiir die Algebra und sogar fiir die Geometrie, wie
die Entdeckung der nicht-euklidischen Geometrien schockhaft demonstrierte.
Das Operieren mit Begriffen, die nicht definiert waren (z.B. der Begriff des
Unendlichen) und die Verwendung von Resultaten, die nicht streng bewiesen
waren, erschien als zunehmend problematisch. «The divergent series are the
invention of the devil, and it is a shame to base on them any demonstration
whatsoever (...) The things which are most important in mathematics are also
those which have the least foundation. That most of these things are correct in
spite of that is extraordinarily surprising» (Berndt Holmbée, 1826, zit. in Kline

36. Zu den Griindungsdaten mathematischer Zeitschriften in Deutschland insbesondere auch
im Vergleich zu den USA vgl. Siegmund-Schulze 1997.
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1980: 170). Die Mathematik schien zu funktionieren, aber man wusste nicht
genau weshalb.*’

Die zunehmende Hinwendung der Mathematik auf sich selbst ist schon
oft beschrieben worden (vgl. umfassend Mehrtens 1990). Ihr entspricht auf in-
stitutioneller Ebene die Institutionalisierung der Mathematik als autonome
Disziplin. Ich mochte im folgenden zwei Grundlinien dieser epistemischen
Verinderung aufzeigen, die eng miteinander verbunden sind: die zunehmende
Reflexion der mathematischen Begriffe und die Forderung nach grésserer
«Strenge».

(1) Im Verlaufe des 19. Jahrhunderts wurde der «naive abstractionism»
(Gray 1992) der fritheren Mathematik iiberwunden und durch Objekte ersetzt,
die ausschliesslich mathematikintern definiert sind. Diese «Arbeit an den Be-
griffen» war auch deshalb dringlich geworden, weil die Mathematiker in zu-
nehmendem Masse Begriffe verwendeten, die nicht mehr als Idealisierungen
bzw. Abstraktionen aus empirischen Erfahrungen verstanden werden konnten,
sondern ausschliesslich «fiktiven» Charakter hatten. Das bekannteste Beispiel
sind die imagindren Zahlen, die von Leonhard Euler treffend als «ohnmogli-
che», «eingebildete» oder eben «imaginire» Zahlen bezeichnet wurden, «weil
sie blos allein in der Einbildung statt finden» (zit. in Toth 1987: 115). Diese
«eingebildeten» Zahlen erwiesen sich zwar als ausgesprochen niitzlich, ihre
mathematische Rechtfertigung liess aber bis ins 19. Jahrhundert auf sich war-
ten (vgl. u.a. Volkert 1986: 33fY.).** Im Zuge dieser «Theoretisierung» (Jahnke
1990) bzw. «De-Ontologisierung» (Bekemeier 1987: 220) der Mathematik
wurden Begriffe, die man bis dahin als selbstverstindlich vorausgesetzt hatte,
sukzessiv hinterfragt und in ein explizites System iibergefiihrt. Dies gilt, um
nur einige Beispiele zu erwihnen, fir den Begriff des Raumes (Riemann), den
Funktionsbegriff (WeierstraB) und den Begriff der Zahl (Dedekind). Dass man
Mathematik nicht mehr bloss einfach betrieb, sondern ihre Gegenstiinde und
Grundlagen einer systematischen Reflexion unterzog, war neu und macht ein
wesentliches Merkmal der modernen Mathematik aus.

37. Dass die fehlende Fundierung der Analysis zunchmend als Problem empfunden @rde,
belegt auch dic von der Berliner Akademie der Wissenschafien 1784 ausgcschqebene
Preisfrage, die Louis Lagrange formuliert hatte: «The utility derived from matht'amancsz the
esteem it is held in, and the honorable name of «exact science» par excellence Justl_y given
it, are all the due of the clarity of its principles, the rigor of its proofs, and the precision of
its theorems. In order to ensure the perpetuation of these valuable advam'ages in this e!e-
gant part of knowledge, there is needed a clear and precise theory of what is called Infinite
in Mathematics. (...) The Academy desires an explanation of how it is that so many c?rrect
theorems have been deduced from a contradictory supposition (4mnen§hche Grgsse»,
B.H.). (...) It is required that the subject be treated in all possible generality and with all
possible rigor, clarity, and simplicity» (zit. in Kline 1980: 150).
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Im Zuge dieser begrifflichen Reflexion und Rekonstruktion verloren we-
sentliche Teile der Mathematik den Charakter des Natiirlichen und Anschauli-
chen. Den Mathematikern, die damals mit der Tradition brachen und an die
Stelle des «natiirlich» Gegebenen theoretische Konstrukte setzten, «kiinstli-
che», wie von orthodoxer Seite oft moniert wurde, war der Bruch, den sie voll-
zogen, noch deutlich bewusst. «Ich weiss sehr wohl», schrieb etwa Richard
Dedekind entschuldigend, «dass gar Mancher in den schattenhaften Gestalten,
die ich ihm vorfiihre, seine Zahlen, die ihn als treue und vertraute Freunde
durch das ganze Leben begleitet haben, kaum wiederzuerkennen vermag; er
wird durch die lange, der Beschaffenheit unseres Treppen-Verstandes entspre-
chende Reihe von einfachen Schliissen, durch die niichterne Zergliederung der
Gedankenreihen, auf denen die Gesetze der Zahlen beruhen, abgeschreckt und
ungeduldig dariiber werden, Beweise fiir Wahrheiten verfolgen zu sollen, die
ihm nach seiner vermeintlichen inneren Anschauung von vornherein einleuch-
tend und gewiss erscheinen» (Dedekind 1888: IVf).

Wofiir Dedekind noch meinte, sich entschuldigen zu miissen, hat David
Hilbert zehn Jahre spiter in seiner formalen Axiomatisierung der Geometrie
ohne Umschweife praktiziert: «Wir denken drei verschiedene Systeme von
Dingen: die Dinge des ersten Systems nennen wir Punkte und bezeichnen sie
mit A, B, C, ... ; die Dinge des zweiten Systems nennen wir Gerade und be-
zeichnen sie mit a, b, c, ... ; die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen
und bezeichnen sie mit o, f, v, ...» (Hilbert 1899: 2). Die Begriffe, die Hilbert
einfithrt, seine «Punkte» und seine «Geraden», haben mit den vertrauten Ge-
raden, Punkten und Ebenen nichts mehr zu tun. Sie werden eingefiihrt tiber die
Axiome und haben wie diese keine inhaltliche Bedeutung mehr. Im Falle einer
vollstindigen Axiomatisierung der Geometrie konne man ebensogut von «Ti-
schen», «Stiihlen» und «Bierseideln» sprechen, befand Hilbert schon einige
Jahre frither (zit. in Blumenthal 1935: 403). Was «Punkte», «Gerade» oder
«Ebenen» sind und Worter wie «zwischen», «kongruent» oder «liegen auf»

38. Imaginire Zahlen sind Wurzeln negativer Zahlen. Zusammen mit den reellen Zahlen
bilden sie die komplexen Zahlen. Die Akzeptanz imaginirer und negativer Zahlen
erforderte einen grundiegenden Wandel des Zahlbegriffs. Solange Zahlen als Mass- und
Zihleinheiten verstanden wurden, war die Vorstellung negativer oder imaginirer Zahlen
tatsdchlich «ohnméglich». Man konnte zwar mit ihnen rechnen, aber es war undenkbar,
ihnen den Status legitimer mathematischer Objekte zuzuschreiben: «It was easy for the
community to discover that these numbers were somewhere implicit in what it had
accepted so far about its number system and the theory of equation, but it was difficult for
the community to confer upon them the status of legitimate mathematical entities»
(Dauben 1992: 218). Damit negative und imagindre Zahlen zu legitimen Objekten der
Mathematik werden konnten, musste der «naive abstractionism» iiberwunden werden, der
den Zahlbegriff an den empirischen Vorgang des Messens und Zihlens gebunden hatte.
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bedeuten, wird implizit durch die Axiome festgelegt — «wie durch Spielregeln,
die sagen, wie man mit den Dingen spielen darf» (Freudenthal 1957: 112).

Im Gegensatz zur inhaltlichen Axiomatik verzichtet die formale Axioma-
tik auf eine inhaltliche Qualifizierung der Axiome (vgl. 2.1.2). Axiome sind
Annahmen hypothetischer Art, deren inhaltliche Wahrheit nicht zur Debatte
steht. Wahr sind die Axiome dann, wenn aus ihnen kein Widerspruch resul-
tiert, und das gleiche gilt fiir die Existenz mathematischer Objekte: «In der
Philosophie der Mathematik ist es eine geldufige These (...), dass Existenz im
mathematischen Sinne nichts anderes bedeute als Widerspruchsfreiheit. Hier-
mit ist gemeint, dass fiir die Mathematik keine philosophische Existenzfrage
bestehe» (Bernays 1950: 92). Wahrheit und Existenz haben keinen dusseren
Bezugspunkt mehr, sondern sind ausschliesslich intern definiert. Die Mathe-
matik erzeugt sich damit gewissermassen selbst. Sie wird in Hinblick auf eine
wie auch immer geartete <dussere> Wirklichkeit referenzlos und gleichzeitig
selbstreferentiell.

(2) Die zweite Verdnderung bezieht sich auf das Verstéindnis des Bewei-
ses. Wie verschiedene historische Studien insbesondere zur Analysis zeigen
(vgl. u.a. Grabiner 1981; Kline 1980: Kap. 6) war es im 18. Jahrhundert durch-
aus iiblich, Resultate zu verwenden, die nicht im strengen Sinn bewiesen wa-
ren, sondern iiber Plausibilititsiiberlegungen, induktiv-empirisch oder auch
bloss pragmatisch iiber das Argument gerechtfertigt wurden, dass sie «funktio-
nieren>. War ein Beweis fiir einen eingeschrinkten Bereich von Spezialfillen
gefunden, so wurde daraus in vielen Fillen auf dessen allgemeine Giiltigkeit
geschlossen (Grabiner 1985: 210). Insbesondere Argumente, die intuitiv evi-
dent erschienen, erforderten aus der Sicht der meisten Mathematiker keinen
strengen Beweis. Es war plausibel und evident, dass sie richtig waren. Die Tat-
sache, dass viele Ergebnisse der Mathematik des 17. und 18. Jahrhunderts
nicht durch Beweise «gedeckt> waren, wurde im 19. Jahrhundert zunehmend
als Problem erkannt.

Obschon die Forderung nach strengeren — und das heisst gleichzeitig:
formaleren — Beweisen von Mitte des 19. Jahrhunderts an weitgehend akzep-
tiert war, zeigen verschiedene Beispiele, dass sie unterschiedlich realisiert
(und auch unterschiedlich verstanden) wurde. Kline zufolge herrschte noch bis
Mitte des 19. Jahrhunderts bei einer betrichtlichen Anzahl von Mathematikern
die Meinung vor, dass evidente Resultate keines ausgekliigelten Beweises be-
diirfen: «For Gaussian rigor we have no time» (Jacobi zit. in Kline 1980: 166).
GauB selbst machte in seinem Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra auf
eine Liicke aufmerksam, die zu fiillen er aber nicht als notwendig erachtete, da
das Resultat geniigend gut belegt und noch nie jemand an ihm gezweifelt habe.
Obschon die Liicke erst 1920 geschlossen werden konnte, wurde Gaul3’ Be-
weis akzeptiert. Sogar Cantor verzichtete auf einen Beweis der Annahme, dass
es immer moglich ist, jede wohldefinierte Menge in die Form einer wohlge-
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ordneten Menge zu bringen. Es handle sich dabei um ein «Denkgesetz», das
keiner mathematischen Begriindung bediirfe. Erst Hilbert (1900a) machte in
seinem Pariser Vortrag darauf aufmerksam, dass es sich hier nicht um einen
aussermathematischen Sachverhalt, sondern um eine mathematische Aussage
handle, die bewiesen werden miisse. Der Beweis wurde einige Jahre spiter
von Ernst Zermelo unter Verwendung des damals hochst umstrittenen Aus-
wahlprinzips erbracht (Radbruch 1993: 17f).

Um der Forderung nach strengeren Beweisen nachzukommen, mussten
neue Sprachkonventionen entwickelt und durchgesetzt werden. Ein «strengen»
Beweis ist ein Bewesis, in dem die verwendeten Begriffe explizit definiert sind,
das vorausgesetzte Wissen explizit gemacht wird, die Argumentation deduktiv
und moglichst liickenlos erfolgt und die Alltagssprache weitgehend durch eine
formale Sprache ersetzt wird. Wie ich in Kapitel 6 ausgefiihrt habe, haben die-
se Anforderungen neben ihrer epistemischen auch eine wichtige kommunika-
tive Funktion: unter der Bedingung eines anonymen und heterogenen Publi-
kums kann nicht mehr problemlos auf ein gemeinsames Vorwissen rekuriert
und kénnen Unklarheiten nicht mehr durch direkte Gespriche beseitigt wer-
den. Die Forderung nach strengeren Beweisen zwingt die Mathematiker dazu,
ihre Kommunikation zu disziplinieren und ihre Uberlegungen Schritt fiir
Schritt in eine Form zu bringen, die sich an den expliziten Vorgaben und Stan-
dards der mathematischen Gemeinschaft orientiert. Die kommunikative Be-
deutung strenger Beweisen wurde von den Mathematiker dieser Zeit auch ex-
plizit vermerkt: «Bei meinem Gegenstande aber, bei der Ihnen ja so genau
bekannten Natur der zahlentheoretischen Deduction, scheint mir die wirkliche
Begriindung durch vollstindige Beweise unerlasslich zu sein; ohne diese wiir-
de die Mittheilung der Hauptresultate allein schwerlich in verstindlicher Wei-
se moglich sein, und jedenfalls wiirde sie kein Interesse erregen» (Dedekind
an R. Lipschitz 1876, in: Dedekind 1932: 466).

Die Etablierung rigoroser Beweiskonventionen bedeutete eine Normie-
rung der Sprache, dhnlich wie ich sie im Hinblick auf den Objektivititswandel
in den Naturwissenschaften des 19. Jahrhunderts beschrieben habe, allerdings
in sehr viel radikalerer Form. Der entscheidende Schritt war die zunehmende
Formalisierung, die in Hilberts Beweistheorie ihren vorldufigen Héhepunkt
fand. Ich mochte den Begriff der Formalisierung deshalb an diesem Beispiel
kurz erldutern. Hilberts beweistheoretisches Programm erfordert, dass die
klassische Mathematik von Grund auf axiomatisch aufgebaut und unter Ver-
wendung der mathematischen Logik vollstindig formalisiert wird (2.2.2.). Die
Mathematik nimmt damit die Gestalt eines kalkiilisierten Axiomensystems an,
innerhalb dessen, so die Annahme Hilberts, sich alle wahren Sitze der klassi-
schen Mathematik durch rein syntaktische Operationen erzeugen lassen. Ein
formalisiertes axiomatisches System besteht, vereinfacht ausgedriickt, aus lo-
gischen und nicht-logischen Axiomen sowie aus einer Reihe von Schlussre-
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geln, und sein Aufbau setzt eine Zeichensprache voraus, d.h. ein Medium, in
dem die Bestandteile des Systems, die Axiome, Schlussregeln und Theoreme,
formal, d.h. in Termini von Zeichen und Zeichenkonfigurationen ausgedriickt
werden kénnen. Die Bausteine dieser Sprache bestehen aus einem Grundbe-
stand von (bedeutungslosen) Zeichen, aus einem sog. «Alphabety», und einer
beschrinkten Anzahl von Regeln, die festlegen, auf welche Weise die Zeichen
zu Termen (= « Worten) bzw. Formeln (= «Sétze») kombiniert werden diirfen.
Gewisse Formeln werden als Axiome deklariert. Zusammen mit den Schluss-
regeln legen sie implizit fest, welche Folgerungen abgeleitet werden konnen.
Ein mathematischer Satz gilt dann als bewiesen, wenn es gelingt, ihn gemass
der Schlussregeln aus den Axiomen abzuleiten, und zwar iiber eine schrittwei-
se und im Prinzip rein mechanische Umformung der Zeichenketten. «An die
Stelle der inhaltlichen mathematischen Wissenschaft, welche durch die ge-
wohnliche Sprache mitgeteilt wird, (erhalten) wir nunmehr einen Bestand von
Formeln mit mathematischen und logischen Zeichen, welche sich nach be-
stimmten Regeln aneinander reihen. Den mathematischen Axiomen entspre-
chen gewisse unter den Formeln und dem inhaltlichen Schliessen entsprechen
die Regeln, nach denen die Formeln aufeinander folgen: das inhaltliche
Schliessen wird also durch ein dusseres Handeln nach Regeln ersetzt» (Hilbert
1925: 95).%

Vollstindige Formalisierung, so wie sie Hilbert fiir seine metamathema-
tischen Untersuchungen voraussetzen musste, ist nicht das Ziel der prakti-
schen Mathematik. Ein noch so strenger Beweis wird nie ein vollstindig for-
malisierter Beweis sein — er wire nicht verstindlich (vgl. 6.2.). Dennoch
zeichnet sich die Mathematik seit Mitte des 19. Jahrhunderts durch zunehmen-
de Formalisierung aus, d.h. durch einen axiomatischen Aufbau (im Sinne Hil-
berts formaler Axiomatik), eine explizite und rein immanente Definition der
Begriffe und die Verwendung einer formalen Sprache, die alltagssprachliche
Formulierungen so weit als moglich (aber nie volistindig) ersetzt. “ Diese
Entwicklung, die zu einer zunehmenden Normierung der mathematischen
Kommunikation fiihrt, ist die mathematische Version der prozeduralen Objek-
tivitit, wie ich sie im Zusammenhang mit der Geschichte des Objektivitits-
begriffs in den Naturwissenschaften beschrieben habe. Zum Teil waren diese
Verinderungen innermathematisch motiviert, zum Teil sind sie jedoch auch
eine Antwort auf die skizzierten institutionellen Veridnderungen.

39. Alan Turing hat mit seinem Modell der Turingmaschine dem Begriff des formalen Systems
eine prizise Definition gegeben, vgl. dazu ausfuhrlicher Heintz 1993a: Kap. 2.

40. Diese Entwicklung war nicht auf die formalistische Mathematik beschréinkt, sondern galt
ebenso fiir den Intuitionismus (2.2.2.). Die Differenz zwischen Hilbert und Brouwer bezog
sich nicht auf die Relevanz strenger Beweise und die Notwendigkeit einer Theoretisierung
der Mathematik, sondem auf die Frage, welcher Typus von Beweisen zugelassen ist und
woriiber die Mathematik begriindet werden kann.
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Mit der Institutionalisierung der Mathematik an den Universititen und
der damit einhergehenden zunchmenden Bedeutung der Lehre wurde die Ver-
mittlung von Mathematik zu einem Problem. Die Aufbereitung und Darstel-
lung des Wissensstoffes stellte die Mathematik vor neue Anforderungen und
zwang zu einer Prizisierung der Sprache und zu einer Explizierung dort, wo
frither gemeinsames Wissen vorausgesetzt werden konnte. Der Zusammen-
hang zwischen Lehre, Kommunikation und zunchmender Strenge wurde von
vielen Mathematikhistorikern und Mathematikern konstatiert. ' Um den neuen
Lehranforderungen zu geniigen, musste der Wissensstoft so aufgearbeitet wer-
den, dass er einem Publikum zuginglich war, bei dem kein gemeinsamer
Hintergrund vorausgesetzt werden konnte. «In the 19th century foundational
questions became increasingly of interest and importance, in part for a reason
that concerns the sociology of mathematics involving both matters of institu-
tionalization and professionalization. As many mathematicians were faced
with teaching the calculus, questions about how to define and justify limits,
derivatives, and infinite sums, for example, became unavoidable» (Dauben
1992: 218). Oder wie es der Mathematiker Richard Courant formulierte:
«Genialer Instinkt, der schliesslich auch iiber logische Liicken zu richtigen
Zielen fiihrt, ist kein lehrbares und lernbares Massengut» (Courant 1928: 90).

Einen ahnlichen Effekt hatte auch die Entstehung von Fachzeitschrif-
ten.*? Die Ausdifferenzierung der Mathematik als autonome Disziplin 16ste die
Kommunikationsnetzwerke auf, die sich rund um die Akademien gebildet hat-
ten, und fiihrte zu neuen Kommunikationskreisen, die zwar fachlich homoge-
ner, sozial und geographisch aber weiter gestreut waren. Da man nicht mehr
davon ausgehen konnte, dass man die Kollegen personlich kannte und sich mit
ihnen in direkten Gesprichen austauschen konnte, mussten neue Mechanis-
men entwickelt werden, um das Problem der «Distanziiberbriickung» (Stich-
weh 1984: 426) zu losen. Die Entwicklung von Fachzeitschriften, die eine
iiberregionale und teilweise sogar transnationale Ausstrahlung hatten, ist in
diesem Zusammenhang zu sehen. Gleichzeitig setzt sich auch ein neuer Kom-

41. Vgl. u.a. Courant 1928: 90; Dauben 1992; Dieudonne 1973: 404; Grabiner 1981; 198S;
Mehrtens 1976; Peiffer/Dahan-Dalmedico 1994: 220f.

42. Die These, dass die neuen Lehranforderungen wesentlich zur Formalisierung der Mathe-
matik beigetragen haben, wurde vor allem am Beispiel der franzésischen Situation aufge-
stellt. Die zentralen Figuren sind Louis Lagrange und Augustin-Louis Cauchy, die auf der
Basis ihrer Vorlesungen an der Ecole Polytechnique die ersten Lehrbiicher zur Analysis
verfassten. Stichweh vertritt die Auffassung, dass sich diese These nicht umstandslos auf
die deutsche Mathematik iibertragen lasst. In Deutschland scheint die Institutionalisierung
der Forschung einen grosseren Einfluss gehabt zu haben als die Lehre. Dies zeigt sich auch
darin, dass die Lehrmittelproduktion in Deutschland relativ spét einsetzte, dafiir aber schon
sehr friih Fachzeitschriften gegriindet wurden, die zur Diffusion von Forschungsresultaten
dienten (Stichweh 1984: 196).
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munikationsstil durch. Bis Ende des 18. Jahrhundert wurden wissenschaftliche
Beitrige haufig in Briefform publiziert. Der Autor machte sich als Subjekt
kenntlich und sprach ein ihm bekanntes Publikum an (Daston 1991: 371;
Stichweh 1984: 401). Die Fachpublikation richtet sich dagegen an ein anony-
mes und im Prinzip universelles Publikum. Entsprechend wird die personliche
Anrede durch Sprachformen ersetzt, die den Autor und seine Adressaten zu-
riicktreten lassen zugunsten einer entpersonalisierten Beschreibung von Sach-
verhalten. Wissenschaft wird endgiiltig auf «Erleben» umgestellt (vgl. 7.3.1.).
Mit der Griindung von Fachzeitschriften entwickelt die Mathematik ein eige-
nes und Ausserst effizientes Verbreitungsmedium mit dem von Luhmann be-
schriebenen Effekt allerdings, dass dadurch die Kommunikation problemati-
scher wird. Unter der Bedingung anonymer und indirekter Kommunikation
reichen persénliches Ansehen und informelle Argumentationen nicht mehr
aus, um Konsens zu sichern. Es braucht eine prizise Sprache, um Argumenta-
tionen mitteilbar, und «strenge» Methoden, um sie iiberzeugend zu machen.
«Es ist der Character der Mathematik der neueren Zeit», so Carl Friedrich
GauB 1850, «dass durch unsere Zeichensprache und Namengebungen wir ei-
nen Hebel besitzen, wodurch die verwickeltsten Argumentationen auf einen
gewissen Mechanismus reduciert werden» (zit. in Mehrtens 1990: 32).
Ahnlich wie die empirischen Wissenschaften auf die Anonymisierung
und Heterogenisierung des Adressatenkreises mit Standardisierung reagiert
haben (7.3.2.), entwickelt auch die Mathematik Vorkehrungen, um die Kom-
munikation unter diesen neuen Bedingungen sicherzustellen. Objektivitit
nimmt m.a.W. auch in der Mathematik die Bedeutung von Kommunizier-
barkeit an.* «Was uns», so Henri Poincaré 1905, «die Objektivitit der Welt,
in der wir leben, verbiirgt, ist, dass wir diese Welt mit anderen denkenden We-
sen gemein haben. (...) Das also ist die erste Bedingung der Objektivitat: Was
objektiv ist, muss mehreren Geistern gemein sein und folglich von einem dem
anderen iibermittelt werden konnen, und da diese Ubermittlung nur durch die
Rede vor sich gehen kann (...), sind wir gezwungen, zu schliessen: Ohne Rede
keine Objektivitity (Poincaré 1905: 197). Die im 19. Jahrhundert einsetzende
«Theoretisierung» der Mathematik und die Forderung nach grosserer
«Strenge», ist m.a.W. eine Antwort auf das sich verschérfende Problem der
«Unwahrscheinlichkeit der Kommunikation» ( Luhmann). Soziologisch gese-
hen lasst sich diese Entwicklung als eine Umstellung von sozialintegrativen
Mechanismen auf symbolisch generalisierte Kommunikationsmedien inter-
pretieren. Symbolisch generalisierte Kommunikationsmedien sind aus der

43. Die zunehmende Beschaftigung mit dem Problem der Kommunizierbarkeit zeigt sich auch
am Boom der Kunstsprachen um die Jahrhundertwende, an deren Entwicklung und Propa-
gierung Mathematiker {iberdurchschnittlich héufig beteiligt waren (Mehrtens 1990:
5271%).
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Sicht von Luhmann Einrichtungen, die die Akzeptanz einer Aussage wahr-
scheinlicher machen. Sie werden dann entwickelt, wenn die Kommunikation
iiber die Interaktion unter Anwesenden hinausgreift und traditionelle Mittel
der Konsenserzeugung nicht mehr greifen. Sie verschaffen Kommunikationen
Erfolg, indem sie signalisieren, dass sie unter spezifischen Bedingungen und
unter Beachtung der zulidssigen Verfahren zustande kamen (7.3.1.). In der
Mathematik nehmen diese Verfahren die Form von strengen Beweisen an, die
auf explizit definierten Begriffen beruhen und sich einer formalen Sprache be-
dienen.*

Die Bemerkungen Luhmanns zur Mathematik sind spérlich und reichlich
vage. Die Mathematik gilt ihm als «Paradefall der modernen Wissenschaften»,
da sie die besten Verfahren ausgebildet habe, um «Anschlussfahigkeit» zu or-
ganisieren. Das Kommunikationsmedium Wahrheit werde von ihr besonders
erfolgreich eingesetzt, «weil sie die beste interne Operationalisierung des
Symbols der Wahrheit erreicht — eine Funktion, die durch Kalkiilisierung dann
nochmals erweitert werden kann» (Luhmann 1990: 201f.). Spezifischeres ist
bei Luhmann nicht zu finden. Dies hingt mit der differenzierungstheoreti-
schen Basis seiner Argumentation zusammen, die ihn dazu zwingt, Wissen-
schaft zunichst einmal als funktionale Einheit zu betrachten, anstatt ihrer dis-
ziplindren Heterogenitit Rechnung zu tragen. Doch auch als «Symbol»
bedeutet Wahrheit in den verschiedenen Disziplinen verschiedenes, und die
Art und Weise, wie die Selektion «konditioniert» wird (Luhmann 1997: 321),
differiert zwischen den einzelnen Disziplinen. Ein wesentliches Unterschei-
dungsmerkmal ist der Formalisierungsgrad. Sozial- und Geisteswissenschaf-
ten verwenden andere Verfahren als die formalisierten Wissenschaften, um die
Wabhrheit einer Argumentation zu signalisieren. Objektivitit wird zwar auch
iiber Quantifizierung demonstriert, vorwiegend jedoch, so Garfinkels un-
freundlicher Kommentar, «by shoving words around» (Garfinkel u.a. 1981:
133). Wenn, wie Luhmann bissig bemerkt, die Zitation von Klassikern in der
Soziologie tatsichlich wahrheitsverbiirgend ist (vgl. exemplarisch Barrel-
meier 1992), dann unterscheidet sie sich darin ganz offensichtlich von den Na-
turwissenschaften und der Mathematik, in denen ganz andere Verfahren ver-
wendet werden, um Argumentationen «wahm» zu machen. Dies wirft die Frage
auf, ob sich innerhalb des Kommunikationsmediums Wahrheit nicht
Sondermedien ausgebildet haben, die disziplinenspezifisch zugeordnet sind
und die die wissenschaftsintene Differenzierung verstirken, dhnlich wie es
die <klassischen> Medien (Macht, Wahrheit, Geld etc.) fiir die Ausdifferenzie-

44, Vgl. dazu auch MaaB (1988; 1993), der die Durchsetzung des Hilbertprogramms system-
theoretisch, aber ohne priizisen Bezug zu Luhmanns Medientheorie zu interpretieren ver-
sucht.
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rung der Funktionssysteme tun. Aus meiner Sicht ist Formalisierung ein sol-
ches Sondermedium.

«Formalisierungy ist hier nicht im engen Sinn der Hilbertschen Beweis-
theorie zu verstehen, sondern als Bezeichnung fiir die epistemischen Verinde-
rungen in der Mathematik des 19. Jahrhunderts, die ich unter den Begriffen
«Theoretisierung» und «Strenge» beschrieben habe und deren gemeinsames
Merkmal die Entwicklung einer spezifisch mathematischen Sprache ist, in der
die verwendeten Begriffe von ihren intuitiven Beziigen gereinigt sind und die
Argumentation keinen Raum mehr offen 1ésst fiir Mehrdeutigkeiten und impli-
zite Vorannahmen. Ausloser dieser Entwicklung sind institutionelle Verinde-
rungen, die das Problem der «Unwahrscheinlichkeit der Kommunikation»
drastisch verschirfen. Dazu gehort insbesondere die universitire Professiona-
lisierung der Mathematik und ihre Ausdifferenzierung als autonome Disziplin
mit der Folge, dass die mathematische Gemeinschaft sich fachlich zwar homo-
genisiert, gleichzeitig aber grosser, anonymer und sozial heterogener wird.
Diese Entwicklung 16st die traditionellen Uberzeugungsstrategien auf und
zwingt zur Etablierung von neuen Verfahren der Konsenserzeugung. In der
Mathematik geschieht dies iiber die Forderung nach Formalisierung im oben
ausgefiihrten Sinn.

In bezug auf das allgemeine Kommunikationsmedium Wahrheit nimmt
Formalisierung die Form einer «Zweitcodierung» an dhnlich wie Recht in Be-
zug auf Macht oder Geld in Hinblick auf Eigentum (vgl. dazu Luhmann 1997:
3471tf., 367f.). Im Falle von Zweitcodierungen wird der positive Wert eines
Codes nochmals dupliziert, indem man z.B. Macht rechtmissig oder unrecht-
missig gebrauchen kann. Zweitcodierungen erleichtern den Wechsel vom po-
sitiven (Bsp. wahr) zum negativen Wert (Bsp. falsch), indem sie die «informa-
tionsverarbeitenden Prozesse von der Aufnahme und Mitberiicksichtigung
aller konkreten Sinnbeziige» entlasten, d.h. mit grosseren Abstraktionslei-
stungen verbunden sind (Luhmann 1997: 367). Genau dies geschieht im Zuge
der Formalisierung, in deren Verlauf anschauliche und inhaltliche Beziige aus
der Mathematik sukzessiv entfernt werden. Im einzelnen: Wahrheit nimmt die
prazisere Bedeutung von Widerspruchsfreiheit an, die beiden Codewerte sind
folglich widerspruchsfrei vs. widerspriichlich. Im Unterschied zur Mathema-
tik des 18. Jahrhunderts, in denen auch Aussagen als wahr akzeptiert wurden,
die nicht streng bewiesen waren, wird nun der Beweis zum einzig legitimen
Verfahren, d.h. zum allein akzeptierten «Programmy, um den Codewert fest-
zulegen. Nur was streng bewiesen ist, darf in den Korpus des mathematischen
Wissens integriert werden. Die gegenwirtige Diskussion um eine «theo-
retische» bzw. «semi-rigorose» Mathematik dreht sich so gesehen um die Fra-
ge, inwieweit alternative «Programme» in der Mathematik zulissig sind
(vgl. 6.1.).
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Die zunehmende Strenge der Mathematik im 19. Jahrhundert hat so ge-
sehen nicht bloss innermathematische Griinde, sondem ist auch eine Antwort
auf den massiven institutionellen Ausbau der Mathematik zu dieser Zeit.
Solange der Kreis der Wissenschaftler klein ist und jeder jeden kennt, kann
Wissen und Vertrauen iiber informelle Gespriche vermittelt werden. Sobald
aber die wissenschaftliche Gemeinschaft eine gewisse Grosse iiberschreitet,
miissen andere Verfahren entwickelt werden, um Wissen weiterzugeben und
mit Glaubwiirdigkeit zu versehen. Niklas Luhmann spricht in diesem Zusam-
menhang von symbolisch generalisierten Kommunikationsmedien, Theodore
Porter von «technologies of trust»: «Objective rules (...) serve as an alterna-
tive to trust» (Porter 1995: 228).

7.4. Noch einmal: Ist eine Soziologie der Mathematik moglich?

Ich habe den Weg zur Wissenschaft gemacht wie Hunde, die mit ihren
Herren spazieren gehen, hundertmal dasselbe vorwirts und riickwirts,
und als ich ankam, war ich miide.

Georg Christoph Lichtenberg™

Der Mathematik ihre Eigenart zu belassen, d.h. anzuerkennen, dass das mathe-
matische Wissen weitgehend universellen und kumulativen Charakter hat,
muss nicht notwendigerweise bedeuten, dass eine soziologische Erklirung
ausgeschlossen ist. Ich habe in diesem Kapitel ein Erkldrungsschema vorge-
stellt — eine «Beweisskizze» —, die in ausgebauter Form vielleicht eine Alter-
native sein konnte zu einem iiberzogenen Kontingenzdenken auf der einen
Seite und einem unterwiirfigen Soziologieverzicht auf der anderen (vgl.
Kap. 1). Ich méchte die Argumentationslinie noch einmal kurz zusammenfas-
sen.

Ausgangspunkt war die Feststellung, dass es in der Mathematik keine
Revolutionen gibt (7.1.). Mathematisches Wissen ist kumulativ und Mei-
nungsverschiedenheiten werden in der Regel rational entschieden. Dies unter-
scheidet die Mathematik von den empirischen Wissenschaften und erst recht
von den Sozialwissenschaften, wo Kontroversen in der Regel nicht diskursiv
beigelegt, sondern «geschlossen» werden. Inwieweit ldsst sich die epistemi-
sche Besonderheit der Mathematik soziologisch erkliren? Der erste Argumen-
tationsschritt setzte bei Wittgensteins Ausfilhrungen zum Regelbegriff an
(7.2.). Fiir Wittgenstein ist die Befolgung einer Regel eine kollektive Praxis,
die an eine bestimmte «Lebensform» gebunden ist. Die an Wittgenstein an-
schliessende Frage ist folglich die, weshalb es in der Mathematik nur eine Le-

45. Lichtenberg 1789: 450.
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bensform gibt — die Mathematik nicht in konkurrierende epistemische Ge-
meinschaften zerfillt. Diese Frage lasst sich in ein differenzierungs- bzw.
integrationstheoretisches Problem umformulieren: welcher Art sind die Inte-
grationsmechanismen, die in der Mathematik fiir sozialen (Konsens) und
kognitiven Zusammenhalt (Kohirenz) sorgen. Der Zusammenhang zwischen
Differenzierung und Integration ist eine Frage, die die Soziologie seit ihren
Anféngen begleitet und zu deren Beantwortung sie verschiedene Konzepte
entwickelt hat. Die urspriinglich von Parsons formulierte Medientheorie, die
spéter von Habermas und Luhmann aufgenommen und weiterentwickelt wur-
de, gehort dabei zu den theoretisch wichtigsten Einsichten. In Luhmanns Ver-
sion sind symbolisch generalisierte Kommunikationsmedien Zusatzeinrich-
tungen zur Sprache, die die Anschlussfihigkeit von Kommunikationen zu
sichern helfen, wenn die klassischen sozialintegrativen Mechanismen nicht
mehr ausreichen. Sie sind eine historisch relativ neue Erscheinung, die die In-
tegration iiber gemeinsame Normen und direkte Kommunikation erginzt
(7.3.1). )

Anhand der Geschichte des Objektivititsbegriffs in den Naturwissen-
schaften ldsst sich zeigen, dass sich die Integrationsmechanismen iiber die Zeit
hinweg gedndert haben. Im Verlaufe des 19. Jahrhunderts nimmt Objektivitat
zunehmend die Bedeutung von Kommunizierbarkeit an und signalisiert damit,
dass Kommunikation zu einem Problem geworden ist. Die Naturwissenschaf-
ten reagieren auf dieses Problem mit einer Standardisierung der sprachlichen
und empirischen Praktiken. Theoretisch gesehen lisst sich diese Entwicklung
als Umstellung von sozialintegrativen Mechanismen der Konsenserzeugung
auf symbolisch generalisierte Kommunikationsmedien interpretieren (7.3.2.).
Ahnlich kommt es auch in der Mathematik zu einer schrittweisen Normierung
der mathematischen Sprache, beginnend mit der systematischen Rekonstruk-
tion der Grundbegriffe in der zweiten Hilfte des Jahrhunderts bis hin zu Hil-
berts zweistufigem Formalisierungsprogramm. Das Grundlagenprogramm
von Bourbaki ist der vorldufige Endpunkt dieser Entwicklung.

Im Zuge des institutionellen Ausbaus der Mathematik reichen sozialinte-
grative Verfahren nicht mehr aus, um Konsens und Vertrauen sicherzustellen.
Mit der zunehmenden Bedeutung der Lehre und der Entwicklung von Fach-
zeitschriften als primdres Verbreitungsmedium vergrossert sich das mathema-
tische Publikum und wird gleichzeitig anonymer. Damit wird die Vermittlung
von Mathematik zu einem Problem. Parallel dazu kommt es zu einer Verschie-
bung des Objektivititsbegriffs, der dhnlich wie in den Naturwissenschaften
die Bedeutung von Kommunizierbarkeit annimmt. Es miissen neue Verfahren
entwickelt werden, um die Anschlussfiahigkeit von Kommunikation zu si-
chern, d.h. um Konsens auch unter anonymen Bedingungen sicherzustellen.
Aus Luhmanns Sicht erfiillen Kommunikationsmedien diese Funktion, und
die hier vertretene These ist die, dass es in der Mathematik zur Entwicklung
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eines eigenstindigen Kommunikationsmediums kommt, das gegeniiber dem
Kommunikationsmedium Wahrheit die Form einer Zweitcodierung annimmt
und fiir die Mathematik (auch) die Funktion hat, die Anschlussfdhigkeit von
Kommunikationen zu sichern, d.h. die Zustimmung zu einer Aussage wahr-
scheinlicher zu machen. Ich habe dieses Kommunikationsmedium als «For-
malisierung» bezeichnet.

Auch wenn sie deduktiv aufgebaut sind und mit Hilfe logischer Regeln
argumentieren, sind Argumente, die ein gemeinsames Vorwissen unterstellen
und an Intuition und Anschaulichkeit appellieren, dissensgefihrdeter als eine
formale Argumentation, der man sich auch dann kaum entziehen kann, wenn
sie Intuition und Erfahrung zuwiderlduft. Genau diesen Mechanismus be-
schreibt Luhmann mit dem Begriff des symbolisch generalisierten Kommuni-
kationsmediums. Zu einer Umstellung auf Kommunikationsmedien kommt es
dann, wenn sozialintegrative Mechanismen — direkte Kommunikation und ge-
meinsamer normativer Hintergrund — nicht mehr ausreichen, um Vertrauen
herzustellen und die Anschlussfihigkeit der wissenschaftlichen Kommunika-
tion zu garantieren. Diese Argumentation legt es nahe, Formalisierung und in-
formelle Interaktion bis zu einem gewissen Grade als historische Alterativen
zu betrachten. Der formalisierte Beweis wird erst dann zu einem wichtigen
Kommunikationsmedium, wenn die informelle Vermittlung des mathemati-
schen Wissens nicht mehr moglich ist (6.2.). So gesehen sind Konsens und Ko-
hérenz keine invarianten Merkmale der Mathematik, sondern zeichnen als epi-
stemische Besonderheit vor allem die moderne Mathematik aus.

Mit dieser Argumentationslinie wird ein dritter Weg eingeschlagen, der
zwischen einer klassisch soziologischen und einer konventionell mathematik-
philosophischen Erkldrung vermittelt. Wihrend eine soziologische Erkldrung
a la Bloor die epistemischen Besonderheiten der Mathematik wegzudefinieren
versucht, werden sie von der Mathematikphilosophie in den Mittelpunkt ge-
riickt: der zwingende Charakter der Mathematik verdankt sich dem Umstand,
dass die Mathematik eine beweisende Disziplin ist und iiber eine gemeinsame
formale Sprache verfiigt. Mit Hilfe der Formalisierung, d.h. der Reduktion von
inhaltlichen Aussagen auf rein syntaktische kdnnen Gedankenschritte auf lo-
gische Grundprinzipien reduziert werden, deren Wahrheit (verstanden als Wi-
derspruchsfreiheit) unmittelbar einsichtig ist. Demgegeniiber habe ich dafiir
pladiert, die epistemischen Besonderheiten der Mathematik in einen histori-
schen Zusammenhang zu stellen. Die moderne Mathematik zeichnet sich
durch Merkmale aus, die fiir eine soziologische Analyse tatsichlich kaum
Raum mehr lassen. Dies bedeutet aber nicht, dass ein soziologischer Blick auf
die Mathematik von vombherein ausgeschlossen ist. Eine soziologische Per-
spektive ist dort legitim und angebracht, wo es um die Rekonstruktion des Ent-
wicklungsweges geht, der zu jener epistemischen Struktur fiihrte, die fiir die
moderne Mathematik typisch und mit ihrer Kohirenz und argumentativen Ra-
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tionalitiit einzigartig ist. Auch wenn die konstruktivistische Wissenschaftsso-
ziologie im Falle der modernen Mathematik auf eine Grenze stdsst, verhilft die
Soziologie doch besser zu verstehen, wie es dazu kam und weshalb dies so ist.

«Ja, das ist schon eine Frage, warum das Ganze nicht auseinanderfillt.
Weshalb wir diese Einheit haben. Es ist schwierig zu sagen Vielleicht — nicht
wahr, Sachen miissen bewiesen werden. Aber wir miissen auch damit einver-
standen sind. Und ich glaube, das ist die Garantie. Man kann nicht irgendet-
was behaupten ohne Beweis, und den Beweis kann man beurteilen. Und das
tun wir. Natiirlich, jeder kann irgendwas einfiihren, aber wir haben doch al-
lerlei Kriterien, strenge Kriterien, ob es wirklich legitim ist, ob es kohdrent ist
mit den anderen Sachen, und so. Nicht wahr, die Freiheit ist doch sehr be-
grenzt. Cantor hat gesagt, dass die Mathematik frei sei. Ja, aber nur bis einem
gewissen Punkt. Die Freiheit geht genau bis zu dem Punkt, wo es logisch ko-
hdrent ist, konsistent mit dem Vorhergehenden. Dann ist es in Ordnung. Natiir-
lich gibt es immer auch Fehler. Aber das bedroht nicht das ganze Gebdiude.
Das Gebdude ist solid. Das wird allem widerstehen. Da bin ich mir sicher,
aber ich kann das natiirlich nicht beweisen. Das ist psychologisch. Das beruht
auf Erfahrung. Man glaubt an die Kohdrenz der ganzen Geschichte. »
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