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Elliptische Differentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten *

In: Arbeitsgemeinschaft fiir Forschung des Landes Nordrhein-Westfalen, Wiss. Abhdl.
Bd. 33, S. 583—608, K&ln und Opladen: Westdeutscher Verlag 1966

Ich méchte iiber den Indexsatz von Atiyah—Singer ([6], [10], [26]) be-
richten, zeigen, wie der Satz von Riemann-Roch [18] sich hier unterordnet,
auf den neuen Fixpunktsatz von Atiyah-Bott zu sprechen kommen, der den
Indexsatz verallgemeinert, und auf Anwendungsmoglichkeiten des Fix-
punktsatzes auf diskontinuierliche Gruppen und automorphe Formen hin-
weisen. Diese Anwendungen betreffen die Langlandssche Formel [23]. Sie
verallgemeinern die Uberlegungen in [19]. Atiyah und Bott haben mir in
Oxford im vergangenen Monat die neueste Version ihres Fixpunktsatzes
erliutert. Ich danke ihnen herzlich dafiir. Anschlieend haben wir gemein-
sam an der Anwendung auf die Langlandssche Formel gearbeitet.

§1. Es seien X eine #-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
(ohne Rand) und E, F differenzierbare komplexe Vektorraum-Biindel
iiber X. Ein Vektorraum-Biindel E hat fiir jedes x € X eine Faser E,
die ein komplexer Vektorraum ist. Wir setzen im Falle von E voraus, da3
die komplexe Dimension dieser Vektorrdume E gleich #; ist. Fir F sei
die Dimension der Fasern F, gleich me. Mit I'E wird der C-Vektorraum
der differenzierbaren Schnitte von E bezeichnet, entsprechend fiir F.

X 14Bt sich bekanntlich mit offenen Mengen U iiberdecken, die Karten
fiir die differenzierbare Mannigfaltigkeit X sind und iiber denen die Vektor-
raum-Biindel E, F trivial sind. Sei x4, ..., x, ein Koordinatensystem von
X in U. Dann ist beziiglich von Trivialisierungen von E und F jeder
Schnitt s von E beschrinkt auf U als 7;-tupel komplexwertiger Funktionen
von # reellen Verinderlichen xi, ..., X, anzusehen, ebenso ein Schnitt #
von F beschrinkt auf U als ein z,-tupel solcher Funktionen. Eine C-lineare
Abbildung

D:I'E—-TF

* Nach einem am 3. November 1965 vor der Arbeitsgemeinschaft fiir Forschung des
Landes Nordrhein-Westfalen gehaltenen Vortrag.
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heiBt linearer Differentialoperator der Ordnung £, wenn folgendes gilt:
Das mg-tupel Ds|U von Funktionen soll aus dem m-tupel s|U erhalten
werden, indem man darauf eine Matrix von 7, Spalten und 3 Zeilen an-

wendet, in der jedes Element ein Differentialoperator der Gestalt
aI'1 +crtip

BRY oy fdy B

i1+ +insk 3x'11...3x‘n"

ist, wobei die Koeffizienten a;, . .. 4, differenzierbare in U definierte komplex-
wertige Funktionen sind.

§2. Das Symbol eines linearen Differentialoperators. Der lineare Differential-
operator D :I'E — I'F der Ordnung £ sei gegeben. f: X — C sei diffe-
renzierbar und s € I'E. Dann gilt fiir alle komplexen Zahlen 4

e HDENs) = Ep(fo9) + -+ 2p1(f,9) + 2o ([, 9),
wo die Schnitte p;(f, ) e I'F nur von D, fund s abhingen.

Ubrigens ist s — p;(f, 5) fiir alle ;7 ein linearer Differentialoperator der
Ordnung £ — ; und insbesondere po( f, 5) = Ds. Ferner hingt pr(f, 5)(x)
€ F, nur von dem Differential (df); und von s(x) € E; ab. Firn el
(= reeller kovarianter tangentieller Vektorraum der Mannigfaltigkeit X
im Punkte x) wihle man f mit (df); = » und fir » € E,; wihle man einen
Schnitt s € I'E mit s(x) = ». Man setzt dann

op ) () = p(fs $)(>)
und erhilt so eine lineare Abbildung
of(n): E.—~ F,.
In die Definition des Symbols o gehen nur die Terme der Ordnung £
1 9
von D (bzgl. lokaler Koordinaten usw.) ein. (Der Operator e wird
i

sozusagen durch den Koeffizienten 7; von 7 ersetzt, um das Symbol zu
bekommen.) Sehe ich D als Operator der Ordnung £ + 1 an, dann ver-
schwindet das Symbol ¢f*!. Deshalb muB die Ordnung £ beim Symbol

mitangegeben werden und soll nur weggelassen werden, wenn aus dem
Zusammenhang klar ist, welche Ordnung D hat.
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§3. Elliptische Operatoren. Nehmen wir an, daB die Faserdimensionen
1, mz von E und F gleich sind. Ein linearer Differentialoperator

D:TE—TITF

der Ordnung £ heiBt dann elliptisch von der Ordnung 4, wenn fiir jedes
x € X und fiir jeden kovarianten Tangentialvektor 7 in x, der nicht 0 ist,
die lineare Abbildung
op(): E,—> F,

bijektiv ist.

Fiir elliptische Operatoren D iiber kompakten Mannigfaltigkeiten X gilt
der fundamentale Satz (vgl. z. B. [26], Chap. X, XI):

Der Kern und der Cokern von D : I'E — I'F sind endlich-dimensional.

Kern (D) und Cokern (D) sind dabei im Sinne der linearen Algebra
definiert (I'E, I'F sind im allgemeinen unendlich dimensionale Vektor-
rdume tber C):

Ketn (D) = {s|s e 'E und Ds = 0},
Cokern (D) =I'F|D(I'E)

dim¢ Kern (D) ist die ,,Maximalzahl linear-unabhingiger Losungen der
homogenen Gleichung® Ds = 0, und dim¢ Cokern (D) ist die ,,maximale
Anzahl linear unabhingiger Bedingungen®, die an die inhomogene Glei-
chung Ds = g (g € I'F gegeben, s gesucht) zu stellen sind, damit sie 16sbar
ist.

Fiir einen elliptischen Operator definiert man den Index

ind (D) = dim Ketn (D) — dim Cokern (D).

Sowijetische Mathematiker (Vekua, Gelfand u. a., siehe z. B. [1], [12],
[15], [28], [29]) haben schon vor einigen Jahren darauf hingewiesen, da8
man diesen Index wegen seiner Homotopieinvarianz mit topologischen
Methoden berechnen sollte. Sie haben auch manche Teilresultate erhalten.
Die vollstindige Losung gelang Atiyah und Singer im Jahre 1963, und wir
verdanken H. Cartan und L. Schwartz [10] und R. S. Palais [26] die Aus-
arbeitung von Seminaren (Paris bzw. Princeton), in denen der Atiyah-
Singersche Indexsatz und sein Beweis, fiir den Methoden aus vielen Ge-
bieten der Mathematik erforderlich sind, dargestellt werden.
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§ 4. Ein Beispiel fiir den Indexsatg. Es sei X eine kompakte Riemannsche
Fliche (singularititenfreie algebraische Kurve). Wir betrachten Differential-
formen s auf X, die beziiglich Ortsuniformisierender g lokal so zu be-
schreiben sind

s =a(g) [4%]", r eine fest gegebene ganze Zahl.

Die Koeffizientenfunktion #(3) soll differenzierbar und komplexwertig
sein. Es gibt iber X ein Vektorraum-Bindel £ (der Faserdimension 1),
so daB I'E gerade der Vektorraum der angegebenen Differentialformen ist,
die man auch Differentialformen in 4% vom Gewicht 7 nennt. Es sei 8 (Ab-
leitung nach %) der lineare Differentialoperator der Ordnung 1, der den
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen entspricht. Was ist os fiir
s € 'E? Wir haben beziiglich der Ortsuniformisierenden g

_ o
Bross ”a(;)  dg - (&R,

also eine Differentialform in 4% und 4 vom Gewicht r in 4. Derartige
Differentialformen sind differenzierbare Schnitte eines anderen Vektorraum-
Biindels F, und 2 ist, wie man leicht sieht, ein linearer elliptischer Differen-
tialoperator der Ordnung 1.

9:I'E—~TF.
Der klassische Satz von Riemann-Roch (genauer ein Spezialfall dieses

Satzes) besagt:
ind (@ =@2r—1(—1,

wo p das Geschlecht von X, also 2 — 2 p die klassische Euler—Poincarésche
Charakteristik von X ist. Damit ist ein Beispiel des Atiyah-Singerschen
Indexsatzes angegeben. Es sei.

HO(X, r) = Kern (9),

das ist der (endlich-dimensionale) komplexe Vektorraum der holomorphen
Differentialformen vom Gewicht r. (Die Cauchy-Riemannsche Differential-
gleichung s = 0 ist dquivalent zur Holomorphie von s).
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Fiir p = 2 und 7 = 2 ist bekanntlich Cokern (7) = 0 und damit
1) dim HO(X,r)=QRr—1)(p—1) =

Maximalzahl linear-unabhingiger holomorpher Differentialformen vom Ge-
wicht 7.

§5. Der Indexsatz von Atiyah-Singer. Bs ist nicht moglich, den Satz hier
in voller Allgemeinheit zu formulieren. Wir deuten ihn nur fiir den Fall an,
daB die Vektorraum-Biindel E, F trivial sind. Damit wird schon Prinzipielles
deutlich, obwohl das Beispiel in § 4 sich nicht unterordnet, da die Biindel
E, F dort nicht trivial sind.

X sei eine kompakte #-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit,
E— XxCmund F= X x C? Dann sind I'E und I'F gleich dem
Vektorraum der z-tupel differenzierbarer komplexwertiger auf X definierter

Funktionen.
D:TE—-TF

sei ein linearer elliptischer Differentialoperator det Ordnung 4. Fiir jeden
kovarianten Tangentialvektor 7 = 0 ist das Symbol

op(): B, F,

wegen der Trivialitit der Biindel ein Element von GL (7, C), der Gruppe
der Automorphismen des Vektorraumes C™. Damit ist das Symbol eine
Abbildung

of: Tg— GL(», C),

wo T* der Raum aller kovarianten (reellen) Tangentialvektoren von X
und 7 C 7* der Raum der nicht-verschwindenden kovarianten Tangen-
tialvektoren ist.

T* ist eine 2 n-dimensionale Mannigfaltigkeit, die vermoge der kanoni-
schen 2-Form auf 7'* eine fast-komplexe Struktur zuliBt (vgl. z. B. [11], [22]
p. 86). Damit ist in der reellen Cohomologie H *(T*, R) eine Element aus-
gezeichnet, die Toddsche Klasse von T*, die wir hier .7 (X) nennen
wollen (.7 (X) = #d(T*)). Die Toddsche Klasse einer fast-komplexen
Mannigfaltigkeit wurde in [18] eingefiihrt (siehe 3. Auflage, §10.1). In
GL (7, C) kann eine Cohomologieklasse Ch € F/* (GL(m, C), R) definiert
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werden, die ein fiir allemal festliegt und als ., Weltkonstante® angesehen
werden kann. (Die (27— 1)-dimensionale Komponente von Ch multipli-
ziert mit (— 1)7-1(j — 1)! ist die sogenanate Suspension der universellen
Chernschen Klasse ¢;.)

Wir fiihren nun in X eine Riemannsche Metrik ein (welche ist gleich-
giiltig) und bezeichnen mit § X die (2 # — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
der kovarianten Tangentialvektoren von X der Linge 1 und mit BX die
(2 n)-dimensionale berandete Mannigfaltigkeit der Vektoren der Lange = 1.
Es ist §X der Rand von BX. Da BX als fast-komplexe Mannigfaltigkeit
orientiert ist, ist auch §X = Rd(BX) orientiert. Vermdge des Symbols

) ok: $ X - GL(»C)

kann Ch nach § X angehoben werden und ergibt ein Element

(65)*(Ch) € H*(S X, R).

Die Toddsche Klasse .7 (X)) werde auf § X beschrinkt, die Beschrinkung
ebenfalls mit
T (X)e H*(SX,R)

bezeichnet. Der Indexsatz lautet nun so:
3) ind (D) = (of)*(Ch) - T (X) [SX].

In (3) witd rechts das Cupprodukt der beiden Cohomologicklassen
(ck)*(Ch) und .77(X) gebildet und dessen (27— 1)-dimensionale Kom-
ponente auf die fundamentale Homologieklasse von X angewendet.

Wer an Cohomologieklassen nicht gewdhnt ist, moge sich vorstellen, daB
in GL (7, C) eine Differentialform als ,,Weltkonstante® gegeben ist, die zu
cine Differentialform auf § X vermoge der Abbildung ¢ angehoben wird,
daB durch die fast-komplexe Struktur von 7 eine weitere Differentialform
auf S X ausgezeichnet wird und daB in der Formel (3) der Index D durch
ein Integral einer wohl-definierten Differentialform iiber §.X ausgedriickt
wird.

Der Indexsatz zeigt, daB ind (D) nur von der Homotopieklasse des
Symbols (d. h. der Abbildung (2)) abhingt; dies ist die Invarianz, die in
§ 3 gemeint war.
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Der hier besprochene Spezialfall des Indexsatzes laBt sich auch fiir
Mannigfaltigkeiten mit Rand (und elliptische Operatoren mit Randbedin-
gungen) besonders einfach diskutieren [2]. Der Indexsatz mit Randbedin-
gungen wurde von Atiyah, Bott und Singer tiir beliebige Vektorraum-
Biindel E, F bewiesen ([2], [26], Appendix I). :

§6. Elliptische Komplexe. Der Indexsatz wird am besten etwas allgemei-
ner ausgesprochen (siehe [6]), um mehr Anwendungsbeispicle zu haben:
Es seien Fo, E1, ..., E; differenzierbare komplexe Vektorraum-Biindel
iiber der differenzierbaren Mannigfaltigkeit X. Eine Folge von Differential-
operatoren D; der Ordnungen £;

D, D

D D '
@) 0——TEy——+TE—+TE——+ - —TE—0

heiBt Komplex, wenn Dj e D;_; der Nulloperator ist, mit anderen Worten,
wenn Bild D;_; C Kern Dj ist. Fiir jeden kovarianten Tangentialvektor
7 == 0 im Punkte x € X induziert (4) die Sequenz von Vektorriumen und
linearen Abbildungen

#) O—PEo,zUL(nLELxG—D(Q*Ez g GD—@)—*EM——>0

Dabei wurde der Kiirze halber bei den Symbolen alle D; mit D bezeichnet
und die Ordnungen #; weggelassen. Aus DjoDj 1 =0 folgt, daB
op(n) o op() = 0 ist, mit anderen Worten, daB fiir jedes Ej, ; das Bild der
ankommenden Abbildung op(7) im Kern der weggehenden enthalten ist.

Der Komplex (4) heiBt elliptisch, wenn die Sequenz (4') fiir alle == 0
exakt ist, d. h. wenn das Bild der ankommenden Abbildung op(n) gleich
dem Kern der weggehenden ist. Die Elliptizititsbedingung im §3 ent-
spricht dem Fall BEo = E, E1 = Fund /= 1.

Eine Verallgemeinerung des fundamentalen Satzes von § 3 auf elliptische
Komplexe iiber kompakten Mannigfaltigkeiten besagt:

Die ,,Cohomologiegruppen” Ht(E) = Kern (Dj)[Bild (Dj-1) des Kettenkom-
plexes (4) sind endlich-dimensionale komplexe Vektorrisme.

Als Index (man kénnte auch sagen ,,Euler-Poincarésche® Charakteristik)
des elliptischen Komplexes £ wird definiert

ind (E) = i (— 1)i dim¢ Hi(E).

i=0
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Der Indexsatz von § 5 kann fiir elliptische Komplexe formuliert und
wiesen werden. Das ist keine tiefe, sondern mehr eine formale Verallgen
nerung.

§7. Ein einfaches Beispiel eines elliptischen Komplexes. Eine p-Form o
Sinne des alternierenden Kalkiils von E. Cartan iiber der #-dimension:
differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ist beziiglich lokaler Koordin:
X1, ..., xn wie folgt zu schreiben:

0= Z ‘ ai ... i, dXg . oo dxiy,,
i1<|2<...<|p

wo die Koeffizienten differenzierbare komplexwertige Funktionen sinc

Die E. Cartansche Ableitung 4 ordnet jeder p-Form w eine (p + 1)-Fc
dw zu. Bs gibt komplexe Vektorraum-Biindel Ej (p = 0,1, a0m) €
X (ndmlich E,=LZ(T,C) = Vektorraum-Biindel, dessen Faser
x € X gleich dem Vektorraum der p-fachen alternierenden komplexwr
gen Multilinearformen auf den Tangentialraum 7 ist), so daBl I'E,
C-Vektorraum aller p-Formen ist.

d
0—T'Ey—TEy—*--+-—TEy—>0

ist der elliptische Komplex, der in den tiblichen Vektoranalysis-Vorlesur
vorkommt (z. B. [14], [25]), und 4d = 0 ist die Formel, die man auc
mehrere Formeln wie rot grad = 0 und div rot = 0 umschreiben k:
Nach den Sitzen von de Rham ist in dem Fall, den wir hier besprechen

Hi(E) = Hi(X,C).

Dabei ist Hi(X,C) die ibliche Cohomologiegruppe mit kompl
Koeffizienten. Sie ist ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorr:
wenn X kompakt ist, und ind (E) ist dann die klassische Euler-Poin
sche Charakteristik von X.

§8. Der Riemann—Rochsche Sat3 fiir kompakte komplexe Mannig faltigk
Der elliptische Komplex von § 7 bendtigt zu seiner Definition nur die ¢
renzierbare Struktur von X, sind weitere Strukturen auf X gegeben, ¢
erméglichen diese hiufig die Einfithrung anderer elliptischer Operat
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([6], [10], [26]) und damit Anwendungen des Atiyah-Singerschen Index-
satzes. Wir miissen uns in diesem Vortrag auf die komplexe Struktur be-
schrinken: Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit der komplexen Di-
mension #, dann ist X auch eine orientierte differenzierbare Mannigfaltig-
keit der Dimension 2 7. Fiir # = 1 haben wir es mit den in § 4 erwihnten
Riemannschen Flichen zu tun.

Auf X betrachten wir Differentialformen, die sich beziiglich lokaler
komplexer Koordinaten g1, - - -, {n SO schreiben:

5) 5= Z dil...tp(df1/\ o ANdZp) (AN e A AR
ip<...<ip
wo r eine gegebene ganze Zahl ist. Die Koeffizienten sind komplexwertige
differenzierbare Funktionen. Es handelt sich also um alternierende p-
Formen in den 4%; (Wirtinger-Kalkiil!), aber bei holomorphen Koordinaten-
wechseln g; = gi(f1, - - -» #,) kommt noch die Multiplikation mit der r-ten
o0
Potenz der Determinante der Matrix (;}) hinzu.
j
Es gibt ein differenzierbares komplexes Vektorraum-Biindel Ep,r uber
X, so daB I E,, , gerade der Vektorraum der auf X definierten Differential-
formen der Gestalt (5) ist. Wie in § 4 filhren wir den Differentialoperator

0:TEp,r—>TEp+1,r

ein. Ist s € Ep,, beziiglich lokaler Koordinaten g1, .- > 3n wie in (5) ge-
geben, dann ist
o5 = Z éail..,ip/\dill\.../\d:ip. [d{ll\.../\d{n]r,
i <...<ip
wobei

_ " g o
of= 3 —a{—dzi. Esist 90 = 0.
i=1 R

Man erhilt einen elliptischen Komplex (von linearen Differentialopera-
toren der Ordnung 1)
a 0 2
6) 0—*FE0,7_"FE1,1'”_""'—__’FEn,f—*O’

dessen Cohomologiegruppen wir mit /#(X, r) bezeichnen wollen. Wenn
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X kompakt ist, dann sind die H#(X, r) endlich-dimensionale komp!
Vektorriume (§ 6). Die Elemente von

@ HO(X,7) = {s|s e " Eo,, und 3 = 0}

sind die holomotphen Formen auf X vom Gewicht 7. Sie lassen sich lc
so schreiben

a(z1s - [ A - A dzal’s

4 eine holomorphe Funktion. 8s = 0 (siehe (7)) ist die Cauchy-Riemann:
Differentialgleichung, deren Giiltigkeit mit der Holomorphie von «
damit von s dquivalent ist.

Fiir eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit ist der Index des e
tischen Komplexes (6) definiert, wir bezeichnen ihn mit 2(X, 7).

2(X,r) = 3 (1) dime HYX, ).

Der Indexsatz von Atiyah-Singer ermdglicht die Berechnung von x (X
und das ergibt den Satz von Riemann-Roch fiir kompakte komp
Mannigfaltigkeiten (hier nur fiir die 7-te Potenz des kanonischen Gera
biindels formuliert). Man erhilt die Formel fiir x(X,r), die ich in [18
den Fall algebraischer Mannigfaltigkeiten bewiesen habe (fiir 7 =1 ¢
§4). Es war lange ein offenes Problem, ob die Resultate von auch
kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten gelten, vgl. [17].

In der komplexen Analysis interessiert man sich hauptsichlich fiir
Vektorraum HO(X,7) der holomorphen Formen vom Gewicht 7. ¢
Dimension ist gleich (X, ), wenn die Vektorraume Hi(X, r) fir 7
aulldimensional sind. Das Verschwinden der H#(X,r) kann oft mit ]
des Kriteriums von Kodaira nachgewiesen werden ([21], siche auch
[19]). Ein solcher Fall wird uns nachher noch beschiftigen (§ 14).

Die in §7 und § 8 besprochenen elliptischen Komplexe gehoren zt
Auflosung gewisser Garben, hierzu vgl. z. B. [18].

§9. Der Fixpunktsaty von Atiyah-Bott. Es sei X eine kompakte ]
plexe Mannigfaltigkeit und g: X —> X eine holomorphe Abbildung
endlichen Ordnung d, das heifit die d-fache Iteration von g soll gleicl
Identitit von X sein, gé = /4. Ein Punkt x € X heiBit Fixpunkt v
wenn gx = x. Wir betrachten die Menge Fix(g) aller Fixpunkte.
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endliche Ordnung hat, kann man bekanntlich in einer geeigneten Umgebung
jedes Fixpunktes lokale Koordinaten von X so einfithren, daB g linear
operiert, und deshalb ist Fix(g) eine kompakte komplexe Untermannig-
faltigkeit von X, die im allgemeinen nicht zusammenhingend ist und deren
Zusammenhangskomponenten von verschiedener Dimension sein kénnen.
Wenn g die Identitit ist, dann ist natiirlich Fix (g) = X. Es kann auch sein,
daB Fix (g) nur aus endlich vielen Punkten besteht, also eine nulldimensio-
nale Untermannigfaltigkeit ist.

Wegen der Holomorphie von g ist fiir eine Differentialform s vom
Typ (5) g*s wieder von der gleichen Art, d. h. g* operiert auf I'Ep,r als
C-lineare Abbildung. Wir haben das kommutative Diagramm

G o F]
0——I'Eyy——TEy,,,—* - —*IEs,—0
g*l g* g*l
_ +

i b4 d
0——T'Eyy,——TEy, —*++—IEp,—0

Folglich induziert g* eine C-lineare Abbildung
g* Hi(X,r)—> H{(X, 1),

und man kann von der Spur von g*|H#(X, r) sprechen, da Hi(X,r) ein
endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum ist.

Atiyah und Bott ordnen jeder Zusammenhangskomponente Fix (g); von
Fix (g) eine komplexe Zahl » (Fix (g);) zu und beweisen

®) S (— 1 Spur gX| HA(X, ) = 3 » (Fix (2)).

i=1 7
Hier indiziert j also die endlich-vielen Zusammenhangskomponenten von
Fix (g). Die komplexe Zahl » (Fix (g);) hingt natiiclich auch von 7 ab.

Fiir die Experten werde ich spiter die Definition von » (Fix (g);) angeben.
Zunichst beschrinke ich mich auf den Fall, daB Fix (g); ein einziger Punkt 2
ist. In diesem Fall ist

det g’ (@))"
© e
det (1—2'()

&' (@) : Tq — T, ist die komplexe Ableitung (C-lineare Approximation) von
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gin 4, die ein Endomorphismus des komplexen tangentiellen Vektorrat
T, von X in a ist. 1 bezeichnet hier den identischen Endomorphismus
T,, und det (1 —g’()) verschwindet nicht, da 4 isolierter Fixpunk
und deshalb g’ (2) nicht den Eigenwert 1 hat.

Fiir den Fall, daB g nur isolierte Fixpunkte hat, nimmt (8) die Form

(10) 3 1y Spurgt UK ) = 3 9@

i=1 aeFix (g)

an, wo »(a) die in (9) angegebene komplexe Zahl ist.

Wenn g die Identitit, also Fix (g) = X ist, dann geht der Atiyah-Bott
Fixpunktsatz (8) in den in §8 erwihnten Riemann-Rochschen Satz i
Spur g*|Hi(X, r) ist fir g = Identitit gleich der Dimension des Vel
raumes Hi(X, ).

Atiyah und Bott beweisen ihren Fixpunktsatz nicht nur fiir komg
komplexe Mannigfaltigkeiten, sondern allgemein fir eine differenzies
Abbildung g endlicher Ordnung, die auf einer kompakten differenziert
Mannigfaltigkeit X operiert und einen auf X gegebenen elliptischen K
plex E ,,respektiert®. Man hat dann eine Formel vom Typus (8), di
g = Identitiit in dem Indexsatz (§ 6) iibergeht. Wihlt man z. B. den «
tischen Komplex von § 7, dann ergibt sich:

Es sei X eine kompakte n-dimensionale differengierbare Mannigfaltigker.
g2: X — X eine differenzierbare Abbildung endlicher Ordnung. g* operiert az
iiblichen Cobomologie-Gruppen H (X, C). Die Fixpunktmenge Fix (g) is
(i. a. nicht-gusammenhingende und gemischt-dimensionale) Untermannig falt.
von X. Es sei ¢ (Fix (g)) die klassische Eunler—Poincarésche Charakteristi
Fix (g). Dann gilt

(1) (1) Spur gF[H(X, ©) = ¢ (Fix ().

Wenn Fix (g) aus endlich-vielen Punkten besteht, dann ist ¢ (Fi:
gleich der Anzahl dieser Punkte und (11) ist ein Spezialfall des Lefsc
schen Fixpunktsatzes ([20], [24]). (Die Multiplizititen der isolierten
punkte im Sinne des Lefschetzschen Fixpunktsatzes sind bei einer
renzierbaren Abbildung endlicher Ordnung automatisch gleich 4 1.)
Dold mir mitteilte, kann man aus seiner Arbeit [102] leicht die Forme
auch fiir hoher-dimensionale Fixpunktmengen gewinnen.
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Ich muB3 gestehen, daB ich einen Beweis fiir den Atiyah-Bottschen Fix-
punktsatz (8) nicht kenne. Der Beweis kann ja auch nicht sehr einfach sein,
da der Indexsatz als Spezialfall (g = Identitit) enthalten ist. Er erfolgt mit
Hilfe einer neuen von Atiyah und Singer entwickelten Methode, die im
Gegensatz zu [10] und [26] ohne Verwendung von Cobordisme-Theorie
verliuft, sondern Einbettungen in die Sphire benutzt. An Literatur gibt
es bis heute nur eine Seminarausarbeitung [5], die topologische Vor-
bereitungen zum Fixpunktsatz und insbesondere die Definition der Zahlen
» (Fix (g);) enthilt.

Fiir den Fall, daB nur isolierte Fixpunkte auftreten, habe ich ein (noch
nicht verdffentlichtes) Manuskript von Atiyah-Bott [3] zur Verfiigung, und
es wird demnichst ein Research announcement [4] erscheinen. In diesem
Fall braucht man nicht vorauszusetzen, daB8 g endliche Ordnung hat, es
geniigt anzunehmen, daB jeder Punkt « € Fix (g) transversal ist, d. h. der
Endomorphismus im Tangentialraum von # keinen Eigenwert hat, der
gleich 1 ist. (Es gilt also bereits dann Formel (10) mit der Definition (9)
von »(a); entsprechend fiir andere elliptische Komplexe.) Der Beweis des
Fixpunktsatzes fiir den Fall isolierter Fixpunkte ([3], [4]) ist wesentlich ein-
facher und kann mit anderen Methoden erfolgen, als sie in den Beweisen
des Indexsatzes vorkommen.

§ 10.  Ein Beispiel. Der Atiyah-Bottsche Fixpunktsatz ist fiir kompakte
Riemannsche Flichen im Falle isolierter transversaler Fixpunkte in be-
kannten Sitzen iber algebraische Funktionen enthalten ([13], p. 278).

Sei etwa X die Riemannsche Fliche der Funktion

(12) w=)R—a)R—a) ... (g —azp+2)-

Die komplexen Zahlen 4; sollen disjunkt und p = 2 sein. X ist hyper-
elliptisch vom Geschlecht p und hat 2 p + 2 WeierstraBpunkte [30], nimlich
gerade die Verzweigungspunkte a1, a3, ..., 2212 € X.

Es sei g die ,,Vertauschung der Blitter* (Vorzeichenwechsel der Wurzel
(12)). Dann ist g: X — X eine biholomorphe Involution (g2 = Id) mit
den Fixpunkten a1, .. .,a3p+2. Fiir 7 = 2 ist H1(X, r) = 0. Es folgt (siche
Formeln (9), (10) in §9)

— 1)
Spuc g HOX, ) = (2p+ 2 1 L.

RIS

-
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Nach § 4 (1) kennt man die Dimension von /9(X, r), also hat der Vek
raum der holomorphen Formen vom Gewicht 7, die unter g* invar
bleiben (Eigenraum von g*|H°(X, r) zum Eigenwert 1), die Dimensic

1Er—D@—D+ )@+

§11.  Die Berechnung der Atiyah-Bottschen Zablen der Fixkomponenten.
sei g: X — X eine holomorphe Abbildung endlicher Ordnung 4 der k¢
pakten komplexen Mannigfaltigkeit X. Es sei Y = Fix (g); eine Zusamm
hangskomponente der Fixpunktmenge Fix (g). Also ist Y eine zusamm
hingende kompakte komplexe Untermannigfaltigkeit von X der Dimens
k(0 < £ < n). Fiir irgendeinen Punkt y €Y hat g'(y): 7, — 7, Eig
werte u € C, die d-te Einheitswurzeln sind und alle mit einer bestimm
Vielfachheit 7, auftreten, die nicht von y abhingt. Die Vielfachheit vo
ist gleich der Dimension von Y. Fiir jede d-te Einheitswurzel u ist
Eigenraum E, , C 7, definiert. Die Vektorriume E, ,(y €Y) bik
ein Vektorraum-Biindel £, tiber Y. Natiirlich ist £; das komplexe T
gentialbiindel von Y, wihrend die direkte Summe der Vektorraumbiin
E, mit 4 &= 1 das Normalbiindel von Y in X ist. Wir betrachten die dua
Biindel £ und ihre #uBeren Potenzen A'E] und deren Chernscl
Charakter ([18], 3. Aufl,, §10.1)

¢h(APE)) e H*(Y, C).
Die 0-dimensionale Komponente von

(13)  ch(A_(ED) = i (—m)ich(ALE)), n, = Faserdimension von.
i=1

ist gleich (1 —p)", also =0 fiir u = 1. Deshalb ist ch(A_,(E)) «
invertierbares Element von H*(Y, C).

Es sei #d(Y) e H*(Y,C) die totale Toddsche Klasse der komplex
Mannigfaltigkeit Y, siche ([18], 3. Aufl., § 10.1), und ¢; € H2(Y, C) die I
schrinkung der ersten Chernschen Klasse von X auf Y. Dann berech:
sich die komplexe Zahl »(Y") = » (Fix (g);) in § 9 (8) wie folgt (beachte «
Abhingigkeit von 7):

14 (@) = (Fix (g))
1 4
= (det g’ (Jo))" (CXP (—rea)2d(@¥)- [] m) .

p*l
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(o €Y kann beliebig gewihlt werden; die Zahl det g’ ( yo) hingt nicht von
30 ab.) Die Formel ist leicht zu behalten, wenn man bedenkt, daf3 die Todd-
sche Klasse des universellen komplexen Vektorraum-Biindels der Faser-
dimension & so geschrieben werden kann: :

cx (&)
h(A1ED)’

und daB das komplexe Tangentialbiindel von Y gleich £1 ist.

td (&) =

Wenn g die Identitit und damit Fix (g) = X, dann ergibt § 9 (8)
37 (1)t dimg HI(X, ) = (exp (—ren) #4 (X)) [X],
i=0

das ist der auf komplexe Mannigfaltigkeiten verallgemeinerte Satz von
Riemann-Roch (fiir die 7-te Potenz des kanonischen Geradenbiindels von
X), vgl. §8.

Wenn Y = { yo} ein isolierter Fixpunkt ist, dann geht (14) in § 9 (9) tber.

§12. Ein Beispiel. Im Cn betrachten wir die lineare Selbstabbildung
n=mu(1=is ), wobei die ersten k der u; gleich 1, die iibrigen u;
aber verschieden von 1 sind. (Es ist 0 < & < 7). Diese lineare Abbildung
kann auf den komplexen projektiven Raum Py (C), der C» als affinen Teil-
raum enthilt, erweitert werde, die Erweiterung heile g.

Nehmen wir an, daB alle y; Einheitswurzeln sind, g also eine endliche
Ordnung hat. Dann sind die Voraussetzungen von § 9 erfillt.

Eine Komponente von Fix (g) ist der projektive Unterraum Py (C) von
P,(C), der den durch g1 ="'+ =2n = 0 definierten affinen Teil-
raum CF hat. Fiir diese Komponente soll die in (14) definierte Zahl be-
rechnet werden. In H2(P,(C), Z) = Z gibt es das iibliche positive er-
zeugende Element x mit x*[P,(C)] = 1.

Fiir distinkte u;(i > #) sind alle E, (siehe § 11) zum Hopfschen Geraden-
biindel isomorph. Wenn g; mit der Vielfachheit #; auftritt, ist Ej, zur direk-
ten Summe von #; Hopfschen Geradenbiindeln isomorph. Es ergibt sich:

15) »(Px(C)) =

([ wr{oe e+ v (=) " 1T ) mc

iZki1 1 — pie™®
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Da auch x*[Px(C)] = 1, ist »(Px(C)) gleich dem Koeffizienten von
in der formalen Potenzreihe in x die in (15) vor Px(C) steht. Eine leic
Residuum-Berechnung wie in [18], § 1, mit Hilfe der Substitut
g2 =1—e73,dy = (1 —7) dx ergibt,

»(Px(C)) ist der Koeffizient von ¥ in der folgenden forma
Potenzreihe in g:

(16)
n n 1
l l 7. (1 — 2)r(n+)-1 l l -
(i=1m) ( 9 i=k+11_/‘i(l—2)

Man sieht, daB »(Px(C)): (] ] p)" ein Polynom in 7 vom Grade £
i=1

Fiir 7 = 0 ist dim Hi{(P,(C), r) =0 fiir i > 0, wihrend H(P,(C), 0)
Vektorraum der holomorphen Funktionen auf P, (C) ist. Diese Funktio:
sind alle konstant. Auf H9(P,(C), 0) = C operiert g* als Identitit, unc
muB also die Summe der » fiir die verschiedenen Fixkomponenten ve
im Falle » = 0 gleich 1 sein, eine Tatsache, die der Zuhorer kontrollie

moge.

§13. Beschrinkte homogene symmetrische Gebiete und diskontinsierliche Gi
pen. Es sei B ein beschrinktes homogenes symmetrisches Gebiet des
im Sinne von E. Cartan ([9], [7], [8], [16]). Man denke beispielsweise an

B=1{z|zeCr und |z|2+ -+ [za> <1}

Es sei I eine diskontinuierliche Gruppe von Automorphismen vor
Jedes Element y von I' ist also eine biholomorphe Abbildung y: B —
Der Quotientenbereich I™\ B wird erhalten, wenn man %', g € Bidentifiz
sobald es ein y € I' mit g’ = yg gibt. Wir sefzen voraus, daff T'\ B kompaki
Nun sei I’y eine Untergruppe von I' mit folgenden Eigenschaften

1) Iy ist Normalteiler von I"
II) Die Gruppe I'/T ist endlich.
IIT) I'p operiert frei auf B, d. h. kein Element in I'o, abgesehen von
Identitit, hat einen Fixpunkt.

Dann ist I'0\B eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, auf der
operiert. Jedes Element « € I'/To liefert cine holomorphe Abbilc
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o: I'o\B — I')\B von endlicher Ordnung, auf der wir also den Atiyah-
Bottschen Fixpunktsatz anwenden konnen. (Uber die Existenz von Gruppen
I'und Iy siehe § 14.) -

Fiir jeden Automorphismus y von B, der Fixpunkte hat, ist
Fix(y) ={x|x€B und yx=x}

zusammenhingend und selbst ein beschrinktes homogenes symmetrisches
Gebiet: Ist x € Fix (y), dann kann B als konvexe offene Menge so in den
Cr eingebettet werden, dal x = 0 € C» und y linear operiert und daB ferner
die Multiplikation mit — 1 des C» die Symmetrie von B in x ist. Alle diese
Symmetrien sind mit y vertauschbar und erzeugen eine Gruppe von Auto-
morphismen von Fix (y), die auf Fix (y) transitiv operiert ([9], p. 134).
Der Zentralisator G, von y in der Gruppe der Automorphismen von B operiert
also transitiv anf Fix (y). Nun zuriick zu den diskontinuierlichen Gruppen I’
und I 0-

(17)  Wenn die Elemente y1, y2 von I' in derselben Nebenklasse mod I'y Jiegen
und wenn Fix (y1) N Fix (ys) == &, dann y1 = ys.

Essein:B— I‘O\B die natiirliche Projektion. Fiir a € F/Fo miissen wir
Fix («) = {y | y € I'0\ B und «y = y} bestimmen. Es ist klar, da8

Fix («) = U = Fix ().
yE€ax
Nun ist z Fix (y1) N = Fix (y2) genau dann nicht leer, wenn es ein
yo €l glbt mit Fix (71) N yo Fix (‘}’2) + &. Es gllt

(18) YoFix (y2) = Fix (yo7,75") -

Wegen (17) und (18) ist z Fix (y,) N = Fix (y,) genau dann nicht leer,
wenn Fix (y,), Fix (y,) nicht leer sind und y,, y, konjugiert in I" vermdge
eines Elementes von I, sind. = Fix (y,) und =z Fix (y,) sind dann gleich.
¥1, ¥z € I' kommen genau dann in dieselbe I';-Konjugationsklasse, wenn es
yo € Iy mit y; = y,7,75" gibt. Eine I';-Konjugationsklasse ist stets in
einer Nebenklasse von I" mod I, enthalten.

Die vorstehenden Uberlegungen fiihren zu folgendem Resultat.

40

e
600 Friedrich Hirzebruch

(19)  Fir a e I'[Ig ist die Untermannig faltigkeit Fix (@) von To\B disjun
Veereinigung von usammenhingenden Untermannig faltigkeiten 7 Fix (3
i=1, ..., 7., wo y; ein Reprisentantensystem fiir die endlich vielen 1
Konjugationsklassen von I' durchliuft, die in a enthalten sind und dei
Elemente in B Fixpunkte haben.

Wie erwihnt, ist Fix (y;) selbst ein beschrinktes homogenes symmetrisct
Gebiet. Wir wollen die kompakte zusammenhingende Mannigfaltick
7 Fix (y;) als Quotientenbereich von Fix (y;) darstellen.

Es sei I', der Zentralisator von y in I"'und Iy, = I'y N I',. Dann operic
I',, auf Fix (y;). Die Gruppe I, operiert frei auf Fix (y;), und es ist leic
zu sehen ((17), (18)), daB

aw Fix (y;) und I ,,l.\Fix D)
in natiirlicher Weise zu identifizieren sind.

Nun noch ein rein gruppentheoretisches Lemma, das wir bei der Anwe
dung des Atiyah-Bottschen Fixpunktsatzes benutzen miissen.

B sei eine Konjugationsklasse von I'. Dann liegen in [ endlich-viele I'o-Konjny
tionsklassen. Fiir diese seien die Elemente Sy vonI' (i = 1, . . ., sp) ein vollstind;,
Reprisentantensystem. Dann gilt folgende Identitit

B
(20) |T/To| = )} |Ty/ToN Ty,
i=1
wo die Absolutstriche Gruppenordnungen andeuten und I's, wie bisher der Zentra
sator von 0; in I ist.

§14. _Automorphe Formen. Es sei wieder B ein beschrinktes homogen
symmetrisches Gebiet und I" eine diskontinuierliche Gruppe von Aut
morphismen von B derart, daB I'\ B kompakt ist. Eine holomorphe Funktic
f: B — C heiBt automorphe Form bzgl. I" vom Gewicht r, wenn fiir a
gz € Bund y eI gilt:

7R =/R)>
wo j,(3) die Funktionaldeterminante der Abbildung y:B— B an d

Stelle g ist. Diese Funktionaldeterminante ist wohldefiniert, da B offe
Teilmenge eines C# ist. Die automorphen Formen vom Gewicht 7 bild
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einen Vektorraum iiber C, den wir mit (B, I, 7) bezeichnen. Es ist ein
klassisches Problem, die Dimension von H9(B, I, r) zu berechnen. Lang-
lands hat in [23] fiir diese Dimension mit Hilfe der Selbergschen Resultate
(siche etwa [27]) und gestiitzt auf Arbeiten von Harish-Chandra hierfiir
eine Formel angegeben, die fiir frei operierendes I" mit den Formeln von
Selberg und dem Vortragenden [19] tibereinstimmit.

A. Borel hat in [8] bewiesen, dafB es stets diskontinuierliche Gruppen I
von Automorphismen von B mit kompaktem Quotientenbereich gibt und
daB zu jeder solchen Gruppe I" eine Untergruppe I'o mit den Eigenschaften
I), II), IIT) von § 13 existiert. Borel hat bei meinem Besuch in Princeton
im April 1965, als es den Atiyah-Bottschen Fixpunktsatz fir Abbildungen
endlicher Ordnung und beliebig-dimensionalen Fixpunktmengen noch
nicht gab, doch schon angeregt, daB man den zu erwartenden Fixpunktsatz
und seinen Satz iiber die Existenz von I'y verwenden sollte, um die Lang-
landssche Formel zu erhalten.

Man geht wie folgt vor:

HOY(B, Iy, 7), der Vektorraum der automorphen Formen vom Gewicht 7
bzgl. Iy, ist kanonisch isomorph zu dem Vektorraum H' O(FO\B, ), den
wir in § 8 fiir eine beliebige kompakte komplexe Mannigfaltigkeit X ein-
gefithrt haben. Hier ist X = I'g\B. Der Vektorraum H9(I'0\B, r) ist end-
lich-dimensional. Die Gruppe I'/I' operiert auf I'g\B, deshalb auf dem
Vektorraum H0O (FO\B, r), und HO(B, I, r) ist der Teilraum der Elemente
von HO(I'0\B, 1), die bei allen Operationen von I'/I'y festbleiben. Nach
einer einfachen Tatsache iiber Darstellungen endlicher Gruppen ist

(21) dimg HO(B, I, r) = > Spur a*|HO(Io\B,7).

1
lF/FOI a€l|T,
Fir r = 2 ist nach Kodaira dirncHi(Fo\B, r) =0 fir ;> 0 (siche
[21], [19]) und deshalb 148t sich Spur o*|H0(I'0\ B, 7) nach dem Fixpunkt-
satz von Atiyah-Bott berechnen (§9 (8)). Damit ergibt sich wegen (21)
eine Formel fiir die gesuchte Zahl dimg H°(B, I, r) (fur r = 2). Natiirlich
wird das Endresultat von der Auswahl der Untergruppe I'o unabhingig sein.

§15. Die Formel von Langlands. Viele der im folgenden vorkommenden

kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten X sind Quotientenbereiche be-
schrinkter homogener symmetrischer Gebiete. Deshalb haben sie ein bis
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auf einen Faktor eindeutig bestimmtes natiirliches ,,Volumenelement®. D
Volumen mége immer so normiert sein, daB es gleich der klassisch
Euler-Poincaréschen Charakteristik ¢(X) ist. Man verwendet also :
Volumenform die Differentialform, die aus der homogenen Metrik des t
schrinkten Gebietes gewonnen wird und die héchstdimensionale Chernsc
Klasse liefert (GauB-Bonnet, Allendoerfer—Weil, Chern). Das ,,Volume;
e(X) kann negativ sein. Wenn # = dim X, dann ist (—1)?e(X) >
vgl. [19].

Zur Auswertung von (21) muB fiir jede Zusammenhangskomponer
von Fix («) C Io\B fiir « el'/Ty gemaB §11(14) eine Atiyah-Bottsc
Zahl berechnet werden (r fest gewihlt). (21) ist wegen (19) als Summe ik
die endlich-vielen ausgezeichneten I'c-Konjugationsklassen von I' anz
sehen. (Eine I';-Konjugationsklasse von I” soll ausgezeichnet heilen, we:
ihre Elemente Fixpunkte in B haben.)

Fiir die Berechnung der Atiyah-Bottschen Zahl einer ausgezeichnet
I'-Konjugationsklasse (reprisentiert durch y e€I') betrachten v
Fix (y) C B. Da Iy frei auf B operiert, hat y endliche Ordnung in I', w
wegen der Diskontinuitit ohnehin klar ist. Das Tangentialbiindel von
beschrinkt auf Fix (y) spaltet auf; in jedem Punkt x € Fix (y) entspric
dies der Aufspaltung des Tangentialraumes von B in x in die Eigenrdur
der Linearisierung von y, wobei der Tangentialraum von Fix (y) der Eige
raum zum Eigenwert 1 ist. Wenn nun y, " ausgezeichnete I'-Konjugatior
klassen reprisentieren, aber y,y’ konjugiert in I' sind, dann ist das O
tieren von y in der Umgebung von Fix (y) isomorph zu dem Operier
von y' in der Umgebung von Fix (y). Wie hier nicht niher ausgefiil
werden soll, folgt aus Homogenititsgriinden (transitives Operieren von
bzw. G, auf Fix (y) bzw. Fix ('), siehe § 13), daB die Atiyah-Bottsch
Zahlen fiir 7z Fix (y) und 7 Fix () sich wie die Volumina von z Fix
und 7z Fix () verhalten.

Wir definieren nun fiir eine ausgezeichnete I',-Konjugationsklasse, :
prisentiert durch y, die Zahl a(y) als die Atiyab-Bottsche Zahl fir die F
komponente 7z Fix (y) C PO\B der durch die Nebenklasse von y mod
gegebenen Abbildung TO\B — FO\B dividiert durch die Euler-Poincarésc
Charakteristik von z Fix (y). Wir haben schon bemerkt, dal a,(y) nar 1
der Konjugationsklasse von y in I' abbingt. a,(y) hingt auch nicht von der Av
wahl von I'g ab.

Eine Konjugationsklasse {y} von I' heilt ausgezeichnet, wenn it
Elemente Fixpunkte in B haben. Es gibt nur endlich-viele ausgezeichn«
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Konjugationsklassen, da es sogar nur endlich-viele ausgezeichnete I'p-
Konjugationsklassen gibt. I', (siehe §13) operiert auf Fix (y), aber nicht
effektiv. Die Anzahl der Elemente von I, die trivial auf Fix (y) operieren,
ist endlich und werde mit 7 (y) bezeichnet. I')\Fix (y) ist ein kompakter
komplexer Raum, auch er hat ein Volumen (kompatibel mit der am Anfang
des § besprochenen Normierung). Dieses Volumen wollen wit virtuelle
Euler—Poincarésche Charakteristik ¢(I",\Fix (y)) nennen. Die Fixkompo-
nente  Fix (y) C I'o\B ist gleich I'y N I'\Fix (y). Sie ist eine verzweigte
Uberlagerung von I')\Fix (y) vom Grade

|I,/ToNT,|:m(),
und es ist
. r/rynr .
(22) e(I'yn I')\Fix (y)) = %_”_l - e(I')\Fix ()) .
Die Formel (21) ergibt fiir 7 = 2
. 1 .
dimg HO(B, I,1) = [ 3 e(To N T\Fix ) - ar ),

wobei iiber alle ausgezeichneten I'i-Konjugationsklassen zu summieren ist,
y also ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir diese durchlauft.

In (21) waren die ausgezeichneten I'-Konjugationsklassen nach Neben-
klassen mod I'y zusammengefaBt, jetzt fassen wir sie nach Konjugations-
klassen in I" zusammen und erhalten wegen (22)

1
(23) dimcHo(B,F,r)=W_F()| 3D e(py\Fix(y)),lﬁy_/_j,Tr)\F_,_l_

ar(0),
wo p die ausgezeichnete Konjugationsklassen von I" und y ein vollstindiges
Reprisentantensystem fiir die in o enthaltenen I'i-Konjugationsklassen
durchliuft. Offensichtlich hingen ¢(I',\Fix (y)) und 7(y) nur von der
Konjugationsklasse von y ab. Aus § 13 (20) folgt (r = 2)

@4 dime 11008, ) = 3, LR ),

wo y jetzt ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir die ausgexeichneten Konjuga-
tionsklassen von I' durchliuft.
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§16. Der Proportionalititssaty, [19] und die Langlandssche Formel. Jedem
beschrinkten homogenen symmetrischen Gebiet B des Cn ist bekanntlich
cine 7-dimensionale homogene algebraische Mannigfaltigkeit B’ in natiirlicher
Weise zugeordnet ([7], [16], [19])- B ist offene Teilmenge von B’ und jeder
Automorphismus von B kann zu einem Automorphismus von B’ erweitert

werden.

Wenn B die Hyperkugel
{xlzeCrund [x1l2+ -+ [zl <1}
ist, dann ist B’ der komplexe projektive Raum P, (C) mit B C C» C P,(C).

Nun sei I" eine diskontinuierliche Gruppe von Automorphismen von B
mit kompaktem Quotientenbereich F\B. Fiir jedes y € I' sei ' die Er-
weiterung auf B'. Ist Fix (y) # &, dann haben y,y’ endliche Ordnung.
Es gilt

B’ > Fix (¢’)0 D Fix () = Fix )0 N B.

Hier ist Fix (y')o diejenige Zusammenhangskomponente von Fix o,
welche B schneidet. Fix (y) ist ein beschrinktes homogenes symmetrisches
Gebiet und Fix (') die zugehdrige homogene algebraische Mannigfaltig-
keit (vgl. §13). .
Die Atiyah-Bottsche Zahl fiir Fix ()0 ist wohldefiniert (§ 11 (14))- Wir
wollen sie »,(") nennen. Das ,,Proportionalititsprinzip® von [19] in ge-
eignet verallgemeinerter Form (vgl. §17) liefert
) = ).
§ ¢ (Fix (¥ )o)

Wir beachten, daB nach § 11 (14)
(25) () =j,(x) P,(r) (furj, siehe § 14),
wo x € Fix (y) und j, (x) nicht von x abhingt und P, (r) ein von y ab-
hingendes Polynom in 7 vom Grade & = dim Fix (y) ist.

Damit ist bewiesen:

Saty Es sei B ein beschrinkses homogenes symmetrisches Gebiet und T eine dis
Eontinsierliche Gruppe von Automorphismen von B mit kompakten
Onotientenbereich '\ B. Dann wird fiir r= 2 die Dimension des Vektor
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raumes der automorphen Formen vom Gewicht r durch folgende Formel
gegeben.

e(P\Fix ()  /,()" P,(7)
m(y) e (Fix *")o)

Hierbei durchlinft y ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir die Kon-
jugationsklassen von I', deren Elemente Fixpunkte in B haben. j, (x) ist
die Funktionaldeterminante von vy in irgendeinem x € Fix (y), sie ist un-
abbingig von x. Das Polynom P,(r) in r hat den Grad £ = dim Fix (y).
Es wird vermige (25) durch die Atiyah-Bottsche Zabl vy (') fiir diejenige
Fixkomponente Fix (y')o von y' (Erweiterung von y anf die homogene
algebraische Mannig faltigkeit B' ) bestimmt, welche B schneidet. e (Fix (y")o)
ist die klassische Euler—Poincarésche Charakteristik. e(I')\Fix (y)) ist
die virtuelle Euler—Poincarésche Charakteristik (= normiertes ,,Volu-
men® gemiB §15), wo I, = Zentralisator von y in I'. Schlieflich ist
m(y) die Anzgabl der Elemente von I, die auf Fix (y) trivial operieren.

(26)  dimg HO(B,T,7) = Z

Die Berechnung der »,(y") kann wirklich durchgefihrt werden und liefert
genau die Langlandssche Formel (23], p- 101, Formel (2)), die mit Hilfe
der Theorie der Lieschen Algebren (Wurzeln usw.) ausgedriickt wird. Das
konnen wir hier nicht durchfiihren. Jedoch liefert unser Beispiel von § 12
sofort den

Saty  Es sei B die Hyperkugel

&llal2+ -+ |zl <1}

und I eine diskontinuierliche Gruppe von Automorphismen von B mit I' \B
kompakt. Dann ist fiir r = 2

e i i (%) P (r
dimg HHO(B, I, r) = )| @ f(’;; @) . ]y(/é)+ 1y( ).

wo k — dim Fix (y) #nd x € Fix (y). Hierbei durchliuft y ein voll-
stindiges Repriisentantensystem fiir die Konjugationsklassen von T, deren
Elemente Fixpunkte in B haben. Sind p; (B + 1 < i < n) die Eigemwverte
von y (normal 3u Fix (y)), dann ist P (r) der Koeffizient von ¥ in der
formalen Potengreibe

2 1
1 — o)r(n+D)-1 P
vy a£11—m+mz
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Operiert T frei, dann ist fiir r = 2

§17. Schiufbemerkungen. Das vorliegende Manuskript ist direkt aus den
Vortrag hervorgegangen und muBte nach dem Vortrag sehr schnell fertig
gestellt werden. Das erklirt gewisse Unvollstindigkeiten und die Tatsache
daB die volle Identifizierung von § 16 (26) mit der Langlandsschen Forme
([23], p- 101, Formel (2)), sowie der von Langlands betrachtete allgemeiner
Fall der automorphen Formen vom Typ o und weitere mdgliche Verallge
meinerungen (reelle symmetrische Riume) hier noch nicht dargestell
werden konnten. Die §§ 11-16 wurden ohnehin in dem Vortrag nur seh
andeutungsweise gebracht.

Auch die bendtigte Version des ,,Proportionalititssatzes* und die genau
Ausfithrung seiner Anwendung in § 16 missen einer spiteren gemeinsame
Arbeit mit Atiyah und Bott vorbehalten bleiben. Es moge nur folgende
Satz formuliert werden:

Es sei B ein beschrinktes homogenes symmetrisches Gebiet, B' die gugehiriy
algebraische Mannig faltigkeit und I'o eine frei operierende diskontinuierliche Grupy
von Automorphismen von B mit kompakien Ouotientenbereich I'o\B. Fiir d
beiden gleichdimensionalen kompakien Mannig faltigkeiten T'o\B und B’ gibt .
cinen natiirlichen Ring-FHomomorphismus (R-linear)

b: H*(B',R) —> H*(I'\B, R),

welcher injektiv ist.
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