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Uber eine Klasse von einfach-zusammenhiingenden
komplexen Mannigfaltigkeiten.

Von
FriepriceE HirzZeBRUCH in Miinster (Westf.).

Einleitung.

0.1. Eine komplexe Mannigfaltigkeit M) ist eine topologische Mannig-
faltigkeit von 2n (reellen) Dimensionen, die mit lokalen Systemen komplexer
Koordinaten so itberdeckt ist, daB der Ubergang von einem System zu einem
anderen in einem gemeinsamen Existenzbereich durch (komplex)-analytische
Funktionen mit von 0 verschiedener Funktionaldeterminate erfolgt. Es ist
sinnvoll, von reguliiren, meromorphen Funktionen in einer komplexen Mannig-
faltigkeit, von analytischen Abbildungen einer komplexen Mannigfaltigkeit
in eine andere usw. zu sprechen, da alle diese Begriffe nicht von speziellen
komplexen Koordinatensystemen abhiéngen. Jede komplexe M® ist durch
die komplexen Koordinatensysteme in natiirlicher Weise orientiert (vgl. zu
0.1. Hopr?)).

0.2. Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten heilen analytisch #quivalent,
wenn sie topologisch und analytisch aufeinander abgebildet werden kénnen.
Wir sagen anch: Analytisch dquivalente komplexe Mannigfaltigkeiten M,
M bestimmen auf der topologischen Mannigfaltigkeit M® = M = M®
dieselbe komplexe Struktur. Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten M®, M®,
die nicht analytisch dquivalent sind, aber homomorph sind, bestimmen auf
der topologischen Mannigfaltigkeit M® = M® = M®™ verschiedene kom-
plexe Strukturen.

0.3. H. Hopr hat die Frage gestellt, welche orientierbaren 2z-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeiten durch Einfithrung komplexer Koordinatensysteme zu
einer komplexen Mannigfaltigkeit gemacht werden konnen und diese Frage
z. B. fiir die Sphiiren §* und 8% im verneinenden Sinne beantwortet?). Fir
n =1 gilt bekanntlich: Alle orientierbaren Flichen kénnen zu komplexen
Mannigfaltigkeiten (= Riemannschen Flichen) gemacht werden. An diese
Fragestellung von H. Hopr schlieBt sich die folgende Fragestellung an: Zu
einer vorgegebenen 2n-dim. orientierbaren Mannigfaltigkeit M2" sollen alle
moglichen komplexen Strukturen angegeben werden, anders formuliert: es
sollen alle Aquivalenzklassen von analytisch dquivalenten komplexen Mannig-
faltigkeiten angegeben werden, die zu M?** homéomorph sind. In dieser Arbeit
wird ein spezieller Beitrag zu dieser Fragestellung gegeben.

0.4. Fir n =1 und fiir die geschlossenen Flichen M? vom Geschlecht
> 0 wird die in 0. 3. angegebene Fragestellung mit Hilfe der Theorie der ,,Mo-
duln’ behandelt. Die einzigen einfach zusammenhiingenden orientierbaren

1} Obere Indices ohne Klammern: reelle Dimensionen, in Klammern: ,komplexe®
Dimensionen.
%) Horr, H.: Zur Topologie der komplexen Mannigfaltigkeiten, Studies and Essays
Presented to R. CouraxnT, 8. 167—185, New York 1948,
%) Ein allgemeineres Resultat fiir die Spharen 8*# in A. Kirommorr: C. R. Acad. Sci.
Paris 228, 1258 (1947).
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Flichen M? sind die Sphire 8% und die gewShnliche Ebene E2. Fir §2 gibt
es genau eine komplexe Struktur: die Riemannsche Zahlenkugel. Fiir B2 gibt
es genau zwei komplexe Strukturen: die (offene) z-Ebene und das Innere des
Einheitskreises.

0. 5. Wir spezialisieren die in 0. 3. angegebene Fragestellung jetzt folgender-
maBen: zu einer vorgegebenen (orientierbaren) einfach zusammenhingenden
geschlossenen 4-dim. Mannigfaltigkeit M* sollen alle moglichen komplexen
Strukturen angegeben werden. Diese Fragestellung ist meines Wissens z. B.
unbeantwortet fiir M* = P® (= komplex-projektive Ebene).

0.6. In dieser Arbeit wird zu der spezialisierten Fragestellung 0. 5. der
folgende spezielle Beitrag geliefert. Fiir jedes natiirliche » = 0 wird eine ge-
schlossene komplexe Mannigfaltigkeit X, angegeben. X, ist gefasert mit der
Faser 8% und dem Basisraum 82, und zwar so, daB die Fasern analytische
Flichen in X, sind und daB die Faserabbildung eine analytische Abbildung
von I, auf die als Basisraum auftretende Rimman~sche Zahlenkugel 82 ist.
Fiir n = m (mod 2) sind X, 2, fasertreu homdomorph. X, ist das cartesische
Produkt 8% x 8% von zwei RiEmanwnschen Zahlenkugeln. 2 ist als topo-
logische Mannigfaltigkeit topologische Summe P® + P®, 2. Art, von zwei
Exemplaren der komplex-projektiven Ebene P® (vgl. 2.5.). Fiir n 4 m sind
2., 2, nicht analytisch dquivalent. Es werden damit durch die komplexen
Mannigfaltigkeiten X, (n gerade) unendlich viele paarweise verschiedene kom-
plexe Strukturen fiir S% x 82 und durch X, (n ungerade} fir P® 4 P® an-
gegeben. 82 x 8% und P® + P® sind geschlossen und einfach zusammen-
hingend. Es wird nicht die Aufgabe gelost, alle komplexen Strukturen fiir
83 x 8% (bzw. P® 4+ P®) anzugeben. — Der Beweis, daB X, X, (n 4 m,
n = m (mod 2)) nicht analytisch dquivalent sind, wird mit Hilfe der folgenden
Tatsache gefiihrt: Zwei analytische Flichen in einer geschlossenen komplexen
M® | die sich hochstens in isolierten Punkten schneiden, haben eine nicht ne-
gative Schnittzahl. Die durch diese analytischen Flidchen reprisentierten
(ganzzahligen) Homologieklassen haben daher ebenfalls eine nicht negative
Schnittzahl. Mit Hilfe dieser Tatsache gelingt ndmlich der Nachweis, daf sich
die homdomorphen komplexen Mannigfaltigkeiten 2, 2, (n = m) in der
Reprisentierbarkeit der 2-dimensionalen Homologieklassen durch analytische
Flichen unterscheiden.

0.7. Wir werden weiter zeigen, daf die komplexen Mannigfaltigkeiten 2.
als algebraische Flichen, und zwar als Regelflichen auftreten und da X,
Z,, als algebraische Flichen betrachtet birational diquivalent sind. X, (» be-
heblg) ist mit der komplex-projektiven Ebene P® birational aqmvalent

Zusammenfassung: In bezug auf topologzsche Aquivalenz (Hombo-
morphie) gehoren die Manmgfaltlgkelten X, zwei Aquivalenzklassen an. In
bezug auf analytische Aqmvalenz sind sie paa.rweise verschieden. In bezug auf
birationale Aquivalenz gehoren sie einer einzigen Aquivalenzklasse an.

1. Zusammenstellung von Hilfgslitzen.

1.1. Es werden im folgenden nur Homologiegruppen mit ganzen Zahlen
als Koeffizienten betrachtet. Berrtische Gruppe: Homologiegruppe mit gana-
zahligen Koeffizienten bei Vernachléissigung der Torsion. Falls, wie in den
von uns zu betrachtenden Fillen, keine Torsion vorhanden ist, fallen ganz.-
zahlige Homologiegruppe und Bermische Gruppe zusammen. FEine Basis der
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Brrrischen Gruppe heilt BerTische Basis. In einer 4-dimensionalen geschlosse.
nen orientierten Mannigfaltigkeit, deren 2. BrrT1sche Zahl p sei, ist in bezug
auf eine 2-dim. BErTIsche Basis (;, . . ., {,) die quadratische Matrix @ = (s;;) =
= ({; 0Ly) definiert. («0 f = Schnittzahl von « mit f.) & ist symmetrisch,
ganzzahlig, und es ist [@| = + 1. Die ganzzahligen symmetrischen Matrizen &,

& (8l==+1, I@I = + 1) heiflen dquivalent, wenn es eine unimodulare Ma-

trix U gibt, so daB & = + A S Y. Zwei homéomorphe 4-dim. Mannigfaltig-
keiten besitzen Schnittmatrizen derselben Aquivalenzklasse.

1. 2. M® gei eine komplexe Mannigfaltigkeit. (u, v} sei ein lokales Koordi-
natensystem, das in einer Umgebung U des Punktes P zulissig ist. (P ¢ M®,
P = (0,0)). In U seien durch f (u,v) =0, g (%, v) = 0 (f, g in U reguliir) zwei
analytische Flichenstiicke F, ¢ gegeben, die in U nur den Punkt P gemeinsam
haben, d. h. { (%, v) = g (%, v) = O genau dann, wenn « = v = (. Die Schnitt-
zahl von F mit ¢ in P ist topologisch definiert. Sie ist kommutativ und stets
groBer als 0. Andeutung der topologischen Definition der Schnittzahl: (vgl.
v. D. WAERDENY) S. 349).

Die Orientierung von U, F, G ist durch die komplexe Struktur eindeutig
bestimmt. F, G konnen in U stetig so verschoben werden, dall die verscho-
benen Flichenstiicke sich in evtl. mehreren Punkten einfach.schneiden. Die
Anzahl dieser Punkte hingt nur von F, G' ab und ist die Schnittzahl von F
mit @ in P.

1.3. In einer komplexen Mannigfaitigkeit M‘® geien zwei geschlossene irre-
duzible analytische Flichen F,, F, gegeben. F,, F, schneiden sich hochstens in
isolierten Punkifen. Die Anzahl der Schmuttpunkte ist endlich. Die Zyklen F;,
F, repriisentieren ganzzahlige 2-dim. Homologieklassen von M®, deren Schnitt-
zahl gleich der Summe der lokal definierten Schnittzahlen in den isolierten
Schnittpunkten von F,, F, ist, also nach 1.2. nicht negativ ist. Es ergibt sich
hieraus: Ist die Schnittzahl einer 2-dim. Homologieklasse von M@ mit sich
selbst negativ, so kann diese Homologieklasse hochstens durch eine irre.
duzible geschlossene analytische Fliche reprisentiert werden.

1.4. Wir benutzen im folgenden meistens die Terminologie der Funktionen-
theorie, manchmal und zwar hauptsichlich im letzten Abschnitt aber die der
algebraischen Geometrie, die die algebraischen Gebilde ihrer komplexen Di-
mension gemii benennt. Kine algebraische Kurve ist eine analytische Fliche
im Sinne der Terminologie der Funktionentheorie von mehreren Verdnder-
lichen, eine Gerade ist eine analytische Ebene. Durch diese Bemerkung werden
MiBverstiindnisse wohl ausgeschlossen.

2. Topologische Unfersuchung der Mannigfaltigkeiten 2.
2, & 8ind dann und nur dann homdomorph, wenn n = m (med 2).

2.1. P® bezeichne den projektiven Raum von n komplexen Dimensionen.
(&) = (@,, 2y, x;) seien homogene Koordinaten fir P2, (y) = {(y,, y,) seien
homogene Koordinaten fiir P, (PO ist eine zweidimensionale Sphiire = Ria-
manwsche Zahlenkugel §%). Fiir natiirliche Zahlen » = 0 werde das durch die
Gleichung =, y* — &, y" = 0 im cartesischen Produkt P® x P1 gegebene
Nullstellengsbilde mit Z, bezeichnet. Da Z,, zusammenhiingend ist und die

¢} vAx pER WaERDEN, B. L.: Topologisthe Begriindung des Kalkiils der abzihlenden
Geometrie, Math. Ann. 102, 8. 337362 (1929).
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Einbettung von X, in P® x PO frei von (algebraischen) Singularitiiten ist,
ist X, eine komplexe Mannigfaltigkeit.

2.2, X, ist das cartesische Produkt PV x P mit der iiblichen komplexen
Struktur. (X, ist der ,,Raum der Funktionentheorie, s. Osgoop?®)). X, ist
homéomorph zu §2 x 82

2.3. Durch ¢, (2, ) = 2, (2, y) € Z,, wird eine analytische Abbildung ¢,
von X, auf P® bestimmt. Durch z, = z,= 0 ist in X, eine analytische
Fliche T, singularititenfrei eingebettet. T, ist ein P, Der Punkt (1, 0, 0)
von P® werde mit ¢ bezeichnet. Es ist ¢, (T',) = @. Wenn % = 1, dann gilt
speziell folgendes: @, bildet X} — 7, topologisch und analytisch auf P® — {Q}
ab. Man kann daher anschaulich sagen: 2| entsteht aus P® durch ,,Heraus-
stechen* von @ und ,,Einsetzen* von 7T),.

2. 4. Die Inversion I von P®: [ (2, 2y, %) = (|, 2 + | 2,]2, 2, T, x, Ty) ist
eine topologische Abbildung vom Grade — 1 von P® —{@Q}— K auf sich.
(£: die ,,unendlichferne“ Ebene z, = 0.) Auf X, iibertragen wird I zur Ab-
bildung @711 ¢, die sich zu einer topologischen Selbstabbildung I’ von X
vom Grade — 1 erweitern 1a8t. Es ist I' ¢~ (F) = T,. Die durch T, ¢~ 1 (E)
reprisentierten ganzzahligen zweidimensionalen Homologieklassen von 2}
gollen mit 7,, & bezeichnet werden. Es ist ¢06 =1, 507, = 0; da I’ vom
Grade — 1 ist, gilt ;01; = — 1.

2.5. Aus 2.3. und 2. 4. erkennt man: 2, ist die topologische Summe 2. Art
von zwei in natiirlicher Weise orientierten Exemplaren von P®8). Zur topo-
logischen Summenbildung werde folgendes bemerkt: Fiir zwei orientierte

Mannigfaltigkeiten M™ und M7 ist die topologische Summe (1. Art bzw. 2. Art)

so definiert: Aus M” und M* wird je eine kleine Kugel ausgebohrt. Die beiden
so entstehenden, durch in bestimmter Weise orientierte (n— 1)-Sphiren $§%—!

bzw. $*—1 berandeten Mannigfaltigkeiten werden ,,aufeinandergeklebt , indem
man S"~! topologisch mit Umkehr der Orientierung (1. Art), bzw. mit Er-
haltung der Orientierung (2. Art) auf §*—! abbildet und entsprechende Punkte
identifiziert. Jede der beiden Summenmannigfaltigkeiten ist wieder orientier-

bar. Ihre topologische Struktur hingt nur von M" und M" ab. Die Summe
2. Art kann so orientiert werden, dafl ihre Orientierung mit der von M” iiber-
einstimmt und der von M" entgegengesetzt ist.

2.6. Da X, nach 2. 5. topologische Summe P® + P® (2. Art) ist, kann die
Homologiestruktur von 2, (ganzzahlige Koeffizienten) so bestiramt werden:
(H fiir Homologiegruppe, |- fiir direkte Summe im Sinne der Gruppentheorie).
Es ist H¥(X,) = 0 fiir k = 1,3 und H? (X)) = (1) + (&), WO (7q), (g;) die durch
7, bzw. & erzeugten unendlichen zyklischen Gruppen sind.

(73, &) ist eine ganzzahlige 2-dimensionale Homologiebasis fiir 2 mit der

Schnittmatrix :(“ . ‘]’) (vgl. 2.4.).
2.7. Zu X, gehort die Schnittmatrix ((l) (1) . Die Matrizen (— (1) (l)) und ((l) ‘1))
sipd nicht dquivalent. X, und X, sind daher nicht homéomorph.
‘2.8, 7, sei diejenige Abbildung von X, auf P®, die den Punkt (x, y) ¢ 2,
auf den Punkt (y) € PO abbildet (2.1.). =, ist eine Faserabbildung von X,
auf PO, Jede Faserist ein P, also durch stereographische Projektion homéo-

8) Oscoop, W. ¥.; Lehrbueh der Funktionentheorie II, 1., 2. Aufl,, 8. 56, (1929).
$) Vgl. z. B. M. Ruerr: Compositio Math. 8 (1938), insbes. 8, 186.
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morph zu 82. Es gilt: X, ist eine gefaserte 4-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
der Faser 82 und dem Basisraum 82, (In Analogie zur Gruppentheorie schreiben
wir: X, /82==82) X, ist sogar ein sphere bundle im Sinne von STEENRODT).

Bewsis: P;(s=1,2) sei das durch y; 0 gegebene Gebiet von PO,
(P; ist mit der gewohnlichen offenen Ebene E? hombomorph). P sei ein
weiteres Exemplar des P{ mit den homogenen Koordinaten (&, £). Es sei

- ny— 1 z . - | nh\ (. )
h(r)= (L")~ Durchw” (0 &3 %0, 90) = (o 6 (| 21), &4 22 (L)' 3,
wird eine fasertreue topologische Abbildung w'’ von P{]) x P, auf =, L(P,) ge-

) (e (s

eine fasertreue topologische Abbildung w’ von P{) x P, auf m, {Pl) bestimmt.
Fiir (y,, ys) € P, N Py, d. h. yl :%= 0, ¥, + 0, ist w, = (w'’)~1 w' die durch

wy (&, E15 Y1, Yo) = (Eo, & (y ’) v'tfl ; Y1» Yg) bestimmte Drehung von PQ). Die

orthogonale Struktur von X, wird durch die orthogonale Struktur von PP
gegeben, welche durch stereogmphieche Projektion von PQ auf die RIEMANN-

geben. Entsprechend wird durchw’ (&5, &394, ¥5) = (50, &R (

sche —i;l -Zahlenkugel oder gleichwertig durch das sphérische Linienelement

[

i _’:l Tlt, (z = i—‘) bestimmt wird,
[}

2.9. Aus dem Beweis zu 2.8, erkennt man: Die gefaserte Mannigfaltigkeit 2,

= 1, B’ durch
1 1
%) <1 und B durch LZL < 1. S als Rand von B’ werde mit 8, § als Rand
1

%
von E” werde mit 8" bezeichnet. X, entsteht durch ,,Verklebung‘ aus den
cartesischen Produkten PQ x E', P} x B, indem man durch w, den Rand
PO x 8 auf PY) x 8 fasertreu topologisch abbildet und entsprechende
Punkte identifiziert.

2.10. Nach STEENROD?) gibt es genau zwei Typen von sphere bundles A mit
A/8? = 8% Es entsteht die Frage, wie sich die gefaserten Mannigfaltigkeiten
Z, auf diese beiden Typen verteilen. Die Antwort lautet: Wenn n = m _(mod 2),
dann lassen sich X, und X, fasertreu topologisch aufeinander abbilden, und
zwar so, dafl die Fasern von 2, orthogonal auf die Fasern von X, abgebildet
werden. 2, X, reprisentieren dasselbe sphere bundle. Fir gerades » ist also 2,
fasertreu homoomorph zu 2y = 8% x §% und es handelt sich um die trwzale
Faserung des cartesischen Produktes. Fiir ungerades # ist X, fasertreu homdo-
morph zu X,. Da X, nicht zu §2 x §2 homomorph ist (2.7.), “werden die beiden
Typen von sphere bundles 4 mit 4/8%== 82 durch X, und X, repriisentiert.

Beweis: Es sei » > m und » — m gerade. Die Behauptung, da8 Zp 2
dasselbe sphere bundle reprisentieren, ergibt sich so: I'; sei der Raum der
orthogonalen Drehungen von P, der bekanntlich zum 3- dlmensmna,len reeilen
projektiven Raum homdomorph ist. Die Abbildung w; von PQ x 8 auf
PY x 8 bei der Konstruktion von Xk (2.9.) bestimmt einen Weg Wiin T’a
Da n—m gerade, ist der Weg W, ..y in I’y nullhomotop. Es gibt daher eine
fasertreue, topologische, auf den Fasern orthogonale Abbildung von P{) x &'

auf sich, die fir P{) x 8’ mit wy,_,, tGbereinstimmt. ZX,, bzw. X, entsteht
durch Identxfleerung von P x § und PY x 8 mittels der Abbﬂdung w,
bzw. w,. Nun ist aber w, = w,, Wy —m.

7) SteENROD, N.E.: Classification of sphere bundles, Ann.of Math.45,S. 204311 {1944).
Mathematische Annalen. 124. 6
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2.11. Es werde noch eine spezielle fasertreue topologische Abbildung von
Zy= P x PO auf X, (n gerade) angegeben. (u,, #,; vy, v,) seien Koordinaten
fiir P3O x PO, die in %, u, und 2, v, homogen sind. Folgende Abbildung
von P x PO ¢n P x PO gt eine fasertreue topologische Abbildung von
PO x PO guf X, (n gerade).

n n
n=v  To= (0" +[v|") @ w + v2uy)

" a
@ = V(=77 wy + TP )

Ys= Uy » »
xy = VE(— D2 Uy + B2 uy).

Die F&sern%i = const von P® x PM gind mit einer orthogonalen Struktur
i

versehen. Die Fasern von X, sind nach 2.8. ebenfalls mit einer orthogonalen
Struktur versehen. Man kann leicht nachrechnen, daB die angegebene Ab-
bildung auf den einzelnen Fasern orthogonal ist.

3. Die Mannigtaltigkeiten X, sind als komplexe Mannigfaltigkeiten
paarweise verschieden.

3.1. 97! @, ist eine analytische Abbildung von 2, — T, auf 2, — T, (vgl.
2.3.), die sich zu einer analytischen Abbildung ¢, von E auf 2 erweitern
la.Bt Es ist &, (T,)= T;. Wenn 2, durch x, Vi— 2y = 0 und 2'1 durch
zl Yy — z, Py =0 gegeben ist (vgl. 2. 1. ), dann wird @, durch &, = x,, &, = z,,
Ty = %, Uy = Y, Uy = y" gegeben. X, ist eine n-blittrige verzweigte Uberlage-
rung von X, mit der zugehorigen Uberlagerungsabbﬂdung Tnd).

3.2. Es werde gesetzt B, = ¢, (E) (vgl. 2.4. E: die ,,unendlich ferne®
Ebene z, = 0 von P@), Durch E,, Tn werden ganzzahlige 2-dim. Homologie-
klassen &, T, von X, repriisentiert, v, sei die Homologieklasse der Fasern von X,
Man beachte, dafl E,‘, T, und die Fasern als analytische Flichen von Z, in
natiirlicher Wezse omentiert sind. T, E, cind Schnittflichen der Faserung von
Z,. — Der zu @, gehirige Horrsche Umkehrungshomomorphxsmus %) des Ho-
mologietinges von X in den von 2, werde mit ¢y bezeichnet.

Esist g (Tﬂ T, %T ! (Ey) = B, und @q (1;) = 7, @1 (&1) = &0, @ (1) =
=n v, Bsfolgt 7,0 1,=ga (r) 0 ¢ ("71) = @n (1,0 ;) = gy (~ Punkt) =—n
und ebenso g, © ¢, = n. Die Schnittzahl 1 ist dabei als die durch einen Punkt
repriisentierte 0-dimensionale Homologieklasse aufzufassen Es ist 7,09, =

= g, O ¥y = 1. Zu (1, v,) gehort die Schnittmatrix( ) Thre Determinante

10
ist — 1. Daher bilden (z,, »,) eine (ganzzahlige) 2-dim. Homologiebasis. Aus
£,0 Ty =0, £, 0 ¥, = 1 beréchnet man: ¢, = 1, + n »,.

3.8. Wir konnen zusammenfassend sagen: 2, besitzt eine 2-dim. Homo-
logiebasis (T, ,) mit der Schnittmatrix {7 1 . Die Homologicklassen t,,, %,

und g, = 7, + 7 ¥, werden durch irreduzible a,nalytxsche Flichen reprisen-
tiert. Wir unterscheiden die beiden Fille:

@mg;.es gibt Py eine stetige Abbildung von P(®) + P(@) auf sich yom Graden
an, eine stetige batabbildung von einem Grade % = 2 (mod 4) gibt es nicht. Vgl.®), 8.185.
%) Hory, H.: Zur ﬁbm der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, J. ang. Math. 168,
'11»-—88 {1930). Vgl such die bet Rurr®) angegebene Literatur.
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1. n gerade
i

(r.n, ™t v,,) ist ebenfalls eine 2.dim. Homologiebasis, Die zugehorige

Schnittmatrix ist (g’ é) (vgl. 2.7., 2.10.).

2. n ungerade
(rn + n_—%—i Vs Tn+ 3 vn) ist eine Basis mit der Schnittmatrix (é _ (])) (vel
2.6., 2.10.).

3.4. Aus den in 3. 3. zusammengestellten Tatsachen 1Bt sich der folgende
Satz ableiten:

Die komplexen Mannigfaltigkeiten 2, X, (% = m) lassen sich nicht topo-
logisch und analytisch aufeinander abbilden, d. h. X, 2, sind als komplexe
Mannigfaltigkeiten verschieden.

Beweis: Da die Schnittmatrizen unter 3.3. Fall 1 und 2 nicht #quivalentsind,
geniigt es, die folgende Kontraposition zu beweisen: Wenn Z,, 2, topologisch
und analytisch aufeinander abbildbar sind, wobei % = m (mod 2) und m 3+ 0
gein soll, dann ist n = m. Wir kommen nun zum Beweis dieser Kontraposition:

2y, 2 lassen sich als zwei Exemplare derselben komplexen Mannig-
faltigkeit M® auffassen. In M® fithren wir nach 3.3. eine feste 2-dimensio-

nale Homologiebasis (£, %) mit der Schnittmatrix ((; é) im Fall 1, bzw. ((1) _(1))

im Fall 2, ein.

In M® gibt es 2-dim. Homologieklassen t,, v,, &,, Tm, Vi €m» die durch
analytische Flidchen repriasentiert werden. Diese analytischen Flichen sind
irreduzibel. Zwei von ihnen sind deshalb identisch, oder schneiden sich in
isolierten Punkten. Es folgt hieraus:

*) 1,08,=20,71,08,20,7,071,20,v,0¢, =0.

(Beweis: Da die jeweils zum Sechnitt gebrachten Homologieklassen sicher
verschieden sind, weil ibre Selbstschnittzahlen verschieden sind, kénnen die
reprisentierenden analytischen Fldchen nicht identisch sein. Vgl. 0.6)

Fall 1. n, m gerade.

(&, ) ist eine Basis mit der Schnittmatrix (? (1)) .

Tp, ¥, lassen sich darstellen in der Form:
T,=al+ by
vy =¢ &+ d v (a, b, ¢, d ganze Zahlen), es mufl gelten:

—nl ._(2ab ad+be
( 10)_ ad+be 2cd)'
Hieraus folgt: entweder ¢ = 0 oder d = 0.

Istc=0,soista:=e,d——:e,b=——-e-n~ (e =+ 1)

Istd:O,soistbxe',c=e’,a=—e’% (=4 1)
Es ist also: (man beachte die Gleichung ¢, = 1, + 2 v,),

Vp = en v,=¢ &
(1) T = E(E*% 77) oder (2) "= ¢ (”"%‘54“ ’7)
en=e(£+5 1) o= (3E+0).

6*
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Entsprechend gilt: (=41, " =411
Vm = e’ n vp=2¢"§
4 m 77 m
3) Tm =€ (5“‘5’7) oder (4) ™m=¢€ (*‘§+?7)
8mzeﬂ(£+_g"_7l) 5m= nl( §+17>
Wenn ,,(2) und (3)%, so ist v, 01, =—e¢"¢" —2— und v, 0¢, =€ e"»’;i, also

Y, O T, Oder %, O &, negativ. Das steht im Widerspruch zu (*). ,,(2) und (3)“
trifft daher nicht zu. Ebenso wird ,,(1) und (4) zum Widerspruch gefiihrt.
Es gilt daher: ,,(1) und (3)" oder ,,(2) und (4)°. Nach evtl. Umbenennung von
&in 5 und 5 in £ konnen wir annehmen, daB ,,(1) und (3) gilt. Es ergibt sich

dann:
m w

1t
TnOém=¢€€ (“2'“?>
m Tp O&p =6, O Tpy -

£, 0Ty =ce"’ (’%“‘2‘)
Aus (*) folgt weiter 1,06, =6, 07, =0, d. h. n =m.
Fall 2. n, m ungerade. Der Beweis verluft analog:

(&, ) ist eine Basis mit der Schuittmatrix (é _(1)) .

Tn» ¥ lassen sich darstellen in der Form:
Ta=a&+by
v, = ¢ &+ dmnla,b,c,d ganze Zghlen), und es gilt:

——'nl)_“ a? —b® ac—bd
10/ \ac—bd c*—dt
Hieraus folgt: Entweder ¢ = d, oder ¢ = — d.
Ist ¢=d, soist c=d=¢, a—b=¢,at+b=—emn,

b gt (e=+1).

n—1
2

a=—e

mEL @ =x1).

2
Ist c=—d, soist c=—¢, d=2¢, aze’”«gl—, b= —¢-
Es ist also: (man beachte ¢, = 7, + n »,)

= e(§+7) =0 (—E+7)

n -1 %1 n—1 w41
m Tn*“e(w““‘“f B ’7) oder (2) ™= ¢ (‘T §— “”?a""”")
- w1
N I e
Entsprechend gilt: (¢"=+1¢"=4+1)
g,m___: 8” (§+,’7) ?’mze!” {""S'*'n)
m+1 i fm—1 m41
3) Tw=""¢ ( §+ 7’) oder (4) Tm = € ( 3 §— 3 77)
l rrr l 1
= € (m+15+ 7]) Em = € ( m+ 5+-**~77)
Wenn ,,(2) und (3)“, 80 ist ‘D“O‘tmze' ¢’ m und 1,”08’"::_61 e’ m, also

9,07, Oder »,08, negativ. Das steht im Widerspruch zu (*). Ebenso wird
»(1) und (4)* zum Widerspruch gefiihrt, Es gilt daher: ,,(1) und (3)* oder
»{2) und {4)*.



Komplexe Mannigfaltigkeiten. 85

Nach einer evtl. erlanbten Umbenennung von £ in — & und — £ in & konnen
wir annehmen, daf ,,(1) und (3)% gilt, es folgt dann:

wfm n
TpO&py = —E, 0T, == €€ (“2"*—**2'—) .
Aus (*) folgt 7,08, = £,07, =0,d. h. n = m.

3.5. Wir wollen unser Resultat nochmals zusammenfassen: Die komplexen
Mannigfaltigkeiten X, (n gerade) stellen unendlich viele paarweigse verschie-
dene komplexe Strukturen fiir die (einfach zusammenhingende, geschlossene)
topologische Mannigfaltigkeit 8% x 82 dar.

Die komplexen Mannigfaltigkeiten X, {» ungerade) stellen unendlich viele
paarweise verschiedene komplexe Strukturen fiir die (ebenfalls einfach zu-
sammenhiingende und geschlossene) topologische Summe 2. Art zweier Exem-
plare der komplex-projektiven Ebene P dar.

Die 2. Brrrischen Zahlen dieser topologischen Mannigfaltigkeiten 8% x 82
and P® + P® gind beide gleich 2. Es bleibt die Frage offen, ob es einfach
zusammenhingende, geschlossene, 4-dim. Mannigfaltigkeiten mit der 2, Berr1-
schen Zahl 1 gibt, die verschiedene komplexe Strukturen zulassen. Meines
Wissens ist nicht bekannt, ob P® verschiedene komplexe Strukturen zuldft.

4. Die hirationale Aquivalenz der Mannigfaltigkeiten X,
mit der komplex-projektiven Ebene P2 19),

4.0, M® gei eine komplexe Mannigfaltigkeit und @ ¢ M@, Die von @ ver-
schiedenen Punkte von M und die analytischen Flidchenelemente (= kom-
plexe Linienelemente) von M in @ lassen sich in natiirlicher Weise als Punkte

einer neuen komplexen Mannigfaltigkeit M5’ auffassen. Die analytischen
Flachenelemente von M@ in @ lassen sich als Punkte einer komplex-projek-
tiven Geraden (= RieMaNNsche Zahlenkugel) auffassen, die Trigersphire des

Punktes @ genannt und mit T bezeichnet werde. M&Z) entsteht, anschaulich
gesagt, aus M@ durch ,,Herausstechen” von @ und darauf folgendes ,,ana-
lytisches Einsetzen“ von T,. Die Mannigfaltigkeit 2; (vgl. 2.3.) entsteht
durch Einsetzen einer Trigersphire aus P&,

4.1. Das cartesische Produkt P® x PW (vgl. 2.1.) kann singularititen-
frei als algebraische Mannigfaltigkeit in den P® eingebettet werden. Durch
2= Y 6=0,1,2; k=1, 2; z;; homogene Koordinaten des P®) wird eine
eineindeutige Parameterdarstellung dieser algebraischen Mannigfaltigkeit ge-
geben. X, ist damit singularititenfrei als algebraische Fliche im P® einge-
bettet. Diese algebraische Fliche werde in den P® projiziert. (2, 25, 23, 2¢)
seien homogene Koordinaten fiir P®). Wir getzen: 2z, = 2g; = 23 ¥y, 43 = %3 =
= @y Yy, 2= Zgg = T Ypr 23 = 2y = %, Yy Diese Gleichungen stellen eine ein-
deutige Abbildung v, von Z, (gegeben durch z y® — x, y?=0) auf die
algebraische Fliche X} (gegeben durch z, 22+1 —z, 28 +1 = 0) dar. Die Gerade
23 =0, z; = 0 von 2 werde mit K, bezeichnet. Durch z, = 0 wird in £, die
Gerade E, bestimmt (vgl. 3. 2.). Man iiberzeugt sich leicht, daB v, eine ein-

10) Man beachte 1. 4.

1) Dieser EinsetzungsprozeB ist aus der algebraischen Geometrie bekannt. Die Niitz-
lichkeit dieses Prozesses fiir die Untersuchung komplexer Mannigfaltigkeiten ist von Herrn
H. Hopr in Vortrigen und Gespriichen wiederholt betont worden. Man vgl. such Bennks, H.
und Stixn, K., Modifikationen komplexer Mannigfaltigkeiten und Rizmaxnscher Gebiete,
Math. Ann. 124, 1—16 (1951), Nr. 3.
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eindeutige Abbildung von X, — E, auf X7 — E7 ist und daB vy, (E,) = Er.
Die Abbildung v, wird fiir z,=0, d: h. fir E,, gegeben durch: z, = y*+1,
2y = y"+1, Es folgt: X, entsteht aus der algebraischen Fliche Xy, indem man
jeden Punkt der (n + 1)-fachen Geraden z; = 0, z, = 0, abgesehen von den
., Verzweigungspunkten® (1,0,0,0) und (0,1,0,0), in n -+ 1 verschiedene
Punkte ,auflost”. Z, (als algebraische Fliche im P® aufgefaBt) und die
algebraische Fliche 2y im P® sind birational dquivalent, X} ist eine ,,wind-
schiefe Fliche™ (n + 2)-ter Ordnung mit einer (n -+ 1)-fachen Geraden (vgl. zum
Folgenden NorTuER!?), insbesondere 8. 195).

4.2. Die Fasern von X, werden durch y, auf die Geraden abgebildet, die
das Ebenenbiischel z; y; — 2z, 3 = 0 aus 2} herausschneidet. @ sei ein von
den Verzweigungspunkten verschiedener Punkt der (n + 1)-fachen Geraden;
wir projizieren X von Q auf eine nicht durch @ gehende Ebene P®. Diese
Projektion g, stellt eine birationale Beziehung zwischen Xy und P® her.
Die algebraischen Flichen X, im P® sind also alle mit der Ebene P@ pi-
rational équivalent.

4.3. Die birationale Beziehung zwischen X, und P® soll etwas niher
untersucht werden, @, ..., @, seien die » + 1 Punkte von X, in die der
Punkt @ von X ,aufgelost’ wird, d. h. v, (@)=Q G =1,...,n+1). g v,
ist eine eindeutige Abbildung von X, —{Q,, . .., @u 41} in P®. Die durch @,
gehende Faser von X, wird auf einen einzigen Punkt 4, von P® abgebildet,
B, entsprieht der vielfachen Geraden von 2, und geht in einen einzigen
Punkt B von P® itber. Die Punkte Ai liegen auf einer Geraden von P,
auf der B npicht liegt. In @; (i=1,...,n + 1) werde die Trigersphiire T,
(vgl. 4.0.) eingesetzt. Die entstehende Mannlgfaltlgkezt werde mit 2,5 be-
zeichnet. g, v, bildet 2, , eindeutig auf P® ab, und zwar TQ auf die Ver-
bindungsgerade 4, B. In den Punkten 4; und B von P® magen die Triger-
sphiren T, , T'p eingesetzt werden. Die entstehende Mannigfaltigkeit werde
mit PQ , bezeichnet. g, v, 1aBt sich als eineindeutige analytische Abbildung
von E,,,Q auf P( ) ; auffassen.

4. 4. Die in 4 3 angegebenen Beziehungen lassen sich so formulieren:
Z, kann folgenderma,Ben erhalten werden. In der komplex-projektiven
Ebene P& werden in n + 1 Punkten 4,, die auf einer Geraden liegen, und in
einen Punkt B, der nicht auf dieser Geraden liegt, die Trigersphiren einge-
setzt. Man erhilt eine Mannigfaltigkeit P‘23 Die Verbindungsgeraden 4, B

verhalten sich in P®) , wie eingesetzte Trigersphiren. Nimmt man sie aus
PQ . heraus und schliefit durch jeweils einen einzigen Punkt wieder ab, dann
erhilt man X,

12} Noetuar, M.: Uber Flichen, welche Scharen rationaler Kurven besitzen. Math.
Ann.'8, S.161—227 (1871).

(Eingegangen am 7. April 1951.)



