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Vorwort

Dieses Heft entstand im Anschluss an eine Vorlesung, die ich im Winter-

semester 1966/67 an der Universitdt Bonn gehalten habe.

Die von Brieskorn untersuchten isolierten Singularitdten algebraischer
Varietdten lassen Gruppenoperationen zu, wodurch sich Zusammenhdnge mit
der Theorie der Transformationsgruppen ergeben: Die differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten (Umgebungsriénder), die durch gewisse isolierte Singu-
laritéaten definiert werden, lassen sich mit Hilfe von Klassifikations-
sétzen liber G-Mannigfaltigkeiten, die von Bredon, W.C. Hsiang-W.Y. Hsiang
und Jénich stammen, bestimmen. Auf diese Beziehung zwischen den Arbeiten
von Brieskorn und Jénich hatte ich in Briefen hingewiesen (Friihjahr 1966),
als diese beiden Bonner Mathematiker in den USA waren. Einen zusammen-
fassenden Bericht habe ich im Seminar Bourbaki im November 1966 gegeben.
Ich wollte auch einige Resultate verdoffentlichen, dazu ist es nicht gekom-
men, Statt dessen kommt nun die vorliegende Ausarbeitung heraus, die auch
ziemlich ausfiihrliche Berichte iiber die Resultate von Brieskorn und Jénich
enthdlt.

Diese "Lecture Notes" sind eine gemeinsame Arbeit mit K.H. Mayer, dem beson-
derer Dank gebiihrt, da er viele Teile unabhéngig weiterentwickelt (insbe-
sondere § 15) und fiir die gesamte Ausarbeitung die umfangreiche und miithevolle
Arbeit des Vervollsténdigens von Beweisen, der schriftlichen Fixierung und
Prizisierung ganz auf sich genommen hat. Der § 13 iiber ganzzahlige quadra-
tische Formen stammt von W. Scharlau, auch ihm mdchte ich fiir sein Interesse

und seine Hilfe herzlich danken.

Frau H6fner und Frau Scharlau haben die Schreibmaschinenarbeiten ausgefiihrt.
Ich danke ihnen fiir ihre Sorgfalt und Geduld.

Bonn, 4. Februar 1968 F. Hirzebruch
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§ 1 G - Mannigfaltigkeiten

§ 1 enthdlt grundlegende Definitionen und Sitze iber differenzierbare
Mannigfal tigkeiten, auf denen eine kompakte Liesche Gruppe differenzier-
bar operiert. Diese Einfilhrung stiitzt sich im wesentlichen auf den Arti-
kel von R.S. PALAIS : Slices and equivariant imbeddings, Chapter VIII
in [11], beschriénkt sich jedoch auf den Fall von differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten.

1.1, Differenzierbar heisst immer differenzierbar von der Klasse C.
Eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorff-
raum mit abzzhlbarer Basis, der lokal homSomorph ist zu IR", zusammen
mit einem maximalen differenzierbaren Atlas. Entsprechend werden Mannig-
faltigkeiten mit Rand als hausdorffsch und mit abzdhlbarer Basis voraus-
gesetzt, Eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der differenzier-
baren Mannigfaltigkeit X trigt immer die Teilraumtopologie von X, wie in
der Differentialtopologie iblich (vgl. [46] 1.3 und [35] § 2). Unter den
angegebenen Voraussetzungen sind alle differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten und differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit Rand parakompakt und
lassen eine Riemannsche Metrik zu (s.z.B. [46]1.23).

1.2. Mit G wird im folgenden immer eine kompakte Liesche Gruppe be-
zeichnet,

DEFINITION, Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (differen-
zierbare Mannigfaltigkeit mit Rand). G operiert differenzierbar auf X,
wenn es eine differenzierbare Abbildung

GxX » X

(g,x) » &x

gibt, so dass gilt:



1) { ex = x fiir alle x € X , wo e das Einselement in G bezeichnet, und
31(32x) = (g1gz)x , fir elle x € X und alle g,;,8, € G .

X zusammen mit dem differenzierbaren Operieren von G auf X heisst
G - Mannigfaltigkeit (G - Mannigfaltigkeit mit Rand).

Bemerkung 1. Nach S. BOCHNER und D. MONTGOMERY (Groups of differentiable
and real or complex analytic transformations, Ann, of Math. 46 (1945)
685-694) folgt fir eine differenzierbare Mannigfaltigkeit X die Diffe-
renzierbarkeit einer Abbildung G x X - X , die (1) erfilllt, aus der

schwacheren Forderung:

GxX » X ist stetig, und fiir jedes g € G ist die durch die Zuord-
nung x -+ gx definierte Abbildung X -+ X differenzierbar.

Bemerkung 2. Da eine G - Mannigfaltigkeit X metrisierbar ist, ist X

insbesondere ein G-Raum im Sinne von [11] Chap. VIII.

DEFINITION. X und Y seien G - Mannigfaltigkeiten oder G - Mannigfaltig-
keiten mit Rand, Eine Teilmenge A von X heisst G-invariant, wenn fir alle
a € A und alle g€ G gilt ga € A . Eine differenzierbare Abbildung

f : X» Y heisst dquivariant, wenn fir alle x € X und alle ge¢ G
gilt, dass f(gx) = gf(x).

DEFINITION, Es sei X eine G - Mannigfaltigkeit oder eine G - Mannigfal-
tigkeit mit Rand und x € X . Die Untergruppe G _ = fe lg € G, gx = x}

von G heisst Isotropiegruppe von x.

Der Teilraum Gx = {gx | g € G} von X wird als Orbit von x bezeich-

net.

X ist disjunkte Vereinigung von Orbits., Zwei Punkte aus X =sollen
squivalent heissen, wenn ihre Orbits gleich sind. X/G sei der Quotienten~



raum von X nach dieser Relation. X/G heisst Orbitraum. Die Struktur des
Orbitraumes ist z.B. in [11] Chap. VIII untersucht.

SATZ. Die natiirliche Projektion # : X = X/G ist eine offene
Abbildung.

Beweis, Wir erinnern daran, dass eine Teilmenge U von x/G genau dann
offen ist, wenn #~*(U) offen ist in X. Ist V eine offene Teilmenge von
X, dann ist #"*(a(V)) = &EEGS V und daher offen.

1.3, Ohne Verwechslungen befilirchten zu miissen, wird im folgenden mei-
stens das gleiche Symbol flir ein Faserbiindel und seinen Totalraum be-

nutzt.

Fiir den Rest von § 1 sei X eine G - Mannigfaltigkeit. Das Operieren von
G auf X macht auf natlirliche Weise den Totalraum TX des Tangentialbiin-
dels von X zu einer G - Mannigfaltigkeit. Die Biindelprojektion

T : TX » X ist eine dquivariante Abbildung, und TX ist ein G-Vektor-
raumbiindel (s.[ 91).

Mit Hilfe des invarianten Haarschen Integrals auf G ldsst sich zu jeder
Riemannschen Metrik auf X eine G-invariante Riemannsche Metrik auf X
konstruieren, das ist eine Riemannsche Metrik < , > in TX derart, dass
fir alle v,w € TX mit 7(v)=7(w) = x und alle g € G gilt

<gv,gw>sx = <v,w>x

Ist auf X eine G-invariante Riemannsche Metrik gewidhlt, dann ist fir je-
des x € X der Tangentialraum (TX)x an X in x mit der induzierten Metrik
ein euklidischer Vektorraum. Das durch das Operieren von G auf X defi-
nierte Operieren von G_ auf (Tx)x definiert eine orthogonale Darstellung
G > Aut((Tx)x).



1.4. Es sei A eine G-invariante differenzierbare Untermannigfaltigkeit
von X . Dann ist A eine G - Mannigfaltigkeit und die Einbettung

A CX ist eine dquivariante Abbildung., Da G das Tangentialbiindel TA
in sich iberfiihrt, ist auch der Totalraum N des Normalenbiindels von A
eine G - Mannigfaltigkeit. Ist auf X eine G-invariante Riemannsche
Metrik gegeben, so ist N &#quivariant isomorph zum orthogonalen Komple-
ment von TA in i*TX , wo i*TX die Einschridnkung von TX auf A
bezeichnet., 3i*TX ist dquivariant isomorph zu TA e N .

SATZ, Bs sei A eine G-invariante kompakte differenzierbare Untermannig-
faltigkeit von X . Dann gibt es eine G-invariante Umgebung E
des Nullschnittes im Normalenbiindel N von A und einen dquiva-
rianten Diffeomorphismus f von E auf eine Umgebung U von

A in X , so dass das Diagramm

E
. \\gl
d
A CX
kommutativ ist, wo J den Nullschnitt in N bezeichnet. Die Um-

gebung U von A heisst #dquivariante Tubenumgebung und f heisst
Tubenabbildung.

Beweis, Auf X wird eine G-invariante Riemannsche Metrik ausgezeichnet.
Ein € > o wird so gewdhlt, dass die Exponentialabbildung beschridnkt auf
E=fviveN, lIvi<e}l ein Diffeomorphismus auf eine offene Menge

in X 4ist. Wenn x € E , ist auch gx € E fiir alle g € G und es ist

exp gx = gexp X .

1.5. Ist H eine abgeschlossene Untergruppe von G , dann ist H
Liesche Untergruppe von G (vgl. [22] Ch. II Theorem 2.3). Es sei G/H
der Raum der Linksnebenklassen von H , versehen mit der Quotiententopo-
logie, und 7 : 6 » G/H sei die natiirliche Projektion. Dann lédsst
sich G/H auf genau eine Weise mit der Struktur einer analytischen Man-
nigfaltigkeit ausstatten, so dass G/H mit dem natiirlichen Operieren



von G eine G-Mannigfaltigkeit ist ([22] Ch. II Theorem 4.2). Im folgen-
den soll G/H diese analytische Struktur tragen.

DEFINITION. Ein lokaler Schnitt in G/H ist eine differenzierbare Ab-
bildung s : U~ G von einer offenen Umgebung U von w(H) in G , so
dass ®wos = IdU .

Nach Definition der differenzierbaren Struktur von G/H gibt es immer
einen lokalen Schnitt in G/H (s. [22] Ch. II Theorem 4.2).

SATZ. Fur jeden Punkt x € X ist der Orbit Gx eine differenzierbare
Untermannigfaltigkeit von X . Die Abbildung a: /G- X , die

definiert ist durch ng'» gx 1ist eine dquivariante differenzier-

bare Einbettung.

Beweis. Die Abbildung u : G+ X , die definiert ist durch u(g) =
induziert die Abbildung a , so dass das Diagramm

G —~——9 X

L

kommutativ ist. Mit u dist auch a stetig und a ist eine bijektive

G/G

Abbildung von G/Gx auf den kompakten Raum Gx und daher ein HomSomor-
phismus von G/Gx auf Gx . Mit Hilfe eines lokalen Schnittes zeigt man,
dass a differenzierbar ist. Es bleibt zu zeigen, dass a in dem Punkt
"(Gx) Hochstrang hat. Dazu wird gezeigt, dass Kern (du)e = (TGx)e .
Jedem Element V € (TG), =4 entspricht ein Vektorfeld V" oauf

X durch die Formel

v't) (p) = iim - [£(exp(tV) p) -~ £(P)] ,

peX und f eine C-Funktion auf X. Das Vektorfeld V' heisst von
der Einparameter-Untergruppe fexptV | t €R } erzeugt. Die Abbildung



t » (exptV)x ist eine Integralkurve von V' durch x. Wenn (d#)e(V)

= v;' = 0 , dann ist wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir gewdhnliche Dif-
ferentialgleichungen die Integralkurve gerade die konstante Abbildung,
d.h. exp(tV) € G, fir alle te¢ R und Ve (TGx)e .

1.6. DEFINITION. Es sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G .
Die Menge der zu H konjugierten Untergruppen von G wird mit (H)
bezeichnet und heisst Orbittyp von H .

Sind x€ X und g € G , so gilt ng = ngg'1 , d.h, die Isotropiegrup-
pen von Punkten des gleichen Orbits gehtren alle zum gleichen Orbittyp. Da-
mit ist jedem Orbit ein Orbittyp zugeordnet. Je zwei Orbits mit dem glei-
chen Orbittyp sind nach dem vorhergehenden Satz diffeomorph.

DEFINITION. Die Orbitstruktur von X ist die Funktion, die jedem Ele-
ment aus dem Orbitraum X/G seinen Orbittyp zuordnet. Die Orbitstruktur
heisst endlich, wenn nur endlich viele Orbittypen auftreten. Die Orbit-

struktur heisst lokal endlich, wenn es zu jedem Punkt von X eine Um-
gebung U gibt, so dass die Orbitstruktur beschrinkt auf das Bild von
U unter der natlirlichen Projektion X - X/G endlich ist.

Zur Untersuchung der Orbitstruktur von X dient die folgende

DEFINITION. Eine Teilmenge S der G-Mennigfaltigkeit X heisst
Scheibe von X in a € X , wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(0) aes

(1) s ist invariant unter G_ .

(2) Wenn fiir ein g € G gilt gSNsS £ P, so ist g€, .

(3) Fir jeden lokalen Schnitt £ : U= G von G/Ga ist die Abbildung
F:UxS~»X mt F(u,s) = f(u)s ein Diffeomorphismus von

Ux S auf eine offene Teilmenge von X .

Bemerkung. Eine Scheibe von X in a 1ist eine Ga-Mannigfaltigkeit.



Fir jedes y e S ist ¢ . CG .
y a

SATZ, Es sei a € X . Dann gibt es eine Umgebung V von a und ein Ko-

ordinatensystem x = (x1,...xn) : V> B mit x(a) =0 und
x(V) = { ye R"| yﬁ + oo + y:l< e}, so dass G, bezliglich dieses

Koordinatensystems orthogonal auf V operiert. Eine Scheibe S

in a kann man erhalten als Bild unter x~! von dem Durchschnitt

von x(V) mit einem invarianten linearen Teilraum des R" .

Beweis., Auf X wird eine G-invariante Riemannsche Metrik gewdhlt. Es
seien N das Normalenbiindel von Ga , aufgefasst als orthogonales Kom-
plement von TGe in i*TX , wo i*TX die Beschrdnkung von TX auf Ga
bezeichnet, E(g) = { vIveN, | vice] und B(e) = {vive (X,
| vI1 <&} . Dabei soll & so klein gewihlt sein, dass die Exponential-
abbildung beschrinkt auf E(s) ein Diffeomorphismus auf eine Umgebung
von Ga und beschréinkt auf B(e) ein Diffeomorphismus auf eine Umgebung
von a ist. Nach Wahl einer orthonormierten Basis e1,...,en in (TX)a
und der dualen Basis WyseosW, wird x; definiert durch

X3 = w0 (explB(e))~* , i=1,..,n . Da das Operieren von G, mit exp
vertraglich ist, ist damit auch ein orthogonales Operieren von Ga auf
R" definiert. Es sei K=N_NB(e) , wo N_ die Faser von N iiber

a bezeichnet. N_ ist orthogonal zu (TGa)a in (Tx)a und unter G
invariant. S wird definiert als S = exp(K) . Es wird gezeigt, dass

S die Bedingungen (1) - (3) erfiillt:

(1) ist nach Wahl von § Kklar.

(2) Es sei wesNgS, dh. w=gy mit y € S . Dann gibt es ein
veK, sodass expv=y . Wegen expgv = gy und gv € Nga gilt
ga=a und g € Ga .

(3) Bs sei f : U- G ein lokaler Schnitt in G/Ga . Die Abbildung
r:UxZK-=>E(e) , definiert durch r(u,k) = f(u)k ist ein Diffeo-
morphismus auf eine offene Teilmenge von E(¢) . Die Exponentialab-
bildung bildet diese Menge diffeomorph auf eine offene Umgebung von
a ab, Da (exp o r)(u,k) = £(u) expk = F(u, expk) , ist F ein
Diffeomorphismus.



FOLGERUNG: Es sei 7 : X » X/G die Projektion von X auf den Orbitraum.
Die in natiirlicher Weise definierte Abbildung s/ca-» X/G bildet s/<‘ra

homGomorph auf #(S) ab, und w(S) ist eine Umgebung von 7(a) .

Beweis. Fir jede offene Teilmenge T von S gilt #(T) = #(F(U x T)) .
Die Projektion S = S/Ga ist stetig und offen. Wegen der Kommutativitdat

des Diagramms

S/Ga————e 7(S)
=
B

ist auch S/Ga » 7(S) stetig und offen. Aus den Scheibeneigenschaften
folgt die Injektivitst.

1.7. Der folgende Satz liber die sogenannte Liegruppen-Induktion wird

zum Beweis des Satzes in 1.8. benutzt.

SATZ. Vor.: Es sei Ol eine Aussage, die fiir alle kompakten Lieschen
Gruppen formuliert ist mit der Eigenschaft: Wenn QL fir alle
echten abgeschlossenen Lieschen Untergruppen einer Lieschen Gruppe
G gilt, dann gilt O(G) .

Beh.: Ol gilt fiir alle kompakten Lieschen Gruppen.

Beweis. Wenn (I nicht filir alle kompakten Lieschen Gruppen gilt, dann
gibt es eine kleinste Zahl n derart, dass (I fiir wenigstens eine kom-
pakte Liesche Gruppe der Dimension n nicht gilt, aber fiir alle nie-
drigerer Dimension gilt. Unter den Gruppen der Dimension n , fiir die

(L nicht gilt, gibt es wenigstens eine mit einer minimalen Anzahl von
Zusammenhengskomponenten. Nun ist flir jede abgeschlossene Liesche Unter-
gruppe H einer kompakten Lieschen Gruppe G entweder die Dimension
von H kleinsr als die von G , oder die Anzahl der Zusammenhangskom-
ponenten von H ist kleiner als die von G . Das liefert einen Wider-

spruch.



1.8, SATZ. Jede G-Mannigfaltigkeit X hat lokal endliche Orbitstruktur.
Ist X kompakt, so ist die Orbitstruktur endlich.

Beweis. Es wird angenommen, dass der Satz fiir alle echten abgeschlosse-
nen Untergruppen von G richtig ist. Der Satz wird dann durch vollstén-
dige Induktion iiber die Dimension von X bewiesen. Fiir dim X = 0 ist
der Satz sicher richtig. Der Satz sei fiir alle G-Mannigfaltigkeiten, de-
ren Dimension kleiner ist als n schon bewiesen. Er wird fiir die G-Man-
nigfaltigkeit X der Dimension n bewiesen: Dazu sei x € X und U
eine Umgebung von x mit Koordinaten (x1,...,xn) » auf der Gx ortho-
gonal operiert, wie in 1,6, In dieser Umgebung ldsst sich eine Scheibe
S durch x beschreiben als offene Kugel in einem linearen Unterraum.

S enthdlt eine offene Kugel K , deren abgeschlossene Hiille ganz in S
liegt und die selbst eine Scheibe ist. Der Rand von K ist eine in X
eingebettete Sphire JK . Diese Sphire ist eine Gx-Mannigfaltigkeit, de-
ren Dimension kleiner ist als n , und hat endlich viele Orbittypen. Je-
der Punkt y in K 1liegt auf der Verbindungslinie von x nach einem
Punkt 2z der Randsphire. Da Gx orthogonal in S operiert, ist Gy
gleich Gz . Die Scheibe K enthidlt nur endlich viele Orbittypen. Aus
der Definition der Scheibe ist es klar, dass alle Orbittypen, die in
einer geeigneten Umgebung von x auftreten, schon in der Scheibe auf-
treten. Daher gilt die Behauptung auch fiir X .
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§ 2 sSpezielle G-Mannigfaltigkeiten

2.1. DEFINITION. Es sei H eine kompakte Liesche Gruppe und V ein
endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum mit euklidischer Metrik
< , > . Eine orthogonale Darstellung & : H - Aut(V) heisst transitiv,
wenn flir jedes v € V der Orbit a(H)v={ xe V| <x, = <v,v> }

ist.

Eine beliebige Darstellung von H in einem endlichdimensionalen Vektor-
raum heisst transitiv, wenn es eine dquivalente transitive orthogonale
Darstellung gibt.

Eine invariante euklidische Metrik ist bei einer transitiven Darstellung
bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt. Daher ist diese Definition un-
abhingig von der Wahl einer solchen Metrik. Bei einer transitiven Dar-
stellung von H in V ist V/H = R = fre | r3z 0] . Fir den
euklidischen Vektorraum V wird die Orbitabbildung V -+ IR durch die
Zuordnung v - V<v,v> definiert. Beziiglich der kanonischen differen-
zierbaren Struktur auf TR’ ist diese Abbildung im Nullpunkt von V
nicht differenzierbar.

2,2, Es sei X eine G-Mannigfeltigkeit und x € X . Das Operieren von
Gx auf Vx , dem Normalreaum an Gx in x , definiert eine Darstellung
G~ Aut(Vx) .

DEFINITION. X heisst spezielle G-Mannigfaltigkeit, wenn flir jedes
x € X die Darstellung von Gx in Vx in die direkte Summe aus einer
trivialen und einer transitiven Darstellung zerfdllt. D.h. Vx ist di-

rekte Summe aus G -invarianten UnterrZumen, V, = Fx e Wx » so dass die
Darstellung von Gx auf Fx triviel und auf Wx transitiv ist.

Fiir den Rest von § 2 bezeichnet X eine kompakte spezielle G-Mannig-
faltigkeit.
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SATZ. Der Orbitraum X/G = M 1lisst sich auf natiirliche Weise mit der
Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit Rand versehen.

Beweis. Zu jedem x € X gibt es eine Scheibe S nach dem Satz in 1.6.
Aus dem Beweis dieses Satzes folgt, dass man S mit dem Normalraum Vx
in x an Gx identifizieren kann. Die Orbitabbildung # : X » X/G bil-
det S auf eine offene Umgebung von w(x) ab, die induzierte Abbildung
S/Gx -+ 7(S) ist ein Hombomorphismus nach 1.6. Wenn dim W_=0, dann
ist s/Gx =S und /S ist eine Karte. w(x) ist dann ein innerer Punkt
von M . Wenn dim w_ > 0 , dann ist S/Gx = F_x R’ und w(x) ist ein
Randpunkt. In Wx wird eine Halbgerade h ausgezeichnet. H bezeichne
den von Fx und h aufgespannten "Halbunterraum" von S = Vx . Die Be-
schrinkung von 7 auf H ist ein Hombomorphismus von H auf w(S)

und ist eine Karte fir M . Mit Hilfe der Scheibeneigenschaften zeigt man

dass die so definierten Karten vertridglich sind.

DEFINITION. Das Paar (X, T :X~» M) heisst G-Mennigfaltigkeit ilber M .

Bemerkung. Die Orbitabbildung # ist in #~1(dM) nicht differenzierbar.

Fihrt man in R’ zu jedem k €Z , k > 0 , eine differenzierbare Struk-
tur durch die Karte a
durch die gleiche Konstruktion zu jedem k eine andere differenzierbare
Struktur auf M , die k-te Struktur. Alle diese differenzierbaren Struk-
turen sind #quivalent. Wenn k gerade ist, dann ist die Orbitabbildung

bezliglich der k-ten Struktur auf M differenzierbar.

: R » R mit ak(x) e ein, so erhilt man

2.3, DEFINITION. Es sei Y eine differenzierbare Mannigfaltigkeit oder
eire differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand. G operiert auf Y
von rechts, wenn es eine differenzierbare Abbildung Y x G ~» Y
((y,8) » yg) gibt, so dass

ye =y fir alle y € Y und

(y81)6, = y(648,)  fir alle y e Y und alle g8, € G .

Zur Unterscheidung wird manchmal das in § 1 definierte Operieren von

G als Operieren von links bezeichnet.



12

Die im folgenden auftretenden Faserbiindel sind differenzierbar. Ein Fa-
serblindel ist immer ein spezielles Faserbiindel und nicht eine Aquivalenz-
klasse von solchen. Es wird zwischen Rechts- und Links-Prinzipalbiindeln
unterschieden. Dabei heisst ein Prinzipalbiindel in der {iblichen Defini-
tion (vgl. HIRZEBRUCH [24] § 3) ein G-Links-Prinzipalbiindel, wenn die
Strukturgruppe G von links auf der Faser operiert. Auf dem Totalraum
eines Links-Prinzipalbiindels operiert die Strukturgruppe von rechts. Bei
G-Rechts-Prinzipalbilindeln operiert G von rechts auf der Faser und von
links auf dem Totalranm.

Es sei P ein G-Links-Prinzipelbiindel iber der differenzierbaren Mannig-
faltigkeit B und F eine (Links-) G-Mannigfaltigkeit. In P x F wird
eins Aquivalenzrelation eingefiinrt: (xk, f) ~ (x, kf) fir alle

(x, f) e Px F und k € G . Die Aquivalenzklasse von (x, f) wird mit
[x, £] bezeichnet. P xq Fsei der Quotientenraum von P x F nach die-
ser Relation. P Xg F 1ist auf natlirliche Weise ein differenzierbares Fa-
serbiindel iiber B mit Faser F (vgl. KOBAYASHI-NOMIZU: Foundations of
differential geometry, S. 54) und heisst das zu P assoziierte Faserbiin-
del mit Faser F . Entsprechend werden die assoziierten Faserblindel zu
einem Rechts-Prinzipelbiindel definiert.

2.4. H sel eine abgeschlossene Untergruppe von G . Der homogene Raum
der Links-Nebenklassen von H in G wird mit G/H und der homogene
Raum der Rechts-Nebenklassen von H in G wird mit H\G bezeichnet.
N(H) sei der Normalisator von H in G . Dann ist T = N(H)/H wieder
eine kompakte Liesche Gruppe und operiert von rechts auf G/H durch
(gH,¥) » ghH filr alle ge G und ¥ = hH mit h € N(H). Dieses Operie-
ren ist mit dem Operieren von G auf G/H von links vertriglich.

SATZ. Es sei X 2zusammenhingend, und fiir alle x € X sei der Normalraum

V., an Gx in x ein trivialer Gx-Modul. Dann besitzt X genau
einen Orbittyp (H) , und es gibt ein differenzierbares N(H)/H-
Rechts-Prinzipalbiindel P {iiber X/G so dass X Hquivariant dif-

feomorph ist zu G/H r* P.
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Beweis. X/G ist nach 2.2 eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Es sei
x € X und Gx = H fest gewdhlt. Die Punkte einer Scheibe S in x ha-
ben alle die gleiche Isotropiegruppe H , die Isotropiegruppen der Punkte
im gleichen Orbit sind konjugiert. Wegen des Zusammenhangs in X gibt es
nur einen Orbittyp. P = { xe€ X | 6= H] ist der Totelraum eines
I-Rechts-Prinzipalbiindels, I = N(H)/H . Die Strukturgruppe TI' operiert
von links effektiv auf P. Das Operieren ist auf jeder Faser P N 7~ (b),
wo b€ X/G und 7 : X~ X/G die Orbitabbildung ist, transitiv.

(P, w|P, X/G, I) 4ist das gesuchte I'-Prinzipalbiindel. Die Abbildung

G/H % P~ X definiert durch [gH, p] » gp ist ein #squivarianter Diffeo-

morphismus.,

DEFINITION, Die im vorhergehenden Satz auftretenden G-Mannigfaltigkeiten
heissen gefaserte G-Mannigfaltigkeiten.

2.5. Es sei M eine zusammenhingende kompakte differenzierbare Mannig-
faltigkeit mit Rand. Der Rand habe die Zusammenhangskomponenten Ba s
a € A und es sei M°=M-6M.

DEFINITION. H sei eine abgeschlossene Untergruppe von G . Eine Isotro-
piegruppen-Auswehl ist eine Funktion, die jedem a € A eine abgeschlos-
sene Untergruppe Ua von G mit HC Ua zuordnet. Sie wird mit

(H, U, lae A) bezeichnet.

Eine Isotropiegruppen-Auswahl (H, U, lace A) heisst zulissig, wenn
es zu jedem a € A eine transitive Darstellung von Ua gibt, bei der
H els Isotropiegruppe eines von Null verschiedenen Punktes auftritt.

Zwel Isotropiegruppen-Auswahlen (H, U | a € 4) und (H', Uy lae A)
heissen #quivalent, wenn (H) = (H') und (Ua) = (U&) fiir jedes

@ € A . Die Menge der zu (H, U, lace A) Hquivalenten Isotropiegrup-
pen-Auswehlen wird mit [[H, U, | @ € A]] bezeichnet. Eine Aquivalenz-

klasse von zuldssigen Isotropiegruppen-Auswshlen heisst zuliissige Orbit-

struktur iiber ¥ .
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Zur Klassifikation der G-Mannigfaltigkeiten ilber M scheint der Begriff
der zul#ssigen Orbitstruktur ilber M 2zu grob zu sein., JANICH filhrt aus

diesem Grunde in [33] die Orbitfeinstruktur ein:

DEFINITION. Zwei Isotropiegruppen-Auswahlen (H, U, laea ) und

(H', u | @ € A) heissen fein-iquivalent, wenn es ein g € G gibt und
eire Funktion a : A » N(H) (a = aa) , so dass H' = gHg™* und fiir alle
aeA gilt U =ga U (gaa)"' . Die Menge der zu (H, U, lace a)
fein-Zquivalenten Isotropiegruppen-Auswahlen wird mit [H, U, lace Al

bezeichnet.

Eine Fein-lquivalenzklasse von zulissigen Isotropiegruppen-Auswahlen

heisst eine zulissige Orbitfeinstruktur iiber M .
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®3 Der Klassifikationssatz filir spezielle G-Mannigfaltigkeiten

3.1. Es sei X wieder eine kompakte spezielle G-Mannigfaltigkeit, zu-
sitzlich wird der Orbitraum M = X/G als zusammenhingend vorausgesetzt.
M dist mit der in 2.2 definierten differenzierbaren Struktur versehen,
und 7 ¢ X > M ist die Orbitabbildung. Wie in 2.5 sei Mo =M-90M und
oM = hh € A Ba « Zu X so0ll eine zuldssige Orbitfeinstruktur itber M
angegeben werden, die die Orbitfeinstruktur von X heisst.

Fir alle x € n"(Mo) sind die Isotropiegruppen G_ zueinander konju-

giert. Ein Punkt x, € X wird fest ausgewshlt und H = Gx gesetzt.
o
Ist a€h, soist Y = ﬂ-lBa eine kompakte differenzierbare

G-invariante Untermannigfeltigkeit von X . Wird mit Ea das Normalen-
biindel wvon Ia bezeichnet, so ist fiir jedes y € Ya der Normalraum
an gerade gleich dem Gerodul Wy aus 2.2.

DEFINITION. y € Ya beriihrt H genan dann, wenn das Operieren von Gy
auf an die Gruppe H als eine Isotropiegruppe besitzt.

LEMMA. Es gibt ein y € Y& , das H Dberiihrt.

Bewels. Dazu sel 2z € Ya und v ein Element aus Eaz , das von der Null
in Eaz verschieden ist. Das Normelenbiindel Ea ist selbst eine
G-Mannigfaltigkeit und ein #quivariantes Vektorraumbiindel iiber Ya . Da
Eaz = Wz , ist Gv zu H konjugiert und ausserdem ist Gv - Gz . Alle
Gruppen aus (H) treten als Isotropiegruppe von Elementen des Orbits

Gv auf. Das beweist die Behauptung.

Ein ¥, € Ya , das H beriihrt, wird fest ausgewzhlt und Gy = Ua

gesetzt. ¢

LEMMA. Zwei solche Auswashlen (H, U | @ € A) und (H', Uyl ace 4) ,
die nach dem beschriebenen Verfahren zu X konstruiert werden, sind

fein-dquivalent.
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Beweis, Wenn y € Y die Gruppe H berihrt, dann beriihrt gy die Grup-
pe gHg™* . Deshalb darf o.B.d.A. H = H' angenommen werden. Weiter
wird gezeigt: Wenn y € Y, die Gruppe H beriihrt, dann gibt es in jedem
Orbit von Ya ein Element mit Isotropiegruppe Gy , das H beriihrt. Um
die Behanptung lokal zu beweisen, wird der Normalraum Vy = Fy ® Wy
(vel. 2.2) betrachtet. Die Punkte von Fy haben alle Gy als Isotropie-
gruppe und beriihren H . Dann gibt es aber eine Scheibe in y , so dass
alle Punkte aus S N Y& gerade Gy als Isotropiegruppe haben und H
bertihren, Mit Hilfe solcher Scheiben kann man leicht einen wegweise zu-
sammenhingenden Unterraum Z von Y - mit m(Z) = B, konstruieren, so
dass jedes 2z € Z die Isotropiegruppe Gy hat und H beriilhrt. Deshalb
kann man Yq und y& im gleichen Orbit wihlen, d.h. es gibt ein k € G ,
so dass y& = kya . Sind x € Wy und z € W&, , so dass ihre Isotropie-

a a
gruppe beim Operieren von G bzw, Gy, gerade H ist, dann lassen
a a
sich k und z so widhlen, dass kx = z (G operiert in Ea) . Daher

ist k aus N(H) und U = kUak"1 .

3.2 Nach 2.4 ist 7~% (Mo) eine gefaserte G-Mannigfaltigkeit iber M _ .
Das in 2.4 angegebene Prinzipalbiindel soll zu einem Prinzipalbiindel iiber
ganz M erweitert werden. Dazu wird auf X eine G-invariante Riemann-
sche Metrik gewidhlt und das Normalenbiindel Ea von Ya mit einer Hqui-
varianten Tubenumgebung von Ya in X mittels der Tubenabbildung

T : E, » X identifiziert (vgl. LANG [40] S. 106). Es seien

BY, = [yl yeE , Iyl <1} wd sy, ={ylyeE, , lyl=1 !

In der punktfremden Vereinigung von X - Y ~und SY x [0,1) werden
uxtesy x (0,1) und T(u.t)e X ~ Y, ddentifiziert. Der so entstan-
dene Raum X ist in natiirlicher Weise eine differenzierbare G-Mannigfal-
tigkeit mit Rand. p : ¥ » X sei die natiirliche Projektion und

T =mo p , Beide Abbildungen p und 7 sind Hquivariant.

LEMMA. 7 ist eine differenzierbare Abbildung.

Beweis, Mit Hilfe des Biindels BYa wird ein Diffeomorphismus f von

B, X [0,1) auf eine Umgebung von B, in M definiert: Zu jedem
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x € Ba gibt es eine Umgebung U in Ba und eine Abbildung

s :U=5SY , sodass (m o T) (s(y).0) = y flir alle y € U . Damn wird
f auf U x [0,1) definiert durch f(y,t) = 7 o T(s(y).t) . Da f nicht
von den speziellen s abhingt , ist es auf ganz B x [0,1) definiert
und f(x,0) = x fir alle x ¢ B, . Durch spezielle Wahl des s zeigt
man, dass f ein Diffeomorphismus ist.

Die Differenzierbarkeit von # {iber Mo ist klar. Die Differenzierbar-
keit iber Ba folgt aus dem kommutativen Diagramm.

X —— sY, x [0,1) (x,t)
|7 l l
w I B, x [0,1) (7 o T(x.0), t)

Da diese Uberlegung flir jedes a gilt, folgt das Lemm.

Wzhlt man eine andere Tubenabbildung, so erhdlt man eine andere Mannig-
faltigkeit 'i,' . Aber X wund ‘i' sind dquivariant diffeomorph und die
Identitét iiber Mo ldsst sich auf genau eine Weise zu einer Diffeomor=-
phie fortsetzen. Zuniichst ist klar, dass das auf hdchstens eine Weise
mdglich ist. Dass es mdglich ist, zeigt man lokal mittels des folgenden
Hilfssatzes.

HILFSSATZ. Bs sei f : B x B » B x B® mit f(x,y) = (£,(x,5),

fz(x,y)) ein Diffeomorphismus von RS x B® auf eine Umgebung von

B x 0 und f(x,0) = (x,0) flir alle x € RE. Dann gibt es einen

Diffeomorphismus £ von BE x s7 x R auf eine Umgebung von
RS x 577 x 0 in I x 57 x R*, der aur I* x (R" - {0})

= B’ x s x (0,%0) mit f ibereinstimmt.

Beweis. Es wird die Ubliche Matrizenschreibweise benutzt. Es gibt dif-
ferenzierbare Abbildungen
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1]
-

=

x

R” > Wl (k,n) (=(k x n) - Matrizen)
mn - m(n,n)

o
N

HW

x

so dass

£(x,5) = (x + g,(x¥)y, &, (%¥)y) .
Das zeigt man nach MILNOR [47] folgendermassen:

1 1
2 af
£(x,y) - £(x,0) = [ 37 f(x,ty)dt = (['a-;(x,ty)dt>y
0 0
Man definiert:
! of,
g (®y) = | 53- (x,ty)at
} ot
8,(x,5) = | 57= (x,ty)dt
% ¥

Damit lHsst sich f definieren durch

&, {x,ty)y

?(x,y,t) = (x + 84 (x,ty)y, W ’ tllgz(x,ty)y")

In diesem Ausdruck ist auch ng(x,o)yﬂ*o fir y+0 , da
af2
g,(x,0) = 3 (x,0) und

or, o,
x (10 5= (x0)
f'(x,O) =
of,

oy
invertierbar ist.
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In ¥ heben alle Isotropiegruppen den gleichen Orbittyp. Die differen-
zierbare Mannigfaltigkeit P = § x € X | G_=H ] ist Totalraum eines
differenzierbaren I'~ Rechts-Prinzipalblindels iber M mit Projektion
7|P , das ebenfalls durch P bezeichnet wird.

3.3. Firalle aed sei q =N(H)N N(Ua)/H C I . Die Strukturgruppe

T' von T”a = ?lBa ldsst sich auf Qa reduzieren, d.h. es gibt einen dif-

ferenzierbaren Schnitt o, : B - Q;N?a , der definiert ist durch
%@)=§xeab|%h)=%}

fir alle beBa.

LEMMA. aa(b) ist nicht leer und ein @ -Orbit.

Beweis. Es sei p : SYa - Ya die Biindelprojektion, Dann ist

ﬁabs { (x,0) | xesSY, mit 7op(x)=b und G =H]}.

Nach Konstruktion der Orbitfeinstruktur von X ilber M gibt es ein

y € 7~*(b) , das H berlihrt mit Gp 9= U, - Daher ist aa(b) nicht
leer, es sei x € aa(b) . Un zu zeigen, dass aa(b) = Q x ist, sei zu-
nichst g € N(Ua) N N(H) . Wegen p(gx) = gp(x) = go(x) dist Ggx = H

und G (x) = U . Ist andererseits z € aa(b) » so gilt G, = H und

8p
und Gp(z) = Ua « Da T in jeder Faser %;ab transitiv operiert, gibt es
. _ - -1 _
ein k € N(H) , so dass kz = x . Dann ist U, = Gp(kz) = kazk =

kuak'1 , dh. k € N(Ua) . Das beweist die Behauptung.

Damit ist jeder G-Mannigfaltigkeit (X,7) iber M mit der Orbitfein-
struktur [H’Ua | @€ A] von X auch ein Datum (P',aa la € A) zuge-
ordnet, bestehend aus dem I'~Rechts~Prinzipalbiindel ¥ und einem diffe-
renzierbaren Schnitt % : Ba g Qa\?a iber jeder Randkomponente Ba .

DEFINITION: Zwei solche Daten (%, o, l ace A) uwd (B, g, L ace A)
heissen dquivalent, wenn es einen Isomorphismus h : P - P von Prinzi-
pelbiindeln gibt, so dass mit der durch h induzierten Abbildung
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h, : Q;K¥a~» Q&\ﬁg fir alle a € A gilt o! = hoo..
Dabei sollen zwei Rechts-Prinzipalbiindel ¥ und P' mit Gruppen I' und
I'' und dem Isomorphismus g : ' » I'' isomorph heissen, wenn es eine dif-
ferenzierbare Abbildung f : Fsp gibt, so dass gilt: 1. Fir alle

x € P ist T(x) = 7'of(x). 2. Firalle x €D und ¥ € T ist

£(¥x) = g(¥) . £(x) .

Die Menge der Aquivalenzklassen solcher Daten wird mit O0fr, Qa | a € A}
bezeichnet.

3.4. Unter den kompakten speziellen G-Mannigfaltigkeiten iber der zusam-
menhingenden Mannigfaltigkeit M mit vorgegebener Orbitfeinstruktur wird
die folgende Aquivalenzrelation eingefiihrt.

DEFINITION, Zwei kompskte spezielle G-Mannigfaltigkeiten x1, X

M mit vorgegebener zulidssiger Orbitfeinstruktur iber M heissen dqui-

2 uber

velent, wenn es einen dquivarianten Diffeomorphismus f von X, auf X2
gibt, der auf M eine Abbildung f induziert, derart dass f | oM = Id,y,
und F stark diffeotop ist zur Identitdt auf M .

Stark diffeotop soll heissen: Es gibt eine differenzierbare Abbildung
F:MxI->M, sodass fiir alle t € I die Abbildung m*- F(m,t) von
M in sich ein Diffeomorphismus ist und F(m,0) = m , F(m,1) = F(n)
fiir alle me€ M , und F(myt) =m flr alle me oM und t eI,

Die Menge der Aquivalenzklassen dieser Art zu der zuldssigen Orbitfein-
struktur [H, U, | ace A] wird mit S([H, U, lae A]) bezeichnet.

SATZ. Die Konstruktion, die jeder kompakten G-Mannigfaltigkeit iiber M
mit zuldssiger Orbitfeinstruktur [H, U | « € A] ein Flement aus
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nfr, Q, | @ € A'] zuordnet,induziert eine Abbildung

A:s([n,ualae.A.])-»n[r,nalaeA]

Beweis. Es seien X1 und x2 aus der gleichen Klasse in

s([H, U, | ace A]) , £ X, » X, ein Hquivarianter Diffeomorphismus, so
dass £ : M > M stark diffeotop ist zur Identitit. Es wird eine Tuben~
abbildung T, des Normalenbiindels von m, “1(oM) gewihlt und die Tuben-
abbildung T2 definiert als T2 =f o T1 . Dann induziert f einen Iso-
morphismus '15'1 > ?*?2 s der mit den Reduktionen iber dem Rand vertrdglich
ist. Weil f stark diffeotop ist zur Identit#ét,gibt es einen Isomorphis-
mus von Prinzipalbiindeln F*?z = ?2 , der iiber @M gleich der Identitit

ist.

Nach diesen Vorbereitungen kann der von K.JANICH bewiesene Klassifika-
tionssatz fiir spezielle G-Mannigfaltigkeiten formuliert werden.

SATZ von JAENICH [ 33]. Die Abbildung

A:s([H,UaIaEA])»n[r,QalaeA]

ist bijektiv.

Ein entsprechender Satz wurde unabhingig von WU-CHUNG HSIANG und
WU-YI HSIANG in [29] bewiesen.
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§ & Spezielle O(n)-Mannigfaltigkeiten iiber D2

L1, M sei eine zusammenziehbare kompakte differenzierbare Mannigfaltig-
keit mit Rand, und die Dimension von M sei 3» 2 . Mit dem POINCARE-
LEFSCHETZSCHEN Dualititssatz (vgl. SPANIER [68] S. 298) folgt, dass der
Rand von M zusammenhingend ist. Eine Isotropiegruppenauswahl besteht in
diesem Falle nur aus zwei Untergruppen U und H von G . Ist [H,U]
eine zuléissige Orbitfeinstruktur iiber M , so seien I = N(H)/H und

Q = N(H) N N(U)/H .

SATZ. M sei eine zusammenziehbare kompakte differenzierbare Mannigfal-
tigkeit mit Rand und [H,U] eine zulissige Orbitfeinstruktur iiber
M . Dann gilt eine eineindeutige Beziehung

n[r,o] = [oM,o\r)/ (T) ,

wo [aM,0\I] die Menge der Homotopieklassen von stetigen Abbildun-
gen oM ~» d\r und vo(r) die Gruppe der Zusammenhangskomponenten

von I' bezeichnen.

Beweis. Da M zusammenziehbar ist, haben alle TI'-Prinzipalbiindel iber

M die Form MxI' ,'Ein Isomorphismus h des TI'-Rechts-Prinzipalbiindels
wird gegeben durch eine Abbildung h : M » I' , so dass h(x,¥) = (x,¥h(x))
flir alle x € M und ¥ € T . Deher geniigt es, in 0[I',0] die Aquivalenz-
klassen von differenzierbaren Abbildungen oM -» O\I' zu betrachten. Zwei
solche Abbildungen o und o' sind genau dann Hquivalent (o dqu. o') ,
wenn es eine differenzierbare Abbildung n : M » I' gibt, so dass fiir alle
x € M gilt o'(x) = o(x)n(x) .

In [oM,0\r]/r (I) sind o und o' genau dann Gquivalent (o dqu. o') ,
wenn es ein ¥ € T' gibt, so dass o¢' homotop ist zu o . ¥ . Da es zu
Jjeder stetigen Abbildung oM » O\I' eine homotope differenzierbare Abbil-
dung gibt, geniigt es zu zeigen, dass die beiden Aquivalenzrelationen unter
den differenzierbaren Abbildungen &M » O\I' die gleiche Klasseneinteilung

liefern,
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Es sei o &qu. o' . Da es eine stetige Abbildung H : M x I » M gibt,
mit H(x,0) = x und H(x,1) = x fir alle x e M, ist o' honmotop

zu a.n(xe) , d.h, ¢' Hqu. o .

Sei umgekehrt o #qu. o' und o,B.d.A. o' homotop zu o vermSge der
differenzierbaren Homotopie h : M x I » O\ mit h(x,0) = o(x) und
h(x,1) = ¢'(x) . Zunsichst sei bemerkt, dass I » O\I' ein 0O-Rechts-
Prinzipalbilindel ist. Es bezeichne x : dM x I -+ oM die natiirliche Pro~
jektion., Die von h und o o ¥ induzierten Biindel ilber dM x I sind
nach STEENROD [69] Theorem 11.5 isomorph und nach [69] § 6.7 sogar
differenzierbar isomorph. Der Isomorphismus x : h*I' » (0 o x)*I' lisst
sich so wihlen, dass h | 7™*(aM x 0) = o o k¥ | p~*(3M x 0) , wo die Be-
zeichnungen aus dem folgenden Diagramm mit kommutativen Rechtecken zu

entnehmen sind.

h*T o 3> (0 o x)*T

H\*r

a?

M x I > JM x I

Xn\ra/ox

Die Biindel abbildungen sind Homomorphismen von Q-Rechts-Prinzipalbiindeln,
Die Abbildung r : h*T » I' wird definiert durch r(u) = (0 o x)(u)~* h(u).
Dann gilt (o o x)(u) . r(u) = H(u) und fir alle we Q und u € h*T

ist r(wu) = r(u) . Daher gibt es eine stetige Abbildung 7 : M x I = T
mit 7(#(u)) = r(u) uwnd h(x,t) = o(x) . 7(x,t) fir alle (x,t) € M x I ,
insbesondere 7(x,0) = 1 . Da es einen Diffeomorphismus f von &M x I

auf eine Umgebung von oM in M mit f(x,1) = x fiir alle x € oM gibt,
kann man sofort eine Abbildung 7 : M -+ I' angeben, so dass n(x) = 7(x,1)
fir elle x € &M . Daher ist o &dqu. o' und der Satz ist bewiesen.
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4.2, Beispiel. Es sei M = D?® , die Einheitskreisscheibe, mit Rand S?* .
Fir die speziellen kompakten O(n)-Mannigfaltigkeiten mit Orbitfeinstruk-
tur [0(n-2), O(n=1)] gilt

[oM,o\r)/w (r) = [s*,8%)/7 (0(2))

Daraus ergibt sich der

SATZ. Die speziellen O(n)-Mannigfaltigkeiten iiber D?® mit Orbittypen
(0(n-1)) und (0(n-2)) werden durch die nicht-negativen ganzen
Zahlen Z' in der angegebenen Weise klassifiziert.

4e>. BEMERKUNG. Eine spezielle G-Mannigfaltigkeit X {iber M war de-
finiert als die Mannigfaltigkeit X 2zusammen mit einer Projektion =

von X auf den Orbitraum M . In den Anwendungen der nichsten Paragraphen
ist immer M = D*® , Oft kann men sofort eine stetige surjektive Abbildung
s : X » D?® angeben, die auf den Orbits konstant ist und auf verschiede-
nen Orbits verschiedene Werte annimmt. Daraus folgt dann, dass der Orbit-
raum M homSomorph ist zu D? . Nun gibt es aber auf D? nur eine diffe-
renzierbare Struktur: Die Hauptvermutung gilt in der Dimension 2 (ein
Beweis filir Flichen und berandete Flidchen findet sich z.B. in dem Buch von
AHLFORS-SARIO [ 3] S. 110). Fiir zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten
mit Rand, die zu der n-dimensionalen Vollkugel homSomorph sind, folgt aus
der kombinatorischen Aquivalenz die Diffeomorphie (vgl. MUNKRES [56],
THOM [70]). Deshalb ist M dann sogar diffeomorph zu D*® , Die Abbildung
s induziert einen HomSomorphismus h von D? auf sich, so dass das

Diagramm

/\

—————9 D?

~

kommutativ ist. Ausserdem ldsst sich s 2zu einer Abbildung s @ T - D%
fortsetzen. In 3.3. ist der Schnitt o : S* » Q\PIS* definiert durch
o(d) = {x € '}’5b = 7°%(b) | Cp(x) = U} . Ebenso kann man die stetige Abbil-
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dung 71 : S* » O\PIs! definieren durch 7(b) = {x € s~1(b) | Gp(x) = U} .
Dann ist 7 o h(b) = o(b) fiir alle b € S* , und die beiden Klassen [7]
und [o] in [S',0\I'] unterscheiden sich h8chstens bis auf ein Vorzei-

chen, das aber nach 4.2. keine Rolle spielt.

4.4 Es scheint allgemein nicht bekannt zu sein, ob eine Orbitstruktur
mit mehreren Orbitfeinstrukturen existiert, oder ob es zu jeder zuléssi-
gen Orbitstruktur ilber M genau eine zulissige Orbitfeinstruktur iiber M
gibt, Fiir die im folgenden auftretenden Fialle gilt der

SATZ. Es sei M wie in 4.1. , und es seien 6=0(n) , U € (0(n-1)) und
H ¢ (0(n-2)) . Dann gibt es zu jeder zulissigen Orbitstruktur

[[H,U]] iber M genau eine zulissige Orbitfeinstruktur.

Beweis. Fiir einen linearen Unterraum E des R" sei

O(n)E ={glegeo0n), gE) =E und g|E- = id}, wo E* das ortho-
gonale Komplement von E in R® bezeichnet. Dann ist

o(n)gE =g o(n)Eg"1 fir alle g € 0(n) . Aus O(n)g = O(n)E, flir zwei
lineare Unterriume E und E' folgt E = E' , und es ist N(O(n)E)
={gl geo0(n), g(B) =E} . Es sei mun [[H,U]] = [[H',U']] , d.h. es
gibt g, h € 0(n) , so dass gHg™* = H' und hUh™* = U' , Zu H und H'

gehdren (n~2)-dimensionale lineare Unterriume E _, und E', , sodass

= ' i =K' . -
H = O(n)En_2 und H' = O(n)Eﬁ-z , und es ist gE _, n-p * Entspre
chend gehdren zu U und U' die (n~1)-dimensionalen Unterriume E
) — T _ - ) -
und B!, mit U= O(n)E , U' = O(n)E, und hE , = E' , . Ausser
n-1 n-1
3 'ﬁ" . 3
dem gilt E _,CE _, umd B' S CE!  .Essei ac¢ 0(n) defart, dass
ek o =E o, und gakE , =hE , . Eine einfache geometrische Uberlegung

zeigt die Existenz eines solchen a . Dieses a liegt in N(O(n), )
und gaU(ga)~* = U' ., n~2

4.5. Zur Klassifikation der speziellen O(n)-Mannigfaltigkeiten iiber D?
mit Orbittypen (0(n-2)) wund (0(n-1)) ist der folgende Satz niitzlich.
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SATZ, Es sei X eine spezielle O(n)-Mannigfaltigkeit iber D? mit
zulissiger Orbitstruktur [[0(n-2), O(n-1)]] und der Invarianten
d € Z' sus 4.2, Dann ist die Fixpunktmenge Fo(k) Yon X unter
O(k) fiir k < n-1 eine spezielle O(n-k)-Mannigfaltigkeit mit
Orbitstruktur [[0(n-k-2), O(n-k-1)]] und der gleichen Invarianten d.

Beweis., O(s) ist in O(s+1) eingebettet durch A = ( 3 2 ) flir alle

s <n, Zunichst ist es klar, dass Fo(k) spezielle O(n~k)-Mannigfal tig-
keit ilber D® ist., Die Inklusion FO(k) C X 1liefert eine Inklusion der
zugehdrigen TI-Prinzipalbiindel und die gleiche Reduktion S* = O\T

= 0(1) x 0(1) \ 0(2) . Diese Abbildung ist von k unabhingig, Damit ist

der Satz bewiesen,

4.6, DEFINITION, Die dreidimensionalen Linsenrdiume L(d) sind definiert
durch

S?® x st
53/12d firds 1,

L(0)
L(d)

wo die Gruppe Z d der d-ten Einheitswurzeln frei auf
57 = {(t,,t,) €€ | 1t,1% + It,1% = 1] operiert durch

e(t1,t2) = (et1,et2) ;e €Ly -

SATZ., Eine spezielle O0(2)-Mannigfaltigkeit iiber D?® mit Orbitstruktur
[[1,0(1)]] , zu der nach 4.2. die Invariante 4 € Z' gehért, ist

diffeomorph zu dem Linsenraum L(d) .

Beweis. Auf L(d) wird eine Operation von 0(2) eingefiihrt, bezliglich
der L(d) eire spezielle O(2)-Mannigfaltigkeit ist iibber D?® mit der
Invarianten d . Die Behauptung folgt dann nach 4.2.

a) 43 13 . Das Bild von (x,y) € s unter der natiirlichen Projektion auf
L(d) = s /Zd wird mit ([x,y] bezeichnet. Wir setzen T = ( (1)_(1) ) . Dann
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ist 0(2) =s*uUTs?*, wo S*=50(2) mit den komplexen Zahlen vom Be-
trag 1 identifiziert wird. Fir a € S* gilt aoT = Ta , und 0(2) soll
auf L(d) operieren durch

ei‘P[x:Y] = [ei‘P/dx: eiQ/dY] ’ T[x:Y] = [;':5]

Es ist zu zeigen, dass L(d) durch dieses Operieren zu einer speziellen
0(2)-Mannigfaltigkeit wird. Die Punkte der Form [x,y] mit Ix| = |yl
haben eine Isotropiegruppe mit Orbittyp (0(41)) . Die iibrigen Punkte haben
die Isotropiegruppe 1 .

i =ie
Der Punkt l:sﬁ- s 275— hat Isotropiegruppe 0(1) . Zur Untersuchung des

Tangentialranmes betrachtet man eine Umgebung des Punktes

q = %-5 (ei‘P, e 19) ¢ 5 . Als Punkt aus R* hat q die Form (a,B8,a,-B).
Der Tangentialraum an S3 in q wird aufgespannt von den Vektoren

e, = (B,-a,8,0), e, = (a,B,-a,8) und e = (-B,a,p5a) . Der Normelraum

V_  an den Orbit wird von e, und e, aufgespannt, und es sind Te1 = e,
o » Da jeder Orbit mit Orbittyp (0(41)) einen Punkt dieser
Form enthilt, ist gezeigt, dass L(d) speziell ist,

und T32 » -¢

Eine Orbitebbildung von L(d) auf D% ist gegeben durch

[x,y] = f, , Ixl € lyl
[x,y] = (‘Y:) , lyl < Ix]

Die Abbildung p° x 0(2) » L(d) sei definiert durch (x,a) = a[x,1] .
Der Raum X = P besteht aus der punktfremien Vereinigung von

fa[x,1] | x €D?, a € 8" } mit {a[x,1] | x€D? , a € 15"} . Es ist
I=0(2) und Q= 0(1) x 0(1) =%, ®Z, . Das Biindel Q\?IS1 ist ein
triviales S'/B,-Biindel iber S' . Die Punkte sus F iber o'®e 5!
nit Tsotropiegruppe O(1) sind die Punkte [ei%/2, e-1%2] |

-Ic’i[ei‘p 2, o 1® 2] in jeder der beiden Zusammenhangskomponenten der
Faser., Mit der Auswahl dieser Punkte wird eine Abbildung
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St - SY/Z, % S* definiert: e ¥ w % (o192 omi9/2) _ 4 omi89/2 10 4
-> e-idq) . Das ist eine Abbildung vom Grad -4 . Da es auf das Vorzeichen
in diesem Falle nicht ankommt, ist die Behauptung fir 4 » 1 bewiesen,

B) d=0. Essei S°C R’ daie Standardsphiire und s : S% » 5% aie
Spiegelung an §(u,v,0) |u,v € R} . Das Operieren von 0(2) auf S® x st
wird definiert durch

a(x:Y) = (x,ay) , @ € S* , und T(x,y) = (sx:;)

Ebenso wie vorher erhilt man eine Abbildung S* » s, die in diesem Fall
konstant ist, also den Abbildungsgrad Null hat.

KOROLLAR, Die speziellen 0(2)—Manniﬁfaltigkeiten iber D?® mit Orbit-
typen (0(1)) und (1) werden durch ihre Fundamentalgruppe,
und da diese abelsch ist, durch ihre erste Homologiegruppe
klassifiziert.
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§ 5 Die Mannigfaltigkeiten W-° '(d)

5.1 Es sei d eine nicht-negative ganze Zahl. Mit W2n_1(d) wird die

n+1

Menge der Punkte z = (zo, Zys ooy zn) e C bezeichnet, die folgen-

den beiden Gleichungen geniigens:

(1)

saTZ. W 1(4) trégt auf natiirliche Weise die Struktur einer (2n-1)-

dimensionalen differenzierbaren Untermannigfaltigkeit von cn+1 .

Beweis. Die durch die linke Seite der Gleichungen (1) definierte Abbil-
dung £ : €*' > hat bei Differentiation nach den z, und z,

die Funktionalmatrix (beziiglich der beiden Gleichungen (1) und der Konju-
gierten der ersten Gleichung von (1))

d-1
dZO 2Z1 *e o o 2 Z 0 0 e ©0 ¢ O
- d-1 -
O 0 o o o 0 dZO 2 1 o o o 22
ZO Z1 o o o Zn ZO Z1 o o o Zn

Die Behauptung ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dass diese Matrix fiir
alle z € W2n_1(d) den Rang 3 hat (vgl. z.B. MILNOR ([46] 1.12).
Dazu wird, wie noch hdufiger im folgenden, ausgenutzt, dass ein Punkt

z = (z IPARTYY zn) nur dann zu W2n_1(d) gehSren kann, wenn

o’ ?
(zo, Zoy eees zn) # (0, ... 0) . Hatte die Funktionalmatrix fiir ein
z € Wén_1(d) einen Rang, der kleiner ist als drei, dann gibe es eine
komplexe Zahl A « 0 , so dass

(1%) 20= Adzod‘1 und Ej=2)\zj fir j =1, 2, eeey N &

Aus (1) und (1*) folgt
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n
22020 + dz zjzj =0
J=1

- d
2029 - 27\z0 =2

Fir 4 # 0 ergibt sich z = 0 und damit ein Widerspruch. Fir d = 0
folgt 2z, =0 und A=-1 im Widerspruch zu (1%) .

5.2. Wir betrachten als Beispiel die Mannigfaltigkeit W2n_1(2) . Bs
wird z = x + iy mit x,y ¢ ! geschrieben. < ,) bezeichnet das
bliche Skalarprodukt in TR™' wund | | die durch (,) definierte

Norm. Damit erhalten die Gleichungen (1) in diesem Spezialfall die Form

2

2. zy = Ix12 - ly12 +2i{x,y) =0
- 2 2

Zz,z.=lxl + 1yl =2
3% ¥

D.he Ixl =1yl =1 und (x,y)>) =0. W2n_1(2) ist also der Raum der
orthonormierten 2-Beine des I[Rm'1 » der als Stiefelsche Mannigfaltig-
keit V 1,2

spha.renblmdel von S° .

bezeichnet wird, und gleich dem tangentialen Einheits-

Uber die Inklusion O(n+1) < U(n+1) operiert O(n+1) auf ¢+,
Fir A € O(n+t1) und 2z =x + iy € ™ nit X,y € m™ ist
Az = Ax + iAy und (A,x) — Ax ist das iibliche Operieren von 0(n+1)

suf TE™' . Dieses Operieren fiihrt wo (2) in sich liber und stimmt

mit dem iiblichen Operieren von O(n+1) auf V iiberein. Alle Punkte

+1,2
w2n 1(2) liegen im gleichen Orbit.

saTZ. W 1(2) lasst sich mit der Struktur einer speziellen O(n+1)-
Mannigfaltigkeit iiber einem Punkt versehen. Der einzige Orbittyp

ist (0(n-1)) und dasher ist W-°~'(2) Hquivarient diffeomorph
zu 0(n+1)/0(n-1) .
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5.3, Fir alle d 2 O 1lésst sich W2n_1(d) folgendermassen zu einer
O(n)-Mannigfaltigkeit machen: Fiir alle A € O(n) und

z = (2 g1 oo zn) e W2n_1(d) sei

o 2
Az = (ZO, A(Z1, eooy zn)) .

Zur Untersuchung des Orbitraumes werden z'j =x, + iy, mit
xj, yj € R f{ir j = 1, eoey n u.nd X = (x1, ecey xn), y = (y1,oo,yn)
gesetzt. Dann erhdlt (1) in diesem Fall die Form

d

z. + le2 - lyl2 + 2i<x,y> = 0

(2) °
ZOEO f1x1% 4 lyl2 =2

Zu zwei Paaren (x,y) und (x',y') von Vektoren des r®" gibt es genau

dann ein A € O(n) mit x' = Ax und y' = Ay , wenn IxI = Ix'l ,

lyl = 1y'l und <(x,y> = <(x',y"» . Da man |xl|, Iyl, {x,y) vermdge

(2) aus z, berechnen kann, liegen zwei Punkte (zo, Zyy ooy zn) und

(zo', Zy'y eeey zn') aus Wzn-1(d) genau dann auf dem gleichen Orbit,

wenn z0 = zo' .

Die Abbildung W' '(d)—> € , die definiert ist durch (z, Zyy ey 7)
) liefert eine eineindeutige Abbildung des Orbitraumes in € .
Es soll das Bild dieser Abbildung bestimmt werden. Subtraktion der Glei-

chungen

12,122 - (lxl2 - lylz)2 + 4 {x,¥) 2

0

(2 -23)2 = (1x12+ 13192

2
0 0)

liefert

(3)  12g1% = (2-23)? - 4(1x1? 1317 = (x> D)

Mittels der Schwarzschen Ungleichung folgt daraus Izol2d 4 (2-z020)2 ,
und diese Ungleichung ist wegen der zweiten Gleichung von (2) &dqui-
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0|d + Iz0l2 -2 € 0, Da die Funktion xo—>xd + x2 -2
auf R* streng monoton wichst, ist Izol £ 1.

valent mit |z

Ist umgekehrt zoeC mit l1z.1 €1, dann gibt es fiir n 2 2 ein

0

z € W2n_1(d) » das unter der Orbitabbildung auf 1z, geht. Falls
IZOI = 1 ¥ kaIln MAT) Z = (ZO’ izod(2, 0, LI I O) wah.leno Sei nun
[zol < 1, Wir setzen Zg =T . e'® mit 05 r < 1.

Aus den Gleichungen (2) berechnet man

1x12 = %(2 - o cos(de)) = a

I2

[]
o

Iyl© = %(2 -2 cos(de))

[}
Q

(xX,y> = -'-;- 2 sin(d¢)
Dann ist z = (zo, c/b + ib , Vaz--cz/b2 , 0, Oy ¢.s0) aus W2n_1(d) R
wo a’ - 02/b2 > 0.

SATZ. Fir n 2 2 ist der Orbitraum der O(n)-Mannigfaltigkeit
W2n'1(d) mit 4 2 O der Einheitskreis D> = {z [ z € C,lzl-‘=1}.

5.4. Um die Isotropiegruppe von z € W2n_1(d) zu bestimmen, wird wieder

(z1, Zoy eees zn) = (x1, coey xn) + i(y1, coey yn) =x + iy

mit x,y € B" geschrieben. Sind x wund ¥y linear unabhingig, so ist
die Isotropiegruppe konjugiert zu 0(n-2) (beachte, dass x,y nicht beide

verschwinden kdénnen). Das ist genau dann der Fall, wemn Jjz.| < 1 .

0
Wenn x und y 1linear abhidngig sind, dann ist die Isotropiegruppe in
z konjugiert zu O(n-1) . Das ist genau dann der Fall, wenn Izol =1

ist.

SATZ. Fir n 2 2 ist W '(d) eine spezielle O(n)-Mannigfaltigkeit
mit Orbittypen (0(n-1)) und (0(n-2)) .
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Beweis. Es ist 2zu zeigen, dass Wzn-1(d) spezielle O(n)-Mannigfaltig-
keit ist. Zu diesem Zwecke sei an die folgenderi Grundtatsachen aus der
Darstellungstheorie der kompakten Lieschen Gruppen erinnert (vgl.
CHEVALLEY [18] Chap. VI).

(i) Jede Darstellung einer kompakten Lieschen Gruppe ist dquivalent zu
einer vollsténdig reduziblen Darstellung ( [18] Chap. VI, § II, Theorem 1,
Corollary).

(ii) Die Aufspaltung einer Darstellung in irreduzible Darstellungen ist
bis auf Permtation und Isomorphismen der einzelnen Faktoren eindeutig
({18] Chap. VI, § II, Proposition 3).

(iii) H sei abgeschlossene Untergruppe von G , und T : G — G/H sei
die natiirliche Projektion. Das Operieren von G auf G/H durch Links-
translation macht G/H zu einer G-Mannigfaltigkeit (vgl. 1.5), und die
Isotropiegruppe im Punkt Tr(e) ist H . Die durch dieses Operieren in-
duzierte Darstellung i : H—-»Aut((TG/H)ﬂ,(e)) heisst lineare Isotropie-
darstellung. 4 und j seien die Lie-Algebren von G bzw. H , und

Ad : G — Aut(@) sei die adjungierte Darstellung (s.[18] S.123, [ 22]
S. 117). ¢ und f werden mit den Tangentialrdiumen an G bzw. H in

e identifiziert. Wenn (TG/H)“(e) mit einem zu f komplementéren Unter-
raun . von ¢ identifiziert wird, der unter Ad(H) invariant ist,

dann gilt fiir alle u € H

iH(u) = Ad(u) m .

Es sei nun x € W2n-1(d) mit Isotropiegruppe O0(n-1) . Auf

¢! - B®? periert 0(n-1) als direkte Summe aus 2mal Standarddar-
stellung plus 4mal triviale Darstellung, wo als triviale Darstellung die
eindimensionale Darstellung bezeichnet wird, bei der die Gruppe als Iden-
titdt operiert. Die Darstellung auf dem Normalraum an W2n_1(d) in x
ist trivial, und daher ist die Darstellung im Tangentialraum an W2n'1(d)

in x direkte Summe aus 2mal Standarddarstellung und trivialer
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Darstellung. Auf dem Tangentialraum des Orbits O(n)x in =x , das ist
der Tangentialraum von 0(n)/0(n-1) in O0(n-1) , operiert O0(n-1) als
Standarddarstellung, wie man sofort mit Hilfe von (iii) nachrechnet.
Deshalb ist die Darstellung von O(n-1) im Normalraum Vx an den Orbit
direkte Summe aus Standarddarstellung und trivialer Darstellung.

Hat x Isotropiegruppe 0(n-2) , so operiert 0(n-2) auf dem Tangen-
tialraum in x als 2mal Standard- + 3mal triviale Darstellung und auf
dem Tangentialraum des Orbits als 2mal Standard- + 1mal triviale Dar-
stellung. Daher operiert O0(n~2) auf V_ trivial.

5.5. SATZ. W-""1(d) ist fiir d 2 1 homotopietiguivalent zu

n+1 d 2 2
X={z€(ﬂ Izo+z1+...+zn=0}-{0}.
Beweis. Die Funktion f : X— IR , die definiert ist durch

2
f(z) = lzol + | z1l2 + oo + | zn|2 hat keinen kritischen Punkt. Wenn
f in 2 einen kritischen Punkt hat, dann gibt es komplexe Zahlen A

und 4 , so dass

- d-1 - d=1
zO-)‘dZO =0 zO-I.Ldzo =0

Z, -2 Az, =0 j >0 .- 2z, =0
J b J %5 7 F%

(Bxtrema mit Nebenbedingungen!). Daraus folgt, dass /J- = A und
A # 0 . Wie in Abschnitt 5.1 folgt

n
2zoz0 + d: zjz
3=1

- d
=0, 202y = 2 A% = f(2)

und damit ein Widerspruch, da 4 2 1 .

Fir jedes abgeschlossene Intervall [b,c] , 0 < b < ¢ ¢ oo ist
f-1([b,c]) kompakt. Aus dem Beweis zu Theorem 3.1 in [42] folgt ohne
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Schwierigkeit, dass X - {0} hombomorph ist zu f-1(a) x @®" - {0)})
mit a € RY - {0).

5.6. SATZ. 111(w3(d)) =Z, , wenn d 2 1 und 1-r1(w3(0)) =7 .

Beweis. d 2 1 , Durch die Trensformation u = - (z1 + izz) ,

v=12 - 122 od + z12 + 222 = 0 iUbergefiihrt in
zod =u. v, Nach 5.5 ist WB(d) homotopiedquivalent zu

X = {(z,u, v) € 03 | zod=u.v, (uyv) £ 0}.

Die Abblldu.ng ™l - {0} — X , die definiert ist durch m(t,,t,) =
(t 1%09 t1 ) ) ist surjektiv und 'n'(t1,t2) = Tr(t ', t ') genau

dann, wenn t1 = Etl und t2 = § t2 y wo £ eine d-te Einheits-

wird die Gleichung 2

warzel ist. Die Gruppe der d-ten Einheitswurzeln operiert frei auf
¢? - (0} , so dass X = €°- {O}md . Da €2 - {0} universelle tiberla-
gerung von X ist, ist 1T1(X) =2, .

Fir d = 0 folgt die Behauptung aus dem

LEMMA. w3(o) ist diffeomorph zu s2xst.

Beweis. WB(O) besteht aus den Punkten (zo, Zys 22) e C° , die die
Gleichungen

zoz0 + z1z1 + 2222 = 2

erfiillen. Schreibt man (z1,z ) = x+ iy mit x,y € g , So besteht

2
3(0) aus den Tripeln (z ,X,y) mit Zo € c, 1zol < 1 und x, y € IR
mit

1212 o (1=230)/2 5 (31 = (3-2gE)/2 5 (x> =0

Mit dieser Peststellung sieht man leicht, dass die Abbildung

sy s’ — w3(o) y die definiert ist durch
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i . 2 .
(uoyu1 ,uzplt)n—-)(u1 + iu,, (uo/‘ﬁ)cos t+ i V(2 + }/2 sin t,

-(uo/'fé)sin t+1Y(2+ uoz)/Z cos t)

2
0 1+u2=1u.nda11e t eR,
1

einen Diffeomorphismus von s?x s' aur WB(O) liefert.

fiir alle (uo,u1,u2) € B mit ul+u

5.7. SATZ. WB(d) ist (#quivariant) diffeomorph zu L(d) . Insbesondere
sind also W3(2) diffeomorph zu SO(3) und W2(1) 2u s,

Die Invariante aus Z' nach dem Klassifikationssatz ist fiir

w(d) gleich d .

Beweis. Wj(d) ist spezielle 0(2)-Mannigfaltigkeit iiber D° mit Orbit-
struktur [[1, 0(1)]] . Diese sind aber Hquivariant diffeomorph zu den
Linsenrdumen L(d) und werden durch ihre Fundamentalgruppe klassifiziert.

5¢8. Die13 Fixpunk tmenge von W2n'1(d) unter O(k) mit k < n ist
w2(n-k)- {(d) « Fir k = n - 2 ergibt sich daraus mit 4.5:

SATZ. ZEine spezielle O(n)-Mannigfaltigkeit iiber D2 mit Orbitstruktur
[0(n-2), 0(n-1)] und der Invarienten d € Z' nach dem

Klassifikationssatz ist (#quivariant) diffeomorph zu W2n_1(d) .

Wir erwihnen die folgenden Spezialfélles wzn‘1(o) ist #quivariant diffeo-

morph mit S® x S®' , W '(1) ist &quivariant diffeomorph mit
2n-1 -
581 | In 5.2 wurde gezeigt, dass W' (2) die Stiefelsche Mannigfaltig-

keit Vn_._1 ,2 ist.
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§ 6 Die Vielfachen des Tangentialbiindels von s?

6.1. Es sei S" = {x: € EfHJ l 2 xi2 = 1} die n-dimensionale Standard-
sphire und 571 a1s Kquator in S® eingebettet, so dass st .

{(xe s x =0} .ms"" wira e = (0,0,...0,1,0) als Basis-
punkt ausgezeichnet. Nach STEENROD [69] § 18 werden die Isomorphieklassen

von Faserbiindeln tiber S° mit Strukturgruppe G und Faser F , auf der
G effektiv operiert, klassifiziert durch die Aquivalenzklassen von Ele-

menten aus TTn_1(G) unter dem Operieren von 1TO(G).

Zu einer stetigen Abbildung T : (sn'1,en)———> (Gye), der charakteristi-
schen Abbildung des Blindels, wird ein Faserbiindel mit Strukturgruppe G

auf folgende Weise konstruiert ([69]1 § 18.2): V, und V, seien offene
n-Zellen in S y deren Rinder parallel zu Sn_1 sind, V1 enthalte die

obere Hemisphére (xn+1 Z 0) ,und V, enthalte die untere Hemisphire

1 2

. n- .
(xn+1 £ 0) . Dann ist S € Vyn V, . Die Retraktion r : V, n V,
— 5™ oranet jedem x e V,n V, den Schnittpunkt des Grosskreises
durch x und die Pole e = (0,0y0..0,1) und -e mit S*7 zu.
n+1 n+1

Es werden Abbildungen gij : Vi n V,—— G definiert durch 841 = € »

J

-1 "
8y = © und g12(x) = g21(x) =Tor (x) firalle x e v, n7V,.

Diese Abbildungen sind die Koordinatentransformationen fiir das gesuchte
Bindel. Es sei F ein topologischer Raum, auf dem G effektiv operiert.
Ein Faserbiindel ber S mit Strukturgruppe G und Faser F erhdlt man,
indem man in der disjunkten Vereinigung von V., x F mit V2 x F die

1
Elemente (x,y) € V,x F und (x',y') e V, x F identifiziert, wemn

x'=Xx ud y! = g21(x) y

(vgl. [69] § 3.2 oder [24] § 3.2.a).

6.2. Es soll nun eine charakteristische Abbildung Tn fiir das Tangen-
tialbiindel von S° angegeben werden. Das Tangentialbiindel ™ von
s® ist ein Faserbindel mit Strukturgruppe SO(n) und Faser IR" . Die
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Die Abbildung o : st 0(n) soll jedem x € 21 aie Spiegelung an

dem zu x orthogonalen Teilraum von IR" zuordnen. T, ¢ Sn-1———9SO(n)
wird definiert durch Tn(x) = a(x) ¢x(en) . Dann ist Tn(en) = e und als
Matrix geschrieben hat Tn(x) die Form

E_, 0
(dyy - ) 0 =i fiir alle x e S°°

j=1,ooon

wo E _, die Einheitsmatrix mit (n=1) Zeilen und Spalten bezeichnet.

Das ist gerade die in STEENROD [69] § 23 angegebene und dort mit o

bezeichnete charakteristische Abbildung fiir das Faserbiindel SO(n+t)— S°
der zu S" tangentialen orientierten orthonormierten n-Beine, d.h. fiir
das zu rs™ assoziierte Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe S0(n). Des-
halb ist Tn die charakteristische Abbildung des Tangentialbiindels.,

Bemerkung. Lidsst man fiir TS® die Gruppe 0(n) als Strukturgruppe zu,
so ist 1" dquivalent zu dem Biindel, das men erhédlt, wenn man in der

Konstruktion von 6.1 die Abbildung Tn durch o ersetzt.

DEFINITION. Fir alle k € Z sei T : (s"7,e ) —>(S0(n),e) defi-
niert durch T (x) = T (x)¥ . Das Faserbiindel uber S" mit Struktur-
gruppe SO0(n) und Faser R" , das zu der charakteristischen Abbildung
Tnk gehort, heisst das k-fache des Tangentialbiindels von s® und wird

mit kTSn bezeichnet. Fir die Klasse von T  in 1Tn_1(SO(n)) wird

T, &eschrieben. Tnk représentiert die Klasse kT € m__, (so(n)).

6.3. Wir betrachten zu der Faserung SO(n)-——i——bso(n+1)-——ll—+ s

die exakte Homotopiesequenz.

(n) i(n)

e (80(m1)) s 7 (8%) —% . (80(m)) — s 1T, (SO(e1)) .
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Auf s®  wird eine Orientierung ausgezeichnet, W’ sei das zugehdrige
erzeugende Element von Hn(SnJZ) und ln sei das kanonische erzeugende
Element von 1 (Sn) . Mit § wird gleichzeitig ein Element aus
ﬂ'(SO(n+1)) und die zugehdrige Aquivalenzklasse von S0(n+1)-Biindeln

liber Sn+1 bezeichnet. Mit diesen Vereinbarungen gilt der folgende

SATZ. P*( n) = 0 fur n+! ungerade. Ist n+1 gerade, dann ist
(n)(f Y = -e(¥ ) Lty » ¥ e(¥ ) die EULERsche Zahl von §{ ist,
d.he e f)f;“*' 1st die EULFRklasse des zu § assoziierten orien-
tierten Vektorraumbiindels mit Faser IR" n+1 liber Sn+1 o Speziell
fir das Tangentialbindel +  der Sphéire S° gilts 3._(. ) =7
fiir alle n , und p, (n)(q_ ) = =2 t, fir n+1 gerade

(e( T _,,) = 2) -

n

n+1

Zum Beweis siehe STEENROD [69] §§ 18 und 23.4 und fiir die Behauptung iiber
die EULERsche Zahl MILNOR [50] Beweis zu Theorem 2.

Ein orientiertes Vektorraumbiindel uber s? mit Faser R" ist genau
dann stabil trivial, wenn seine Whitney-Summe mit dem trivialen Geraden-
blindel trivial ist. Der Kern von i*(n) ist deshalb die Gruppe der Iso-
morphieklassen von stabil trivialen Vektorraumbiindeln iiber s® mit Faser
fR” und Strukturgruppe S0(n) . Der obige Satz und die Exaktheit der

Homotopiesequenz ergeben exakte Sequenzen

9
0-——91Tn(Sn) —25 Kern i*(n)———>0 fiir n gerade

0o— P*(n) Wn(SO(n+1)) ——)Trn(sn) _3,_> Kern i*(n) ~—30 fiir n ungerade.

Fiir n gerade folgt, dass Kern i (n) unendlich 2zyklisch ist mit T als
erzeugendem Element. Fir n ungerade ist Kern i, (n) = 0 oder zyklisch
von der Ordnung 2, je nachdem ob Th = 0 oder Th # O ist. Der erste
Fall tritt genau dann ein, wenn S© parallelisierbar ist, was wiederum
genau dann der Fall ist, wenn es uber Sn+1 (n+1 gerade) ein orientiertes

Vektorraumbiindel mit Faser IRn"'1 gibt, dessen EULERsche Zahl gleich 1
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ist. Wie MILNOR gezeigt hat, gibt es ein solches Blindel nur fiir

n+l = 2, 4 oder 8, MILNOR hat auf diesem Wege bewiesen, dass nur S1,
s> uwnd s' parallelisierbar sind (vgl. auch ADAMS [1] , ATIYAH-
HIRZEBRUCH [8] , BOTT-MILNOR [12] , KERVAIRE [35] ).

Wir fassen zusammen:

SATZ. Die Gruppe der Isomorphieklassen von stabil trivialen Vektor-
raumbiindeln fiber S" mit Faser R" und Strukturgruppe SO(n)

ist unendlich zyklisch mit erzeugendem Element Th fiir gerades
n (n 2 2) und hat Ordnung zwei und erzeugendes Element T,

fiir ungerades n und n ¢ {1,3,7} . Fir n € {1,3,7} be-
steht die Gruppe nur aus dem Nullelement.

6.4. SATZ. O(n-1) operiert suf  T§" .

Beweis. O(n+1) operiert auf S” und O(n) sei in O(n+1) eingebettet
N1 Fixpunkt ist. Die in 6.1 angegebenen Zellen Vs v,
sind G-invariant und die Retraktion r : V1 n V2-—+ Sn-1 ist dquiva-
riant. Auf den trivialen R "-Biindeln v, % R"” und V,x B" ope-
riert O0(n) durch A(x,v) = (Ax,Av) fiir alle A € O(n) und (x,v) €

v, % IR® und (x,v) € v, x B . In kTSn wird (x,v) € V, n V

x B mit (x,(a(x(x)) a,(en))kv) identifiziert und (Ax,Av) mit

so, dass e

2

(Ax, a (r(ax)) aL(en))kAv) . Die Bedingung dafiir, dass diese Identifika-
tion mit dem Operieren von O(n) vertrdglich ist, lautet:
k k
A(a(x)ale )V = (a(ax) ale ) v

1

fir alle x € S™' und alle v ¢ IR", d.h.

A(e(x)a(e ))a™" = (a(ax)a(e ) firallex e s”.

Fir die Spiegelung o(x) gilt a(Ax) = A a(x) 271 st ne 0(n-1),
wo O(n-1) als Isotropiegruppe von e, in 0(n) eingebettet ist, so
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sind die beiden Gleichungen erfiillt. Das Operieren von O(n-1) ist mit

dem Identifizieren vertrdglich.

Bemerkung. Auf OTSn = 5% x BR™ operiert 0(n) durch A(x,y) = (Ax,Ay),
A e On), x ¢ s,y € BR® . Lisst man fiir TS” die Gruppe O(n) als
Strukturgruppe zu, so ist ™ nach der Bemerkung in 6.1 isomorph zu
dem Biindel iiber S° mit Faser R" und Strukturgruppe O(n) , das mit
Hilfe der Abbildung o (s. 6.1) konstruiert wird. Der Beweis des vorher-
gehenden Satzes zeigt, dass auch 0(n) auf diesem Biindel operiert.

Andererseits ist von vornherein bekannt, dass O(n) auf rs™ operiert.

Deshalb gibt es eine Abbildung T : Sn-1——>0(n) , so dass fiir alle

x e s ud & e o(n) gilt

T(Ax) = A'I'(x)A'1 .

1

Da 0O(n) auf s"'  transitiv operiert, geniigt es, T in einem Punkt

zu kennen, etwa in e . Fir alle A € 0(n-1) ist

T(e, ) = M'(en)A'1 ,

d.h. T(e } =

0 -1
dehe T(x) = + o(x) . Beide Abbildungen + o liefern &quivalente Biindel.
Daraus folgt auch sofort, dass Tn charakteristische Abbildung fiir s

ist.

E 0
Ist n ¢ {1,3,7} y SO bleiben nur die beiden Fdlle T(en) = i( n-1 )’
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§ 7 Aquivariantes Verkleben

7.1. In diesem Paragraphen werden O(n)-Mannigfaltigkeiten und 0(n-1)-
Mannigfaltigkeiten der Dimension 2n-1 durch dquivariantes Verkleben
von Vielfachen des Einheitstangentialbiindels der Sphére st konstruiert.

Auf S" wird eine feste Orientierung gewdhlt, die wir im folgenden die
Standardorientierung von s? nennen. Wenn 0(n-1) operiert, dann be-
zeichne kTSn das spezielle Faserbiindel iiber s® mit Strukturgruppe
s0(n) und Faser R® , das nach dem in 6.1 beschriebenen Verfahren mit
Hilfe der charakteristischen Abbildung Tnk (vgl. 6.2) konstruiert wird
und nicht die zu k Th gehdrige Aquivalenzklasse von Biindeln. Durch die
Standardorientierung des R" ist in den Biindeln kTSn nach Konstruk-

tion eine OQrientierung ausgezeichmnet.

Wenn O(n) operiert, dann bezeichne 1TS“ das in der Bemerkung in 6.1
angegebene Faserbiindel iiber S° mit Faser IR" wund Strukturgmppe

0(n) , das mit Hilfe der Abbildung o (vgl. 6.1) konstruiert wird. Eine
Orientierung in diesem Vektorraumbiindel wird folgendermassen definiert:

In V1 x IR" trigt ®’®  die Standardorientierung und in V2 x IR®

triagt Rr" die zu der Standardorientierung entgegengesetzte Orientierung.
In OTSn - 5" x I trage IK® die Standardorientierung

In kTSn seli eine invariante Riemannsche Metrik gegeben. Dann bezeichne

D8" das Vollkugelbindel iiber S" , das aus den Elementen von TS" der
Linge < 1 besteht, und kssn das Einssphirenbiindel in kTSn , bestehend
aus den Elementen wvon kTSn der Lénge 1 .

DEFINITION. Ein Baum T ist ein endlicher wegweise zusammenhingender
eindimensionaler simplizialer Komplex ohne Zykeln. Eine Bewertung A
von T beziiglich einer Menge /\ ist eine Abbildung, die jeder Ecke in

T ein Element aus A zuordnet.
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Beispiele fiir Bdumes

Ey et irih e g e (i Ecken)

Ay e et e (i Ecken)
7+2. Es seien E1 = kDSn und E2 = lDSn » auf denen die gleiche Gruppe
G = 0(n) oder G = 0(n-1) operiert. Alle Daten in E, und E, werden

durch untere Indizes 1 und 2 unterschieden.

fi : Din———ésin (i = 1,2) seien orientierungstreue dquivariante Einbet-
n

tungen von D® in die Basisrdume., G operiert auf D durch die Standard-

darstellung in IR" . Damn ist fi(O) aus der Fixpunktmenge von Sin

unter G . Man wdhle eine dquivariante Trivialisierung von fi*Ei iiber
n

Di derart, dass eine &dquivariante Biindelkarte (I)i s Din x Din-——-) Ei
induziert wird fiir i = 1,2 , die in jeder Faser eine orientierungstreue
Abbildung induziert. Dabei soll G auf D" x D° operieren durch

A(x,y) = (Ax,Ay) fir alle (x,y) € D" x D" und A € G . In der dis-

junkten Vereinigung von E1 und E2 werden fiir jedes Paar

(x,y) € D" x D" aie Punkte @ 4(x,y) wnd @,(y,x) identifiziert.
Die entstehende Mannigfaltigkeit mit Rand V hat in natiirlicher Weise
eine differenzierbare Struktur ausserhalb von ¢>1(Sn_1 x Sn_1) . Durch
Glétten der Ecken nach MILNOR [48] (s. ARLT [4] ) wird eine differen-
zierbare Struktur auf V eingefiihrt, die ausserhalb der Ecken mit der
gegebenen Struktur tibereinstimmt.

Dazu werden die Trivialisierungen dbi zu dquivgrianten Trivialisierungen
liber 2Din ausgedehnt. Mit an wird fiir jede nicht-negative reelle

Zahl r die Menge {x e IR"| lxls.r} bezeichnet. Dann geniigt es, die
Identifizierungen auf den folgenden Mengen zu betrachten:



44

32n 1.n n 1.n 32n
(3D, =30 ) x (D7 -5D) U (3D, -

NV

n-1 n-1 1 1
=(S1 XS1 X(E,%)X(§,1])U(Sz st X'2-,2

Daraus sieht man, dass es genligt, die durch Identifikation aus der

punktfremden Vereinigung von
1 1 1 1
7 %) x ('2' ’ 1] und ('2' ’ %) X ('2' ’ 1]

erhaltene Menge K mit einer differenzierbaren Struktur zu versehen.

(312

(1,1
1 3 1
(35 3) (5,3)

K wird in Polarkoordinaten mit Mittelpunkt (1,1) dargestellt, und
eine eineindeutige Abbildung £t K —>(3 ,2) x (3, 1] wird
definiert durch

f(r cos ©, rsin 8) = (r cos%(6+1'r), r sin -%(e+‘n’))

Diese "Streckung.des Winkels'" definiert eine differenzierbare Struktur
auf V , die ausserhalb von @1(S1n-1 x S

differenzierbaren Struktur iibereinstimmt.

1n—1) mit der gegebenen

Nach Konstruktion ist es klar, dass das Verkleben mit dem Operieren von
G vertrdglich ist. Da G orthogonal auf * operiert, folgt aus der
Definition der Streckung des Winkels, dass G auf V differenzierbar

operiert.
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7.3. Es sei T ein Baum mit Bewertung A Dbezliglich des Ringes 27
und n eine natiirliche Zahl 2 1 . Der bewertete Baum liefert die fol-
gende Konstruktionsvorschrift: Jeder Ecke a aus T wird ein Exemplar
des orientierten Kugelbiindels kDSn zugeordnet, wo k = A (a)/2 . Auf
allen diesen Bausteinen soll die gleiche Gruppe G operieren. Sind

zwel Ecken a und b durch eine Strecke miteinander verbunden, so wer-
den die zugehdrigen szn und lnsn (k =2 (a)/2, 1 =2(b)/2) nach
dem oben beschriebenen Verfahren verklebt. Minden in eine Ecke mehrere
Strecken ein, so sind die zu den Verklebungen bentdtigten dquivarianten
Einbettungen D*— 5" so zu wihlen, dass die Bilder aller dieser Ein-
bettungen punktfremd sind. Die verschiedenen Verklebungen kdnnen dann
unabhiingig voneinander durchgefiihrt werden. Mit den Sétzen in [ 47]
zeigt man, dass die so erhaltene Mannigfaltigkeit mit Rend bis auf Dif-
feomorphie allein durch den bewerteten Baum bestimmt ist. Sie wird mit

M2 (T) und der Rand mit M2~ '(T) bezeichnet.

M2n_1(T) ist nach Konstruktion eine G-Mannigfaltigkeit. Zwei Exemplare
M2n_1(T), die man durch Verkleben aus dem bewerteten Baum T erhidlt,
sind zwar diffeomorph, aber mdglicherweise nicht notwendig &dquivariant
diffeomorph als G-Mannigfaltigkeiten.

Da das Zentrum der Verklebung in s®  immer ein Fixpunkt sein muss, er-
h#lt man O(n)-Mannigfaltigkeiten 21

Béume Ai ist und die Bewertung nur die Werte O und 2 annimmt.

(T) nur, wenn T einer der

Miinden in einen Eckpunkt mehr als zwei Strecken ein, dann muss die Gruppe
auf S" mehr als zwei Fixpunkte haben, kann also nicht O(n) sein.

Ist T einer der Béume Ai mit einer Bewertung beziiglich {0,2}, dann
ist M2n_1(T) bis auf dquivariante Diffeomorphie durch den bewerteten

Baum eindeutig bestimmt, wie in 11.1 gezeigt wird.

7.4, Es soll kurz angedeutet werden, wie man vorgehen kann, um jedem

beziiglich 2Z bewerteten Baum T eine bis auf dquivariante Diffeo-

2n-1

morphie eindeutig bestimmte O(n-1)-Mannigfaltigkeit M (T) zuzuordnen.
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Es sei E = ,D(S") . Eine Standard-Bindelkarte @ : D” x D —s o~ (H)
tiber der oberen Halbsphdre H' = {x | x e ", X412 0} wird gege-

ben durch
@(X.V ceey X 3 Yoo ceey yn) = (11’ sy Xy V1 -Exi y Y0 ""yn)

Alle in der Basis induzierten Apbildungen werden mit dem unteren Index
B gekennzeichnet. Die zu @ gehdrige Einbettung QB : D" 8" heisse
Standard-Einbettung.

Ist X eine G-Mannigfaltigkeit, so ist auch X x IR eine G-Mannig-
faltigkeit mit der Operation g(x,t) = (gx,t) fiir alle x e X,

t € R und g € G . Daher ist es klar, wie man G-Diffeotopie und
starke G-Diffeotopie definiert und wie man die S&dtze in [45] zu modi-

fizieren hat, um sie auf den &quivarianten Fall zu iibertragen.

Eine &quivariante Blindelkarte Y : D" % D°— E soll ausgezeichnete
Biindelkarte heissen, wenn gilt:

1.) yp ¢ D*—» 5" ist G-diffeotop zur Standard-Einbettung cI?B .
Dann gibt es eine starke G-Diffeotopie zwischen @B und ‘PB , die
ausserhalb eines Kompaktums die Identitét ist.

2.) Die starke G-Diffeotopie zwischen Ys und ¢B induziert eine mit
dem Operieren von G vertrédgliche Biindelabbildung P : E—>E mit

: -1 ° n n n n
Fpoyp=0p -Damist §7 o Fey & 0"x 0" — 10" x D" eine mit
dem Operieren von G vertrdgliche Abbildung, und es gibt eine Abbildung

h s D"—>s50(n) , so dass

©-1 e Fe V(X’Y) = (x,h(x)y)

fir alle (x,y) € " x D" . Flir eine ausgezeichnete Blindelkarte wird
gefordert, dass h(0) die Identitdt ist.

Es sel nun T ein beziliglich 27 bewerteter Baum. In jedem Eckpunkt

wird eine Numerierung der einmiindenden Strecken durchgefiihrt. Diese
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Numerierung gibt die Reihenfolge der Verklebungen auf dem orientierten

Grosskreis durch e, und €npq &M der als Fixpunktmenge unter dem

Operieren von 0(n-1) auf S" auftritt.

Werden alle Verklebungen mit ausgezeichneten Biindelkarten durchgefiirt,
dann ist jedem bezliglich 2% bewerteten Baum mit vorgegebener Numerie-
rung der einmiindenden Strecken in allen Eckpunkten durch das angegebene
Konstruktionsverfahren bis auf #dquivariante Diffeomorphie genau eine
0(n-1)-Mannigfaltigkeit zugeordnet.

T.5. Wir werden uns im folgenden nur mit den Mannigfaltigkeiten
M2n_1(T) beschiftigen, auf denen die Gruppe O(n) operiert, wollen
jedoch an dieser Stelle noch eine Bemerkung machen iiber die zu einem be-
werteten Baum T mit den angefithrten zusédtzlichen Angaben gehdrige
0(n-1)-Mannigfaltigkeit M2n_1(T) . Die Isotropiegruppen der Punkte die-
ser Mannigfaltigkeit M2n_1(T) gehdren zu den Orbittypen (0(n-1)) ,
(0(n-2)) und (0(n-3)) . Die Punkte mit Isotropiegruppe O(n-1) sind
die Fixpunkte der Operation von 0(n-1) und bilden eine eindimensionale
kompakte Untermannigfaltigkeit F . Die Mannigfaltigkeit M2n_1(T) -F

ist eine spezielle O0(n-1)-Mamnnigfaltigkeit. Die auftretenden Orbits

sind STIEFEL-Mannigfaltigkeiten 0(n-1)/0(n-3) (der Dimension 2n-5) ,
Sphiren 0(n-1)/0(n-2) (der Dimension n-2) und Punkte. Die induzierte
Darstellung der Isotropiegruppe im Normalraum an die Orbits ist fir

0(n-3) viermal die triviale Darstellung, fiir 0(n-2) die Standard-Dar-
stellung plus dreimal triviale Darstellung und fir 0(n-1) die Summe

aus zweimal Standard-Darstellung und der trivialen Darstellung. Der Orbit-
raum ist eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine (2n-1)-
dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit mit den genannten Eigenschaften
mit zusammenhidngender Fixpunktmenge F , deren Orbitraum die vierdimen-
sionale Vollkugel D4 ist, heisst eine Knotemmannigfaltigkeit (vgl.

[33] ). Das Bild von F im Orbitraum ist dann ein Knoten in S3 .
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K sei die Menge der Isomorphismusklassen von differenzierbaren Knoten

in S3 y deh. die Isomorphismusklassen von Paaren (SB,F) unter Diffeo-
morphismen von S3
nale Untermannigfaltigkeit von S° ist. Mit @2n_1 wird die Menge der

Isomorphismusklassen von (2n-1)-dimensionalen Knotenmennigfaltigikeiten

, Wo F eine kompakte zusammenhingende eindimensio-

unter dquivarianten Diffeomorphismen bezeichnet.

SATZ. (JANICH [33] ) Fir n 2 3 besteht eine eineindeutige Zuordnung

Kp ¢ K_'>¢2n-1 *

Kn-1 ordnet jeder (2n-1)-dimensionalen Knotenmannigfaltigkeit

in der oben angegebenen Weise einen Knoten zu.

Man vergleiche zu diesem Satz auch die Arbeit von W.-C. HSIANG wund

W.-Y. HSIANG [29]. Fiir Einzelheiten iiber die in diesem Paragraphen kon-
struierten Knotenmannigfaltigkeiten sei auf eine in Vorbereitung befindliche
Arbeit von F. HIRZEBRUCH und K. JANICH verwiesen. Weitere Ergebnisse
iber Knotenmannigfaltigkeiten findet man in dem Vortrag [27] von

F. HIRZEBRUCH und in der demniéchst erscheinenden Dissertation von

D. ERLE: Die quadratische Form eines Knotens und ein Satz iiber Knoten-
mannigfaltigkeiten, Bonn 1967.
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§ 8 Die Homologie von Baummannigfaltigkeiten

Alle in § 8 auftretenden Homologie- und Kohomologiegruppen haben genz-

zahlige Koeffizienten.

8.1, SATZ. Es sei M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit mit

Rand der Dimension 2n und M habe den Homotopietyp von

sv s v ... v §" , der Vereinigung von a Exemplaren

s" nit einem gemeinsamen Punkt. Dann ist Hi( 9M) = 0 fiir
if0,n-1,n, 2n-1.,

Beweis. In der exakten Homologiesequenz

qni(m) — Hi(M,‘a M) —-)Hi_1(’bM) —->H1_1(M) —3 e

ist nach dem POINCARE-LEFSCHETZschen Dualitiétssatz ( [68] S. 298)
H, (M, OM) = 722 4(M) , und aus der KUNNETH-Formel folgt, dass

Hzn—i(M) = Hom(H2n_ i(M),Z) . Diese letzte Gruppe verschwindet fiir i # n
und i # 2n . Die Behauptung folgt aus der exakten Sequenz.

Bemerkung. Man kann unter den Voraussetzungen des Satzes nicht allgemein
beweisen, dass 11'1( dM) = 0 . Z.B. gibt es zu jedem n 2 4 eine n-di-
mensionale kompakte kombinatorische Mannigfaltigkeit mit Rand, die zusam-
menziehbar ist und deren Rand nicht-verschwindende Fundamentalgruppe
besitzt (vgl. CURTIS [49], MAZUR [43], POENARU [6O0]) .

Der Bewels des vorhergehenden Satzes liefert fiir n 2 2 die kurze

exakte Sequenz

(1) o —9Hn(3M) —>Hn(M) L>Hn(M) —>Hn_1(3M)——> 0,

wo H'(M) = Hom(H_(),2) = Z® Z® ... & Z .

Die Abbildung ¢ ist definiert durch ¢ =Pei , wo i, durch die

Inklusion i ¢+ M < (M,?2M) induziert ist und P den POINCARE-
LEFSCHETZ-Isomorphismus bezeichnet. Zu o gehdrt die bilineare Abbildung
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S Hn(M) x Hn(M)—>Z,

die definiert ist durch S(x,y) = ¢(o(x),y> fir alle x,y € Hn(M) ,

d.h. die Klasse o(x) € H'(M) wird angewandt auf y . Die Bilinear-
form S heisst Schnittform und fiir alle x,y € H (M) heisst s(x,y)
die Schnittzahl von x und y .

SATZ. Die Schnittform S ist symmetrisch fiir gerades n und schief-
symmetrisch fiir ungerades n .

Beweis. Es seien x,y Hn(M) und z € Hzn(M,aM) die Fundamental-
klasse von (M, dM). Die Isomorphismen D : HO(M, dM) ——"Hn(M) und

D' f(m)——»nn(m, dM) des POINCARE-LEFSCHETZschen Dualititssatzes wer-
den durch Nz definiert. Dann ist S(x,y) = (])l'1i*x,y) = (i*D-1x)ny
(i*D_1x) n (D‘1y n z) = (i*D-1x v D-1y) nzs= (-1)“(1*])'1
-1 i y,x> = (1) S(y,x) .

y vV D-1x)n z

In Hn(M) wird eine Basis e,,e,, ..., € ausgezeichnet. Die Determi-
nante det S wvon S ist definiert als die Determinante der Matrix
(S(ei,ej)) i,j =1, ¢o, a . Es ist klar, dass diese Definition von der

Basiswahl unabhingig ist.

SATZ. Fiir n 2 2 gilt:
i) Hn(B M) ist freie abelsche Gruppe vom Range a - RgS
ii) B _,(3M) ist endlich erzeugte abelsche Gruppe mit Rang
a - RgS
iii) Wenn det S # 0 , dann ist Hn(aM) =0, und Hn_1(3M)
ist endliche abelsche Gruppe der Ordnung |det S| .

Beweis. Die Behauptungen folgen aus der exakten Sequenz (1) und dem
Elementarteilersatz (s.z.B. B.L. VAN DER WAERDEN [72] s. 150).

Imn Falle n = 1 hat man die exakte Sequenz (1), falls man Hn_1(3 M)
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durch die reduzierte Homologiegruppe Eo( dM) ersetzt. Dies ergibt den

SATZ., Wenn dim M = 2 , dann sind H1(3M) und Ho( 9M) isomorph und
frei abelsch vom Range a - RgS + 1 . Der Rand OM ist also dis-
Jjunkte Vereinigung von a - RgS + 1 eindimensionalen Sphiren.

Wenn det S # O , dann ist 3M=S1 und detS=+1.

8.2. Plir einen beziiglich 27 bewerteten Baum ist i

w22(T) (vgl. 7.3)-

(T) Rand von

SATZ. mzn(T) hat den Homotopietyp von S™v ...vS" , wo_die Anzahl der

Exemplare Sn gleich der Anzaghl der Ecken in T ist.

Beweis., mzn('r) ldsst sich auf die Nullschnitte der verklebten Voll-
kugel zusammenziehen. Dieser Prozess wird in ARLT [4] 1.3 genau be-

schrieben.

Beispiel: Bomotopietyp von mz(A )

Es sei a die Anzahl der Ecken in dem Baum T . Die Ecken seien mit den
Zahlen 1,2, ..., & durchnumeriert. Eine Basis e, ,e,, eeey €_ VON

on 1’72 a
Hn(m (T)) wird gegeben durch die Nullschnitte der verklebten Biindel,

e'j entspricht dem Nullschnitt des j-ten Blindels.

Flir den Baum T mit Bewertung A in 2Z werden die Bilinearformen
2 o 2n -
Sp » Sp und Sp, auf Hn(m (T)) definiert.

ST ist eine symmetrische Bilinearform, definiert durch:

ST(ei’ej) =1, falls i 4 j und i und j durch eine Strecke in T

verbunden sind.
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ST(ei’ej) =0, falls i #3j und i und J nicht durch eine Strecke

in T verbunden sind.

ST(ei,ei) = A(i) yi=1, eoe, a . i steht jeweils fiir die i-te Ecke

in T .

Die symmetrische Bilinearform S; geht aus S_ hervor, indem man die

T
Elemente in der Hauptdiagonalen der zugehorigen Matrix durch Null er-

setzt.

§& ist eine schiefsymmetrische Bilinearform mit den Eigenschaften:

~

ST(ei,ei) 0

S (e.,e.) =0, wenn i# j undi und j durch keine Strecke in T

verbunden sind

Sm(esse:) =+ 1 ,wenn i # j und i und j in T durch eine Strecke

verbunden sind

8.3. SATZ. Ist n gerade, so ist ST die Schnittform von Tlen(T).
Ist n ungerade, so ist die Schnittform von 7112n(T)

eine Form vom Typ §T .

Beweis. Die Berechnung der Schnittzahlen S(ei,ej) erfolgt durch Be-
stimmung der geometrischen Schnittzahlen der repridsentierenden Zykeln,
das sind in unserem Falle die Nullschnitte in den einzelnen Biindeln
(vgl. dazu SAMELSON [62] ). Zur Definition der Schnittform ist in
ln?n(T) eine Orientierung auszuzeichnen. Dazu wihlt man auf der
n-Sphdre und in den Fasern der zu verklebenden Biindel die in 7.1 an-
gegebene Standard-Orientierung. Wenn n gerade ist, wird der Totalraum
orientiert durch das Pasr (Orientierung der Basis, Orientierung der
Faser). Man erhdlt die gleiche Orientierung durch das Paar (Orientierung
der Faser, Orientierung der Basis). Daher ist die Orientierung mit dem
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Verkleben vertriglich. Ist i # j, und sind i und Jj in dem Baum
T nicht durch eine Strecke verbunden, so ist S(ei,ej) =0 . Sind i
und j in T durch eine Strecke verbunden, so schneiden sich die
Nullsthnitte des i-ten und j-ten Biindels in genau einem Punkt. Da die
Orientierungen der sich transversal schneidenden Sph&ren gerade die
Orientierung des Gesemtraumes geben, ist S(ei,ej) =n1 . Um S(ei,ei)
zu berechnen, kann man sich auf das i-te Blindel kTS beschrénken.

U e B'(DS",,SS") sei die Thomsche Klasse von kTSn und v die Funda-
mentalklasse von S° und z € H2n(kDSn, kSSn) sei die Fundamental-
klasse der berandeten Mannigfaltigkeit (kDSn, kSSn) . Ausserdem sei

g s sn——>k1)sn der Nullschnitt und 1 s

sion. Dann ist DU = U n z = g, v (vgl. SAMELSON [62]) und S(ei,ei) =

s —s (szn, kssn) die Inklu

<D"1i*g*v,g*v> = (i*U,g,v> = ( g¥i*U,v) = (X,v) , wo X die

EULERklasse von ,TS" ist (vgl. MILNOR [51) Chap. VIII), d.h. S(eyrey)

k
ist die EULERsche Zahl des i-ten Biindels und gleich A(i) .

Ist n wungerade, so hat man auf ?nzn(T) keine kanonische Auswahl
einer Orientierung. Die iibliche Orientierung in den Biindeln ist mit dem
Verkleben nicht vertriglich. Nﬂ-zn(T) ldsst sich orientieren durch ge-
eignete Wahl der Orientierungen in den Bausteinen. Bezeichnet man die
durch das Psar (Orientierung der Basis, Orientierung der Faser) defi-
nierte Orientierung eines Bausteines als positiv und die entgegenge-
setzte Orientierung, gegeben durch das Paar (Orientierung der Faser,
Orientierung der Basis) als negativ, so erh#dlt man eine Orientierung
von Wlen(T) z.B. dadurch, dass man je zwei Bausteine, deren zugeh&rige
Ecken in 1' durch eine Strecke verbunden sind, entgegengesetzt orien-

tiert. Da T keine Zykeln enthdlt, ist eine solche Auswahl m&glich.

Beispiels
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Hat man eine solche Orientierung fiir ITLG(T) gewdhlt, so ist die zuge-
hérige Schnittform eine schiefsymmetrische Bilinearform von der Art §T .
8.4. Zur Berechnung der Homologie von Mzn'1('1') hat man nach 8.1 Deter-

minante und Korang der Schnittform zu berechnen.

DEFINITION. Es sei T ein Baum. Aus T nehme man zwei Ecken, die durch
eine Strecke miteinander verbunden sind zusammen mit ihrem offenen Stern
heraus. Durch diese Operation erhdlt man eine Vereinigung von B#dumen,
auf die man das Verfahren weiter anwenden kann. Schliesslich bleiben nur
isolierte Punkte iibrig. Die kleinste Anzahl von isolierten Punkten, die
man durch Anwendung dieser Operationen erhalten kann, heisst nach JANICH
[32] der Minimaldefekt von T und wird mit A(T) bezeichnet.

Beispiels A(Eg) = 0

SATZ. Fir die schiefsymmetrische Bilinearform ‘§T des Baumes T gilt:

a) det §T+0¢=)A(T)=O
b) Korang ‘s‘T = A(T)

c) det S, # 0 == det 5, =4 1
Beweis. Es werden zwei Operationen zur Vereinfachung von T durchgefiihrts
1.) Die Ecken des Baumes seien mit den Zahlen 1,2, ..., & durchnumeriert.
Es seien i,j,k Eckenvon T , sodass i nurmit jJ und j nur mit i
und k durch eine Strecke verbunden sind. Es sei T' der Baum, den man
aus T durch Wegnehmen von i und J erhdlt. Dann sind A(T) = A(T')
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und det ST = + det ST' und Rang ST = Rang ST' + 2.

2.) Es seien i,j,k Ecken von T derart, dass i nur mit k wund
J nur mit k durch eine Strecke verbunden sind. Dann sind i-te und

J-te Zeile und i-te und j-te Spalte in der Matrix von §T linear abhén-
glg. Wird entweder i oder J aus T gestrichen, so erhdlt man einen

Baum T' mit A(T) = A(T') + 1 und Reng §T = Rang §T' .

Diese Operationen werden so lange durchgefiihrt, bis entweder ein Punkt

oder ein Baum A2 ibrig bleibt. Daraus folgen a) und b). Die Behaup-

tung c) folgt aus 8.1, n =1 .

Der Satz kann "geometrisch" bewiesen werden, indem man direkt zeigt,
dass NE(T) disjunkte Vereinigung von A(T) + 1 eindimensionalen
Sphéiren ist, und den letzten Satz von 8.1 und den Satz in 8.3(fiir n = 1)

anwendet.

(o]

e haben gleichen Rang.

8.5, LEMMA. Die Matrizen S_. und S

T

Beweis durch Induktion {iber die Anzahl der Ecken in T . Es sei J eine
freie Ecke in T , die durch eine Strecke mit der Ecke 1 verbunden

ist. Dann ist

0 0

0 0
-1 i 1 i

-~ _ (o]

Sp = 0 Sp = 0
O..OO 1 0 .:....0 j O...O 1 0'.:...0 j

0 L]

0 0

i 3 i J

Da die Matrizen, die durch Streichen der j-ten Zeile und Jj-ten Spalte
entstehen, nach Induktionsvoraussetzung gleichen Rang haben, haben auch
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Sp und s; gleichen Rang.

SATZ. Fir jeden bewerteten Baum T sind die folgenden Aussagen &qui-
valents

(1) A(T) =0 (4) det Sp = 41

(2) det Sy =+ 1 (5) det SD 40

(3) det §& $#0 (6) det Sy ungerade.

Alle diese Aquivalenzen sind direkte Folgerungen des Satzes in 8.4 und
des Beweises zu dem vorhergehenden Lemma sowie der Tatsache, dass

o]
det ST = det ST mod 2 .

Beispiele. 1.) A; ¢+ A(Ay) = O genau dann, wenn i gerade ist. Ist

Ay konstent mit 2 Dbewertet, so gilt det SA. =i+1.

2.) E; : t!(Ei) = 0 genau dann, wenn i gerade ist.

Ist Ei konstant mit 2 bewertet, so gilt det SEi =9-1i.

Die Determinante ldsst sich natiirlich in beiden F&dllen ohne Schwierig-
keit direkt berechnen. Wir wollen zur Erleichterung die folgende ein-
fache Uberlegung durchfiihren. T sei ein beziiglich 2Z bewerteter Baum.
€ sei eine freie Ecke in T , d.h. nur mit einer Ecke e

Strecke verbunden, Wir bezeichnen mit T'' den

1 durch eine

Baum, den man aus T durch Herausnehmen des offenen Sternes von e,

und mit T' denjenigen Komplex, den man aus T!'' durch Herausnehmen

des offenen Sternes von e, erhdlt, T' ist nicht notwendig wieder
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zusammenhingend. Trotzdem ist det ST definiert, Bezeichnet a den Wert

der Bewertung in e, s dann ist

det Sy = & det Sp,, ~ det Sy,

Angewandt auf den Baum Ai des Beispiels 1.) erhdlt man induktiv

det S, =2dets, -det§ = =2i-(i-1) =i+ 1
i i-1 i-2
Fir den Baum E; des Beispiels 2.) ist
det S =2 det S - det S » det S
By Ai Ay g 4,

=2i -3(i-3) =9 - 1

(vgl. die Skizze)

i-4 2
e e1
4 TN —
e
(o)

8.6. Aus den vorhergehenden Sitzen folgt nun unmittelbar der

SATZ. Fir einen Baum T und ungerades n gilt: M2n-1(T) ist eine

Homologiesphére gehau dann, wenn A(T) = O .

Das folgende Lemma zeigt, dass M2n‘1(T) fir n 2 3 dann auch eine
Homotopiesphédre ist.
LEMMA, Ist n 2 3, so ist M2n-1(T) einfach zusammenhéingend,

Beweis. 171(7n?n(T)) = 0 und jeder geschlossene Weg in M2n_1(T)

berandet das Bild einer Scheibe in W (T) . Da 2n -n 2 3 lisst
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sich dieses Bild unter Festhalten des Randes so deformieren, dass es die
Nullschnitte der Biindel nicht trifft. Der geschlossene Weg kann daher

schon in M2n_1(T) zusammengezogen werden.

SATZ. Es sei n ungerade und n 2 3 . Dann ist M2n-1(T) eine Homo-

topiesphére genau dann, wenn A (T) = O . Nach SMALE [65] (vgl.

§ 10 ) ist Mzn-1(T) in diesem Falle hombomorph zu S0 .

8.7. SATZ. 7TL2n(T) ist parallelisierbar.

Beweis. Die Mannigfaltigkeit Yﬂ?n(T) hat als Deformationsretrakt eine
Menge von a Sphiren der Dimension n , von denen je zwei hochstens

einen Punkt gemeinsam haben (s. ARLT [4] ). Daher geniigt es, die Beschrién-
kung des Tangentialbiindels wvon Fthn(T) auf diese Teilmenge zu betrach-
ten (vgl. STEENROD [69] ). Die Beschrinkung des Tangentialbiindels von
Tn?n(T) auf jede einzelne der Sphédren mit Bewertung 2k ist gleich der
WHITNEY-Summe aus TS und kTSn . Da jeder der beiden Summanden stabil
trivial ist, ist die Summe stabil trivial und als 2n-dimensionales Vek-
torraumbiindel iiber S" trivial. Da T keine Zykeln enthdlt, folgt dar-
aus die Behauptung.

8.8. Beispiel 1. Der Baum A, sei konstant mit O bewertet, d.h. es

2
werden triviale S° '-Bindel tiber S® zu der Mannigfaltigkeit M2n-1(A2)
verklebt. In diesem Falle sind M2n_1(A2) und 5207 diffeomorph.
2n-1 1

Beweis (MILNOR [49] S. 963). Als Menge ist M
v s x 0P Men ernait ¥
Struktur auf folgende Weise: Es sei t' = 1/t . In der disjunkten Verei-

nigung von IR" x 7 wa s™' x B werden (tx,y) und (x,t'y)

fiir alle x € s , y € s?! und 0 < t < o identifiziert. Der
Diffeomorphismus Mzn'1(A2) — 521 4ird qurch die folgende Zuordnung

geliefert:

(A,)= D" x s"7
(A2) mit der richtigen differenzierbaren
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(tx,7) s (4/(1+69) V2 | 371042 1/2)
(1 t'3)0 (1/ (1460 2) V2 | ry/(1a02) /2

Bemerkung. JANICH zeigte in [32] , dass die Mannigfaltigkeiten
M2n-1(T) , die man aus einem konstant mit O bewerteten Baum T mit

A(T) = 0 erhdlt, diffeomorph sind zu g2l |

Beispiel 2. Der Baum A, sei konstant mit 2 bewertet , d.h. es wer-

2
den Einheitstangentialbiindel verklebt. Da A (A2) = 0 , ist fiir ungera-
des n23 M?n-1(A2) eine Sphire. Diese Sphiére wird als KERVAIRE-Sphére
bezeichnet. KERVAIRE hat in [34] gezeigt, dass M9(A2) nicht diffeo-

morph ist zu S9 .

Beispiel 3, Der Baum E8 sei konstant mit 2 bewertet. Nach 8.5 ist

det S;p =1 und ausserdem A(Ee) = 0 . Daher ist M2~ (Ee) fir alle
8

n 2 1 eine Homologiesphére und fiir n $ 2 eine Sphire. MB(ES) ist

SB/G , wo G die biniire Ikosaedergruppe bezeichnet (vgl. HIRZEBRUCH [25]

und VON RANDOW [61] Kap. V § 9).
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§ 9 Quedratische Formen, ARFsche Invariante

9.1. Im folgenden sei A stets ein Integritdtsbereich und V ein
freier Modul endlichen Ranges iiber A . Eine quadratische Form (sym-

metrische Bilinearform)
f:Vx V—A

heisst nicht-singulédr, wenn ihre Determinante bezliglich einer Basis

von V eine Einheit ist. Die Gruppe der Einheiten von A werde mit
A%* bezeichnet. Die Determinante ist nur bis auf Multiplikation mit
Quadraten von Einheiten bestimmt. Wir definieren fiir f nicht-singu-
ldr Det £ als Element der Gruppe A*/A*2 s WO A*2 die Gruppe der
Einheitenquadrate ist.

LEMMA. f gei eine guadratische Form iiber dem A-Modul V = V1 o V2 .
Die Beschrénkung von f auf V sei nicht-si dr., Dann spaltet

1 ~
f/V1 ab, d.h, es gibt einen Untermodul V, , so dass V = V1 b V2
wd f=f£/V, @ £/7, .

2

Der Beweis ergibt sich aus folgender Identitdt von "Késtchenmatrizen".
Fir M1 = M% (M1' ist die transponierte Matrix von M1) N = N' und

M, invertierbar ist, wenn E die Einheitsmatrix bezeichnet,

E o\ /M, 1'\ /E 'L M, 0
(1) -

-IM E L N 0 E 0 -LM;1L-+N

9.2 A sei wie bisher ein Integritdtsbereich und wird jetzt als Stel-
lenring vorausgesetzt. m = A - A¥ ist also das einzige maximale

von A verschiedene Ideal von A . Es sei 2 € 4 . Die quadratische
Form f : V x V—>A soll "gerade" heissen, falls f(x,x) € m fiir
alle x € V ., Wegen
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fx+y, x+y) = f(x,x) + £(y,y) mod mm

ist f genau dann gerade, wenn f beziiglich einer Basis von V
durch eine Matrix gegeben wird, deren Diagonalkoeffizienten in me

liegen.

LEMMA. A sei Stellenring mit 2 € 4« , Die quadratische Form

f ¢+ Vx V—A sei gerade und nicht-singuldr. Dann ist f direkte

Summe von bindren eraden, nicht-si ldren) quadratischen Formen.

Beweis. £ ¢+ V x V—3 A werde beziiglich einer Basis von V durch

die Matrix (aij) gegeben., Da a,, € w , liegt wenigstens ein

1
a1j(j z 2) nicht in 4« . Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kon-

nen wir annehmen, dass CIP * m , deh. € A¥ ., Also ist

812
a11a22 - afz € A¥* ., Wegen des Lemmas in 9.1 folgt die Behauptung

mittels einer einfachen Induktion.

9.3. Es sei nun A = Q(2) , das ist der Stellenring der rationalen
Zahlen, deren Nenner ungerade sind. PFiir a € A% ist dann

82 = 1 mod 8 . Fiir eine quadratische Form f : V x V—Q(2) ist
daher die Determinante von f ein modulo 8 wohldefiniertes Element

von Q(2) und wir setzen fiir nicht-singuléres f

d(f) =0 , wenn Det £ = + 1 mod 8

d(f) =1, wenn Det £ = + 3 mod 8

d(f) wird als Element aus %/2% = Z, betrachtet. Fir die direkte
Summe von nicht-singuldren quadratischen Formen f1, f2 gilt offen-
sichtlich

(2) d(f1 ® f2) = d(f1) + d(f2)

LEMMA. PFiir eine nicht-singulére gerade quadratische Form f iiber

einem Q(2)-Modul V vom Grade r ist r stets gerade und es gilt
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(3) r=-Det £+ 1 mod 4

Beweis. Die Formel (3) gilt fiir r = 2 . Die rechte Seite der Kongruenz
(3) verhdlt sich additiv bei direkter Summenbildung nicht-singulérer

quadratischer Formen, wie sich aus
(Det £, - 1)(Det £, - 1) = 0 mod 4

ergibt. Die Behauptung folgt dann aus dem Lemma in 9.2.

Fir r=0mod 4 ist also Det f = 1 oder = -3 mod 8;
fir r=2mod 4 ist Det f = =1 oder = 3 mod 8 . Bei der Einfiihrung
von d(f) durch + Det £ hat man also, wenn man r kennt, keinen

Informationsverlust.

9.4. LEMMA. f,g seien gerade quadratische Formen iiber demselben
Q(2)-Modul V . Die Form f sei nicht-singulér. Dann ist

(4) Det £ = Det (£+2g) mod 8

Beweis. Nach dem Lemma in 9.2 k&nnen wir annehmen, dass f Dbeszlig-
lich einer Basis durch eine Matrix (fij) gegeben wird, die aus

(2 x 2)-Kdstchen entlang der Diagonale besteht. Es geniigt, (4) fir
den Fall zu beweisen, dass g bezliglich der gewdhlten Basis eine
Matrix mit hochstens einem nicht verschwindenden Element

8st (s s t) hat, Ist s = t , dann k6nnen wir o.B.d.A. annehmen,
dass s =t =1 ., Dann sind &1 = O mod 2 und r22§ Omod 2 wund

£ f f11 + 2g11 £

11 12 12

2 mod 8

faey o £01 fao

was (4) fiir diesen Fall beweist. Ist s # t , dann kann man anneh-

men, dass (s,t) = (1,3) . Wegen f;; ® Omod 2 ist aber sogar
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19 f12 2843 © f1451 0 0

f f 0 0 f by 0 0

21 22 - 21 722 nod 16
285, 0 I35 T3y 0 0 f33 %5

O 0 15 Ty O 0 f451,

{0,1}.

9.5¢ V sei nun ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber Zz

Fiir eine Funktion X V—> 22 definieren wir

(5) % (x5) = p(x43) = ¢ (x) = ¢ (7) » (x5 € V)

Es werde vorausgesetzt, dass \?) bilinear ist. Es ist \?(x,x) =0 und
¢ (x,y) = t?(y,x) . Damit ist (P eine quadratische Form iiber V , und
t?t wird als nicht-singulédr vorausgesetzt. Nach dem Lemma in 9.2 ist Cf
direkte Summe von bindren (geraden, nicht-singuléren) Formen, d.h. es
gibt eine "symplektische" Basis
V mit

€11 €59 e3, e4 sy esey €5 4y €, VOD

(6) ¢ (eps 10 €p5) = ¢ (e2i, €)= 1 0 i=T11 2 ey

?(es, et) =0 sonst.

Wenn ¢ die genannten Eigenschaften besitzt, dann wollen wir von einer

eigentlichen quadratischen Form iiber dem 'Zz-Vektorraum V sprechen.

Gegeben sei eine nicht-singulédre gerade quadratische Form f iiber dem
Q(2)-Modul V . Dann ist V/2V ein Zz-Vektorraum, iiber dem wir eine
eigentliche quadratische Form durch

Y( 3’) = ﬂ%&l reduziert mod 2

definieren, wo x € V und fe V/2V das Bild von x unter der Pro-
jektion V-—»V/2V ist. Es ist dann entsprechend c?( ¥ n) = £(x,y)
mod 2 , wo ;, n die Klassen von x bzw. Yy in V/2V sind. Wir

sagen, dass 4 durch Reduktion mod 2 aus f hervorgeht. Zwei
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1 f2 iiber V haben dann

und nur dann die gleiche mod 2 Reduktion, wenn f1 - f2 =22 , WO &

nicht-singulédre gerade quadratische Formen f

eine gerade quadratische Form iiber V ist. Aus dem Lemma in 9.4 folgt

LEMMA. Wird die eigentliche gquadratische Form 4 (iiber_einem Zz-Vektor-
raum) durch Reduktion mod 2 aus einer nicht-singulédren geraden quadra-

tischen Form f iiber einem Q(2)-Modul gewonnen, dann hingt d(f) nur

yon ¢ ab.

9.6. 1Ist p lber einem Z2-Vektorraum gegeben, in dem eine Basis
€11 €5y eeey €5, eingefiihrt sei, dann wird durch

f£,5=1, falls i4] und c’f‘»(ei,ej) $0
fij =0, falls i# j und ?(ei,ej) =0
fi; =2, falls tf(ei) $0
44 =0 » falls ‘f(ei) =0
offensichtlich die Matrix einer Form f beziiglich Q(2) gegeben, die
bei mod 2 Reduktion ¥ ergibt.

Wegen des Lemmas in 9.5 ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION. Fiir eine eigentliche quadratische Form 4 iiber dem

zz-Vektorraum V werde definiert

a(g) =a(e) € z,= {0,1},

wo f eine nicht-singulére gerade quadratische Form iiber einem Q(2)-
Modul ist, die bei mod 2 Reduktion ¢ ergibt. d(c.p) heisst ARF-
sche Invariente. Es ist d(y ) =0, wenn Det f = +1 mod 8 , und
d(y) =1, wenn Det f = 43 mod 8 .

Aus (2) folgt, dass sich die ARFsche Invariante d bei direkter

Summenbildung additiv verh#lt.
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SATZ. Wird fiir die eigentliche guadratische Form ¢ iiber dem Zz-

Vektorraum V eine symplektische Basis

€12 €1 *cer Cop_ 90 €op
eingefiihrt (siehe (6)), dann gilt fiir die ARFsche Invariante

r

(8) a(y) = L gley, 1) ¢lepy)

i=1

Beweis. Wegen der Additivitdt (7) braucht (8) nur fiir r = %dlm V=1
nachgewiesen zu werden. ¥ entsteht dann durch Reduktion mod 2 aus

einer Form f mit Matrix

2 ¢
e 2b a, by ¢ € Q(2), ¢c=1mod 2

Die Determinente ist 4ab - c2 mit o> = 1 mod 8 . Also ist

4ab-c25-1mod8,wennab50mod2,undesist 4ab-023

3mod 8 , wenn ab = 1 mod 2 .

9¢7. SATZ, Die eigentlichen quadratischen Formen ¢,y iiber dem

Zz-Vektorra.um V bzw, W sind dann und nur dann dqui-

valent, wenn dim V = dim W und d((f) =d(y) .

Beweis. Die Matrizengleichungen

(66 ) -(2)

-—

1110 100\ /1110 21 00
1101410004} f1101}_ [12 00
101-1 Jlooo1j{1011] | oo -2-1
011-1{10 01 0/ 10-1-1-1 00 -1-2

sind Aquivalenzen von quadratischen Formen bzgl. Q(2) und zeigen



66

durch Reduktion mod 2 , dass es zu einer eigentlichen quadratischen
Form (f iiber dem Zz-Vektorramn V mit dim V = 2r eine symplektische

Basis gibt, so dass (6) gilt und

®12 ®27 c** Saro1? 2
‘F(e‘])= ?(92)=d(?) ’ ‘f(ei)-o fir 12 3 ,

Bemerkung. Fiir den Ring R(2) der ganzen 2-adischen Zahlen

(Q(2) < R(2)) gilt, dass zwei nicht-singulédre gerade quadratische
Formen iiber R(2)-Moduln gleicher Dimension dann und nur dann dquivalent
sind, wenn ihre Determinanten mod 8 iibereinstimmen. Dies impliziert den
Satz in 9.6 durch mod 2 Reduktion. Man vergleiche das Buch von

B.W. JONES: Arithmetic theory of quadratic forms, Carus Math. monographs
Nr. 10, p. 86, p. 91, in dem die obigen Matrizengleichungen fiir den Be-

weis des R(2)-Klassifikationssatzes verwendet werden.

9.8. Beispiele. Der Baum T sei konstent mit 2 bewertet. Wenn A (T)

=0 , dann ist ST eine nicht-singulédre gerade quadratische Form. Wir

schreiben d(T) statt d(ST) . Dann gilts

1. d(Ezi) =0, wenn 9 ~ 2i = +1 mod 8
d(Ezi) =1, wenn 9 - 2i ¥ +3 mod 8
2. d(Azi) =0, wenn  2i + 1 = 41 mod 8
d(AZi) =1, wenn  2i + 1 = 43 mod 8
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§ 10 Bericht iiber Spharen

In § 10 sollen einige Ergebnisse iiber differenzierbare Strukturen auf
Sphédren zusammengestellt werden. Der Bericht stiitzt sich auf die Arbeit
von KERVAIRE und MILNOR "Groups of homotopy spheres" [38] .

10.1. DEFINITION. Eine Homotopiesphéire der Dimension n ist eine kom-
pakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit, die den Homotopie-
typ der Sphére s® hat.

DEFINITION. Zwei n-dimensionale kompekte orientierte differenzierbare
Mannigfaltigkeiten X und Y heissen h-kobordant, wenn es eine kom-
pakte orientierte differenzierbare (n+1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit Rend W gibt, so dass 3W =X+ (-Y) und X und (-Y) Deforma-
tionsretrakte von W sind. Dabei bezeichnet X + (-Y) die Mannigfal-
tigkeit, die man als punktfremde Vereinigung von X wund -Y erhdlt.
-Y ist als Mannigfaltigkeit identisch mit Y , trédgt jedoch die zu
der Orientierung von Y entgegengesetzte Orientierung.

Die Menge der h-Kobordismusklassen von Homotopiesphiiren der Dimension
n wird mit en bezeichnet. Die zusammenhingende Summe zweier n-dimen-
sionaler Mannigfaltigkeiten X wund Y erhdlt man dadurch, dass man

aus X und Y je eine n-Zelle herausnimmt und die entstehenden Rénder
verklebt (eine genaue Beschreibung findet man z.B. in [38]).

SATZ. 9n ist beziiglich der zusammenhingenden Summe eine abelsche
Gruppe, Die Standardsphire s ist das neutrale Element in

dieser Gruppe.

In Dimensionen n 2 5 gelten die beiden tiefliegenden S&tze von SMAIE

[65] ’ [66] , deren Beweise sich auch in [45] finden.
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SATZ. Zwei einfach zusammenhéngende kompakte differenzierbare Mannigfal-

tigkeiten der Dimension 2 5 , die h-kobordant sind, sind orien-

tierungstreu diffeomorph.

SATZ. (POINCAREsche Vermutung fiir n 2 5) Jede Homotopiesphire der

. . . . In
Dimension n 2 5 ist homoomorph zu S .

Mit diesen S&tzen lassen sich die en fir n 2 5 folgendermassen

charakterisieren.

en ist die Menge der Aquivalenzklassen von n-Sphéren beziiglich

orientierungstreuer Diffeomorphismen. Dabei wird als n-Sphdre eine kom-

pakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit bezeichnet, die
homdomorph ist zu s™ . Die n-Sphdren, die diffeomorph sind zur Standard-
sphére Sn werden gekennzeichnet durch das

LEMMA, Eine einfach zusammenhidngende kompekte orientierte differenzier-

bare Mannigfaltigkeit X ist h-kobordant zu s" genau dann, wenn X

géine zusammenziehbare differenzierbare Mannigfaltigkeit berandet.

10.2. In [38] wird bewiesen, dass en eine endliche Gruppe ist. Die in
dieser Vorlesung angegebenen Beispiele liegen in der kleineren Gruppe
an+1 y die folgendermassen definiert ist: Eine Homotopie-Sphire X

der Dimension n gehort zu einer Klasse in an genau dann, wenn

X Rand einer kompakten parallelisierbaren Manni;}altigkeit ist. Diese
Definition hédngt nur von der h-Kobordismusklasse ab und bPh+1 ist
Untergruppe von en . An dieser Stelle sei erwdhnt, dass eine kompakte
differenzierbare Mannigfaltigkeit mit nicht-leerem Rand genau dann
parallelisierbar ist, wenn sie stabil parallelisierbar ist ( [ 38]

Lemma 3.4). Die Struktur der Gruppen WP .
(vel. [38] ).

1 ist weitgehend bekannt

SATZ. ist Null.

bP2k+1
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10.3. SATZ. bP4k (k>1) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung

€, 2°72(2%" _ 1) zamier (4B /K) ,

WO Bk die k-te BERNOULLIsche Zahl ist, und & = 1 fiir

k ungerade und ek =1 oder 2 fiir k gerade

M4k-1(E8) ist ein erzeugendes Element wvon bP4k .

Wir wollen dieses Ergebnis etwas erldutern und insbesondere die Klassi-
fikation der Elemente aus bGP

4k

reprisentiert, Rand einer stabil parallelisierbaren

skizzieren: Wenn eine Sphidre, die ein
Element aus bP4k
Mannigfaltigkeit mit Rand X ist, dann darf men nach [38] Theorem 5.5
annehmen, dass X (2k-1)-zusammenhiéngend ist. Fiir jedes solche X ist

die Schnittform

Sy 8 sz(x,z) x sz(x,zz)-—> Z

definiert. Die Determinante der ganzzahligen quadratischen Porm S
ist + 1 (vgl. § 8). Die Signatur T(X) = T(Sy) ist wie iiblich

definiert als die Anzahl der positiven "Eigenwerte" vermindert um die

X

Anzahl der negativen Eigenwerte von Sx .

Zu jedem k gibt es eine kompakte parallelisierbare Mannigfaltigkeit
mit Rand X , so dass 9X,= s#-1 una T(x,)) #0. (s. [37]).

Die ganzen Zahlen, die als Signatur 7(X) einer (2k-1)-zusammenhingen-
den kompakten stabilparallelisierbaren Mannigfaltigkeit mit Rand X
auftreten, wo 9X die (4k-1)-dimensionale Standardsphire ist (das sind
gerade diejenigen ganzen Zahlen, die als Signatur T(X) einer (2k-1)-
dimensionalen kompakten stabil parallelisierbaren Mannigfaltigkeit
(ohne Rand) auftreten),bilden eine additive Gruppe. Das positive er-
zeugende Element dieser Gruppe wird mit ?k bezeichnet.

SATZ. Es seien X, und Zz (4k-1)-Sphéren (k > 1) , die die

stabil parallelisierbaren Mannigfaltigkeiten x1 bzw. X2
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beranden. Dann sind 2:1 und Z:é h-kobordant genau dann, wenn

—r(x1) = 1-(x2) mod T

Daher ist ©bP eine Untergruppe der zyklischen Gruppe der Ordnung

4k

‘Tk. Dass es nicht die volle Gruppe sein kann, zeigt der folgende Satz.

SATZ. ([48] Lemma 3.2)., Es sei W eine stabil parallelisierbare
(2k-1)-zusammenhéngende Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension

4 (k 2 1), so dass 9 W eine Homologiesphdre ist. Dann ist (W)

durch 8 teilbar.

Beweis. Dazu wird gezeigt, dass die Schnittform eine gerade Form ist.
Die Aussage, dass x . x gerade ist fiir alle x € sz(w;zo, ldsst sich
mit Hilfe des POINCARE-LEFSCHETZschen Dualitdtssatzes umformen zu der
dquivalenten Behauptung
2k
s> s BN (W, OW;Z,) — m¥(w, IW;Z,)

ist Null. Ware Sq2k von Null verschieden, so wire nach den WUschen
Formeln (s.z.B. [68] S. 350) eine STIEFEL-WHITNEYklasse der Dimension

€ 2k von Null verschieden.

Da oW eine Homologie-Sphiére ist, hat die Schnittform Determinante
+ 1(vgl. § 8). Aus dem Korollar in 13.1 folgt die Behauptung.

Andererseits gibt es eine (4k-1)-Sphére, die eine parallelisierbare
Mannigfaltigkeit mit Signatur 8 berandet, z.B. die in 8.8 angegebene

Sphére M4k'1(E8) - Dass S; die Signatur 8 besitzt, folgt sehr ein-
8
fach aus dem Korollar in 13.1 . Denn SE (xyx) = 2x12 + 2x22 + oo
8
+ 2x 2 . 2X, X, + oo + 2X X + 2X X, = X 2 + (x, + x )2 + +
8 1 6 1 1 2 oce

2 T 578

(x6 + x7)2 + x72 + 2x82 + 2x5x8 ist eire gerade quadratische Form, die
auf dem Teilraum Xg = O positiv definit ist. Da ‘T(SE ) =0mod 8,
8
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gilt 7(S, ) = 8 . Flihrt man eine neue Basis a, = e, , a, = - e, ,

E8 1 1 2 2
a3 = e3 9 coey a7 = e7 y 8g = = eg ein, so sieht man, dass SEe die
aus der LIE-Theorie bekannte positiv definite Bilinearform ist, die zu

g gehort (vgl. JACOBSON [31] Chap. 4 , § 5, SERRE [63]
Chap. V § 14, s. auch HIRZEBRUCH [26] ).

dem Graphen E

Aus den angefiihrten Tatsachen folgt, dass die Ordnung von bP4k gleich
T\/8 1ist. Der Wert von T, ist nach KERVAIRE-MILNCR [37] s. 457
gleich

221"1(221"1 - 1) B e /k .

In diesem Ausdruck ist Bk die k-te BERNOULLIsche Zahl, & = 1 fir
k gerade, a = 2 fiir k wungerade und jk ist die Ordnung der endli -
chen zyklischen Gruppe J1T4k_1(SO(q))c. LA (s?) fir grosses q .
Nach ADAMS [ 2] Theorem 1.5 und Theorem 1.6 ist J = €, Nenner
(Bk/4k),wo € =1 fir k ungerade und € =1 oder 2 fir k

gerade. Dann ist
B, J, & /4 = €8 Zéhler (B, /4k) = €,  Z&hler (4B, /k)

und

o =22k+‘l(22k—1

i -1) €, Zahler (4Bk/k) .

Aus der Kenntnis der stabilen Homotopiegruppen ‘nh+m(Sn) fiir
kleine Werte von m berechnet man 62 =1 und 64 = 1 . Denn es sind

i, = 240 € = 480 £, , und fiir grosse n gilt 1-rn+7(sn) /A

27 g €4 240
n
und 1rn+15(s ) =Z4eo + 2, (s. TODA [71] s. 186 ff. vgl. ADAMS [2]
7.17, KERVAIRE-MILNOR [37] ). M. MAHOWALD beweist in [41] , dass
£2k =1 1ist fir k S 29 und wenn k eine Potenz von zwei ist, sowie

fiir verschiedene andere Werte von k .
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10.3. SATZ. Fir ungerades k ist bP2k Null oder die zyklische Gruppe

der Ordnung 2 . bsz besteht aus der Standardsphédre und
aus der KERVAIRE-Sphire.

Der hier skizzierte Beweis unterscheidet sich nur wenig von dem in [38] .

Es sei X eine kompakte orientierte zusammenhiingende parallelisierbare
Mennigfaltigkeit mit Rand der Dimension 2k , so dass 3X eine (2k-1)-
Sphire ist. X wurde als (k-1) zusammenhingend vorausgesetzt. Da 98X
eine Sphére ist, ist die Determinante der Schnittform gleich + 1 , und

es gibt eine symplektische Basis €aecer € f1""’fn fiir H.k(X,ZZ) ’

so dass
eiofi=1 i=1,2,ooo,n
ei ] ej = fi ] fj = 0 fiil‘ alle i, j = 1,..., n
ei'fj=0 i+

Da H.k(X,Z) & Trk(x) , ldsst sich fir k = 3 kjec’ies Element aus Hk(x,z)
durch eine differenzierbare Einbettung von S~ in X realisieren. Fir
k ® 4 sind zwei Einbettungen, die das gleiche Element in Hk(x,z) lie-
fern, isotop und haben daher isomorphe Normalenbiindel (s. [21] ) .

In [38] § 8 wird eine Funktion Y, ¢ B (X,Z)~— %, definiert fiir
k #1, 3, 7 mit den Eigenschaften:

(1) '\}’o(x +y) = yo(x) + yo(y) +X.y mod?2
fir x,y e H.k(M,ZL)

(ii) -Yo(x) = 0 genau dann, wenn die eingebettete Sphdre, die
x € H.k(x,Z) repriasentiert, triviales Normalenbiindel besitzt.

Yo induziert eine eigentliche quadratische Form Y auf Hk(x,z?)
mit ARFscher Invariante d('\r) . Nach § 9 (8) ist
a(y) = Z}((ei)'y(fi) . Es sind die Fdlle d(y) =0 und d(y) # 0

zu unterscheiden.
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Fall 1. d(y) = 0 . Nach geeigneter Umordnung erhdlt man eine symplek-
tische Basis ey, ..., €, fi) «ee, £ von H.k(x,Z) , so dass

yo(ei) = Yo(fj_) =1 i< 2s
vwle;) =0, wyff,) =1 23 ¢ i ¢m
%(ei) = %(fi) =0 m<i4n

In Hk(x,Z) wird eine Basistransformation durchgefiihrt :

- ! -
€i-1 = ®2i_1 * €4 ’ €33 = foi.9 = foy

ft

] = =
£25-1 = fp5 4 + ep5. ¢ * €y ’ 21 =€ * %

2i-1 = T21
fir i s s

e! = e, ’ f! =f, + e wenn 2s < 1 € nm
i i i

i ?

wenn i > m

Die neue symplektische Basis e_‘,..., elfl ’ f_i,..., flfl hat die
Eigenschaft

wlel) = yo(fy) = 0 i=1,2, eeopn

Fall 2. d(4y) # O . Nach geeigneter Umordnung erhélt man eine symplek-
tische Basis eyeeey € ) fiy.00y £ von H.k(x,ﬂ) so dass

%(ei) =Yo(fi) = 1 i< 25 +1
Yoei)-o,yo(fi)=1 23 + 1< i $m
Yies) = () = 0 m<isn

Eine &hnliche Basistransformation wie im Fall 1 liefert eine symplek-

el eeey ©ly £, ceey £} von H.k(x,Z), so dass

tische Basis
n 1
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pled) =y (f)) =1 yo(e{) - '\,lo(f:!L) =0 i 1

Nach SMALE [67] Theorem 1.2 ist fiir k > 2 die Mannigfaltigkeit X
ein Henkelkérper aus (k) . Dann lésst sich nach WALL [73] Theorem 1
und KERVAIRE [36] jede Basis von Hk(x,zz) durch Einbettungen von Sphiren
Sk mit der richtigen geometrischen Schnittzahl realisieren. Im vorliegen-
den Pall lassen sich die Klassen ei ’ f{ also realisieren durch Einbet-
tungen von Sphdren, so dass nur die zu ei und fi gehdrigen Spharen
einen gemeinsamen Punkt besitzen. Zu den eingebetteten Sphiren wihle man
abgeschlossene Tubenumgebungen, Ui zZu ei ’ Vi zu f{ s SO dass

U; N Vj =@ fir i4j. U; v ¥, erhdlt man bei geeigieter Wahl der
Einbettung und der Tubenumgebung durch Verkleben zweier D -Bilindel iber
Sk . Dies;kBﬁndel sind im Fglle 1 immer trivial, daher ist der Rand

gleich S o Im Falle 2 erhdlt man U1 v V1 durch Verkleben zweier

Exemplare des Einheitstangentialbiindels von Sk , der Rand ist eine
=]

T
KERVAIRE~-Sphéire. In beiden Fiéllen werden Ui v Vi aus X herausgenom-

men und fiir i > 1 die Vollkugel der Dimension 2k eingesetzt. Man
erhdlt so einen h-Kobordismus von 9X und dem Rand von U1 v V1 .
Daher ist 90X diffeomorph zu g2k-1 , wenn d(vy) = 0, und diffeo-
morph zur (2k-1)-dimensionalen KERVAIRE-Sphire, wenn d(<y) # O .

Ist k e {1, 3, 7} , 80 ist das Normalenbiindel der eingebetteten Sphdren
immer trivial. Der skizzierte Beweis liefert fiir k = 3, 7, dass 09X
immer die Standardsphidre ist. Das gilt auch fir k =1 .

10.4. Der Satz in 10.3 liefert keine Aussage dariiber, ob die
KERVAIRE-Sphdre und die Standard-Sphire diffeomorph sind. Zu dieser
Frage zitieren wir das folgende Ergebnis wvon W. BROWDER [16] .
SATZ. Wenn die KERVAIRE-Sphiire Mzn“1(A2) (n ungerade) diffeomorph
ist zur Standardsphiéire, dann ist n + 1 eine Potenz von 2 .

M29(A2) ist diffeomorph zur Standardsphédre (obwohl das Tangen-
tialbiindel von S'° nicht trivial ist).
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Dieser Satz enthdlt als Korollar den folgenden Satz von E.H. BROWN und

F.P. PETERSON [17] .

SATZ. Die Gruppe bP8k+2 ist isomorph zu Zz fir k 2 1.

Die folgende Liste der Ordnungen von an+1 fiir kleine n ist der

Arbeit von KERVAIRE-MILNOR [38] entnommen.

n 1 3 5 7 9 11

13 15 17 19

Ordnung

1 ? 1 28 2 992
von an+1

1 8128 2 130816
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§ 11  Sphiren als Umgebungsriander von Singularitdten I

11.1. SATZ. & sei beziiglich {0,2} ¢ 2Z bewertet. Dann ist

M2n---1

(Ak) eine spezielle O(n)-Mannigfaltigkeit iiber 12

mit Orbitstruktur [[0(n-2) , 0(n-1)]] .

n 1

Beweis. ,S5S und S® x ™' sind spezielle O(n)-Mannigfaltig-
n

keiten iiber D2 mit der angegebenen Orbitstruktur. Fir 1ss folgt

das z.B. aus der dquivarianten Diffeomorphie zu W2n_1(2) (§ 5.2).

Exemplare dieser Biindel werden zu der Mannigfaltigkeit u22-1 (Ak) ver-
klebt, so dass O(n) differenzierbar operiert (vgl. § 6). Die Behaup-
tung sei fir M2n-1 (Ak-1) bewiesen. Es wird ein weiterer Baustein E =

n - -
458" oder = s® x g angeklebt. Da fiir u22 1(Ak-1) und E die

Behanptung gilt, kann die Eigenschaft "spezielle O(n)—Ma.nnigfaltigkeit"
hochstens in den Ecken (ﬁ(an X Sn_1) gestért werden, wo é eine der
zum Verkleben benutzten Trivialisierungen bezeichnet. Da es nach Defini-

tion der differenzierbaren Struktur einen dquivarianten Diffeomorphis-

ms von P x 271 & (-£,¢&) auf eine Umgebung von @an x Sn_1)

gibt, ist auch 2o (A.k) spezielle O(n)-Mannigfaltigkeit.

Zur Untersuchung der Verklebung im Orbitraum wird eine geeignete Orbit-

abbildung angegeben. Es seien H' = {(x,V1-IxI°)| x € D"} wund
B = {(x,-V1- le2) | x € D"} . Die zu verklebenden Biindel erhslt

man durch Identifikation von H' x Sn_‘| und H x Sn-1 iiber

E' A H~ mittels der charakteristischen Abbildung, in unserem Falle ist
das o (vgl. § 6.2) oder die Identitdt. Man erhdlt eine Orbitabbildung

von B x %1 Qqurch (xy + YV1-1x1° , F)r— (£ V1= 121", 1 x1 (X577 )
x € D" » Y € Sn_1 « Beide Orbits werden geméiss der Verklebungsvor-

schrift fiir die Blindel zusammengesetzt zu D2 .

Das Verkleben zweier Bausteine hat fiir die Orbitridume D12 und D22



17

die folgende Wirkung: Aus den Exemplaren D12 und D22 werden die

Orbits von @1 (]‘)’1n x Sn-1) bzw. @2 (]‘3211 x Sn-1) herausgenommen und
die entstehenden Riénder nach der Verklebungsvorschrift fiir die Total-
raume identifiziert. @1 und @2 sind die fiir die Verklebung benutzten
Trivialisierungen. Dieser Prozess ldsst sich leicht mit Hilfe der ange-
gebenen Orbitabbildungen verfolgen.

00

Der neue Raum ist wieder homdomorph zu D~ und daher diffeomorph zu

0% (vel. § 4).

11.2 SATZ. Ak sei konstant mit 2 bewertet und n 2 2 . Dann ist

M2n-

1(Ak) (&quivariant) diffeomorph zu Gl (k +1) .
Beweis. Die Fixpunktmenge von M2n'1(Ak) unter 0(n-2) ist MB(Ak) .
Das ist eine spezielle O0(2)-Mannigfaltigkeit iiber D2 mit Orbitstruk-
tur [(1, 0(1)]] . Diese Mannigfaltigkeiten werden nach dem Korollar in
4.6 durch ihre erste Homologiegruppe klassifiziert. Nach 8.1 und 8.5
ist E(>(4)) eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung k + 1 . Ande-
rerseits ist H1(W3(d)) = 1T1(W3(d)) =2, . Da alle 0(2)-Mannigfaltig-

keiten iiber D2 diffeomorph zu den Wj(d) , d € Z' sind, ist die Be-
hauptung fiir n = 2 richtig . Fir n 2 3 folgt die Behauptung aus
4.5 und 5.8.

Bemerkung. Das Argument des Beweises zeigt gleichzeitig, dass fiir den
Fall von reihenférmigen Bédumen Ak mit Bewertung beziiglich {0,2} die
O(n)-Mannigfaltigkeit M2n'1(Ak) allein durch den bewerteten Baum bis
auf dquivariante Diffeomorphie eindeutig bestimmt ist. Man muss nur die
Determinante des bewerteten Baumes ausrechnen. Zum Beispiel ist
M2n_1(T) dquivariant zu W2n-1(21) , wenn T der folgende bewertete
Baum mit 21-1 Eckpunkten ist
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T= rean - -

11.3. A sei konstant mit 2 bewertet. Nach 8.6 wund Beispiel 1)

in 8.5 ist M2n_1(Ak) fiir ungerades n 2 3 genau dann eine Sphire,

wenn k gerade ist. Diese Sphidre ist die Standard-Sphire, wenn
k+1=4+1mod 8 und die KERVAIRE-Sphédre, wenn k + 1 = + 3 mod 8 .
Denn in diesem Fall wird eine Basis e, ..., € € Hn(mzn(Ak), )
gegeben durch die Nullschnitte in den einzelnen Bausteinen, das sind
aber gerade k Exemplare des Tangentialbiindels von Sn . Daher ist das
Normalenbiindel der Einbettung gleich dem Tangentialbiindel von s®  und
fiir n+ 1, 3, 7 nicht trivial, Dann ist die Funktion

Yo 3 Hn(mzn(Ak), %Z)— Z, definiert durch '\yo(e1) = y/o(ez) = eee

= 1fo(ek) = 1 (vgl. 10.3.). Aus den Eigenschaften von Y (s. § 10)
folgt, dass man Yy = aus der nicht-singuldren geraden quadratischen
o durch Reduktion mod 2 erhdlt (vgl. § 9.6). Dann ist die

ARFsche Invariante d(¢ ) nach Definition gleich d(SA ) . Die Verte
k
Ak) sind in 9.8 angegeben. Nach § 10 ist Mzn'1(Ak)
(n ungerade, k gerade n 2 3) genau dann die KERVAIRE-Sphdre, wenn
d(SA ) =1 ist. Mit 11.2 ergibt sich fiir die Mannigfaltigkeiten
k

w2 1) .

Form S

von d(s

SATZ. Es sei n ungerade und n > 3 . Dann ist W' '(2k+1) eine
Sphiire sus P, . Wemn 2k + 1=+ 1mod 8 , ist W (Zk)

diffeomorph zur Standard-Sphire. Wenn 2k + 1 = + 3 mod 8 , ist
w2n-1(2k+1) diffeomorph zur KERVAIRE-Sphédre. Insbesondere ist

w2 1(2k+1) nicht diffeomorph zur Standard-Sphiire, wenn
2k + 1=+ 3mod 8 und n + 1 keine Potenz von 2 ist.

W2n_1(3)(n ungerade )war das erste Beispiel einer sphérischen Singularitdt

und wurde von BRIESKORN [14] gefunden.
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§ 12 Die ganzzahlipge Homologie gewisser affin

algebraischer Mannigfaltigkeiten

12.1. Bs sei a = (ao,a1,...,an) ein (n+1)-Tupel natiirlicher
Zahlen 2 2 . PHAM untersucht in [59] die singularit#tenfreie
algebraische Untermannigfaltigkeit Va von Cn+1 , die gegeben

wird durch die Gleichung

a a a
Z°+Z1+...+zn=1 .
o] 1 n

Es bezeichne Ga- die zyklische (multiplikativ geschriebene) Grup-

J
pe der Ordnung a:j mit erzeugendem Element 'j , und es sei £j =
exp(2ﬂ1/aj) y § =0,...,n . Die Gruppe G, = Gaox Ga1x...xGan ope-

riert auf Va durch

ko kn ko k1 kKn
(wo ceeW )(zo,z1,...,zn) = (Eo z°,£1 z1,...,6n zn) ’
ko kn
W Oeow T o€ Ga und (zo,...,zn) € Va .

Zur Bestimmung der Homologie von Va fiihrt PHAM den Unterraum

a4 e
U, = {z1ze€ V,» 30 reell 20 fir §=0,1,...,n }

von V_ ein.
a

SATZ. Ua ist Deformationsretrakt von Va « Die Deformation ist

mit dem Operieren von Ga vertriaglich.

Beweis. Es werden zundchst die folgenden R3ume eingefiihrt:

{ 2 | Z € ¢n+1 ’ Z:zi 1 } s
ze]B.m.1 ,Z:zi 1} s
zeX,Rez, =0}, siR = xFn S

1
s {igeeeesip} € {0,0nn,n)

b
1]

n b

1] 1]

N N
1]

. . S. nS.n...n S,
loooolk lo 11 1

+ .
S = { z| z € Sio...ik , Re z5 £ 0 fiir Jﬁlo""’lk} ’

k
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A
A

1

n+1
{XIxe]R ,in=1,x120} ,

{xlxeA ,xi=0} s 1 =0,1,.0.,0 .

Die Abbildung 1T : V_—> X , die definiert ist durch (2 ,z,,...,2 ) =
= (zio,z?1,--.,z§n) bildet U, auf A ab. A ist Deformationsretrakt

von X mit einer Deformation, bei der die S in sich iibergehen

io...ik
fir alle { 10,11,...,ik} ¢ {0,1,...,n} : Dazu wird X auf X" de-
formiert, indem die Imagindrteile in den einzelnen Koordinaten gleich-

zeitig auf Null gebracht werden. Zur Angabe einer Deformation

H : XR x [0,1] ——»XR wird £ :I R—R definiert durch f(x) = 0 fiir

x<€ 0 und f(x) = x fiir x 2 O . Die Abbildung r : XR——-)A mit

1
r(xo,x1,...,xn) = moy+...+f(}n)(f(xo),ooo,f(xn))

ist eine Retraktion der gesuchten Art, und H wird definiert:

R
H(z,t) = t r(z) + (1-t)z , t € [0,1] und 2z € X .

Die Deformation von X auf A s0ll zu einer Deformation von Va auf

U_ hochgehoben werden. Die S, zerlegen X in Unterrdume U .
a 1 SoS1...Sn

wo s, =+ oder s, = - , die definiert sind durch

8051« 5 = { z| z€ X, sign Rez, =5, , v=0,.0.,n } ,

und es sei U_* = - US, .
BgessBp BgeeeBp i
Eine Abbildung t : U —>V mit 1ret = Id ist durch den Wert
SooooSn a
t(x) fiir ein x € US: .. eindeutig bestimmt. Zu zwei Abbildungen
ee oD
t und t dieser Art gibt es ein w e Ga , so daB fiir alle x¢€
8-+ +8p gilt t(x) = w-t(x) . Sind s : Usoooosﬁ—-—ava und
t : Ut & —>V_ stetige Abbildungen mit Tres = Id und et = Id
o... n a
und gilt t(x) = s(x) fiir ein x € U n U, ¢ und ist
So...sn o... n
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x€ S.7 . , dann ist t(x) = s(x) fiir alle
loooolk
X € igeseig N Uso...sn'q Uto...tn . Denn eine i-te Wurzel ist

durch die Vorgabe des Wertes in einem Punkt w mit Re w 2 O
in der durch w ©bestimmten Halbebene ~{z | ze C , sign Re z =

sign Re w} eindeutig bestimmt.

Da die angegebene Deformation von X die Si ik fiir alle
Qe e

{io,...,ik} c {0,...,n} in sich deformiert, 148t sie sich iiber

jedem U zu einer Deformation von 17-1(U ) hochheben,
So...sn So...sn

und diese Deformationen stimmen auf dem Durchschnitt ihrer Defini-

tionsbereiche iiberein.

12.2. Fir z; € C - {0} ist zjaj reell 2 O genau dann, wenn

a .

z‘_j =u,lz,|] mit u,”J =1, d.h. uj ist aj-te Einheitswurszel.

j 3 J

aaj sei die Gruppe der aj-ten Einheitswurzeln. Mit diesen Bezeich-

nungen ist U_ der Raum der (n+1)-Tupel komplexer Zahlen (u t ,

oo
n
3 o & -
Wpbgseeesupt)) mit use G ., £, 20 und Z. t; = 1. Deshalb
J i=0
1aBt sich U mit dem "Join" G_ *G _*...*G identifizieren, und
a ap a an

diese Identifizierung ist mit dem Operieren von Ga vertraglich.
Wir erinnern kurz an die Definition und einige Eigenschaften des

Join, die wir nach J. MILNOR [52] zitieren.

DEFINITION. Es seien Ao’A1""’An topologische Raume. In der Menge

der (n+1)-Tupel von Paaren
((xo,to),(x1,t1),...,(xn,tn)) » X3 € Ay, € [o0,1] , Eti=1

werden ((xo,to),(x1,t1),...,(xn,tn)) und

((xé,té),(X',ta),...,(xé,ta)) identifiziert genau dann, wenn
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t. =t! fir i =0,1,...,0 und auBerdem x,2 = x! fiir alle
i i i 1

ti > 0 . Die so definierte Menge heiBt Join von Ao’A1""’An

und wird mit AO*A *...*An bezeichnet.

1
Ao*...*An wird mit der Identifikationstopologie von
Ao XeoeX An xtﬁn ausgestattet. Es gelten die folgenden beiden

Sitze, die in [52] § 2 vewiesen sind.

SATZ. A,B seien topologische Raume. Fir die ganzzahlige singulire

Homologie gilt:

() = D, F () ® f,(B) + ). tor(E, (m),H (®) .

r+1 i+je=r i+j=r1 3

SATZ, Der Join von n+1 nicht-leeren topologischen Raumen ist

(n-1)-zusammenhingend.

Fiir Va erhdlt man damit:

SATZ. Va ist fiir n 2 2 einfach zusammenhéngend.

H (V) =0 fiir i = 0,1,.00.,0=1 +
n

ﬁn(Va) ist freie abelsche Gruppe vom Rang | | (aj-1) .
j=0

Bemerkung. Wir haben uns im vorstehenden auf die Arbeit von MILNOR
bezogen. Man kann das Ergebnis auch wie folgt erhalten. Eir endliche
Polyeder A,B mit Basispunkten ao,bo ist der Join A*B homotopie-
dquivalent zum reduzierten Join A%¥B , der aus A+B hervorgeht, in-
dem man {aé}*B v A*{bo} (die Vereinigung zweier Kegel mit gemein-
samer Mantellinie {ao}*{bo} ) auf einen Punkt zusammenzieht. Der
Beweis ergibt sich aus der Tatsache, daB {ao}*B v Ilébo} zZusammen-
ziehbar ist. Nun ist A%B = S1AAAB s Wo A das reduzierte cartesische

Produkt ("smash") ist., Daraus folgt, daB ¥ kommutativ und assoziativ
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ist und distributiv beziiglich der Operation v ist (A1v A2
gleich Vereinigung mit Identifikation der Basispunkte). Nun war

der Raum Ga *...*Ga zu bilden. Offensichtlich ist

o n
Ga = Sov'...v'So mit aj-1 "Summanden" So . Da * eine 32u
J

homotopie-dquivalente Operation ist, folgt aus der Distributivitit,

~
*

daB Ga *...*Ga homotopie-dquivalent ist zu sPv...vs® mit
o n

(a°-1)(a1-1)...(an-1) Summanden. Hierbei ist nur zu bemerken, daB

SO*...*SO = Sn .
AR

n+1

12.3. U =G *G *...*G ist ein n-dimensionaler simplizialer
a ag aq an

Komplex mit einem n-Simplex fiir jedes Element von Ga . Mit e
wird das der 1 e Ga entsprechende n-Simplex bezeichnet. Alle an-
deren n-Simplizes von Ua erhdlt man aus e durch Operieren von
Ga « Daher ist die n-dimensionale simpliziale Kettengruppe gerade
Cn(Ua) ='Z(Ga)e , Wo mit Z(Ga) der Gruppenring von G_ bezeich-
net wird. ﬁn(Ua) ist eine additive Untergruppe von C (U ) .
Das Operieren von Ga auf dem simplizialen Kettenkomplex ist mit
dem Randoperator Bj : Cn(Ua)-——eCn_1(Ua) vertridglich. Fir

¥ € Gaj gilt insbesondere ajwj = )j s j=0,1,...,n . Daher ist

h = (1-w°)(1-w1)---(1-wn)e ein Zykel. Es soll gezeigt werden,
dag H (U ) =Z(G )h ist:

Ia sei der Kern der Abbildung Z(Ga)-—>Z(Ga)h , die definiert ist
durch wr—wh fiir alle we ZZ(Ga) . Durch vollstindige Induktion
iiber n wird bewiesen, daB I  das Ideal von Z(Ga) ist, das von
den Elementen

1+ w, + w? + oeee + w?j-1 , jJ=0,1c00,n

3

erzeugt wird.
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Damit ist gezeigt, daB Z(Ga)h den Rang T;T(aj-1) hat. Man
sieht leicht, daB I direkter Summand von Z(Ga) ist. Mit die-

sen Informationen und 12.2.folgt

SATZ. Der Homomorphismus Z(Ga)—>Z(Ga)h , der definiert ist

durch wr— wh 1liefert einen Isomorphismus

Z(Ga)/Ia TZ(G)h = H (V) .
aj-1

erzeugte Ideal.

Ia ist das von ‘l+wj+...+w‘_j y J=0,1,¢04,n

Daher bilden die Elemente w§°w§1...w§nh mit O s kj < aj-2

fir alle je {0,1,...,n} eine Basis von ﬁn(va) .

12.4. Es so0ll die Schnittform von V, nach PHAM [59] verechnet wer-

den. Dazu betrachten wir eine Familie von differenzierbaren Kurven

¥Ys :tR—C, 0< s $ n+2 , die durch die folgende Skizze veranschau-

licht wird.

Teo

_,
L

- 3 1

Zur genauen Beschreibung dieser Kurvenschar wird die

B:R—R eingefiihrt mit dem Graphen

-3
‘ Blt) =4 far ¢ £-4
Blt)=-t fur t 21
1 1 Pae
-4

C% -Funktion
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Dann wird definiert:

¥ (t) sta-zT‘:]]+i{3(‘f§'t) fir 14 s $n+2, telR

Ys(t) 2 4 is3(t) fir 0<ss1 ,telR .

Die Abbildung y : S° x [0,n+2] —>V_ s0ll jedem (7 ,...,T ;s)
den Punkt (zo,...,zn) = y%(¢b,...,1;) € V_ zuordnen, der defi-

niert ist durch

as
J -
Re z;J = Re Ys(Tj)
as 4
J = -
Im zj = Im XS(TB) ( E;g Im Js(Tk)) Re {S(¢3) ,
n
(beachte, daB ) _, Re XS(¢3) = 1 ) und z5 hat das Argument
j=0
v v
— L € 2 <
o Arg zj 5o wenn Re xs(13) 2 0 und 73 <0
J J
I o< 21T
5 Arg 2 < 5 wenn Re 63(13) S0
J J
2w < 21
Zaj £ Arg z5 < 2aj wenn Re JS(TE) 20 und ¢3 =0 .

Insbesondere ist ‘YO(TB,...,Th) = (zo,...,zn) mit Re z?j = ¢§ .

Im z?j = 0 und zj hat das Argument O , wenn T& £ 0 und

21 - e . ~ ve .

aj ,wenn T} 2 0 . Wir schreiben Y fiir Y% und Lf fir 'yn+2 .
o ~ a /2 an .

Es ist ?(TB,...,TE) = (EO'V‘I'O,...,En VTi) mit Cj = 1 , wenn

T . 20 und €, =w, , wenn T. 2 0,

J J J J

Auf S® ist in natiirlicher Weise eine Triangulierung gegeben mit
den Eckpunkten @greces®

n
Basis des Hin+1 ist. ¥ bildet das Simplex (ieo,ie1,...,ien) in

9=€ yeeey=€_ 4, WO € ,e.e,€_die Standard-
o] n o] n
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Sn

+ej oder -ej Ecke in dem gegebenen Simplex ist. Die angegebene

auf so...ene ab, wo cj = 1 oder Cj = wj je nachdem ob

Triangulierung von s™ wird mit dem Bild unter ? kohi@rent orien-
tiert. Z:n bezeichne den so gegebenen Fundamentalzykel

n+1 n
(-1) (eo,...,in) + (-1) (-eo,e1,ooo,en) Foeoet+ (-eo,-e1,ooo,-en) °
Dann ist @(Z") = h , wo Tf* die durch § induzierte Kettenab-

bildung bezeichnet.

Das Bild von X" unter g, wird mit % bezeichnet. Da y und
? homotop sind, gilt das

LEMMA. h ist homolog zu h .

12.5. h hat mit Ua genau zwei Punkte gemeinsam. Denn wenn

Y(TB""’TB) in U, liegt, dann ist

1 fi.ir j=0,1,ooo,n Oder

1) f3(yn+2 'r:_i)
2) pA(Yn+2 73) = -1 fir j=0,1,...,n .

In beiden Fillen ist (n+2)1“32. -1 = 111? , und im Falle 1) ist

1 s -3 L ad -— - -
T =T, = eeoe —TD.:-vm’ und im Falle 2) lst lo—’T:] = oo =

== . Die beiden Schnittpunkte sind

1]
_i
1]

n n+1
- (V2o A yV/an
s, = ((n+1) ""’(n+1) )
_ 1 \1/ag _ 2mi 1 \1/ap __2mi
32 - (+(n+1) exp_o,ooo,(n+1) exan) .

Berechnung der Schnittmultiplizitdten: In der Umgebung der Schnitt-
punkte 8, und s, in Va ist die Abbildung Tr: Va———+X (vgl. 12.1.)
eineindeutig und orientierungserhaltend, so daB man die Schnittmulti-
plizitdten in X ©berechnen kann. Der Tangentialraum an X in 'n(s1) =

ﬂ(sa) wird als reeller Vektorraum aufgespannt von a} = -a, + a

1 1°?
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' = - ' = o = = co e
c1 = co + c1 geeey an ni + an ’ c£ = -c, + S wOo ao, ,an
die Standard-Basis von C ist und cj = :'|.a‘_j y J=0,1,¢0e,n .
Diese Basis liefert die durch die komplexe Struktur definierte ka-
nonische Orientierung. Der Tangentialraum an die Zelle v(e) =

ﬂ(wo...wne) in 1T(s1) =TT(32) ist orientiert durch die.Basis

a%,...,aﬁ . Jedoch ist zu beachten, daB die Orientierung des Simplexes

WoeeeW e in dem Zykel h =sich von dieser Orientierung um den Faktor
(-1)™*"  unterscheidet. Der Tangentialraum an s® in -1/Vn+1(e°+...+en)
(bzw. 1/Vn+1(e°+...+en)) wird aufgespannt von —e _+e, , =€ +€5,...,

-e te, - Unter dem Differential (Troq ). geht -e tey iiber in

-i(-a+ )=_L' (bzw.aa')

T % % Yo+t ok Ya+1 %k

D. h. die angegebene Basis des Tangentialraumes liefert eine Orien-

tierung, die sich von der induzierten Orientierung um (—1)n (bzw.

(-1)™*") unterscheidet. Das Differential (ey), filhrt -e +e  aus

dem Tangentialraum an s in -1/Vh+1(e°+...+en) (bzw. 1/Vh+1(e°+...+

en)) iiber in
2(n+2)(ao
Vn+1

2(n+2)(a,
k

- a) + gi-]:-1-‘-"-§l(n+1)(-c + ck) = gi-]:-1:-"-21(-411'{ + (n+1)ecf)

v n+1 ° Y n+1

(bzw. + (n+1)ci) ) Kk = 1,2,e0e,0 &

n+1
Damit erh&lt man die Schnittmultiplizitaten:
0d = (_1)n(_1)n(n-1)/2

wo...wneoﬁ = (-1)11""](-1)11(11-‘1)/2

Sind x,y € G, und 7= (1-w°)...(1-wn) , dann ist

xheyh = y_1x17eo'ff = (_1)11(_1)11(11-1)/2 , wenn y-1x1)= 1

=_(_1)n(_1)n(n—1)/2 , wenn y_1x17= WoeeoW

Mit diesen Uberlegungen erhidlt man die Schnittform S .

n
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Es sei v (1-w°)(1-w1)...(1-wn) . Die Bilinearform S

iiber ﬁn(va) =Z(Ga) h wird gegeben durch

S(xh,yh) = &(yxn) , (x,ye€ Z(a))) ,

wo €:Z(G,)—> 7 den additiven Homomorphismus bezeich-
)

net mit

£(1) o) = (-1)B(-1)2(r=1)/2

=& (wow1

gE(w) =0 fiir we G, s w1 , w;éwo...wn .

yry ist der Ring-Automorphismus von Z(Ga) , der durch

die Abbildung w ] , w €G_ , induziert wird.
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§ 13 Ganzzahlige gquadratische Formen

In diesem Paragraphen werden einige Tatsachen iiber quadratische
Formen zusammengestellt, die im folgenden gebraucht werden. Der
Paragraph ist rein algebraischer Natur und weitgehend unabhingig

von ér iibrigen Vorlesung.

13.1. Es sei M ein endlich-erzeugter freier Z-Modul und
f : MxM— 7Z eine symmetrische Bilinearform. Die Abbildung
q : M— Z, q(x) = £f(x,x) heiBt die zu f gehdrige quadratische

Form. f ist vollstiédndig durch q Dbestimmt:

f(x,y) = 1/2(q(x+y)=-q(x)-q(y)) .

Die quadratische Form q heiflit nicht-degeneriert, wenn die durch

f definierte kanonische Abbildung E — E* injektiv ist, sie

heiBlt nicht-singuldr, wenn die Abbildung E——E* bijektiv ist.

Wdhlt man eine Basis von M, so wird f durch eine symmetrische
Matrix X Dbeschrieben. Da sich X bei einem Basiswechsel unimo-
dular transformiert: X' = YtXY ; det Y = + 1, ist die Determinante

von X eindeutig bestimmt.

Sei M = M/2M die Reduktion von M modulo 2 . Dann ist M Vek-
torraum iiber dem KSrper IF'2 =2Z/2%Z . Die nicht-singulédre symmetri-
sche Bilinearform f auf M definiert auf M eine symmetrische

Bilinearform £ , die ebenfalls nicht-singulér ist. Offenbar gilt

f(x+y,%x+y) = £(x,%) + £(3,¥) ,

d.h. T ist Element des Dualraumes von M . Da f einen Isomor-

phismus M ¥ M* induziert, gibt es ein Element U e« M mit

f(u,x) = f(x,x) fir alle x e M .
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In M existiert also ein modulo 2M definiertes Element u , mit
f(u,x) = f(x,x) (mod 2) .
f(u,u) ist modulo 8 wohlbestimmt, denn
f(ur2v,u+2v) = £(u,u) + 4(£(u,v) + £(v,v)) = £(u,u) mod 8 &

Das Element o (f) = f(u,u)eZ/8Z ist also eine Invariante der

quadratischen Form (M,f) .

Ist f eine nicht-singuldre quadratische Form iiber Z , so ist
die Anzahl rt der positiven Koeffizienten und die Anzahl 7 der
negativen Koeffizienten von f in einer Diagonalisierung von f

iiber R wohlbestimmt. 7= 1f - 7 heiBt Signatur von f .

SATZ. Fiir _jede nicht-singulére quadratische Form (M,f) gilt

o(£f) = 7(f) (mod 8) .

Beweis. (VAN DER BLIJ [10] ) 0.B.d.A. sei M das Gitter der ganz-
zahligen Vektoren im R® . Es sei u € M wie eben gewshlt. Wir be-

trachten die Funktion
. 1 1
F(t) = exp@f1f(t+§u,t+§u)) .

Da die quadratische Form f nicht-singuldr ist, bilden die Funk-
tionen exp(-2mif(t,m)) ; m € M eine Orthonormalbasis im Hilbert-
raum der summierbaren periodischen Funktionen. Die Fourierentwick-

lung von F(t) nach diesen Funktionen ist also:

2 : ( j'expéwif(t+%u,t+%u)) exp(-2mif(t,m)) dt) exp(-2mif(t,m)) .
meM
T

Dabei sei T ein Fundamentalbereich fiir M , der den Nullpunkt in
seinem Inneren enth#élt. Dann konvergiert diese Fourierreihe im Null-
punkt gegen F(0) , d.h.
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exp@Tif(%u,%u)) = z \ J' eprnif(t+%u,t+%u)) exp(-2mif(t,m)) dt .
meM
T
R 1 1
Es ist f(t+§u,t+§u) - 2f(t,m) =

1
2

]

f(t+ 5

u-m,t+su-m) - £f(m,m) + £f(m,u) .

Nach Definition des Vektors u ist =f(m,m) + f(m,u) gerade, also

) J{.expénif(t+%u-m,t+%u-m)) dt
T

meM

P
exp@Tlf(éu,éu))

f explrif(z,z)) dz .
'Rﬂ

Dabei ist das letzte Integral ein uneigentliches Integral.

. . . . . n .
Durch eine lineare Transformation der Determinante +1 im R kSnnen

wir die quadratische Form f auf die Gestalt tf+...+t§-ti+1-...-t§
bringen, wobei 2k-n die Signatur ist. Das letzte Integral ist also
© <0
.. 2 2 ,2 2
...{exp(Tl'l(t1+...+tk—tk+1-...-tn)) dt1ooodtn 3
- ~c0

Mittels des Satzes von Fubini und
- -]

/exp(ﬂ'ixa) dx = explri/4)

-C0
had

fexp(-ﬂ’ixa) dx = exp(-mi/h)

erhdlt man die Identitat
. 1 1 i
explTif(su,su)) = exp(—7=T),

also f(u,u) = 17 (mod 8) , q.e.d.

(Andere Beweise dieses Satzes finden sich bei MILNOR [54] und
SERRE [64] .)
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KOROLLAR. Die quadratische Form (M,f) sei nicht-singulidr. Es sei

f gerade, d.h. fiir alle me M gelte f(m,m) e 2Z.

Dann gilt 7(f) = 0 (mod 8) .

Beweis. Offenbar ist o(f) = 0,.

13.2. Sei G endliche abelsche Gruppe der Ordnung n . Es seien
Z1c) ,R[c] , C[G] die Gruppenringe von G mit ganzen, reellen,
komplexen Koeffizienten. Auf C[G] ist in kanonischer Weise ein
Skalarprodukt definiert durch

4 Z.ot,o‘,z_.ﬂ,- °">=°;éoc,ﬁ,. .

e G 0EG

Auf R[G] beschrinkt ist dieses Skalarprodukt positiv-definit.

§ j E:: -1
Die (€-lineare Abbildung &: €[G] — € sei definiert durch

€(1) =1 ; €(0) =0 falls o € G - {1} . Offenbar gilt

<j>,'7>=£(f-7l) , f,"ze‘f[G]-

Identifiziert man mittels des Skalarproduktes (C[G] mit seinem

Dualraum, so entspricht der Linearform f : € [G] —>( das Element

CeG
des Gruppenringes C[G] :
(%,p)- £p) , pec€la].

Es sei X. ein Charakter von G , d.h. ein Homomorphismus G —C*
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Sei 7 = J_ o 0" ein beliebiges Element von C[G] . Dann gilt
A A
n X=X@PX ,

d.h. 5(, ist Eigenvektor des Endomorphismus, der durch Multipli-

kation mit " gegeben ist.
Beweis. 7)’2: (; ay 0 (L X(T) T) =§Z;oc,.><('r)0""=
=T (Za X(T'e™H ) = (I X PN e, X(e™) .
! o T o
Dabei wurde 1= o7 gesetzt.

Insbesondere gilt also

)"(122 _ o falls X, #X,
7\-7(-1 falls X1 =X2

Eine ausgezeichnete Orthonormalbasis &' von IR[G] wird von fol-

genden Vektoren gebildet

_,157“( falls X=X
== (X +’)cC) falls XA£X
7%-; (X -%X) falls XAX .

Alle Produkte von zweien dieser Basisvektoren verschwinden mit Aus-

nahme der folgenden

(X+X) falls XAX

(7’2,-7%) falls XZ£X

1 2
Yon YZn
P (R-%) = (R-%) = J(R+X)  farte x4X
1 i
¥Z5 72n
V%' )?_:)2 falls =i o
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Mit dieser Tatsache folgt leicht, daB die gewzZhlte Basis tatsich-

lich eine Orthonormalbasis ist.

Wir wihlen y,7 €eZ(G] . Es sei p=7¢. Auf dem Z-Modul 17Z[G]

definieren wir eine Bilinearform S = S(xp,'r)) folgendermaflen

S :vl[G] p' 17Z[G] — 1L
(7x,17y) — (ixf)) .

Offenbar gilt

a) S symmetrisch &= p=p
b) S schiefsymmetrisch & p:-ﬁ .

Da S ganzzahlige Koeffizienten hat, ist die Determinante von S
wohldefiniert. AuBerdem ist im Fall a) die Anzahl der positiven bzw.
negativen Koeffizienten, " bzw. 7 , in einer Diagonalisierung von

S iiber IR wohlbestimmt; = + -1 heiBt Signatur von S .

LEMMA. Es gilt

tdet 5 =11 X.(tf) * Ordnung der Torsionsuntergruppe
x(ic,);éo von L[c]/yZ[c] .

Im Fall a) gilt

-+
T

Anzahl der X mit X(f’) >0

Tt

Anzahl der X mit X('o)< o .

Beweis. Offembar gilt  X(%) = O 4——»52(7) =0 .
Wir beweisen zunichst die Aussage iiber die Zahlen + , 7 . Dazu

betrachten wir folgende Basis von '71R.[G] :
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|><>

XG) % X X(n) £0, X=X

2]

19 -

= S T
77;(+n)< _ X )X+n7<( )X X(n) £0, X#X
X=X _ ;XX - XX X £0, XAX

Ayl Y N

Mit den friher bewiesenen Formeln sieht man nun leicht, daB S

bzgl. dieser Basis in Diagonalform ist. Insbesondere gilt

Es ist ferner, wie man ebenso nachrechnet

s(7) %ﬁ, 1}%) = X(f»)

s<q%§.’£ 7’&,}2‘) - X(p)

A fa A AQa
sty 125, 93255 - X(p)
Damit ist der Beweis gefiihrt.

Die Determinante von S  Dbeziiglich der eben eingefiihrten Basis ist

+TT XY = + TT x(g) TTX(x)
X ()#0 X(v?);éo X(v));-‘o
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Geht man zu der Basis 1; :

X(T)) }-(O 7C=3C'

ey

P2 $
I:l+
&)

X(m) #0 X#X

&>
1
&b

x(n) £0 X£EX

iiber, so erh&lt man als Determinante beziiglich dieser Basis
+TT X(p) * (detm)™% = +TT X(p) - (TTOX YN

Um die gesuchte Determinante zu berechnen, miissen wir zu einer
Basis von mZ[G] iibergehen. Aus der Theorie der Elementarteiler
folgt: Man kann ganzzahlige Basen XqsesesX 3 Jqreeesy, VOR

72.[G] finden mit

n

nx; = t.y, tie'Z. y £, 20
ti %O fiir i = 1,o-o,k
t = O fiir i= k+1,ooo,n .

i

k
Dann ist t = T | t, die Ordnung der Torsionsuntergruppe von

i=1

Z [G]/q ZI(G] .

i

Ergdnzt man die Basis % zu der Basis % von R[G)] , so hat die
Matrix X des Basiswechsels 3*-——9{xi} , d.h. die Matrix, die aus

den Spaltenvektoren X gebildet wird, folgende Gestalt

X o k
X=(1 >} [
X2 Xu

Nt
k
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Analog hat die Matrix Y des Basiswechsels 2}'—>{yi} die Ge-

stalt
Y Y k
0 Y,+

oyt

k

Nun gilt fiir die Matrix des Endomorphismus

X))
X XE) - XG)
X - XG) F AU+ X)) .

also insbesondere

+ det Y, t-det x;1 = 17 X(v)) .
X(7)£O

Es ist t;y; , i=1,...,k eine Basis von 7’Z[G] , also ist die

gesuchte Determinante

. TIx(p)
_T"rx.q

_ L TTX(y) det X, TTX(n) .2
_iﬁ%ydEth T 1 t .

det S

(det Y,I)at2 =
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Es bleibt also noch zu zeigen

det Y1'det X1

£

WHegen det X1-det X’+ = det X

+ 1 ist das gleichwertig mit

det Y1 = + det X4 .

A SEREEED und Xpepqr oo o1 Xy sind Basen von orthogonalen direkten
Summanden des Gitters ZI[G) . [det Y,l,ldet X,| sind die Volumina

der von y1,...,yk bzw. x aufgespannten Parallelotope.

k+1'°****n
Die Behauptung ist dann eine bekannte Tatsache des #HuBeren Kalkiils.

13.3. Wir betrachten speziell G = Gox...xGn mit Gi zyklisch von

der Ordnung a; . Es sei w. ein Erzeugendes von Gi . BEs sei

= (1-w°)...(1-wn)
l.f: (_1)11(11-1)/2(1_'0... \ln) ’
also $¢ﬁ= (-1)n(n_1)/2(1-w;1)...(1-w;1)(1-wo... wn)

e ERCILE DI

Ist n gerade, so ist die Bedingung a) erfiillt, ist n ungerade,
die Bedingung b).
Es bezeichne Sa die durch y,n definierte Bilinearform. Dann gilt

SATZ, (i) +det s, = TT (1 - gfo ... &)

’
O<kj<aj ° n

wobei €i eine primitive ai-te Einheitswurzel bezeichnet.

(ii) Ist n gerade, also die Bedingung a) erfiillt, so gilt
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1j(Sa) = Anzahl der (n+1)-Tupel natiirlicher Zahlen
(xo,...,xn) z%t O'<xj< aj , 80 daB
o<Z;1-<1 (mod 2)
J
Tr(Sa) = Anzahl der (n+1)-Tupel natiirlicher Zahlen

(xo,...,xn) mit O<xj<a:i , so daB
1<Z,§i<2(mod2) .
h|

Beweis., (i) Nach dem letzten Lemma geniigt es zu zeigen, daB die
Gruppe fZ[G]/n?Z[G] keine Torsion hat. Das ist gleichbedeutend mit:
Annihilator von 7m ist direkter Summand von 2[G] . Offenbar gilt

a

3

Durch Induktion nach n 2zeigt man leicht, daB die Elemente

(1+wj+...+w j-1)(1-wj) =0.

(1+wj+...+wjaj-1) 3 J =0,+...,n den Annihilator von 7 erzeugen.

Offenbar erzeugen diese Elemente aber auch einen direkten Summanden
von Z[G] .

Als Nebenresultat erhdlt man

n
dim (Sa) =TT (a

=0 R

(ii) Ist n gerade, so gilt

Y ENCOLA ST I
Nach dem letzten Lemma gilt also

1_,+

Anzahl der X mit XKP) >0

Anzahl der X mit (-1)11/2 Re X(q) >0 .

Fir e€C mit Ig[= 1 gilt arg(1-€) = 3m/2 + arg(e)/2 .
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Damit folgt

7" = Anzahl der (n+1)-Tupel (xo,...,xn) mit O« xj< a

J
und 0 < 2% <1 (mod 2) .
J
Analog erhalt man

T~ = Anzahl der (n+1)-Tupel (xo,...,xn) mit O'<xj< as

und 1 <Z:—"< 2 (mod 2) .
h

Fiir die topologischen Anwendungen ist es wichtig zu wissen, wann

die Determinante der quadratischen Form S gleich +1 ist.

Um ein Kriterium zur Entscheidung dieser Frage zu erhalten, wird
nach MILNOR der Graph [(a) des (n+1)-Tupels a = (ao,...,an) ein-
gefiihrt. M(a) hat die (n+1) Ecken 8 seees8 o Zwei Ecken a; und
a:j werden durch eine Strecke miteinander verbunden genau dann, wenn
der groBte gemeinsame Teiler (ai,aj) grofer als 1 ist. Dann
gilt (BRIESKORN [15] )

LEMMA. det E% = + 1 genau dann, wenn eine der beiden folgenden

Bedingungen erfiillt ist:

a) M(a) hat wenigstens zwei isolierte Punkte.

b) [(a) hat einen isolierten Punkt und eine Zusammenhangs-

komponente K mit einer ungeraden Anzahl von Punkten, so

daB fiir ai,ajeK mit i £ j gilt (ai,aj) =2 .

Beweis. Das Polynom

Gy = T T (t-efo... em
O'<kj< 25

hat ganzzahlige Koeffizienten und lauter Einheitswurzeln als Null-
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stellen. Also ist es Produkt von Kreisteilungspolynomen d%(t)

O =TIyo)

wobei d, die Ordnungen der ko, .. Cin durchlsuft, eventuell

mehrfach. Bekanntlich ([74]) gilt (1) = 1, falls d keine
Primzahlpotenz ist, wdhrend fiir eine Primzahl q offenbar gilt
@qm('l) = q . Bs ist also det 5, = #1 genau dann, wenn fiir jedes
k = (K ;eee,k ) mit Q< k., < a
Kk Eg ’ J 3
€ = °°... Cnn keine Primzahlpotenz ist. Es sei K eine Zusam-
menhangskomponente von [(a) . 0.B.d.A. sei K = {ao,...,ar} . Bs
sei K(K) die Anzahl der (k ,...,k ) , O <k
ko ° r J

£o ...&ﬁr = 1 . Dann stellt man leicht fest, daB K(K) = O genau

dann, wenn K ein isolierter Punkt ist oder wenn K die in b)

die Ordnung der Einheitswurzel

< aj, fiir welche

genannte Bedingung erfilllt. Das ist &quivalent zur Behauptung, denn
die Ordnung aller &k ist keine Primzahlpotenz genau dann, wenn

["(a) wenigstens zwei Komponenten KoK, hat mit K(K1) = K(K,) =0

2 2
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§ 14 Sphiren als Umgebungsrinder von Singularitéten II

(nach BRIESKORN [15] )

1%4.1. Es sei a = (ao,a1,...,an) ein (n+1)-Tupel von natiirlichen

Zahlen 22 und t eine nicht-negative reelle Zahl,

t _ n+1 ag a ap _
Va-{zlzed: » 2,0 + 2, +...+zn_t}

ist fir t £ 0 eine singularititenfreie algebraische Mannigfal-

tigkeit. VZ besitzt eine einzige Singularitit in 0 € €7 .
1. . t .
SATZ. V_ = V, ist diffeomorph zu V_ fiir t £0 .

Beweis. Die bijektive Abbildung von €21 in sich, die definiert

ist durch

ey a4 An
(ZO,Z,],...,Zn)I——)(VEZO, ﬁz1,ooo, ﬁzn) ’
wo QV¥ irgendeine ai-te Wurzel von t ©bezeichnet, filhrt Va

in Vt iber .
a

14,2, Es seien B2n+2 =-{z | z € ¢n+1 , Z:lzjla < 1}

[
und B211+2 ={z | ze£n+1 , lejl2< 1} .
]
SATZ. TFir hinreichend kleines t £ O ist v: n 3282 4iffeo-

morph zu Vt
morpa zu V., e

n
Beweis. : V' —3R wird definiert durch z —) L 2.2, .
a o 11
Zur Bestimmung der kritischen Punkte von Y wird der Satz iber
Extrema mit Nebenbedingungen benutzt. In den kritischen Punkten
miissen die Gleichungen

s aj-1
z‘_j 7«ajz:j 0

1]
o
[ )
]}
o
N
K
.
B

z. - pa 7231
J 373
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-

mit A,Iu.elﬁ erfiillt sein. Dann ist A# O und p=A .

Aus der ersten Gleichung und der Nebenbedingung folgt

z.2
E:L-g—i - At = 0 und damit A reell » O

j
- aj
Z.2. Z .

und ata, -t °

D.h. in einem kritischen Punkte gilt Z:lzjla-'j =t und Izjlaj £t .

Daher liegen fiir hinreichend kleines t alle kritischen Punkte in

t 1 ¢2n+2 . 1 2n+2 n+1 - 1 .
V. n 5B mit = B ={z|ze( ,szzj<-2-}.Dannlst
Y"1([%,oo)) diffeomorph zu [%,cv) p's Y-1(%) . Der Diffeomorphismus
wird mit Hilfe der Einparametergruppe wie in [4%] § 3 konstruiert.

Daraus folgt die Behauptung.

t s2n+1

14,3, Bs sei 2:: = Va N . Statt Z:; wird Z:a geschrieben,

SATZ. Fir hinreichend kleines t ist ) © # ¢ und § . ist

diffeomorph zu Z:a .

Beweis. Die Abbildung {F: C®"—C sei definiert durch

~ a, a a
V(zogz,]gooo,zn) = Zoo + Z11 +o oot znn [

und es sei y-= "'/San+1 . Es wird gezeigt, daB -y in einer Umgebung

2n+1

von ‘Z:a in S Hochstrang besitzt, und dann der Satz von EHRES-

MANN benutzt (s.u.). Die Ableitung von ‘? an der Stelle ¢ = (co,c1,

...,cn) ist eine (C-lineare Abbildung d'_n+1 —=> , die durch die
Matrix ag=-1 a1-1 an-1
(a°c°° ’a1°11 ""’ancnn )

2n+1 2n+1

beschrieben wird, Es sei ¢ € S . Der Tangentialraum an S
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n
in ¢ Dbesteht aus den u an+1 mit ), (cit':ti + Eiui) =0.

i=0
Es soll gezeigt werden, daB fiir alle c € S2n+1 mit Zlcii hin-
~ . 1 .
reichend klein -y'(c) den Tangentialraum an S2n+ in ¢ auf
C abbildet.
u,c
Es sei u aus dem Tangentialraum an $2*1 in ¢ und u, = —g—l s
v
vV = Og1,ooo,n . Fiir .{iv gilt dann
n - n -
CVC o~ —~ _ c Cv -~
) — W, +4) =22, L%Re T, .
v=0 v v=0 v
Mit diesen Bezeichnungen ist
' - aj~
V:(c)(uo,...,un).-Z:ci U .
Falls fiir alle (n+1)-Tupel reeller Zahlen (vo,v1,...,vn) mit
- n -
c,¢ c,¢C
¥ ;vv v, = 0 auch Z - q?vvv = 0 , dann ist qfv = (otif3) ;vv .
v= =

oo,[iem s v=0,1,..0,n , und |x+if3] £ t-A , wo
A = Max'{av |v=0,1,...,n‘}. Daraus folgt aber fiir a, =2, ¢, #0
und hinreichend kleines t sofort ein Widerspruch. Wenn a, > 2 ist
fiir alle v mit ¢, # 0 , dann ist
S o 5 (laxipl)fad), T 248, -2)
1=§fcvcv=2f(a)\'5§ (t-A)
v=0 v=0 v v=0

was fir hinreichend kleines t unmbglich ist.

Wenn t klein genug ist, gibt es also ein reelles (n+1)-Tupel

. c;C4
(Vo,...,vn) mlt Z.-t-j'.l vi = O und chaVvv =r # O .

Daraus sieht man sofort, daB ganz € als Bild auftritt. Es gibt also
eine Umgebung U von O e , so daB V*Y-1(U) in jedem Punkt den

Rang 2 hat. Die Behauptung folgt aus dem
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SATZ von EHRESMANN [20] . Es seien E und B differenzierbare

Mannigfaltigkeiten, B 2zusammenhdngend und p : E—>B eine

differenzierbare surjektive Abbildung, so daB fiir alle x € B

der Rang des Differentials von p in =x gleich der Dimension

von B ist und p_1(x) kompakt und zusammenhéngend ist.

Donn ist E —>B ein differenzierbares Faserbiindel. Insbeson-

dere sind alle Fasern p-1(x) diffeomorph.

14,4,  SATZ. v: n B2®*2  jot parallelisierbar.

Beweis. Die Gleichung von V: definiert einen singularitatenfreien

Divisor auf CP*1 . Das zugehtrige komplexe Geradenbiindel ist trivial,

seine Beschrankung auf V: ist das Normalenbiindel von V: in ¢n+1

(HIRZEBRUCH [24] S. 69 und S. 115). Daher ist das Tangentialbiindel von
v: und ebenso das von v: n BZ*2 gtabil trivial. v: A B2R*2
fir hinreichend kleines t eine Mannigfaltigkeit mit nicht-leerem

Rand Zl: und daher parallelisierbar (vgl. § 10).

ist

Da Z:: diffeomorph ist zu Z:a , ist nach den Sdtzen in 8.1. die
Mannigfaltigkeit Z:a genau dann eine Homologiesphidre, wenn

det Sa =+ 1 ist, wo Sa die Schnittform von Va bezeichnet. Fiir

dim Z:a 2 5 1ist dann Z:a sogar eine Homotopiesphire, wie der fol-

gende Satz zeigt.

SATZ, Die Fundamentalgruppe von Z:a ist abelsch, wenn

dim Z:a 25 ,dh, nz3,

Beweis. Aus dem Beweis des Satzes in 14.2. folgt, daB die Funktion
(20,21,---,Zn)l-—9zoio +eeet 2z 7 in VZ - {0} keine kritischen
Punkte besitzt. Daher hat VZ - {0} den gleichen Homotopietyp wie

2 =), (vgl. 5.5). Es wird die Fundamentalgruppe von V, - {0}
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untersucht. Die Untermannigfaltigkeit {z | z € V: -{o}, zn=0}
hat in VZ - {0} die Kodimension 2 . Daher 1#Bt sich jeder Weg
in V: - {0} zu einem Weg in VZ -{z lzn=0} deformieren, und
die Abbildung

™, (Vs - {z] 2 = 0} )—>m(v)-{0})

N . . (o] _ _ ap an _

ist surjektiv. V_  -{z|z = 0} ={z]2° +eeet 22 =0,12 #£0]
wird durch =z —z auf (* abgebildet. Das liefert einen lokal
trivialen Faserraum iiber (* mit Totalraum VZ -{z lz, = 0} und

Faser V, , wo % = (a_,a,y...,a _,) und Projektion 1 . Zum Be-

n-1
weis der lokalen Trivialitat sei toe €C* und €> 0 , so daB
[t 1 >¢ und U = {tite C Jle=t | < £} . Die Trivialisierung

Vy x U—>1T-1(U) wird definiert durch

a,/ am “-;/ a d-'n-;/ a
(Zo,z,],...,zn_,],t)‘-'( Y -t n Zo, —t nz,]gooo, —t n Zn_1 ,t)o

a'.l
Dabei wird die ai-te Wurzel von -tin beliebig gewdhlt und V-tan
ist fiir alle t € U dadurch eindeutig definiert. Aus der exakten
Homotopiesequenz fiir Faserrdume (s. z.B. [30]) folgt, da VQ nach

12.2. einfach zusammenhingend ist, daB

m o -{z1z =0}) =m(C*) L .

14,5, Wegen der Giiltigkeit der POINCAREschen Vermutung fiir Dimen-
sionen 25 ist fiir n 2 3 die Mannigfaltigkeit Za genau dann
eine Sphare, wenn det Sa = *1 , Aus dem Lemma in 13.3 und § 10 folgt

der

SATZ., Fir n z 3 ist z:a eine (2n-1)-Sphire genau dann, wenn der

Graph (a) eine der folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

(i) (a) hat wenigstens zwei isolierte Punkte.

(ii) TI(a) hat einen isolierten Punkt und eine Zusammenhangs-

komponente K mit einer ungeraden Anzahl von Punkten,

so daB fiir ai,ajel( mit 1 £ j gilt (ai,aj) =2 .
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In diesem Falle gehort Z:a zu bP Ist dariiber hinaus

2n °
n=2m, so ist
l . ekeg
a 8 &p
wo &n die durch Mhm-1(E8) repriasentierte Klasse von

bth ist. 1 laBt sich aus dem Satz in 13.3 berechnen.

14.6. Fiir (ao,a1,...,a2m) = (p,qs2,2,0+.,2) mit p,q ungerade

2 3 uynd (p,q) = 1 so0ll der Index T der zugehdrigen quadrati-
schen Form berechnet werden. Aus dem Satz in 13.3 folgt sofort, daB
die Signatur der quadratischen Form von (ao,...,an,2,2) das Negative
der Signatur der quadratischen Form von (ao,...,an) ist. Deshalbdb
genligt es, den Fall m = 1 2zu betrachten. Im folgenden sind x wund

Yy immer ganze Zahlen. Wir definieren:

N = Anzahl der Paare (x,y) mit
Psq
(1) 1sst—51,15ys3§1 und
(2) -§<qx-py<0.

Diese Definition ist dquivalent mit der folgenden: Np a ist die
?

Anzahl der qx mit 1 £ x £ (p-1)/2,s0 daB der Rest modulo p von

kleinstem Absolutbetrag negativ ist.

g = Anzahl der Paare (x,y) , die (1) und
?

(3) ax - py <-%

erfiillen. Man iiberzeugt sich leicht, daB

(%) N + N + m + m
Psq dq,P Psq d,P

_ (p=1)(g=-1)
= [

Es sei T' die Anzahl der positiven Eigenwerte der zu (p,q,2)

(p,q wie oben) gehdrigen quadratischen Form. Dann ist

147 = Anzahl der (x,y) mit der Zigenschaft, daB
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(5) 1<x<p-1 , 1<y%qg=-1 und
0« % + % + % <1 mod 2 oder damit &dquivalent
(6) %<-§+%<;— mod 2 .

Das sind gerade diejenigen Paare (x,y) mit (1) , fiir die

(6a) 0 < % + % <-% mod 2 oder
(éb) % < % + % < 2 mod 2

gilt. Die eineindeutige Abbildung (x,y) +— (p-x,q-y) fiihrt die
Menge der (x,y) , die (1) und (6éa) erfiillen, in diejenigen iiber,
die (1) und (6b) erfiillen, und umgekehrt, so daB = = 2 *Anzahl

der (x,y) mit (6a) und
1<x < 351 , 157y =q-1
= 2 * Anzahl der (x,y) mit (1) und

7 O<qx+py<P—;—q.

Die Abbildung y +>(q+1)/2-y (bzw. x+>(p+1)/2-x) filhrt die
Menge der (x,y) , die (1) und (7) erfiillen iiber in die Menge der
(x,y) , die (1) und

(3) ax - py < - g (bzw. py - qx < - %)

. . + _ + - - -
erfiillen. Daher ist 1" = 2mp’q = qu’p e Da 7T + 17 = (p=-1)(q-1)
T o) = (pe)(aet) - bm = =D o Ln

- 1 P,q 2 p,a ’ Tq,p’ °

SATZ. Die quadratische Form, die zu dem (2m+1)-tupel (p,q,2,2,.¢..,2)

gehdrt mit p,q ungerade 2z 3 und (p,q) = 1 hat den Index

T mit . (p=1)(g-1)
(-1)7r= 2 * 2(Np,q * Nq,p)
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1%.7. Anwendung dieses Ergebnisses auf die Mannigfaltigkeiten

Za liefert den

SATZ. Es sei a = (a a1’..., 2m) = (p’q’a’...’a) mit p’q un-

gerade > 3 und (p,q) = 1 . Dann ist Ta eine Sphire

und 2, € g 8n ¢

wo g das Element aus bP, mit Index 8 bezeichnet und

(-1)%r = & '1)2( =) LN+ N )
Psq = Q4D

Ist insbesondere =3 und q = 6k - 1, dann ist

2 e(-1"k g, -

a

Fir m =2 und k = 1,2,...528 erhdlt man so die 28 Klassen

von 7-Sphidren., Fir m = 3 und k = 1,2,...,992 erhdlt man

die 992 Klassen von 11-Sphéren,

14,8, Wir betrachten nun den Fall n ungerade. Es sei

z:; Z:(a . ) eine Sphidre. Fiir n = 1,3,7 handelt es sich
stets um d1e Standardsphare. Die zu z: diffeomorphe Mannigfaltig-
keit z:a berandet die parallelisierbare (n-1)-zusammenhédngende
Mannigfaltigkeit mit Rand v: A B%"*2 | Das Innere von v: n B20+2
ist diffeomorph zu Va (s. 1%.1.). Fiir Va ist eine eigentliche
quadratische Form Ay liber Hn(Va,Za) definiert, deren ARFsche
Invariante bestimmt, ob 2:a die Standardsphire oder die KERVAIRE-

Sphiare ist (vgl. § 10).
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SATZ. Es sei n ungerade, n # 1,3,7 . Die eigentliche quadratische

Form -y iiber Hn(Va,Za) ist dann Reduktion mod 2 (vgl. § 9)

der ganzzahligen quadratischen Form S( von

a,2)

die iiber H (v Z) definiert
die uber H, o (V( definiert

Y(a,2) = Va ,0era_,2) a,2)’

ist.

Beweis. Es wird zunidchst gezeigt, daB die Klasse h € Hn(Va,Z)
repriasentiert wird durch eine eingebettete Sphire s® mit nicht-
trivialem Normalenbiindel. Zur Konstruktion einer Einbettung, bei
der sich diese Eigenschaft leicht nachweisen 138t, wird die Funk-
tion [3 in 12.4. durch eine differenzierbare Funktion ﬁ ersetzt,
die im Intervall [0,1] die Form ﬁ(t) = —at mit 0<X <1 hat.

Die Abbildung f: S®— X wird definiert durch

f(togooo,tn) = (Zo,ooo,zn) mit .
2 . X . L2 R
(1) z4 = (n+2) tj -1+ 1[3(tj) - i tj ;,{S(tk)

2 . 2
(n+2) tS - 1 - iex(t. - t52_¢t,)
J (J J k

Diese Abbildung wird nach dem Rezept in 12.4. angehoben zu einer
Abbildung 4): st — vV, mit Troé = f o Dann ist @ homotop zu ¢
und wir behaupten, daB CI) eine Einbettung ist. Zunidchst sieht man
leicht ein, daB CI) injektiv ist, und daB fiir alle (to,..,tn) (3 Sn
und alle j € {O,..,n} der Wert z:i nach (1) von Null verschieden
ist.

Aus der letzten Tatsache folgt, daB die Projektion T auf dem Bild

von Cb Hochstrang besitzt. Daher geniigt es zu zeigen, daB f: st— X
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eine Immersion ist. Es wird gleichzeitig gezeigt, daB f wund damit

auch ¢> total reell sind. Dabei heilit f total reell, wenn in dem

komplexen Vektorraumbiindel f£*TX der Durchschnitt von Ts® ¢ £*TX

mit i TSn , dem Bild von TSn unter der Multiplikation mit i ,
gleich dem Nullschnitt ist. Dann ist das Normalenbiindel isomorph zum
Tangentialbiindel.

Die Funktion g::mn+1-q.cn+1 wird definiert durch g(to,..,tn) =

(ZO,...,Zn) mit
2 . 2% x
z:i = (n+2) tj -1 +1i {S(tj) -i tj é{&(tk) .

so daB fiir alle t € S® gilt g(t) = £(t) . Die Funktionalmatrix

(ajk) von g in den Punkten (to,..,tn) € S® hat die Koeffizienten
2
a,. =2(n+2) t, - ia(1 =262t =t
33 ( 5 J ( JZk J)
a., =i“t. j k .
jk 3 i#

Man rechnet nach, daB die Funktionaldeterminante von Null verschieden
ist. Daher sind die Spaltenvektoren ao,...,an in der Funktionalma-
trix komplex linear unabhiingig,und damit sind die Vektoren
ao,...,an,iao,...,ian reell linear unabhiéngig. f ist total reelle
Immersion.

Ein Erzeugendensystem von Hn(Va,Z) erhdlt man durch Multiplikation

k k
von h mit allen Elementen der Form w ° ... w O s O£k, £a, -2
k k o n J J
Da woo cee W einen Diffeomorphismus von Va in sich liefert,

ist fiir alle Elemente x des angegebenen Erzeugendensystems nach Re-

duktion mod 2 «y(x) = 1 . Die Schnittform von Va ist Sa .

H (v

n+1 Z) hat als Erzeugendensystem die Elemente

(a,2)?
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k k
w® ...w®h' mit 0 <k, £a, -2 , wo h' dem h entspricht.

(o] n J J

Die Sihnlttfo;m von v(a,2) ist s(a,2) . Nach 12.5. %1lt furlalle
o] n

x==wo...wn mit O£k, <a, -2 und alle y =w eoe W
o] n 3 j o] n

mit 0<£1,.€a, -2, daB
3773

Sa(xh,yh) = S(a’a)(xh',yh') mod 2 ,

und es ist S(a 2)(xh',xh') = + 2 . Daher erhdlt man ~y durch Reduk-
]

tion mod 2 aus der ganzzahligen quadratischen Form S( o Damit

a,2)

ist alles bewiesen (vgl. 9.5.).

Nach § 9 ist d(vy)

O , wenn det S + 1 mod 8 und d(y) = 1,

(a,2)=

wenn det S + 3 mod 8 . Es folgt dann der von BRIESKORN

(a,2) =
([15] Satz 2) bewiesene Satz:

SATZ. Es sei n ungerade, n ¥ 1,3,7 und Z:a =2

(ao,...,an)

eine Sphire. 2:; ist die Standardsphire, wenn

det S =+ 1mod 8 ist. ) ist die KERVAIRE-Sphire,
(a,2) = —_ a

wenn det S, ,y= + 3 mod 8 ist.

Nach 13.3., ist fiir a = (ao,..,an)

k k
det S = + | | (1+ €% ... ED .
(a,2) - O<kj<aj o n
Fir n ungerade ist d = + det S .
& z (d,2,2,000,2)
—_———
n+2

Mit 4 = 2k + 1 ergibt sich wieder der Satz von 11.3.
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§ 15 Periodische Abbildungen von Sphiren

2n=-1

15.1. Die Mannigfaltigkeiten W (d) wurden in § 5 definiert

durch die Gleichungen

d 2 2

Z 4+ 2, +eee+ Z2_ =0

o 1 n

|Z°|2 +Ooo+‘zn|2=2 °
Es ist leicht, eine Reihe von periodischen Abbildungen auf W2n-1(d)
anzugeben, So definiert z.B., fiir d 2 2 die Zuordnung
(1) (zogz,]gooogzn)’—_) (Czogz1gooogzn)
mit &= exp(2mi/d) einen Diffeomorphismus T von W2n-1(d) mit
¢ - Id und Fixpunktmenge wen=3(2) |,
(2) (zogz,]gooogzn)'_) (zog-z1,ooog-zn)

2n-1

definiert eine Involution von W (d) ohne Fixpunkte.

(3) (zog Z1gooogzn) — (zogz1g000gzk,-zk+1 g-zk+2gooog-zn)

2n-1 2k-1

definiert eine Involution von W (d) mit Fixpunktmenge W (a) .

Das ist fiir k = 2 der Linsenraum L(4d) .

In den Fdllen, in denen W2n-1(d) eine Sphidre ist, erhdlt man damit
2n-1

periodische Hombomorphismen der Standardsphire S , und zwar Dif-

feomorphismen, falls W2n_1(d) diffeomorph ist zur Standardsphiare.

Nach 11.3. ist W2n_1(d) eine Sphidre, wenn n und d wungerade sind,
2n-1

In diesem Falle ist W (d) diffeomorph zur KERVAIRE-Sphire, wenn
d = + 3 mod 8 und diffeomorph zur Standardsphire, wenn d = * 1 mod 8 .

Da bP6 = 0 , erhdlt man als Beispiel den

SATZ. Zu jeder ungeraden natiirlichen Zahl 4 2z 3 gibt es einen Dif-

feomorphismus T von S5 auf sich, so daB Td = Id und die

Fixpunktmenge der reelle projektive Raum P3(]R) ist.

Dieser Satz beantwortet eine Frage von BREDON in [13].
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Als ein Beispiel fiir die Abbildungen vom Typ (3) formulieren wir den

SATZ. Wenn n ungerade ist und 4 = %1 mod 8 , dann gibt es eine
differenzierbare Involution der Standardsphire San-1 , deren

Fixpunktmenge der Linsenraum L(d) ist. Da bP6 s bP1,+ und

bP,, trivial sind, gilt: Auf s , s una $°9 tritt jeder

Linsenraum L(2k+1) als Fixpunktmenge einer differenzierbaren

Involution auf, (Vgl. BREDON [13])

Sédtze dieses Typs erhdlt man auch, indem man andere Verfahren zur Kon-

struktion der Sphdren benutzt. So wird z.B. in § 7 fir jeden beziiglich

2 Z bewerteten Baum T durch #Hquivariantes Verkleben von Vielfachen

des Einheitstangentialbiindels von s? eine Mannigfaltigkeit Man_1(T)

konstruiert, auf der O0(n-1) operiert. Das durch die Diagonalmatrix

mit Diagonale (1,e..51,=1,...,~-1) gegebene Element von O(n-1) ist
k-1

eine Involution von M2n-1(T) , die u2k=1

(T) als Fixpunktmenge hat
(1= k =n) . Wenn der Minimaldefekt A(T) des Baumes verschwindet,
dann ist Man-1(T) fiir n ungerade eine Sphire, fiir n gerade eine
222-Homologiesph§re (vgl. § 8). Die oben erwdhnte Tatsache iiber die
Fixpunktmenge gewisser Involutionen ist also in Ubereinstimmung mit
einem klassischen Satz von P.,A.SMITH (vgl. A.BOREL, Seminar on Trans-

formation groups, [11], p. 76, THEOREM 2.2.).

Insbesondere tritt der POINCAREsche Raum MB(E8) als Fixpunktmenge
einer differenzierbaren Involution der Sphire Man-1(E8) auf (n = 3) ,

die fiir n ungerade die Standardsphire ist (wegen det SE =1, vgl,

§ 9). Diese Tatsache kann man auch mit Hilfe der Singularitit des kom-
plexen Raumes {z | z € ¢n+1 s zg + z? + z22+...+ zi = 0} einsehen.
Zu diesem Problemkreis vgl. auch den Bericht von BREDON [13a].
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Es bleibt u.a. folgende Frage ungeldst:

Welche 3-dimensionalen kompakten orientierten unberandeten dif-

ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten M mit H1(M,Z) endlich und

von ungerader Ordnung treten als Fixpunktmenge einer differenzier-

5

baren Involution von S~ auf?

Nach den obigen Uberlegungen treten die Mannigfaltigkeiten MB(T)
mit A(T) = 0 und T beziiglich 27 bewertet als solche Fixpunkt-
mengen auf. Insbesondere treten alle Linsenriume L3(d,q) , (d un-
gerade, (d,q) = 1), und viele andere gefaserte SEIFERTsche Riume als
5

Fixpunktmenge einer differenzierbaren Involution auf S
HIRZEBRUCH [23] p. 3-7 und VON RANDOW [61]).

auf (vgl.

15.2. Um fixpunktfreie Involutionen auf Sphidren der Dimension 2n-1

zu untersuchen, wird die sogenannte Spin-Invariante von Involutionen
mit Hilfe des ATIYAH-BOTTschen Fixpunktsatzes definiert. Diese In-
variante ist eine Restklasse mod 2© s die nur bis auf das Vorzeichen
definiert ist. Die Definition dieser Invarianten geht auf ATIYAH und
BOTT zuriick und wurde uns von ATIYAH widhrend der Bonner Arbeitstagung
1966 mitgeteilt. Zur Vorbereitung wird in 15.3 der ATIYAH-BOTTsche
Fixpunktsatz formuliert, wir folgen dabei der Darstellung in [5], und
in 15.4 wird ein geeigneter Differentialoperator konstruiert. Anders
als bei ATIYAH und BOTT wird die auftretende Vorzeichenschwierigkeit
durch Verwendung einer komplexen Struktur mit verschwindender erster
CHERNscher Klasse gelbst.

15.3. X sei eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit, Fir ein
differenzierbares Vektorraumbiindel F iiber X bezeichnet [(F) den

Raum der differenzierbaren Schnitte in F .
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Fin elliptischer Komplex E iiber X besteht aus komplexen diffe-
renzierbaren Vektorraumbiindeln Eo’E1""’En iiber X wund Differen-
tialoperatoren D, : P(Ei)'——* F(Ei+1) , 1=0,1,¢0.,0-1 , s0 daB

i
(a) Di+1Di =0 fir l=0,1,ooogn-2
(b) Die Sequenz der Symbole
o4 §)
O0—E _ — ... —>E — K, 3 eee —>E _—0
ox ix i+1 x nx

ist exakt fiir alle x € X und alle £¢ (T*X)x . §'#—O (vgl.
dazu [6] und [58]).

Man definiert H (E) = Kern D, /Bild D, _, .
Eine differenzierbare Abbildung f : X — X induziert fir jedes
ie {0,1,...,n} eine Abbildung f* : P(Ei)-—4 F(f*Ei) durch
(£*y)(x) = q;(f(x)) . Es seien Py f"‘Ei-——-aEi , 1=0,1,00e4n

Vektorraumbiindel-Homomorphismen,

(£, ¢;) : "(E;) — M(E;) wird definiert durch die Hintereinander-

schaltung £*
r(E;) — r(£°g,) L () .

Eine solche Menge {?1}1_1 heift eine Anhebung Y von £ ,

wenn das Diagramm

D

(f,%)l (£2pp) | (£,4) l
D
0

0o — F(Eo) —_ F(Eq) — 5 eee — F(En) —> 0

kommutativ ist. Die Anhebung y von f definiert Homomorphismen
H (£, ¢) 2 B (B) —>H(E) i20,1,...,0 .

Die LEFSCHETZsche Zahl L(f,? ) wird definiert als
n .
L(f,f ) = 2, (-1)" spur Hi(f,cf) .
i=0



117

ATIYAH-BOTTscher Fixpunktsatz [5), [6] . X sei eine kompakte dif-

ferenzierbare Mannigfaltigkeit und E ein elliptischer Komplex

iiber X und f : X— X sei eine differenzierbare Abbildung, so

daB fiir alle x e¢ X mit f(x) = x det(Id - £'(x)) £ O . Wenn v

eine Anhebung von f ist, dann gilt

L(f,?) = Z:d v(x)

x=f(x)

mit
1

V() = T3eT(Ta -

i .
£rix))i %;‘ (-1)" spur( fix ° Eix__—’Eix)

Bemerkung: Die Voraussetzung iiber f impliziert, daf f nur iso-
lierte Fixpunkte besitzt. Wenn x ein Fixpunkt von f ist, dann

ist (f*E,)_ = E,_ und Spur @,  ist wohldefiniert.
i‘x ix ix

15.4. X sei nun eine zusammenhingende orientierte differenzierbare
2n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand.

Nur zur Definition des DIRAC-Operators und zur Anwendung des ATIYAH-
BOTTschen Fixpunktsatzes werden wir speziell voraussetzen, dal X

kompakte Mannigfaltigkeit ist,

Auf X wird eine riemannsche Metrik g gewdhlt,

Mit P wird das zu TX assoziierte Prinzipalbiindel mit Struktur-
gruppe S0(2n) bezeichnet, das aus den orientierten orthonormierten
2n-Beinen in TX ©besteht., Im folgenden wird vorausgesetzt, dab die
zweite STIEFEZL-WHITNEY-Klasse wa(x) verschwindet. Dann besitzt X
eine Spin-Struktur, das ist ein Spin(2n)-Prinzipalbiindel E iiber X

zusammen mit einer Abbildung 1 : E—P , so daBl das Diagramm

E x Spin(2n) Mult., von rechts

1x A l

P x SO0(2n)

-

0 e— I

L Sy
/

Mult, von rechts

w
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kommutativ ist., Dabei ist A : Spin(2n) — SO(2n) der natiirliche
Uberlagerungshomomorphi smus. Eine zweite Spin-Struktur (E',1')
wird mit (E,l1) identifiziert, wenn es einen Isomorphismus
k : E~—E' gibt, so daB 1'ek = 1 , Der Totalraum E ist zwei-
fache Uberlagerung von P . Die Anzahl der Spin-Strukturen von X
ist gleich der Anzahl der Elemente in H1(X,ﬂ2) (vgl. MILNOR [53]).
Auf X wird eine feste Spin-Struktur (E,l) ausgewshlt.

. an
Q2n bezeichne die durch Q2n(x1""’x2n) = - %;% x5 definierte ne-
gativ definite quadratische Form in IR2n . Bs sel C2n die zu Q2n
gehdrige CLIFFORD-Algebra (vgl. ATIYAH-BOTT-SHAPIRO [7] § 2) , und
@: C211 cle ¢ ~—>m(2n,c) sei die nach dem Satz von WEDDERBURN bis
auf Aquivalenz eindeutig bestimmte treue irreduzible Darstellung
( C2n ist eine zentrale einfache IR-Algebra der Dimension 22n ) .
o (vgl. [7]23 3) ist die
Spindarstellung A : Spin(2n) ——>Aut(32n) » wo 8, =€ . s sei
e1,...,e2n die Standard-Basis des R2n < Can . Das Element

€ Spin(2n) ¢ C

Die Beschrinkung von @ auf Spin(2n) « C

C= €,8 .0e€ hat die Eigenschaften

172 2n 2n
2 = (-1)®  und cx = -xc fir alle x e B2 .
A(c) hat die Eigenwerte X% . Dpie Bigenrdume zu den Eigenwerten
% werden mit sZn bzw. Sa; bezeichnet. Fir jedes x:eiman -
+ -
{o} ist {(x) beschrinkt auf S,, ein Isomorphismus auf S, .
Daher haben S;n und 82; die gleiche Dimension ™1 | pa we =
+
cu fiir alle u € Spin(2n) , gilt fir s e 82; , daB
A(c)A(u)s = Alu) Ale)s = 2i"A(u)s
+

op ©oder S, . Die Spindarstellung A spaltet

auf in die beiden Darstellungen At Spin(2n) -—>Aut(S£n) und

je nachdem ob s € S

JAYE: Spin(2n)-——>Aut(sé;) . Ein Homomorphismus # von Spin(2n) in

die Automorphismengruppe von C wird definiert durch =»(a)u =

2n

-1 -
aua fir alle a € Spin(2n) und u e C2n .
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Zu dem Spin(2n)-Prinzipalbiindel E werden mit Hilfe der angege-
benen Darstellungen folgende Daten definiert:

L =E xSpin(2n) 02n ep C , das ist ein Algebra-Biindel iiber X
+ +

mit TX ¢ T, ¢=E x und o= o e¢ sowie ein

Spin(2n) san

Homomorphismus t von &£ in das Endomorphismenbiindel End(o)

durch t([e,u))[e,s]= [e,@(u)s] fir alle [e,u] € [ und
[e,8] € o . Fiir jedes v € (TX)x - {O}C.Cx s X € X ist

t(v)_lot : 68t —> 0~ ein Isomorphismus.
X X x x

Wenn X eine Mannigfaltigkeit ist, ist in P der LEVI-CIVITA-
Zusammenhang X ausgezeichnet (vgl. KOBAYASHI-NOMIZU [39] S. 158
ff.). Dann gibt es auf E genau einen Zusammenhang X , der unter
1 auf X abgebildet wird. X definiert eine kovariante Ableitung

V in den zu E assoziierten Vektorraumbiindeln.

Es sei vy € [M(0") . Je zwei Vektorfeldern Y und Z auf X
wird durch t(Y) V%'Y ein Element aus ['(o~) zugeordnet. In An-
wesenheit der riemannschen Metrik g ist die Spur dieser Bilinear-
form definiert. Wir definieren den C-Homomorphismus

D : MNo') — (™) durch

Dy = Spur ((Y,Z)+—> t(Y) sz)

fir alle y e M(@Y) . D ist ein elliptischer Differentialoperator
(vgl. z.B. [42]) und hat auf jeder offenen Teilmenge V von X ,

auf der orthonormierte Vektorfelder E1,E definiert sind,

Dy = Z,t(Ei)VEi'Y .

2’...,E2n
die Form

15.5. Wir setzen von nun an X 2usdtzlich als einfach zusammenhin-
gend voraus. f sei eine orientierungstreue differenzierbare Invo-
lution von X mit isolierten Fixpunkten. Die riemannsche Metrik g

wird f-invariant gewahlt. Das Differential von f induziert dann
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eine Biindelabbildung f, : P——>P . Es gibt eine Biindelabbildung
k : E—>E , so daBl 1lok

f,°1 . Diese Abbildung ist durch ihren
Wert in dnem einzigen Punkte eindeutig bestimmt (vgl. z.B. HU [30]
S. 91). Ist k' : E— E eine von k verschiedene Abbildung mit
den gleichen Eigenschaften, dann ist k'(x) = k(x)(-1) fiir alle
x € E, wo -1e¢€ Spin(2n) . Die Abbildung kek ist entweder die
Identitdt oder Multiplikation von rechts mit -1 € Spin(2n) .

. - * * . s s
Die Anhebung ¢ : f*(¢”) — 0~ wird deflnlgft durch  y(x,[p,s])

= [kp,s] s Wo x€ X , p € Ef(x) und s € S . Zur Anwendung des

ATIYAH-BOTTschen Fixpunktsatzes mit dem durczi:1 D definierten el-

liptischen Komplex fiir den Fall, daB X kompakte Mannigfaltigkeit
ist, ist zu zeigen, daB y tatsdchlich eine Anhebung von f ist,
d.h. daB D(f,¢) = (£,9)D . Fir jedes ye€ Fot und x e X

ist nachzuweisen

D(Lpow]uof)(x) = tf((D\fl)(f(x))) .

Das wird in der in 15.4 am SchluB angegebenen lokalen Form von D
direkt nachgerechnet. Dabei wird ausgenutzt, daB f eine Isometrie
ist und auf P der LEVI-CIVITA-Zusammenhang gewghlt wurde. Deshalb
filhrt f, horizontale Kurven in P in horizontale Kurven iiber (vgl.
KOBAYASHI-NOMIZU [39] S. 161) und k hat die gleiche Eigenschaft.

Wenn x € X ein Fixpunkt von f ist, dann ist f‘x : Px———->Px

die Multiplikation von rechts mit -I ( I = Einselement in S0(2n))

und k¢ E —E  ist die Multiplikation von rechts mit e (val.

15.4) , da a(%e) = -I . Wegen (i'c)2
. * 2

von ¢_ : (f*o%)

+.n o .n .t - .
-i"s fiir s € ¢ und ¢ (s8) = si"s fir s € o_ . Dann ist
X X X

(-1)® sind die Eigenwerte

14+

0r — o gleich -i" und zwar ist (s) =
X dx g Px B

2n—1(tin) _ 2n—1(;in) ) 32nin tlE

221’1 B 2n

v(x) =

22n
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DEFINITION., X sei eine zusammenhingende, einfachzusammenhidngende
orientierte differenzierbare 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder
Mannigfaltigkeit mit Rand, wa(x) =0 ,und f : X—X eine dif-
ferenzierbare orientierungserhaltende Involution mit endlich vielen
Fixpunkten. Die ganze Zahl b(X,f) wird definiert durch

b(x,0) 172" = D ),

x=f(x)

wo wv(x) die Vielfachheit des Fixpunktes x in der eindeutig be-

stimmten Spinstruktur von X ©bezeichnet.

Bemerkung. Da bei der Definition von k eine willkiirliche Vorzei-
chenwahl auftrat, ist b(X,f) nur bis auf das Vorzeichen eindeutig

durch das Paar (X,f) bestimmt.

Zur Anwendung des Fixpunktsatzes setzen wir X zusdtzlich als kom-
pakte Mannigfaltigkeit voraus. Wenn f keinen Fixpunkt besitzt,
verschwindet die LEFSCHETZsche Zahl L(f,tf) . Existiert ein Fix-
punkt, dann ist nach den vorangehenden Untersuchungen k2 = (-1)"1a
und daher (f,Lf)aly = (—1)n‘Y fir alle y e M(o) , so daB die Eigen-
werte von HY(f, ) (s. 15.3) gleich ¥i® sind, und L(f,¢) ist ein

ganzzahliges Vielfaches von i® . In diesem Falle ist also

b(X,f) = 0 mod 2" .

15.6. Das Paar (X,T) bestehe aus der zusammenhingenden, einfach zu-
sammenhéngenden kompakten orientierten differenzierbaren Mannigfaltig-
keit X der Dimension 2n-1 und einer differenzierbaren orientierungs-
erhaltenden fixpunktfreien Involution T von X . Es gebe ein Paar
(W,f) , bestehehd aus einer zusammenhingenden, einfach zusammenhidngen-
den kompakten orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit Rand
W mit OW = X wund wa(w) = O und einer orientierungstreuen differen-
zierbaren Involution f : W— W mit f£f|/dW =T , so daB f nur end-
lich viele Fixpunkte besitzt. Wir schreiben dafiir kurz o(W,f) = (X,T) .
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Fiir das Paar (W,f) ist die Invariante b(W,f) definiert. Ist
(W',f') ein weiteres Paar mit den gleichen Eigenschaften wie
(W,f) und o(W',f') = (X,T) , so werden W und -W' (d.h. auf
W' ist die Orientierung umgekehrt) ldngs X verklebt. Die so
entstandene differenzierbare Mannigfaltigkeit M 1ist zusammen-
hangend, einfach zusammenhingend, kompakt,orientiert mit wa(M)

= O . Die Involutionen f und f' induzieren auf M eine orien-
tierungstreue differenzierbare Involution S mit endlich vielen
Fixpunkten. Die Spinstrukturen auf jedem der drei Riume W,-W'

und M sind eindeutig bestimmt und

Z_. v(x) = Z_, v(x) + Z.. vix) =

xeM xe W xe W'
x=S(x) f(x)=x £fr(x)=x

b(W,£)i"/2" + b(-w',£7)i%/2" e Zi" .

Daher ist b(W,f) + b(-W,f') = O mod 2" . Insbesondere ist
b(W,f) = -b(-W,f) mod 2" . Es sei nochmals daran erinnert, daB
b(W,f) nur bis auf das Vorzeichen eindeutig durch das Paar (W,f)

bestimmt ist.

Damit ktnnen wir dem Paar (X,T) mit den am Anfang von 15.6 an-

gegebenen Eigenschaften die Spin-Invariante
a(X,T) = ¥ b(W,f) mod 2"

zuordnen, Beachte, daB a(X,T) nur bis auf das Vorzeichen defi-
niert ist. Der Wert der Invarianten a(X,T) ist also keine ein-
zelne Restklasse mod 2" , sondern eine Menge '(x,-x} von Rest-

klassen.

Wenn n ungerade und X eine rationale Homologiesphdre ist, dann
folgt aus dem POINCAREschen Dualitdtssatz fiir Mannigfaltigkeiten
mit Rand, daB die EULER-POINCAREsche Charakteristik e(W) der
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2n-dimensionalen Mannigfaltigkeit W ungerade ist. Wendet man
nun den klassischen LEFSCHETZschen Fixpunktsatz auf die Involu-
tion f von W an und beachtet man dabei, daB e(W) mod 2
gleich der alternierenden Simme der Spuren von f, auf den ratio-
nalen Homologiegruppen von W ist und daB jeder isolierte Fix-
punkt bei einer Abbildung endlicher Ordnung die Multiplizitat +1

hat, dann ergibt sich
e(W) = b(W,f) = 1 mod 2 .

Folgerung. Die Invariante a(X,T) ist fiir eine rationale Homolo-
giesphire X der Dimension 2n-1 (n ungerade) stets ungerade. Mit
Hilfe dieser Invarianten kann man also htchstens 2n-2 fixpunktfreie
differenzierbare Involutionen auf den Sphidren der Dimension 2n-1

(n ungerade) unterscheiden.

Es scheint nicht bekannt zu sein, ob a(X,T) auch fiir Sphiren
der Dimension 2n-1 (n gerade) stets ungerade ist. Fiir rationale
Homologiesphdren kann in diesem Falle a(X,T) auch gerade sein
(vgl. den folgenden Abschnitt).

Beispiel. Wenn oL die antipodische Abbildung von sZn-1 ist,

2n-1

dann ist a(S ) =+ 1,

15.7. SATZ. X sei eine zusammenhiingende, einfach zusammenhingende

komplexe (reell) 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit (nicht not-

wendigerweise kompakt), deren erste CHERNsche Klasse verschwin-

det. f ¢ Xwe—>»X sei eine holomorphe Involution mit isolier-

ten Fixpunkten. Dann haben in der zugehdrigen Spinstruktur al-

le Fixpunkte die gleiche Vielfachheit.

Beweis, h sei eine f-invariante hermitesche Metrik auf X . Der
Realteil g von h ist eine f-invariante riemannsche Metrik auf

X . Mit Q@ wird das zum komplexen Tangentialbiindel TC von X asso-
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ziierte Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe U(n) bezeichnet,

das aus den beziiglich h orthonormierten n-Beinen in TC be-
steht. P sei das zu TX assoziierte S0(2n)-Prinzipalbiindel,

das aus den beziiglich g orthonormierten orientierten 2n-Bei-
nen in TX ©besteht. j : Q —>P sei die natiirliche Inklusion,
d.h. fiir das n-Bein (q1,q2,...,qn) aus Q seil j(q1,q2,...,qn)
= (q1,iq1,q2,iq2,...,qn,iqn) € P,

Jede Reduktion der Strukturgruppe von Q auf SU(n) entspricht
einem Schnitt in Q/SU(n) = L (vgl. {69]) § 9.4) , das ist ein
U(1)-Prinzipalbiindel iiber X . Da SU(n) Kern des Homomorphismus
det : U(n) — U(1) ist, ist L isomorph zu dem Determinantenbiin-
del von T, und genau dann trivial, wenn c1(X) =0 . Es gibt al-
so einen Schnitt ®=: X— L , Die Involution f : X — X indu-
ziert eine Biindelabbildung f, : Q — Q und diese eine Abbildung
f' : L— L . Wir definieren f : Q — Q durch f(q) = f,(q)-(-I)
(I € U(n) ist die Einheitsmatrix) fiir alle q € Q@ und

Fr : L—> 1L durch T'(t) = £'(¢t)-(-1)" fir alle t € L . Wenn

x € X ein Fixpunkt von f ist, dann ist F(q) = q fiir alle

ae Q und Fr(t) = t fir alle t € L_ . Ein Fixpunkt x € X

wird als Basispunkt ausgezeichnet.

Es gibt eine differenzierbare Abbildung s : X —> U(1) , so daB
Fr(=(x)) = 2(£(x))s(x) . Dann ist s(f(x)) = s(x)”' fir alle

x€ X. Wenn f(x) =x, ist s(x) =1 . Da X einfach zusammen-

hingend ist, gibt es genau eine Abbildung 5 : X— IR , so daB
§(xo) =0 und s = expo 8 . Ebenso kann man auf genau eine Weise
s e f durch eine Abbildung X —> R faktorisieren, so daB

X, — O . Man hat ein kommutatives Diagramm

R Multiplikation mit -1

N7 o [
AP

X > X
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Wir definieren w : X-——»S1 durch w(x) = exp(-%%(x)) fiir

alle x € X und den Schnitt % : X— L durch 2(x) =

#2(x) w(x) . Dann ist F'ZE(x) = (Fra(x)) wix) = 2(£(x)) s(x)w(x) =
z(f(x))w(x)—1 = 2(£(x))w(f(x)) =2(£(x)) , d.h. 2 ist ein unter

f' invarianter Schnitt in L .

Der Schnitt # liefert ein SU(n)-Prinzipalbiindel Q c Q , das
unter ¥ invariant ist. j = jI§ : §— P sei die natiirliche In-
klusion. Dann ist 3 f(q) = £,5(q)(-I) fiir alle q € Q , wo

f, s P— P die durch f in P induzierte Biindelabbildung und

I das Einselement in 80(2n) ist.

Es gibt einen Homomorphismus u @ SU(n) — Spin(2n) , so daB das
Diagramm
Spin(2n)
=
| >

SU(n) > S0(2n)

kommutativ ist (vgl. [7] S. 10). Mittels p wird das zu Q asso-

ziierte Spin(2n)-Prinzipalbiindel S = § x Spin(2n) definiert.

SU(n)
1'* : S— P sei die Projektion auf P , dann ist (S,1') eine
Spinstruktur von X . Die durch f in S induzierte Biindelabbil-
dung u : S—S mit u(fq,s]) = [F(q),s] iiberlagert die Abbildung

pr— £,(p)(-I) von P in sich und hat in den Fixpunkten die Form
u/sx = Id fir alle x € X mit f(x) = x .

Da 'W1(X) =0 , gibt es auf X genau eine Spinstruktur, d.h. es

gibt einen Isomorphismus r : S~ E , so daB loer = 1' (vgl. 15.4).
Da S und E zweifache Uberlagerungen von P sind und u die Ab-
bildung f,°(-I) und k : E—E (wir benutzen hier die gleichen
Bezeichnungen wie in 15.5) die Abbildung f, iiberlagert und A(ip) =

-1, gilt reu(s) = ke r(s) (+c) fir alle s € S .
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Das Vorzeichen von ¢ ist durch die Auswahl von k eindeutig
festgelegt. Ist x e X mit f(x) = x und t e E_, dann ist

k(t) = +c*t mit dem gleichen Vorzeichen fiir alle Fixpunkte.

15.8. Die vorangehenden Untersuchungen sollen auf die Mannigfal-

2n-1

tigkeiten mit Involution (W (d),Td) angewandt werden, wo

w2*1(a) mit 4 = 2 definiert ist durch

zd + 2 + 2 + 2. €
o Z, Zy teeot 2 =
zozo + z1z1 +eeat znzn =1
mit hinreichend kleinem € > O . Td ist definiert durch
Td(zo,z1,...,zn) = (zo,—z1,—za,...,—zn) .

w22=1(4) ist aiffeomorph zu W>""1(d) (s. § 5 und § 14).

SATZ, Wenn n 2z 3 und d 2 2 , dann ist

2n-1

a(Wg""'(d),T,) = # d mod 2" .

Beweis. Win—1(d) ist (n-1)-zusammenhingend und berandet die

(n-1)-zusammenhéingende Mannigfaltigkeit mit Rand W, , die gegeben
wird durch d 2 2 2

zo + z1 + z2 +eoot zn = €
z Z 2.7, Z 1
o o+ 1z1+...+ znzn < .

Das Innere von W, 1ist eine komplexe Mannigfaltigkeit von der
reellen Dimension 2n . Die Involution f : W — W, , die defi-
niert ist durch f(zo,z1,...,zn) = (zo,—z1,...,—zn), ist holomorph
auf dem Inneren von W, und besitzt dort d Fixpunkte. Nach 15.7
haben diese Fixpunkte alle die gleiche Vielfachheit. Damit ist der

Satz bewiesen.

15.9. Wenn n und d ungerade 2= 3 sind, dann ist Win—1(d)

eine Sphiare und die Involutionen T_. sind fixpunktfreie differen-

d
zierbare Involutionen der Sphiren, fiir die die oben angegebene In-
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variante definiert ist. Wir fassen das Ergebnis in diesem Falle

Zusammen.

SATZ.

stens 2

n z 3 sei ungerade. Auf der Standardsphiire und auf der

KERVAIRE-Sphire der Dimension 2n-1 gibt es je wenigstens

2n-3 nicht Zquivalente fixpunktfreie differenzierbare In-

volutionen. Wenn bP__ = O , dann gibt es auf g2n-1 wenig-

2n
n-2 nicht #quivalente fixpunktfreie differenzierbare

Involutionen.
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