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Uber die Abbildungen der dreidimensionalen Sphire
auf die Kugelfliche.

Von
Heinz Hopf in Zirich.

Einleitung.

Unter einer ,Abbildung“ eines Komplexes (oder auch einer beliebigen
Menge) A ,auf einen Komplex B verstehen wir stets eine eindeutige und
stetige, nicht notwendig eineindeutige, Abbildung von A4, bei der die Menge
der Bildpunkte zu B gehért. Zwei Abbildungen von A auf B nennen wir
zu derselben ,Klasse“ gehorig, wenn man sie stetig ineinander iiberfiihren
kann, d. h. wenn es eine sie enthaltende stetige Schar von Abbildungen von
A auf B gibt, und wir bezeichnen eine Abbildung als ,topologisch wesent-
lich%, wenn bei jeder Abbildung der durch sie bestimmten Klasse die Bild-
menge aus allen Punkten von B besteht, d. h. wenn es unmdglich ist, durch
stetige Abéinderung der Abbildung einen Punkt von B von der Bedeckung
durch die Bildmenge zu befreien.

Das Hauptziel und -ergebnis dieser Arbeit ist der Beweis von

Satz I. Die Abbildungen der 3-dimensionalen Sphdre S ® auf die
2-dimensionale Sphire 8* bilden unendlich viele Klassen.

Da sich jede echte Teilmenge der Kugelfliche S* stetig auf einen
willkiirlichen Punkt der §* zusammenziehen 1iBt, gehoren alle topologisch
unwesentlichen Abbildungen einer Menge 4 auf die S® zu einer einzigen
Klasse. Mithin enthilt Satz I den

Satz Ia. Die 8° ldpt sich topologisch wesentlich auf die S* abbilden.

Dariiber, fiir welche Dimensionszahlen @ und b sich #hnliche Aussagen
iiber die Abbildungen der a-dimensionalen Sphire 8¢ auf die b-dimensio-
nale S8° machen lassen, ist mir fast nichts bekannt. Trivial sind die Fille
a < b, denn dann a8t sich jedes stetige Bild der 8° in der 8 ® auf einen
willkiirlichen Punkt zusammenziehen, die Abbildungen bilden also eine einzige
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638 H. Hopt.

Klasse und sind simtlich topologisch unwesentlich. Ist @ =5, so sind die
Antworten auf unsere Fragen aus der Theorie des Abbildungsgrades bekannt:
zu jeder ganzen Zahl ¢ gibt es genau eine Klasse, deren Abbildungen den
Grad ¢ haben; die Klasse vom Grade 0, und nur diese, enthalt topologisch
unwesentliche Abbildungen?). SchlieBlich ist noch der Fall ¢ > b =1 leicht
zu iibersehen: hier ist die 8°= S* ein Kreis; bezeichnet w seine Winkel-
koordinate, # die Punkte von 8° so wird die zunichst nur bis auf Viel-
fache von 2z bestimmte GroBe w bei jeder Abbildung infolge des e-
fachen Zusammenhanges von S° nach dem Monodromieprinzip eine ein-
deutige Funktion w = f(z); durch die Abbildungsschar w = ¢f(2) wird,
withrend der Parameter ¢ von 1 bis O lauft, f stetig in eine Abbildung auf
einen einzigen Punkt des Kreises iibergefiihrt; die Abbildungen von §°
auf S* mit @ >1 sind also simtlich topologisch unwesentlich und bilden
eine einzige Klasse. Dagegen sind fiir @ >b >1 die Sitze I und Ia die
einzigen mir bekannten hierhergehirigen Aussagen iiber Abbildungen der S°
auf die S°.

Satz I ist eine leichte Folge aus

Satz II. Jeder Abbildung f der S* auf die 8* lipt sich eine ganze
Zahl y (f) zuordnen, die unter anderem folgende Eigenschafien hat:

a) y(F)=y(f"), wenn f und f’ zu einer Klasse gehoren;

b) ist g eine Abbildung einer 3-dimensionalen Sphire S auf eine
8-dimensionale Sphire 8® mit dem Grade c, f eine Abbildung der S° auf
die S°, so ist y(fg)=c-y(f);

c) es gibt eine Abbildung der S° auf die S* mit y(f) =1.

In der Tat folgt I aus II; denn da man S; auf S° mit beliebigem
Grade ¢ abbilden kann, gibt es nach b) und ¢) Abbildungen von S; auf §°
mit beliebigem y, und diese gehéren nach a) zu verschiedenen Klassen.

Die geometrische Bedeutung der GroBe y liBt sich ungefshr so be-
schreiben: Die Originalmenge eines Punktes # von S d.h. die Menge der
durch 7 auf x abgebildeten Punkte von S° besteht bei hinreichender Re-
gularitit von f, z. B. wenn f eine simpliziale Abbildung ist, aus endlich
vielen einfach geschlossenen Polygonen, ist also ein 1-dimensionaler Zyklus?);
y ist die Verschlingungszahl®) der Originalzyklen zweier beliebiger Punkte
z und y.

) L. E. J. Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71
(1911), 8. 97—115. — H. Hopf, Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten,
Math. Annalen 96 (1926), S. 209—224,

%) Zyklus = geschlossener, d. h. unberandeter Komplex.

%) L. E. J. Brouwer, On Looping Coefficients, Proc. Acad. Amsterdam 15 (1912),
S. 118—122.
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Die folgende Eigenschaft von y ist als Gegenstiick zu IIb bemerkenswert:

IIb'. Ist b eine Abbildung von S® auf eine zweite Kugelfliche ST vom
Grade ¢, f wieder eine Abbildung der S° auf 8°, so ist y (hf)=c*-y(f).
Der Beweis des Satzes IT wird in den §§ 1 bis 5 gefiihrt.

In den §§ 6 und 7 wird eine Verallgemeinerung der bisherigen Sitze
fiir gewisse Abbildungen beliebiger 3-dimensionaler Mannigfaltigkeiten auf
die S* vorgenommen, die geeignet ist, die Rolle des Satzes Ia fiir die all-
gemeine Theorie der Abbildungen zu beleuchten. Sie beruht auf dem Begriff
der ,algebraischen Wesentlichkeit einer Abbildung, zu dem man folgender-
mafen gefiihrt wird:

Dafiir, daB eine Abbildung f eines n-dimensionalen Zyklus Z" auf
die n-dimensionale Sphire S" topologisch wesentlich ist, ist hinreichend
(und iibrigens auch notwendig, worauf es im Augenblick aber nicht an-
kommt), daB der Grad ¢ von f nicht 0 ist; dabei kann man ¢ durch die
Gleichung f(Z") =c¢S™ definieren, worin f(Z") das in 8" gelegene Bild
von Z" im Sinne der algebraischen Topologie*) bedeutet; die genannte hin-
reichende Bedingung 148t sich also auch so ausdriicken: f(Z")==0. Liegt
nicht ein Zyklus im gewdhnlichen Sinne, sondern ein ,Zyklus modulo m*
vor, wobel m eine ganze Zahl >1 ist, d. h. ein Komplex, dessen Rand
mod m verschwindet*), so ist der ,Grad“ nur mod m bestimmt, und die
der obigen analoge Bedingung fiir die topologische Wesentlichkeit von f ist,
wenn wir den Zyklus mod m mit Zy, bezeichnen: f(Z,)==0mod m. Da
man so im Fall der n-dimensionalen Zyklen bzw. Zyklen mod m einfache
algebraische, fiir die topologische Wesentlichkeit von f hinreichende Be-
dingungen hat, liegt es nahe, bei der Untersuchung der Abbildungen eines
beliebigen Komplexes 4 die in ihm liegenden %-dimensionalen Zyklen ins
Auge zu fassen und zu definieren: ,Die Abbildung f des Komplexes 4 auf
die 8™ heifie ,algebraisch wesentlich, wenn es ein m >1 und in 4 einen
n-dimensionalen Zyklus Z,, mod m gibt, dessen Bild f(Zy)=E0 modm ist.“
Dabei beachte man, daB f natiirlich immer algebraisch wesentlich ist, wenn
es einen gewohnlichen Zyklus Z" in 4 gibt, dessen Bild f(Z")=¢8" 40
ist; denn Z" ist ein Z, fiir jedes m >1, und fiir jedes m, das kein Teiler
von ¢ ist, ist f(Z")==0modm. Nun ist eine algebraisch wesentliche
Abbildung eines Komplexes 4 a fortiori immer topologisch wesentlich, da
ja in A wenigstens ein Z, enthalten ist, der topologisch wesentlich ab-
gebildet wird. Es entsteht daher die Frage, ob es auch Abbildungen gibt,
die zwar algebraisch unwesentlich, aber topologisch wesentlich sind; diese

4) Zur Einfithrung in die kombinatorische oder algebraische Topologie sei emp-
fohlen: J. W. Alexander, Combinatorial Analysis Situs, Transact. Amer. Math. Soc. 28
(1926), 8. 301—329.

42%
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Frage wird durch den Satz Ia bejaht. Denn jede Abbildung der S° auf
die 8* ist algebraisch unwesentlich; da nimlich jeder in 8® gelegene Z.
homolog 0 mod 7 ist, ist auch sein Bild f(Zs) ~ 0 modm in S% d. h.
f(Zy) =0 modm. Und die oben erwihnte Verallgemeinerung des Satzes Ia
lautet:

Satz Illa. Jede (geschlossene orientierbare) Manmnigfaltighkest M° ge-
statter Abbildungen auf die S°, die zugleich algebraisch unwesentlich und
topologisch wesentlich sind.

Ebenso wie Ia aus I, folgt II1a aus

Satz III. Die algebraisch wunwesentlichen Abbildungen einer be-
liebigen M® auf die S* bilden unendlich viele Klassen.

Der Beweis von IIT wird dadurch erbracht, daB die Existenz einer
Zahl y mit den in Satz II genannten Eigenschaften fiir die algebraisch
unwesentlichen Abbildungen einer beliebigen M?® festgestellt wird. Ob sich
nicht nur jede M? sondern sogar jeder 3-dimensionale Zyklus topologisch
wesentlich auf die S? abbilden 14Bt, weil ich nicht.

In einem ,Anhang“ wird noch weiter auf die Begriffe der algebraischen
und topologischen Wesentlichkeit und den Zusammenhang zwischen ihnen
eingegangen. Wenn der abzubildende Komplex 4 und die Sphire 8 die
gleiche Dimension o haben, gilt der folgende Satz, den ich an anderer
Stelle bewiesen habe®): :

Satz IV. Eine Abbildung eines a-dimensionalen Komplexes A* auf
die 8° ist dann und nur dann topologisch wesentlich, wenn sie algebraisch
wesentlich ist.

Derselbe Satz gilt auch, wenn A beliebige Dimension, § die Dimen-
sion 1 hat:

Satz V. Eine Abbildung eines beliebigen Komplexes A auf einen
Kreis 8" ist dann und nur dann topologisch wesentlich, wenn sie algebraisch
wesentlich tst.

Abbildungen eines a-dimensionalen 4° auf die b-dimensionale 8° mit
a < b sind stets in jedem Sinne unwesentlich; somit ist aus den Sitzen IV
und V ersichtlich, dal die niedrigsten Dimensionszahlen, die fiir die Existenz
von zwar topologisch, aber nicht algebraisch, wesentlichen Abbildungen
eines 4% auf die 8° in Frage kommen, ¢ =3 und b —2 sind; und fiir
diese Zahlen existieren in der Tat bereits derartige Abbildungen, wie die
Sitze Ia und IIla zeigen.

8 Uber wesentliche und unwesentliche Abbildungen von Komplexen, Moskauer
Mathematische Sammlung (z. Z. im Druck).
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Welche A lassen sich nun in den Fillen b = a und b =1 wesentlich
(algebraisch und topologisch) auf die S° abbilden? Die Antworten sind:

Satz IVa. A° lapt sich dann und nur dann wesentlich auf die 8°
abbilden, wenn es etn m >1 und in A einen a-dimensionalen Zyklus
mod m gibt, der nicht homolog 0 mod m #st, mit anderen Worten: wenn
die ,a-te Bettische Zahl mod m* p, >0 ist.

Satz Va. A ldpt sich dann und nur dann wesentlich auf einen Kreis
abbilden, wenn es tn A einen 1-dimensionalen Zyklus (¢m gewoknlichen
Sinne) gibt, der micht homolog 0 ist, mit anderen Worten: wenn die erste
Bettische Zahl p* > 0 ist.

Man beachte den Unterschied zwischen den Bedingungen der beiden
Satze: die Bedingung p,, > 0 fiir ein gewisses m ist im allgemeinen nicht
hinreichend fiir die Giiltigkeit der Aussage von Va, und die Bedingung
p®> 0, worin p* die a-te Bettische Zahl ist, im allgemeinen nicht not-
wendig fiir die Giiltigkeit der Aussage von IVa. Beides bestitigt man
z. B. dadurch, da8 man fiir A die projektive Ebene nimmt.

Bei anderen Dimensionszahlen b als b =a und b =1 sind mir Kriterien fiir
die topologisch wesentliche Abbildbarkeit von 4* auf 8° nicht bekannt. Aber
iiber die algebraisch wesentliche Abbildbarkeit 148t sich noch etwas aussagen:

Satz VL. Notwendig fiir die algebraisch wesentliche Abbildbarkest
von A° auf 8° ist, daf emtweder die b-te Bettische Zahl p° >0 oder
daf (b —1)-te Torsion vorhanden (oder dafi beides der Fall) ist.

Man sieht leicht, daf diese Bedingung in den Fillen b=a und b =1
mit den in IVa bzw. IVb genannten Bedingungen zusammenfallt; sie ist
daher in diesen Fillen auf Grund der Sitze IV und IVa bzw. V und Va
nicht nur, wie VI behauptet, notwendig, sondern auch hinreichend fiir die
algebraisch wesentliche Abbildbarkeit. Dies gilt noch fiir einen weiteren Fall:

Satz VIL. Die in Satz VI genannte Bedingung ist — aufer in den
Fillen b =a und b =1 — auch in dem Fall b=a — 1 fir die algebraisch
wesentliche Abbildbarkeit von A® auf 8° hinreichend.

Die niedrigsten Dimensionszahlen, die fiir die Existenz eines Beispieles
in Frage kommen, in dem die Bedingung des Satzes VI nicht hinreicht,
sind, da immer b < @ sein mul, auf Grund von VII die Zahlen ¢ =4,
b=2; und hier gibt es in der Tat ein Beispiel, in dem sogar die stérkere
Bedingung des Nichtverschwindens der b-ten Bettischen Zahl nicht ausreicht:

Satz VIII. Die in Saiz VI genannie Bedingung und auch die stirkere
Bedingung p®> 0 ist im allgemeinen nicht hinreichend fir die algebraisch
wesentliche Abbildbarkest von A* auf 8°: die 4-dimensionale Mannigfaltig-
keit der komplexen Punkte der projektiven Ebene laft sich nicht algebraisch
wesentlich auf die S* abbilden, obwohl fir sie p®=1 ist.
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Ob aus der Tatsache, daB die b-te Bettische Zahl eines Komplexes 4°
positiv ist, die fopologisch wesentliche Abbildbarkeit von A° auf 8° folgt,
ist mir nicht bekannt.

Die genannten Sitze werden in dem ,Anhang“ in der Reihenfolge
V, IVa, VI, VII, Va, VIII bewiesen; einen Beweis von IV findet man, wie
erwshnt, in einer Arbeit in der ,Moskauer Mathematischen Sammlung*?).

SchlieBlich sei noch folgendes bemerkt: Auf Grund von Satz IV sind
algebraisch wesentlich diejenigen Abbildungen von 4* auf S ’, durch die
ein b-dimensionaler Teilkomplex von A4° topologisch wesentlich abgebildet
wird. Dieser Umstand legt die Einfilhrung einer Rangordnung der Wesent-
lichkeit von Abbildungen nahe: f heile wesentlich vom Range 7, wenn ein
(a +1— ¢)-dimensionaler, aber kein niedriger-dimensionaler Teilkomplex
von A* topologisch wesentlich abgebildet wird. Dann sind die topologisch
wesentlichen Abbildungen von A° die mit positivem, die algebraisch wesent-
lichen die mit dem maximalen Rang @ — b 1. Vielleicht ist diese Be-
grifisbildung von Nutzen bei der Behandlung von Abbildungsproblemen,
wie sie z. B. bei der Frage nach der Ubertragbarkeit der hier bewiesenen
Siitze auf andere Dimensionszahlen entstehen.

§ 1.
Die Umkehrung einer simplizialen Abbildung.

1. 7% und +® seien orientierte Dreiecke, 7' sei affin so auf 72 abge-
bildet, daB seinen Ecken die Ecken von z* entsprechen. Ein beliebiger
innerer Punkt & von 72 hat in 7°, und zwar im Inneren, genau einen
Originalpunkt x. Das Symbol ¢g- bezeichne die Umkehrung der Ab-
bildung, und zwar setzen wir ¢,,,(&) =+« oder <pT,(5 = — z, je nachdem
T? im positiven oder im negativen Sinne auf z* abgebildet ist. Es sei
nun A ein Komplex beheblger Dimensionszahl, seine Dreiecke seien mit 7}
bezeichnet, I'* sei ein 7% enthaltender zweidimensionaler Komplex; 4 sei
simplizial auf I"® abgebildet, d. h. so, daB den Ecken eines Simplexes von 4
immer Ecken — nicht notwendig alle drei Ecken — eines Dreiecks von I'®
entsprechen und daB die Abbildung in jedem einzelnen Simplex von 4
affin ist. Wird dabei ein Dreieck T nicht-ausartend, also eineindeutig,
auf 72 abgebildet, so ist g (&) wie oben erklirt; andernfalls, d.h. wenn
das Innere von z2? durch das Bild von 7'® nicht bedeckt wird, setzen wir
sinngemil @ 2 (§)=0. Als Ongmalkomplex von & bei der Abbildung
eines zweidimensionalen Teilkomplexes O* = Y a; i von A definieren wir
den nulldimensionalen Komplex ¢,.(¢) = 3 a;¢r2(£). Aus der Definition
folgen unmittelbar die Regeln

(1) Poliol (5)’"?02('5)4—(})0; (5)’ 97_02(5):—9902(5)’
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sowie die Berechtigung von

(1" @y (§) = 0.

2. Betrachten wir eine affine Abbildung eines orientierten Tetraeders 7'
auf das Dreieck 72: Wenn 72 durch das Bild von 7® bedeckt wird, wenn
dieses Bild also nicht lediglich aus einer Seite oder Ecke von t? besteht, so
werden genau zwei Seitendreiecke T T von T3 eineindeutig-affin auf ¢*
abgebildet; gibt man ihnen die durch die Orientierung von 7'° in bekannter
Weise bestimmte Randorientierung, so wird eines von ihnen, etwa Tf, im
positiven, das andere, TS, im negativen Sinne abgebildet. Die Original-
menge des Punktes & ist eine Strecke, deren Endpunkte auf T wnd 75
liegen; diese Strecke, mit der von T? nach T; weisenden Richtung ver-
sehen, nennen wir ¢,,,(£). Wenn wir immer unter C, T, @, ... die Rénder
von C, T, @... verstehen (im algebraisch-kombinatorischen Sinne), so hat
diese Festsetzung die Giiltigkeit von

zur Folge, wobei ¢;,(&) nach den unter 1. gegebenen Vorschriften zu
bilden ist. Wird z2? durch das Bild von 7 nicht bedeckt, so setzen wir
®p:(&) =0, und auch dann gilt (2) in Hinblick auf (1°). Liegt nicht
nur eine affine Abbildung eines einzelnen T° auf 7%, sondern eine simpli-
ziale Abbildung eines dreidimensionalen Komplexes C°® = ' a; T7, den wir
uns etwa wieder als Teil eines beliebigen Komplexes 4 denken konnen, auf denz?
enthaltenden Komplex I"® vor, so definieren wir als Originalkomplex von &:
Pos(8) =T a;p,3(£). Analog zu (1) und (1) gelten die Regeln

(3) (P018+C23<§) =‘Pcf(5)+‘?’o§(5>’ 99—0’3(5) = ‘sz(&):

(3" ,(§) =0,
Ferner folgt aus (2) und (1) leicht
(4) 9903(5) = S’Oé;(f).

Hiernach und nach (1') ist ¢,,(£) ein Zyklus, wenn C° ein Zyklus ist.

3. Bei einer affinen Abbildung eines vierdimensionalen Simplexes 7™
auf 72 ist, falls 7> durch das Bild bedeckt wird, die Originalmenge von &
eine zweidimensionale ebene Zelle E®; ihr Rand ist ein einfach ge-
schlossenes Polygon, dessen Seiten die von O verschiedenen g,s(&) sind,
wobei wir mit 77 die Randtetraeder von 7™ bezeichnen. Da 7= 3 T}
ein Zyklus ist, ist nach der Schiubbemerkung von 2. auch ¢z, (§) = 3 @3 (£)
ein Zyklus, und dieser Zyklus liegt auf dem Randpolygon von E®; daher
ist, wenn wir unter P dieses Polygon in einer bestimmten Durchlaufungs-
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richtung verstehen, @, (&) ein Vielfaches von P; nun kommt aber in
qod;,(é) jede Seite nur einmal vor, da in i jedes 7?,;3 nur einmal vor-
kommt; daher ist @;,(&) =4 P. Mithin 148t sich B auf eine und nur
eine Weise so orientieren, daf E* = @;:(&) wird. Die so orientierte Zelle E*
nennen wir ¢, (£); dann gilt

(3) Ppe(§) = @u(8)-

Wenn 72 durch das Bild von 7* nicht bedeckt wird, so setzen wir wieder
@p.(&)=0; ferner definieren wir fiir die Abbildung eines vierdimensionalen
Komplexes C*= Y a; T}': ¢,.(§) = Ja;pys(€). Damn ergibt sich aus
(5) analog zu (4) '

(6) Poa(§) = @5 (8)-

Die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf beliebige Dimensions-
zahlen liegt auf der Hand, spielt aber fiir diese Arbeit keine Rolle.

4. Wir kehren zu dem in 2. behandelten Fall der Abbildung eines
dreidimensionalen Komplexes C° auf I'* zuriick, setzen jetzt aber voraus,
daB C®= M® eine geschlossene orientierbare Mannigfaltigkeit ist. Dann ist
zunichst wegen der Geschlossenheit von M® nach der SchluSbemerkung
von 2. @, .(&) ein eindimensionaler orientierter Zyklus Z*; da in M® jedes

Dreieck 77 auf genau zwei Tetraedern liegt, stoBen in einer Ecke von
Z* stets genau zwei Kanten zusammen; mithin besteht Z' aus einer
Anzahl zueinander fremder, einfach gesschlossener Polygone, von denen
jedes mit einer bestimmten Durchlaufungsrichtung versehen ist. Ist 7"
ein orientiertes Dreieck der (fest gegebenen) Triangulation von M°, das
mit Z* einen Punkt gemeinsam hat, so hat es nur diesen einen Punkt
mit Z* gemeinsam und wird in ihm von Z* geschnitten; dies folgt un-
mittelbar aus der Definition von Z'=g,,(¢). Der Schnitt ist nach
einer bekannten Regel mit einem Vorzeichen zu versehen, und zwar kann
man diese Regel so aussprechen: 7™ liegt auf zwei Tetraedern, beide sind
durch die Orientierung von M?® orientiert, die durch sie bewirkten Rand-
orientierungen sind auf 7' einander entgegengesetzt, fiir eines von ihnen,
T?, stimmt sie mit der vorgegebenen Orientierung von 7 iiberein; der
Schnitt von Z* mit 7'® ist positiv oder negativ zu zihlen, je nachdem
Z* durch 7° aus T aus- oder in 7% eintritt. Diese Regel und die in 2
gegebene Orientierungsvorschrift fiir ¢,,,(&) zeigen, daB der Schnitt das-
selbe Vorzeichen erhslt wie die Abbildung von 7T* auf 7%; da iiberdies
dann und nur dann ein Schnitt von Z' mit 7* vorliegt, wenn 7® durch
das Bild von 7T° bedeckt wird, ist allgemein die Schnittzahl von Z' mit
einem beliebigen 7° gleich dem Grade, mit dem 7° auf t* abgebildet
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wird; durch Addition mehrerer 777 folgt hieraus: Die Schnittzahl von @, (&)
mst einem in M® liegenden Komplex O° = 3 a; T} ist gleich dem Grade
der gegebenen Abbildung von C° im Punkte &.°)

§2.
Die Definition von y fiir simpliziale Abbildungen der S° auf die S°

1. Wir betrachten eine simpliziale Abbildung der dreidimensionalen
Sphire 8° auf die zweidimensionale Kugelfliche S*. 72 sei ein Dreieck
der zugrunde gelegten Triangulation von 8% & ein innerer Punkt von 72
@ (&) = @g.(&) sein Originalzyklus. (&) ist, wie jeder eindimensionale
Zyklus in 8%, homolog 0, d.h. es gibt zweidimensionale Komplexe K*
mit K® = @(£). Da ¢(£&) nicht aus Kanten der in S° zugrunde gelegten
Triangulation besteht, kann auch K* nicht aus Dreiecken dieser Triangu-
lation bestehen; die folgende Wahl von K*ist fiir das Weitere zweckmaBig:

T® sei ein Tetraeder der Triangulation, dessen Bild z? bedeckt, das
also eine Strecke von ¢ (&) enthilt; a,d selen deren Anfangs- und End-
punkt, e sei eine der beiden Ecken, die das @ enthaltende Dreieck mit
dem b enthaltenden gemeinsam hat; ersetzen wir die Strecke ab durch
das Streckenpaar aeb, und tun wir das Analoge in jedem 7° das eine
Strecke von ¢(£) enthilt, so ersetzen wir (&) durch einen Zyklus X*
derart, daB X* auf Dreiecken der Triangulation verliuft und zusammen
mit ¢ (&) den aus den Dreiecken aed gebildeten Komplex berandet; wir
ersetzen nun weiter immer die in einem Dreieck verlaufenden Strecken-
paare e’ae, ebe”,... (wobei die ¢, e”,... Ecken sind) durch die Kanten
e'e,ee”, ..., die auch in Punkte entarten konnen; diese Kanten bilden
einen Zyklus Y*; er berandet zusammen mit ¢ (£) den Komplex K3, der
aus den Dreiecken aeb, ... und aus den Dreiecken e’ae, ... besteht und
somit ganz in den Komplex derjenigen 7° liegt, deren Bilder ¢* bedecken.
Ferner berandet Y* selbst, da er aus Kanten der Triangulation besteht
und homolog O ist, einen aus Dreiecken der Triangulation bestehenden
Komplex K;; K*= Ki+ K3 ist ein von ¢(&) berandeter Komplex, wie
wir ihn benutzen wollen.

2. Durch die simpliziale Abbildung f wird jedes Dreieck von K2 affin
auf ein Dreieck, eine Seite oder eine Ecke der Triangulation von 8* ab-
gebildet; K; besteht, in der oben benutzten Bezeichnung, aus Dreiecken
der Art aeb und aus Dreiecken der Art e’ae; die der ersten Art werden
durch f auf die Strecken &e¢ abgebildet, wobei ¢ = f(e) Ecke von z* ist,
die der zweiten Art auf die (eventuell in Strecken entarteten) Dreiecke ¢’ e,

) Beziiglich der Umkehrungsabbildung ¢ vergleiche man auch den § 3 meiner
Arbeit: ,Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten“, Journal f d. reine u.
angew. Math. (Crelle) 163 (1930), S. 7188,



646 H. Hopf.

wobei auch &= f(e’) Ecke von 72 ist. Wenn wir daher 7> dadurch unter-
teilen, daf wir £ mit den Ecken verbinden, so ist in bezug auf die so
entstandene Triangulation die Abbildung f(K*) simplizial im gewdhnlichen
Sinne, d.h. sie bildet jedes Dreieck von K® affin auf ein Dreieck, eine
Seite oder eine Ecke der triangulierten S° ab.

Nun ist bei einer simplizialen Abbildung das Bild des Randes eines
Komplexes stets mit dem Rand von dessen Bild identisch ?); der Rand
des zweidimensionalen Bildkomplexes f(K®) besteht daher nur aus dem
Punkt &, ist also gleich 0 zu setzen, d. h. f(K*) ist ein auf 8° liegender
zweidimensionaler Zyklus; er ist mithin ein Vielfaches der 8° da es andere
zweidimensionale Zyklen auf ihr nicht gibt: f(K®)=y-8% Mit anderen
Worten: Der in den von dem Randbild & verschiedenen Punkten von S
definierte Grad der Abbildung f(K®) hat in allen diesen Punkten den-
selben Wert y.

3. Dieser Grad y hingt nicht von dem speziell gewahlten K* sondern
nur von dem Rande ¢ (&) ab. Ist niimlich K° ein beliebiger von ¢(£)
berandeter Komplex, so ist Z°= K®— K* ein zweidimensionaler Zyklus,
ein solcher ist in S* immer homolog 0, also ist auch sein Bild 7(Z*) ~ 0,
d.h. =0 in §% dies bedeutet f(K*) =f(K*) =y-8>

4. Die GroBe y = 7; ist somit allein durch den Punkt ¢ bestimmt;
sie ist aber sogar von der Wahl dieses Punktes unabhingig.

Ist némlich » innerer Punkt eines von % verschiedenen Dreiecks
von 8% so ist nach §1, 4. y, die Schnsttzahl (K*-¢ (%)) des von 163
berandeten Komplexes K® mit ¢(7), also die Verschlingungszahl der
Zyklen @ (&) und (7). Die Verschlingungszahl zweier eindimensionaler
Zyklen in S® ist aber symmetrisch in bezug auf die beiden Zyklen %); in
unserem Fall ist also y, zugleich die Schnittzahl eines von ¢ (7) berandeten
Komplexes L® mit ¢(&); diese Schnittzahl ist 7y ebenso wie y. die
Schnittzahl von K* mit ¢(7) ist; folglich ist 7, = 7. Hierbetr haben wir
vorausgesetzt, dal % nicht in ¢® liegt; ist aber { ein beliebiger Punkt
aus 7% so folgt ebenso y, =y,, also y, =y,.

") Man verifiziert diese Behauptung erst fiir ein einzelnes Simplex und beweist
sie dann allgemein durch Addition mehrerer Simplexe.

%) Beweis. Es sei K®=g (&), L®=¢(3), K® und L? seien zueinander in all-
gemeiner Lage; dann schneiden sie- sich in einem Streckenkomplex C*, dessen Rand
bei richtiger Bestimmung der Vorzeichen (.'51=K“«;o(n)——qrz(&)-I;2 ist; daher ist
K*-9(n) ~ @(§)-L*® wobei K®-¢(5) und @(£)-L® die nulldimensionalen Schnitte
der in Frage kommenden Komplexe sind. Daher sind die Schnittzahlen (K2-¢(3))
und (¢ (8)-L®) = (L* ¢ (&)) einander gleich. (Wegen der vorkommenden Vorzeichen-
bestimmung der Schnitte und Rinder vgl. man etwa: B. L. van der Waerden, Topo-
logische Begriindung des Kalkiils der abzihlenden Geometrie, Math. Annalen 102
(1929), 8. 337—862, besonders § 8.) Siehe auch Brouwer, wie unter %),
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5. Damit ist die Unabhéngigkeit der Gro8e y von £ allgemein gezeigt;
zugleich hat sich die Deutung von y als Verschlingungszahl von ¢{¢)
und @(%) unter der Voraussetzung ergeben, daB & und 5 verschiedenen
Dreiecken angehéren. Es ist leicht zu sehen, dal diese Voraussetzung
unwesentlich ist. Liegen ndmlich & und % in demselben Dreieck 72, so
wihle man in z? einen Punkt 6 so, daB bei der Unterteilung von 7 in
drei Dreiecke, die durch Verbindung von 4 mit den Ecken von 7% ent-
steht, & und » im Inneren verschiedener Dreiecke liegen. Diese Unter-
teilung fibertrage man auf jedes Dreieck 7° der Triangulation von 82
das durch f eineindeutig-affin auf 2z abgebildet wird; man wahle ferner
in jedem Tetraeder T°, dessen Bild v? bedeckt, auf dem also zwei 7° der
eben genannten Art liegen, auf der zu ¢ (8) gehérigen Strecke einen Punkt
und verbinde ihn mit den Ecken und Kanten des untergeteilten Randes
von T?; es entsteht eine Verfeinerung der urspriinglichen Triangulation
von 8°%; die alte Abbildung f ist auch beziiglich der neuen Triangulationen
von 8° und 87 simplizial; & und # liegen jetat aber in verschiedenen
Dreiecken, es folgt also ebenso wie frither, dal y =y, die Verschlingungs-
zahl von @ (&) und ¢(7) ist.

6. Das Ergebnis ist: Zu jeder simplizialen Abbildung f der 8* auf
die 8° gehort eime ganze Zahl y = y(f), die sich auf folgende beiden
Weisen erkliren laft: sie ist der Grad, mit dem ein beliebiger, von dem
Originalzyklus eines beliebigen Punktes berandeter zweidimensionaler Kom-
plex abgebildet wird; sie ist zugleich die Verschlingungszahl der Original-
zyklen zweier beliebiger Punkte. Dabei ist die einzige Einschrinkung, der
die ,beliebigen“ Punkte unterworfen sind, die schon fiir die Definition der
Originalzyklen notwendige Bedingung, daB sie im Inneren von Dreiecken
der Triangulation von S* liegen.

§ 3.
Die Konstanz von y in der Abbildungsklasse.

1. Wir haben zunichst einige allgemeine Bemerkungen iiber ,simpliziale
Approximationen“ zu machen?).

Unter dem ,Stern“ s(e) eines Eckpunktes ¢ in einem Komplex C
verstehen wir die Menge derjenigen Punkte z, die die Eigenschaft haben,
daf jedes x enthaltende Simplex (beliebiger Dimension) von C den Eck-
punkt ¢ hat. s(e) besteht also, wie man leicht sieht, aus allen e ent-
haltenden 7-dimensionalen Simplexen (7 =1,2,...), wenn man aus jedem
von ihnen das e gegeniiberliegende (7 — 1)-dimensionale Randsimplex
weglalt.

%) Siehe Nr. 5 und 6 der unter ¢) zitierten Arbeit von Alexander.
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C und I" seien zwei Komplexe; Simplexe, Ecken, Sterne in C bzw. I'
bezeichnen wir mit 7', e, s bzw. 7, ¢, 6. f sei eine Abbildung von C auf I';
eine simpliziale Abbildung g von C auf I" heifit eine ,simpliziale Approxi-
mation¥, genauer: eine ,simpliziale Approximation beziiglich der 7- und
7-Triangulationen® oder kurz: eine ,simpliziale 7-7- Approximation® von f,
wenn ihr die 7- und z-Triangulationen zugrunde liegen und wenn fiir jeden
Eckpunkt e von C

(1) f(s(e)) Co(g(e)
ist.

« sei ein Punkt von C, T, das Simplex niedrigster Dimension, dem er
angehort, e eine Ecke von 7; dann ist « Cs(e), also nach (1) f(z) Co(g(®).
Demnach ist g(e) Ecke jedes Simplexes = von I', dem f(x) angehért, und
da g simplizial ist, ist g(7,) Cz. Mithin gehéren f(z) und g(2) einem
Simplex 7 an, wodurch die Bezeichnung ,, Approximation“ gerechtfertigt ist,
und woraus die Zugehorigkeit von f und g zu einer Klasse folgt: die
Punkte f(2) konnen geradlinig auf I'" in die Punkte g(z) wandern.

Der Wert dieser Begrifisbildungen besteht in der Giiltigkeit des folgenden
Approximationssatzes: ,Ist f eine Abbildung von C auf I', und sind diese
Komplexe in 7'- bzw. z-Triangulationen gegeben, so gibt es eine simpliziale
T-v-Approximation von f, wobei die T-Triangulation eine hinreichend feine
Unterteilung der 7'-Triangulation ist.“ Da man von vornherein die z-Tri-
angulation von I” beliebig fein wihlen kann, so ist hierin mit Riicksicht
auf den vorigen Absatz die Tatsache enthalten, daB sich f beliebig gut
simplizial approximieren liBt. Ferner ist das Vorhandensein simplizialer
T -7-Abbildungen in jeder Klasse festgestellt.

2. Es sei jetzt f selbst simplizial in bezug auf die 7- und -Tm-
angulation. f sei eine simpliziale 7-7-Approximation von f, wobei die T
bzw. 7 Unterteilungen der 7' bzw. v sind. Wir behaupten, daf fiir jedes
Simplex 7° der 7-Triangulation
(2) F(T°) =1 (T")
ist; und zwar gilt (2) nicht nur im mengentheoretischen Sinne, insofern
das Zusammenfallen der durch f und f gelieferten Bildpunktmengen von T’
behauptet wird, sondern auch in folgendem algebraischen Sinne: wenn
f (T’) nicht entartet, sondern ejn ¢-dimensionales Simplex " ist, so gilt
f (T‘) = f(T") = + <" im Sinne der algebraischen Topologie, wobei T
und 7* als aus Simplexen 7 und 7 zusammengesetzte Komplexe aufzu-
fassen sind.

Beweis. Simplexe, Ecken, Sterne der T- bzw. z-Triangulation werden
mit T, , § bzw. 7, ¢, ¢ bezeichnet. (1) lautet dann
(1) f(3(@) (5 (f(@).
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Ist & C 7% so ist auch £(&) Cf(T%) =7 (j<¢) und
(3) f(e) 7,

wobei 7 ein gewisses Teilsimplex von 77 ist. Andererseits ist & 5(2),
also auch f(2) Cf(5(#)), mithin nach (1)

(4) f(8) (5 (F ().

Auf Grund der Definition des ,Sternes“ ist nach (3) und (4) der Punkt f(&)

Ecke von 7, also in v¥=f (Ti) enthalten. Da dies fiir jeden in T¢ ent-
haltenen ¢ gilt, ist
(5) F(TH CF(TY).

Fiir den Beweis von (2) konnen wir uns jetzt auf den Fall beschrénken,
daB f(T°) nicht entartet, daB also, in der eben benutzten Bezeichnung,
j =1 ist; denn im Fall § < ¢ besitzt 7 ein ;j-dimensionales Randsimplex 77,
daB ohne Entartung auf 77/ = f(7") abgebildet wird; hierin und in (5) ist
dann (2) enthalten. Wir werden also (2) fiir j=1¢ beweisen, und zwar
gleich in dem oben ausgesprochenen algebraischen Sinne.

Fir 7 =0 ist die Behauptung bereits durch (5) bewiesen; sie sei fiir
die Dimensionszahl ¢ —1 bewiesen. Dann gilt sie fiir jedes (# — 1)- dimen-
sionale Randsimplex von 7% also auch fiir den ganzen Rand 7”; d. h. es
ist 7(7°)=7(7"). Da bei jeder simplizialen Abbildung das Bild des
Randes mit dem Rand des Bildes identisch ist (im algebraischen Sinne)?),
ist daher auch

(6) (F(T) = (F(TYy.
Nach (5) liegt der Komplex f(7°) in dem Simplex 7°, welches gleich
+ £(T") ist; nach (6) ist daher F(7°) — f(T°) ein in 7’ Liegender ¢-di-
mensionaler Zyklus; dieser muB, da 7° ein ¢-dimensionales Simplex (; > 0)
ist, identisch 0 sein; d. h. es ist F(7T°) = f(T*), w.z b. w.

3. Wir betrachten jetzt wieder simpliziale Abbildungen der 8° auf

die 8%; es gelten die Bezeichnungen des Abschnitts 2, insbesondere sei
also f eine simpliziale Approximation der simplizialen Abbildung f. Wir

behaupten: _
y(F)=»(f).

Beweis. £ sei innerer Punkt eines z°; dann ist er auch innerer Punkt
eines 7%, seine Originalzyklen ¢ (&) und @ (&) beziiglich der Abbildungen f
bzw. f sind also definiert; # sei innerer Punkt eines 7, und das z2, von
dem 77 ein Teil ist, sei von ¢® verschieden; auch ¢ (%) und % (%) sind
definiert. Die Behauptung ist, dal @ (&) und @ (4) dieselbe Verschlingungs-
zahl haben wie @ (&) und @(n). Wir werden sie dadurch beweisen, da8
wir die Existenz zweier Komplexe X* und Y* nachweisen, so daf X*



650 H. Hopt.

zu @ (y) und @ (y), ¥Y* zu ¢ (&) und @ (&) fremd und daB
(7x) X'=g(&)—9(),
(7y) Y'=g(n)—9(n)

ist; dann folgt ndmlich aus (7x) und der Fremdheit von X* mit
@ (n), daB, wenn wir die Verschlingungszahlen immer mit ¥V bezeichnen,
V(e (&), p(n)) =V(p(&), p(n)) ist'%); aus (7y) und der Fremdheit von
Y? mit g (&) folgt ebenso V(@ (&), ¢ (1)) =V (% (&), g(5)), also die Be-
hauptung V(9 (&), ¢ (1)) =V(¢(£)), ¢ (). Da & und  ganz symmetrisch
auftreten, geniigt der Nachweis der Existenz von X’

Nach Abschnitt 2 werden durch f dieselben 7'° auf z* abgebildet wie
durch f; sie bilden einen Komplex X°; in ihm liegt sowohl ¢ (&) wie @ ().
X? hat mit dem Komplex Y° der durch f und f auf 72 abgebildeten
Tetraeder kein T° gemeinsam, und da ¢ (5) und () in ¥*® liegen, ist
unsere Aufgabe gelost, wenn wir gezeigt haben, daB ¢ (&) und @ (&) zu-
sammen in X° einen X” beranden, d. h. daB ¢ (&) ~ ¢ (&) in X° ist.

Ein durch f eineindeutig auf ¢* abgebildetes 7'* wird durch f zwar
nicht eineindeutig, aber nach 2. mit demselben Grade -1 oder —1 auf 72
abgebildet wie durch 7. Nach §1,4. haben daher ¢ (&) und @ (&) dieselbe
Schnittzahl mit 7%; anders ausgedriickt: der Zyklus Z'= ¢ (&) — @ (&)
hat mit jedem zu X° gehérigen 7° die Schnittzahl 0; wir werden zeigen
— und damit wird unsere Behauptung bewiesen sein —, daB jeder in X°®
liegende Zyklus Z*, der mit jedem zu X° gehérigen 7° die Schnittzahl 0
hat, homolog 0 in X? ist.

Ein derartiger Z* habe mit einem 7' einen Schnittpunkt a, der bei
einer fest gewihlten Orientierung von 7 positiv zu zéhlen sei; dann hat Z°,
da seine gesamte Schnittzahl mit 7'° 0 ist, noch einen zweiten Schnitt-
punkt b mit 7, und dieser ist negativ zu zihlen. Sind 7%, T die beiden
Tetraeder, auf denen 7 liegt, und a,, a,, b, b, Punkte, die nahe bei a
bzw. b in T} bzw. T; auf Z* liegen, und ist @,aa, die positive Richtung
von Z* beim Durchschreiten von a, so ist b,bb, seine positive Richtung
beim Durchschreiten von b. Wir verbinden nun @, in 7; geradlinig mit
b, und @, in 77 geradlinig mit b, und bezeichnen das geschlossene, ge-
richtete Polygon a,a@a,b,bb,a, mit P'; es ist homolog 0 in 7+ 7%,
also in X?; daher ist Z; = Z*— P*~ Z" in X®; dieser Zyklus Z enthilt
a und b nicht, er hat also zwei Schnittpunkte mit den 7'® weniger als Z7,
und seine Schnittzahl mit jedem einzelnen 7'° ist 0, ebenso wie sie es

10) Denn ist K%= ¢ (£), so ist (K*— X?)'=% (&), und K? hat dieselben Schnitt-
punkte mit ¢ () wie K2— X2,
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fiir Z* ist. Ebenso wie wir von Z' zu Z; iibergegangen sind, konnen wir
weiter zu einem Z; iibergehen, der ~ Z; ~ Z* in X® ist, wieder zwei
Schnittpunkte weniger und mit jedem einzelnen 7' die Schnittzahl 0 hat.
So gelangen wir schlieflich zu einem Z;, der ~ Z' in X*® und fremd zu
allen 7' ist; er besteht also aus einer Anzahl zueinander fremder Zyklen,
von denen jeder im Inneren eines 7'° liegt, also ~ 0 in 7' und a fortiori
in X® ist; mithin ist auch Z'~ Z;~0 in X°

4. Wenn im folgenden zwei verschiedene Triangulationen der 8° vor-
kommen, so wird immer vorausgesetzt, dal es eine dritte Triangulation
gibt, die eine gemeinsame Unterteilung der beiden ist; das gleiche gilt fiir
die 8°. Wir nehmen also an, da8 zunichst je eine Triangulation der S*
und der 8 gegeben ist und daB alle die und nur die Triangulationen
der 8* bzw. 8° zugelassen sind, die mit den urspriinglichen eine Unter-
teilung gemeinsam haben. Wenn mehrere simpliziale Abbildungen der S*
auf die 8 betrachtet werden, so sollen die ihnen zugrunde gelegten Tri-
angulationen in dieser Weise miteinander zusammenhéngen.

Satz. Fiir zwei zu einer Abbildungsklasse gehorige simpliziale Ab-
bildungen f,, f, der 8% auf die 8% ist y(f,) =7(f)-

Beweis. Da f, und f, zu einer Klasse gehoren, gibt es eine sie ent-
haltende, von dem Parameter r fiir 1 <7 < 2 stetig abhiingende Schar
von Abbildungen £, der S® auf die S®. C* sei das topologische Produkt
der 8® mit einer Strecke, deren Koordinate r von 1 bis 2 liuft; wir konnen
uns O* im vierdimensionalen Raum durch das von zwei konzentrischen
Kugeln S und S; begrenzte Raumstiick realisieren, wobei 8; und S; die
Radien 1 und 2 haben. Ist z ein Punkt von S° und 1<Lr <2, so
gibt es einen Punkt von C* der mit (2, r) zu bezeichnen ist; durch
F((x,r) =f.() wird eine Abbildung F von O* auf 8* erklirt, die auf
S bzw. 8 mit f, bzw. f, iibereinstimmt.

F’ sei eine simpliziale Approximation von F; die ihr zugrunde gelegte
Triangulation von C* sei folgendermaBen hergestellt: Eine Triangulation
der 8% die eine gemeinsame Unterteilung der f, und £, zugrunde gelegten
Triangulationen ist, sei auf S; und S; eingetragen; durch Produktbildung
der Simplexe dieser Triangulation mit der r-Strecke entsteht eine Ein-
teilung von C* in ,Prismen*, die sich zu einer simplizialen Triangulation
verfeinern 1i8t; diese oder eine Unterteilung von ihr sei F’ zugrunde
gelegt. Dadurch ist man auf Sf und 83 zu Unterteilungen der urspriing-
lichen Triangulationen tibergegangen, und F’ stellt auf 87 bzw. S; sim-
pliziale Approximationen f; bzw. fy von f, bzw. f, dar. Nach 8. ist
y(fy=y(f) uwd y(f)=y(f,); wir haben daher zu zeigen, da8
7 (f)=»(f7) ist.
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Die Originalkomplexe eines Punktes & der S* bei den Abbildungen
F’, f, bzw. f3 haben wir nach den Vorschriften des § 1 mit @4.(£), ¢g;(8)
bzw. ¢g,(&) zu bezeichnen. Da C*= 83 — 8} ist, ist nach §1, GL (6)
und (3) @ (&) =g (§) — @g;(§). Daher ist, wenn Kf, K Komplexe
in SF bzw. 85 mit K = g, (&), K3 = g, (¢) sind, K — gg.(§) — K= 2"
ein Zyklus. Z* ist, wie jeder Zyklus in C* einem Zyklus in 87 homolog,
nimlich der ,Projektion“ Z7 von Z® auf 8;, die entsteht, indem man

2

jeden Punkt (z,r) von Z* durch den Punkt (z, 1) ersetzt. Aus Z: ~ 72
folgt F'(Z%) ~ F'(Z}), d. h. F'(Z°)=F'(Z{) in8*. Da Z; ~0in 8}
ist, ist F'(Zt)=f{(Z:i) ~ 0, d. h. = 0 in 8*; mithin ist auch F'(Z*) =0,
also F'(K3) — F'(pyu(8) — F'(KD) = R(E3) — R(KS) — F'(94u(6)) = 0.
Nun wird aber g,,(&) durch F' auf den Punkt & abgebildet, es ist also
F'(gq.(£) =0, mithin f/(Ky) = £(K3), d. by () =»(£).

5. Jede Klasse von Abbildungen der 8° auf die 8 enthilt nach 1.
simpliziale Abbildungen, denen Triangulationen der im Sinne des ersten
Absatzes von 4. ausgezeichneten Triangulationssysteme zugrunde liegen. Da
nach 4. zu allen simplizialen Abbildungen /' der Klasse dieselbe Zahl y (f)
gehort, ist p eine Konstante der Klasse. Damit ist die in der Einleitung
ausgesprochene Behauptung IIa bewiesen.

Die Zahl y muff vorliufig als abhingig von den zugrunde gelegten
Triangulationssystemen gelten; dieser Umstand stért aber den Beweis des
Satzes IT, der ja unser Ziel ist, nicht, und iiberdies wird sich im nachsten
Paragraphen die topologische Invarianz von p, d.h. die Unabhingigkeit
von den Triangulationssystemen, herausstellen.

§ 4.
Eigenschaften von v,

1. Beweis des Produktsatzes IIb (s. Einleitung). Es gelten die in
der Einleitung benutzten Bezeichnungen. Wir diirfen f und ¢ als simplizial
annehmen, da ¢ und y Konstanten der Abbildungsklassen sind und jede
Klasse simpliziale Abbildungen enthilt. (&) sei der Originalzyklus eines
Punktes & bei der Abbildung f, (&) sein Originalzyklus bei der Ab-
bildung fg. Werden auf ein 7° von S° welches eine Strecke von o (&)
enthilt, p Tetraeder von 8% im positiven, n Tetraeder im negativen Sinne
abgebildet, so ist p —n =c¢; auf die in 7° liegende Strecke von ¢ (&)
werden dann p bzw. n Strecken von (&) im positiven bzw. negativen
Sinne abgebildet; umgekehrt ist das Bild jeder Strecke von p(£) eine —
eventuell in einen Punkt entartende — Strecke von ¢(&). Mithin ist
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gw@)=c-(&). Ist L =y (&), K*=¢(&), so ist demnach
(g(L%) = g(L*) = ¢ K*, mithin ist g(L®) —¢K" ein Zyklus in 8°; da
das durch f gelieferte Bild eines solchen, wie wir schon mehrere Male
sahen, 0 ist, ist fg(L®) =c¢-f(K®), d. h. es ist y(fg) =c-7(f).

2. Beweis des Produktsatzes IIb’. Wir benutzen wieder dieselben
Bezeichnungen wie in der Einleitung, und wir nehmen wieder f und % als
simplizial an. Die Originalzyklen bei f bzw. A f werden mit ¢ bzw. v be-
zeichnet. Die Originalpunkte des Punktes ¢ von S7 bei h seien die Punkte
&5 aseves &gy Mys Mgy - ns 7, VOR S* und zwar mégen die Dreiecke, welche
die &; enthalten, im positiven, die Dreiecke, welche die n; enthalten, im
negativen Sinne auf das { enthaltende Dreieck abgebildet werden. Dann

ist y(0) = T (&) — Zo(n); ist K= (&), L =¢(n), so ist dem-
nach (S K{ — 3 L;) = () und daher 2f( S K — 3 L) =y (hf)-Si.
2 J k3 J

Nun ist aber

(KD = (L) =r(f)-8°

r(ZK -~ sz) =(p—n)r(f)-8°=c-y(f)-8°

also

und ferner % (S?) =ec-8;, also hf(ZK Z’L }——c"’-y(f)-Sf; folglich
ist y(hf)=c*y(f)-

3. Betrachten wir auf der S° neben dem bisher zugrunde gelegten
System von Triangulationen ein davon ganz unabhingiges Triangulations-
system, so konnen wir uns S° als in zwei Exemplaren §; und S5 vor-
liegend denken, von denen S mit dem ersten, S5 mit dem zweiten
Triangulationssystem versehen ist; die Koinzidenz auf S° vermittelt eine
Abbildung g von S; auf 83, die, da sie eineindeutig ist, unter Zugrunde-
legung der auf S und S; ausgezeichneten Triangulationen den Grad —+1
oder —~1 hat. Ist f eine Abbildung von S3 auf 8% so ist fg dieselbe
Abbildung von 8%; nur ist, wenn sie mit f bezeichnet wird, das erste,
wenn sie mit fg bezeichnet wird, das zweite Triangulationssystem aus-
gezeichnet, so daB y(f) und y(fg) die Werte von y sind, die sich fiir die
betrachtete Abbildung der S auf die S* unter Zugrundelegung der ver-
schiedenen Triangulationen von 82 ergeben. Nach IIb ist, da g den
Grad +1 hat, y(fg) = =+ y(f); das bedeutet, daB y(f), vom Vorzeichen
abgesehen, unabhingig von der zugrunde gelegten Triangulation von 8°
ist; das Vorzeichen hingt von der Orientierung von 8% ab).

1) Dieser Beweis ist dem Beweis der topologischen Invarianz des Abbildungs-
grades analog: L. E. J. Brouwer, Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen
71 (1911), 8. 320-—327.
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Analog verhilt es sich auf Grund von IIb’ beziiglich der Triangu-
lationen von §%; nur ist hier sogar das Vorzeichen von y unabhingig von
Triangulationen und Orientierung, da ¢ in der Aussage des Satzes ITb’
im Quadrat auftritt.

Somit sehen wir: der Betrag von y(f) ist topologisch invariant, d. h.
unabhingig von den zugrunde gelegten Triangulationen der 8° und §%;
das Vorzeichen von y #ndert sich bei Umkehrung der Orientierung der S°
ist aber unabhingig von der Orientierung der S°.

4. SchlieBlich sei noch hervorgehoben, daf fiir eine topologisch un-
wesentliche Abbildung stets y =0 ist; denn gehdrt ein Punkt & der §°
bei einer Abbildung nicht zur Bildmenge, so ist sein Originalzyklus ¢ (&)
leer, und jeder andere Zyklus hat mit ithm die Verschlingungszahl 0.

§ 5.

Eine Abbildung der S° auf die 8° mit y=1.

Der euklidische B* mit den Koordinaten z,,z,,z,, #, sei auf den
euklidischen R® mit den Koordinaten &,, &,, &, folgendermaBen abgebildet:

& =2(x 2+ 22,), & =2(x,2— 2,2,),

(1) =2+ 2] —a]— .
Dann ist

£+ &= 4(a +23) (x5 + ),
also
(2) E+ata= (a2l ol +a])%

die dreidimensionale Kugel mit dem Radius r um den Nullpunkt R* als
Mittelpunkt wird somit auf die zweidimensionale Kugel mit dem Radius r*
um den Nullpunkt des R® als Mittelpunkt abgebildet; insbesondere ist
die Einheitskugel S® des R® das Bild der Einheitskugel 8° des R*. Diese
Abbildung f der 8° auf die S° wollen wir betrachten??).

f 1aBt sich auch folgendermaBen beschreiben: Fithrt man auf S* in
der iiblichen Weise eine komplexe Variable z ein, indem man die kom-
plexen Zahlen &, +-7¢£, der Ebene &, = 0 stereographisch von dem Nordpol
£, =£&,=0, § =1 der Kugel.aus auf diese projiziert, so wird dem Punkt
mit den Koordinaten &,, §,, &, die Zahl

(3) Z=T§

%) Diese Betrachtung, und somit der Beweis von Ic, ist die einzige Stelle in
dieser Arbeit, an der benutzt wird, da8 S°® die Kugel und nicht eine beliebige orien-
tierbare Fliche ist.
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zugeordnet, wobei fiir den Nordpol selbst, fiir den der Ausdruck (3) un-
bestimmt wird, z = co zu setzen ist. Ersetzt man in (3) £,,&,, &, aus (1)
und beriicksichtigt, daB a7+ 22+ 2]+ «} =1 ist, so ergibt sich
Z. ?

S Pt
und hier spielt der Wert z = oo keine Ausnahmerolle, da fiir die Punkte mit
#, =, =0 auf der S° nicht auch z, =z, =0 sein kann und da diesen
Punkten nach (1) der Nordpol 0,0,1 der S? entspricht. Mithin ist f
durch (4) gegeben, wenn man die S als Riemannsche Zahlkugel auffaBt.

Die Originalmenge des Punktes 0, 0, 1 besteht, wie wir soeben sahen,
aus denjenigen Punkten der S°, fiir die 2, = z, = 0 ist; fiir jeden anderen
Punkt &, ¢,, &, der S? erhilt man die Originalmenge durch Gleichsetzen
der rechten Seiten von (3) und (4); es ergeben sich die Bedingungen

5 A—&)a,— &2t &2,=0,
(%) (1—&)a,—&a3— &2, =0.

In jedem Falle ist die Originalmenge eines Punktes der S* der Schnitt
der 8® mit dem Schnitt zweier nicht zusammenfallender dreidimensionaler
Ebenen durch den Mittelpunkt, also der Schnitt der 8° mit einer zwei-
dimensionalen Ebene durch den Mittelpunkt, d. h. ein GroSkreis 13).

Wir werden nun zeigen, daB fiir eine Abbildung f der S° auf die S%
bei welcher die Originalmenge ®(&) jedes Punktes & der 8° ein GroBkreis
der S° ist, stets y(f) = 1 ist; das Vorzeichen hingt natiirlich von der
Orientierung der S° ab.

Eine dreidimensionale und eine zweidimensionale Ebene durch den
Mittelpunkt der S° schneiden sich, wenn die letztere nicht ganz in der
ersteren liegt, in einer Geraden durch den Mittelpunkt; dies bedeutet,
wenn man zu den Schnitten mit der 8° iibergeht: eine zweidimensionale
GroBkugel und ein GroBkreis schneiden sich, wenn der Kreis nicht auf
der Kugel verliuft, in zwei zueinander diametralen Punkten; folglich wird
die Hilfte H einer Grofkugel von jedem Grofkreis, der fremd zu dem
Rand von H ist und daher nicht auf der GroBSkugel verlauft, stets in genau
einem Punkte geschnitten; da es zu jedem GroBkreis (unendlich viele)
von ihm berandete Hélften von GroSkugeln gibt, folgt hieraus: je zwei
zueinander fremde GroBkreise der S® sind miteinander verschlungen, und
zwar ist ihre Verschlingungszahl +4-1.

1%) Das System dieser GroBkreise, die die Originalmengen der Punkte von §°
bilden, ist eine Cliffordsche Parallelenkongruenz; hierzu vgl. man F. Klein, Vorlesungen
itber Nichteuklidische Geometrie (Berlin 1928), S. 234; daB dort anstatt der 8° der
elliptische Raum betrachtet wird, macht keinen wesentlichen Unterschied.

43*
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Hiernach liegt bereits die Annahme nahe, daB fiir eine Abbildung 7
der 8° auf die 87 bei der die Originalmenge @ (&) jedes Punktes von §*
ein GroBkreis ist, y(f) =41 ist. Um die Richtigkeit dieser Annahme zu
bestitigen, haben wir aber infolge unserer Definition von y auf simpliziale
Approximationen f’ von f zuriickzugehen und zu zeigen, daB auch die
Originalzyklen ¢ (%) und ¢(7) bei einer solchen Abbildung f* die Ver-
schlingungszahl +1 haben. Nun ist klar, daB mit zunehmender Giite der
Approximation die Zyklen ¢ (&) und ¢ () gegen @ (&) bzw. P (7) in dem
Sinne konvergieren, daf sie schlieBlich in beliebig vorgegebenen Um-
gebungen U,, U, der Kreise @ (&) bzw. P (7) liegen. Wenn wir noch gezeigt
haben, daB bei hinreichender Giite der Approximation ¢ (&) ~ @(&) in U,,
@(n) ~ @(n) in U, ist, so sind wir fertig; denn dann hat, wenn nur U,
und U, fremd zueinander sind, ¢ (&) mit @(n) dieselbe Verschlingungs-
zahl wie @ (&) mit @ (n) (vgl den ersten Absatz des Beweises in § 3, 3).
Da £ und % ganz symmetrisch auftreten, geniigt es, einen der beiden Punkte
zu betrachten; unsere Behauptung ist also: Ist f’ eine hinreichend gute
simpliziale Approximation von f, so ist ¢ (&) ~ @ (&) in U,, wobei U, eine
willkiirlich vorgeschriebene Umgebung von @(£) ist.

& sei ein fester Punkt von S*%; alle im folgenden vorkommenden sim-
plizialen Abbildungen seien so gewahlt, daB er innerer Punkt eines Drei-
ecks der S* daB (&) also fiir jede dieser Approximationen erklért ist.
 sei ein von & verschiedener Punkt der 8° H eine von @(() berandete
halbe GroBkugel; die Triangulationen der S° die den Approximationen
zugrunde gelegt werden, sollen alle so beschafien sein, da H aus Drei-
ecken der Triangulation besteht. H wird, wie wir oben sahen, von jedem
& (n) mit n 4 in genau einem Punkte geschnitten; folglich ist die Ab-
bildung f(H) in allen von { verschiedenen Punkten der S” insbesondere
also in der Umgebung von £, eineindeutig und hat daher dort den Grad
+ 1. Die Approximation f' von f sei so gut, daB auch die Abbildung
f’(H) im Punkte & den Grad £ 1 hat; dann hat nach § 1, 4. H mit ¢ (&)
die Schnittzahl +1. Wir konstruieren nun eine schlauchférmige Um-
gebung U des Kreises @ (&), die ganz in der gegebenen Umgebung U, ver-
lauft und mit H eine von einem Kreis berandete Kugelkappe K, im iibrigen
aber keinen Punkt gemeinsam hat; diese Konstruktion ist moglich, da & (&)
und H einen einzigen Punkt x gemeinsam haben. Wir verbessern die
Giite der Approximation, falls das nétig ist, weiter so, daB ¢ (&) ganz im
Inneren von Ui liegt; dann liegen alle Schnittpunkte von ¢ (&) und H
auf K, die Schnittzahl von ¢ (&) und K ist also 1. Ebenso haben @ (%)
und K die Schnittzahl +1, da diese beiden Gebilde nur den einen, einfach
zu zihlenden Schnitt x haben. Bei geeigneter Orientierung von & (&) hat
daher der im Inneren des Schlauches verlaufende Zyklus Z* = & (&) — @ (§)
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mit K die Schnittzahl 0. Daraus folgt, daB Z* ~ 0 in dem Schlauch U;
ist; denn analog dem in § 3, 3. angewandten Verfahren kann man einen
Zyklus Z, konstruieren, der ~ Z* in U; ist und mit K keinen Punkt
gemeinsam hat; ein solcher Z: 158t sich im Inneren des Schlauches auf
einen Punkt zusammenziehen, ist dort also ~ 0. Dann ist auch Z* ~ 0
in U, also erst recht in U,; mithin ist ¢ (&) ~ @ (&) in Uy, w.zb.w.

Fiir die Abbildung f der 8* auf die 8%, die durch (1) oder durch (4)
gegeben ist, ist also in der Tat y(f)=1; hieraus und aus § 4, 4. folgt,
daB f topologisch wesentlich ist, womit der Satz Ia bewiesen ist. Ins-
besondere aber haben wir jetzt unser eigentliches Ziel, ndmlich den Beweis
des Satzes II, aus dem ja auch der Satz I folgt, erreicht: denn das Be-
stehen der Eigenschaft ITa wurde im § 3, das der Eigenschaft IIb in
§ 4, 1. und das von IIc in diesem Paragraphen gezeigt.

§ 6.
Eine Kennzeichnung der algebraisch unwesentlichen Abbildungen
einer M°,

In der im §1 vorgenommenen Untersuchung der Umkehrung einer
simplizialen Abbildung eines O° wurde niemals vorausgesetzt, da C° eine
Sphére ist; vielmehr durfte er in Abschnitt 2 ganz beliebig, in Abschnitt 4
durfte er eine beliebige orientierbare geschlossene dreidimensionale Mannig-
faltigkeit M° sein. Insbesondere sind also fiir eine simpliziale Abbildung £
einer M* auf die 8° die Originalzyklen ¢(£), ¢(%),... von beliebigen,
im Inneren von Dreiecken von S* liegenden Punkten &, 7, ... wohldefiniert.
Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis der folgenden beiden Satze:

A. Es ist @(&) ~ @(n) ber beliebigen & und 7; es ist also durch f
eine eindimensionale Homologieklasse ¢ in M® ausgezeichnet.

B. Esistdann und nur dann ¢ ~ 0, wenn f algebraisch unwesentlich ist.

Beide Sétze beruhen im wesentlichen auf dem

Hilfssatz 1. Ein »-dimensionaler Zyklus Z” in einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M™ ist dann und nur dann ~ 0, wenn fiir jedes m >1
und jeden (7 —»)-dimensionalen Zyklus Z, " modulo m die Schnittzahl
(Z"-Zpm ") =0 mod m ist.

Beim Beweis dieses Hilfssatzes werden wir die folgende algebraische
Tatsache benutzen:

Hilfssatz II. Gegeben ist eine Matrix u;; und eine Zahlenreihe v;;
die v; sind dann und nur dann eine lineare Verbindung der w;;, d. h. das
Gleichungssystem

¢Y) v; = iZmi u;;
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besitzt dann und nur dann Ldsungen &;, wenn folgende Beziehung zwischen
den u;; und v; besteht: ist m ugendeme Zahl >1 und sind die y; irgend-
welche Losungen des Kongruenzensystems

(2) ;'uijyj =0 (modm),
so ist auch stets
(3) 2v;y;=0 (modm).

(Dabei sind natiirlich alle vorkommenden GréBen u, v, z, y ganze Zahlen.)

Einen Beweis des Hilfssatzes II findet man in der unter 3)
zitierten Arbeit, wo er in shnlichem Zusammenhang auftritt wie hier.

Beweis des Hilfssatzes . Mit 7 bzw. T werden die Zellen zweier
dualer Zelleinteilungen der M" bezeichnet. Lauten die Berandungsrelationen
fiir die 7”1

(4) T = Su; Ty,

. J
so lauten sie fiir die T"7"
(5) L7 = S I
Den Zyklus Z” diirfen wir als aus Zellen 7} bestehend annehmen:
(6) 7= 3T

J

Notwendig und hinreichend dafiir, dal Z*~ 0 ist, ist die Existenz eines
0’“—2,’.% T2 mit O = 2’:::z T'“-Exyuw =27 = Zv, T;, also

die Losbarkelt des Systems (1) und somit nach Hilfssatz 11 d1e Tatsache,
daB aus jedem Kongruenzensystem (2) die Kongruenz (3) folgt.

Nun hat ein Komplex 3% 7T/'”™" auf Grund von (5) den Rand
7
Su;y; T8 (2) bedeutet also, daB er ein Zyklus modulo m ist. Folg-
z’j

lich ist die Tatsache, daf der durch (6) gegebene Z® homolog 0 ist,
gleichbedeutend damit, dafl seine Koeffizienten v; und die Koeffizienten y,
eines beliebigen, aus Zellen 7" gebildeten Zyklus modulo m

(7) 257 = Iyl

die Kongruenz (3) erfilllen. Die linke Seite von (3) ist aber die Schnitt-
zahl von Z” und Z""; denn da die Schnittzahl 7777 den Wert 0
oder 1 hat, je nachdem 7 <k oder j=1F ist, ist

Z- 2" =301 - Sy I = %7”3’ nly T2 = vy;.
M J s J
Damit ist die Behauptung bewiesen.



Abbildung der dreidimensionalen Sphire auf die Kugelfliche.. 659

Beweis des Satzes A. Ist Z, ein Zyklus modm in M®, so ist der
Grad modm der Abbildung f(Z,) auf S* konstant, er hat also in zwei
beliebigen Punkten &, 5 gleichen Wert. Nach § 1,4. hat daher Z; mit ¢ (&)
dieselbe Schnittzahl modm wie mit ¢(7). Der eindimensionale Zyklus
@(&) — @(n) hat also mit jedem Z, die Schnittzahl 0 modm bei
beliebigem m, er ist somit nach Hilfssatz I ~ 0.

Beweis des Satzes B. DaB f algebraisch unwesentlich ist, heiit,
daB fiir jeden Z2 der Grad mod m der Abbildung f(Zs) gleich 0 ist.
Nach § 1, 4. bedeutet dies, daB, wenn £ irgendein Punkt von S* ist, die
Schrittzahl von @ (&) und Z,, mod m verschwindet. Nach Hilfssatz I ist
das dann und nur dann der Fall, wenn ¢ (&) ~ 0 ist.

§7.
Die Abbildungen einer M° aut die §°

Die Giiltigkeit des soeben bewiesenen Satzes B ermoglicht die Uber-
tragung der in den §§ 2 bis 4 fiir die Abbildungen der S® auf die S* ent-
wickelten Theorie der GréSe y auf die algebraisch unwesentlichen Abbil-
dungen einer beliebigen Mannigfaltigkeit M° auf die S°. In der Tat iiber-
zeugt man sich, wenn man die §§ 2 bis 4 durchsiecht, davon, daB auBer
Eigenschaften, welche jeder Abbildung einer M°® auf die S° zukommen,
nur die beiden folgenden Eigenschaften B’ und B” benutzt werden, die
dort darauf beruhen, dafl es sich um Abbildungen der Sphire handelt, die
aber gerade den algebraisch unwesentlichen Abbildungen beliebiger Mannig-
faltigkeiten eigenttimlich sind:

(B) ¢(5)~0;  (B") f12°)=0,
d. h. die Abbildung f jedes zweidimensionalen Zyklus aus M°® hat den Grad 0,

Es gehort also zu jeder Klasse algebraisch unwesentlicher Abbildungen
einer M?® auf die 87 eine Zahl y, fiir die unter anderem auch der Produkt-
satz IIb in folgender Form gilt: ,Ist g eine Abbildung einer M; auf
eine M® mit dem Grade ¢, f eine algebraisch unwesentliche Abbildung
der M?® auf die 8%, so ist auch fg algebraisch unwesentlich, und es ist
y(fg) =y(f).“ Dabei ist unmittelbar klar, daB aus der algebraischen
Unwesentlichkeit von f die von fg folgt; denn ist Z, ein Zyklus mod m
in M7, so ist Z2=g(Z.) ein Zyklus modm in M®, folglich ist

f(Za)=1r9(Zm) =0 modm
in 8% d. h. fg ist algebraisch unwesentlich.

Aus diesem Produktsatz, aus der Existenz einer Abbildung f der 8°
auf die 8 mit y(f)=1, die als Abbildung der S*® a fortiori algebraisch
unwesentlich ist, und aus der Tatsache, dafl man jede M? mit beliebigem
Grade ¢ auf die 8° abbilden kann, ergibt sich Satz IIL
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Zum Schluf sei nur noch beziiglich der Abbildungen der nichi-
orientierbaren Mannigfaltigkeiten auf die §* bemerkt, daB alles Vorstehende
unveridndert seine Giiltigkeit behdlt, wenn man sich darauf beschrinkt,
die Grofe y mod 2 zu erkliren. Infolgedessen gilt

Satz II1". Die algebraisch unwesentlichen Abbildungen esner beliebigen
nicht-orientierbaren dreidimensionalen Mannigfaltigkeit auf die 8* bilden
wenigstens zwes Klassen; es gibt unier diesen Abbildungen also immer
topologisch wesentliche.

Anhang,

Uber die topologische und die algebraische Wesentlichkeit
von Abbildungen.

Wir kniipfen unmittelbar an den Wortlant der Einleitung an.

1. Beweis des Satzes V. Es ist trivial, daf die Abbildung 7 topo-
logisch wesentlich ist, wenn sie algebraisch wesentlich ist. Sie sei alge-
braisch unwesentlich. Die Winkelkoordinate w auf 8 ist nur bis auf Viel-
fache von 2z bestimmt; fiir einen festen Punkt x, von A zeichnen wir
einen der zu f(z,) gehorigen Werte willkiirlich aus und nennen ihn
w = F(x,). Diese Funktion ¥ setzen wir auf den von z, ausgehenden
Wegen stetig so fort, daB immer F(x) einer der Werte von w im
Punkte f(x) ist. Dabei gelangt man auf verschiedenen Wegen W,, W,,
die denselben Endpunkt y haben, immer zu demselben Wert F(y); denn
kime man zu verschiedenen Werten F(y), F,(y), so wire

Fl(y)—F‘_,(y)=lc-2n, k<+0;

bei Durchlaufung des von y nach y zuriickfithrenden geschlossenen Weges
Z'= Wy 'W, wirde sich die Winkelkoordinate des Bildpunktes um k-2x
dndern, d. h. der Zyklus Z' wiirde mit dem Grade % 0 auf S* ab-
gebildet, f wire algebraisch wesentlich, entgegen der Voraussetzung, Mithin
1aB8t sich F in der Tat eindeutig und stetig auf A erkliren. Ist nun ¢
ein von 1 bis 0 laufender Parameter, so wird durch w=1¢F(z) eine
Schar von Abbildungen f, von A auf 8 erklirt, durch welche =7,
stetig in die Abbildung f, auf einen einzigen Punkt von S' iibergeht.
Folglich ist f topologisch unwesentlich.

2. Beweis des Satzes IVa. Es ist trivial, da sich 4° nicht (alge-
braisch) wesentlich abbilden 1iBt, wenn in 4° kein - dimensionaler Zyklus
modulo einer Zahl 7 >1 vorhanden ist. Es sei Z, ein solcher Zyklus
modm in 4° 7T ein a-dimensionales Simplex von Z,, das in Z, mit
einem Koeffizienten ¢ vorkommt, der ==0 mod m ist. Man bilde den
Rand von 7 und alle nicht zu 7° gehérigen Punkte von A° auf einen
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festen Punkt £ von S° das Innere von 7 eineindeutig auf S®— & ab.
Diese Abbildung f(4%) bewirkt eine Abbildung f(Z,), deren Grad mod m
¢==0 ist; f ist daher (algebraisch) wesentlich.

3. Dem Beweis des Satzes VI schicken wir einige Bemerkungen iiber
die im Satz VI ausgesprochene Bedingung voraus. Wir wollen sagen, dafl
A° die ,Eigenschaft E®“ hat, wenn entweder p’>0 oder (b —1)-te
Torsion vorhanden (oder wenn beides der Fall) ist. Z°~ 0 soll, wie iiblich,
bedeuten, daB der Zyklus Z® ein ,Randteiler* ist, d.h. daB es eine Zahl
¢ >0 gibt, so daB ¢Z® ein Rand, also ¢Z®~ 0 ist; analog soll AL
mod m* bedeuten, da der Zyklus mod m Z} einem Randteiler kongruent
mod m ist, d.h. daB es einen Komplex K’ gibt, so daB Z) +m K~ 0 ist.

Wir behaupten nun: A® hat dann und nur dann die Eigenschaft E°,
wenn es ein m >1 und in 4° einen Zyklus modm A gibt, der & 0
mod m ist.

Beweis. I Es gebe in A” einen Z2, der A& 0 modsm ist; es ist
ZE—m K", mK®* ist als Rand ein Zyklus, also ist auch K*™1=2°"!
Zyklus, und es ist mZ° ™  ~0. Ist Z” ' 4 0, so ist Z°~* Randteiler,
ohne Rand zu sein, es ist also (& — 1)-dimensionale Torsion vorhanden;
ist Z°7*~ 0, so gibt es einen Komplex O° mit (°=2"""; dann ist
(Zn—mO% =0, also Z4—~mO"=2" ein Zyklus; da Z, "0 modm
ist, ist Z° 4 0, folglich ist p®> 0.

II. Wenn p°> 0 ist, so nehmen wir einen Zyklus Z°, der in einer
Homologiebasis enthalten ist, der also die Eigenschaft hat, da sich jeder
Zyklus Z" auf eine und nur eine Weise in der Form Z°~ ¢ Z°+ 3¢ Z}

darstellen 1a8t, wobei die Z7 die iibrigen Basiselemente sind. Z° ist zu-
gleich fiir jedes m ein Zyklus modm; wir behaupten, da8 er A 0 modm
fiir jedes m ist. Andernfalls wire nimlich Zb=Zb+ mK®, wobei Z°
Zyklus und ~ 0 wire; es wire also auch m K’ und mithin K*= Z°
Zyklus und Z'~ mZ®; da Z°~cZ° ... ist, wire mc — 1, was wegen
m >1 unméglich ist; folglich ist Z°A 0 modm bei beliebigem m. —
Wenn (b —1)-te Torsion vorhanden ist, so gibt es einen (b — 1)-dimen-
sionalen Zyklus, der Randteiler, aber nicht Rand ist: Z° ™ * 0, mZ°~*= (?,
m>1; dann ist C’=Z), ein Zyklus modm; wir behaupten, daf er
A& 0 modm ist. Andernfalls wire namlich

Zh=2"+mK" (Z2°~0), Zn=mZ'=mK’, 2" '=K°,
also Z"7*~ 0.
Damit ist gezeigt, daB die Eigenschaft E® mit der Existenz eines ZJ,,

der A& mod m ist, zusammenfallt. Ist b =a, so ist Z., ~ 0 modm gleich-
bedeutend mit Z2 = 0; folglich ist die Eigenschaft E“ mit der Existenz
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eines Zy,, also mit p > 0 fiir irgendein m identisch. Ist =1, so ist E*,
da es 0-dimensionale Torsion nicht gibt, identisch mit der Bedingung p* > 0.

4. Beweis des Satzes VI. Ist f eine algebraisch wesentliche Ab-
bildung von A* auf S?, so gibt es ein m und einen ZE in A° dessen
Bild f(Z,)==0 modm ist. Dieser Z, kann nicht a~ 0 modm sein, weil
sonst auch sein Bild ~0 modm in 8% also =0 modm wire. A° hat
daher nach 8. die Eigenschaft E°.

5. Beweis des Satzes VII. Der in dem Wortlaut des Satzes erwdhnte
Fall b =a ist aaf Grund der SchluBbemerkung von 3. in dem Satz IVa
enthalten, also bereits erledigt; ebenso ist der ebenfalls erwdhnte Fall b =1
auf Grund der SchluBbemerkung von 3. in Va enthalten und wird mit
diesem erledigt werden. Jetzt beschiftigt uns also nur der Fall b=a — 1,
wir setzen daher voraus, daB A4° die Eigenschaft E°* besitzt.

& sei die Gruppe aller Linearformen in den (@ — 1)-dimensionalen
Simplexen 77! von A° also die Gruppe aller (@ — 1)-dimensionalen
Teilkomplexe von A° in der fest gegebenen Triangulation; 3 sei diejenige
Untergruppe von &, die von allen (a —1)-dimensionalen Réndern und
Randteilern gebildet wird; da %R die Eigenschaft hat, dafl, sobald ein Viel-
faches eines Elements von £ zu R gehort, stets auch das Element selbst

zu N gehort, besitzt die Faktorgruppe § = —;; nur Elemente unendlicher

Ordnung, und da sie eine von endlich vielen ihrer Elemente erzeugte
Abelsche Gruppe ist (weil € diese Eigenschaft hat), besitzt sie eine Basis
F,,F,, ..., F, der Art, daf} sich jedes Element von  auf eine und nur
eine Weise als lineare Verbindung der F, darstellen 1aft.

Infolge der Eigenschaft E* ' gibt es ein m >1 und einen Zyklus
modm Z%', der A2 0 mod m ist; die Restklasse modulo R, der er angehort,
werde durch das Element ¢, F, von § reprisentiert; diese Restklasse
enthilt nicht das m-fache eines Elements von &, weil sonst Zp '~ 0
mod m wire; folglich ist das Element Y ¢, F, nicht das m-fache eines
anderen Elements von §§, und daher ist infolge der Einzigkeit der Dar-
stellung ¢, F, wenigstens einer der Koeffizienten ¢, nicht durch m teil-
bar ist; das sei etwa c,.

Durch die Restklassenzerlegung modulo R ist die Gruppe £ homeo-
morph auf die Gruppe §F abgebildet; wir bilden weiter § homomorph auf
die additive Gruppe der ganzen Zahlen ab, indem wir jedem Element Yy, F,
von & die Zahl y, zuordnen; beide Homomorphismen zusammen ergeben
eine homomorphe Abbildung H von & auf die ganzen Zahlen; dabei ist
insbesondere

1) HZy Y =c¢,, ¢,==0 modm,
(2) H(R* %) =0 fiir jeden Rand oder Randteiler R*™*.
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Ferner sei fiir die Simplexe 77"

) H(T ™) =,
Die Berandungsrelationen fiir die a-dimensionalen Simplexe 73" seien
{4) = Su T

dann ist nach (3), da Hein Homomorphismus ist, H (TH =3 %;%,, und
nach (2), da 7 ein Rand R**

(5) 2u;x;=0.
Z2 sei durch

(6) Zyt= Sy T
gegeben; dann folgt aus (3) und (1)

(7) 2 vjx;=c¢,5=0 mod m.

Wir definieren nun zunichst folgende Abbildung f des aus allen 777"
bestehenden (@ — 1)-dimensionalen Teilkomplexes 4°~* von 4* auf die 8% *:
Alle (@ — 2)-dimensionalen Randsimplexe der 77"~ werden auf einen festen
Punkt & von S°7' abgebildet; das Innere jedes 77" wird so auf S *
abgebildet, dafl die Abbildung f(7f") den Grad z; hat; das kann man
2. B. dadurch erreichen, da man in 777 |z, lzuemander fremde Simplexe
#7et, L, b T wihlt, jedes von 1hnen 50 aui 8%~ abbildet, daB der
Rand in £ iibergeht und die Abbildung in #/™' im iibrigen eineindeutig
vom Grade -+1 oder —1 ist, je nachdem 2; positiv oder negativ ist,
und schlieBlich auch 7' — 3¢~ auf den Punkt & abbildet. Diese Ab-
bildung f£(4°') 188t sich zu einer Abbildung des ganzen Komplexes A°
erweitern. Denn infolge von (4) und (5) wird die Randsphire 8¢ * = 77
jedes Simplexes 7' mit dem Grade 0 abgebildet, und eine solche Abbildung
von 87! auf 8“7* 1aBt sich immer folgendermaBen zu einer Abbildung
des T erweitern: da der Grad 0 ist, gibt es eine Abbildungsschar £, (8™")
der 8¢ auf 8%~ mit f, =f und fo(Sf"l) = £, wobel wieder ¢ ein fester
Punkt von 8% ist (1< r <1)™); =, seiein fester innerer Punkst von 77';
ist # =, irgendein Punkt auf S; ™%, z, der Punkt der Strecke z,2,, der
diese im Verhiltnis r:1— 17 teilt, so wird f(7}) durch f(z,) =7, (x)
bestimmt.

Bei der so definierten Abbildung f(4%) ist der modulo 7 bestimmte
Grad, mit dem Zj, ' abgebildet wird, infolge von (6) und (7) ¢, == 0 mod m;
das bedeutet, daf 7(A4®) algebraisch wesentlich ist.

Aus dem Beweis ergibt sich, da man zu dem Satz VII noch folgen-
den Zusatz machen kann: Hat 4° die Eigenschaft £°~%, und ist Z°~*

%) Einen Beweis dieser Tatsache (die Gibrigens ein Spezialfall von Satz IV ist),
findet man in meiner unter *) zitierten Arbeit.
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gewohnlicher Zyklus bzw. Z;,' irgendein Zyklus modm, der A 0 baw.
& 0 modm ist, so kann man A* auf die S“"* so abbilden, daB gerade
dieser Z°~* bzw. Z,, ' algebraisch wesentlich abgebildet wird. (Die ana-
logen Zusitze lassen sich, wie sich aus den Beweisen ergibt, iibrigens auch
zu den Sitzen IVa und Va machen.)

6. Beweis des Satzes Va. Die Bedingung >0 ist nach der
Schlubemerkung von 8. mit der Bedingung E' identisch. DaB sie not-
wendig fiir die algebraisch wesentliche Abbildbarkeit von A* auf den
Kreis 8" ist, ist daher in Satz VI enthalten; wir haben zu zeigen, daB
sie hinreicht. Fiir @ = 1 ist das der Fall, da sie dann, wie aus dem Schlufl
von 3. hervorgeht, mit der Bedingung des Satzes IVa zusammenfillt.
Ebenso ist fiir @ =2 die Behauptung schon im Satz VII enthalten. Es
sei also @ > 3; wir diirfen annehmen, daf die Behauptung fiir die Dimen-
sionszahl @ —1 schon bewiesen sei, und zwar in der dem Zusatz zu
Satz VII entsprechenden schirferen Fassung, daB ein vorgegebener Z', der
A 0 ist, wesentlich abgebildet wird. Nun sei Z* ein Zyklus in A% der
A& 0 ist; A°"* sei der Komplex der (@ —1)-dimensionalen Simplexe 77"
von A% dann liegt Z* in A°* und ist dort erst recht A& 0. Also kann
man A°"* so auf den Kreis S* abbilden, daB Z* wesentlich abgebildet
wird. Die Aufgabe ist nun, analog wie in dem Beweis des vorigen Satzes,
fiir jedes einzelne Simplex 7} die auf seinem Rande S ‘= 7¢ schon
definierte Abbildung f auf ganz 7) auszudehnen; genau wie vorhin ist
diese Aufgabe gelost, falls man die Abbildung 7£(S8# ") auf S* stetig in
eine Abbildung auf einen einzigen Punkt iiberfithren kann. Diese Uber-
fiithrung ist méglich, da 87" eine wenigstens zweidimensionale Sphire und
jede ihrer Abbildungen auf einen Kreis daher topologisch unwesentlich ist,
wie schon in der Einleitung (im AnschluB an die Formulierung des
Satzes Ia) gezeigt wurde, und wie es iiberdies in den Sitzen V und VI
enthalten ist. Mithin 148t sich /(4“) in der gewiinschten Weise konstruieren.

7. Beweis des Satzes VIII. A* sei die Mannigfaltigkeit der kom-
plexen Punkte der projektiven Ebene?®). Thre zweite Bettische Zahl ist
p®=1; bezeichnen wir mit z,:2,:2, die Koordinaten in A4*, so definiert
die Gleichung z,=0 eine zweidimensionale Kugel 4°, die eine Basis der
zweidimensionalen Homologien ist; d. h. jeder Zyklus Z* aus A* geniigt
einer Homologie Z® ~ a-A®. Ist f eine Abbildung von 4* auf sich, so ist
F(A4%) selbst ein Z* in A*, also gehort zu f eine Zahl u, die durch
f(A% ~ u-A® definiert ist; es gilt der Satz, daB dann f den Grad «? hat*®).

15) Eine Darstellung der einfachsten topologischen Eigenschaften von A* findet
man im ,Anhang II der unter 8) zitierten Arbeit von van der Waerden.
%) § 5 der unter ) zitierten Arbeit.
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Liegt nun eine Abbildung von 4* auf eine S® vor, so konnen wir
diese 8° durch die eben beschriebene A* realisieren; die Abbildung ist
dann eine Abbildung von A4* auf sich, die den Grad 0 hat, da nur ein
echter Teil von A* durch die Bildmenge bedeckt wird. Folglich ist nach
dem eben genannten Satz auch =0, also f(4%) ~ 0 in 4%, d. h. f(4%)=0
auf 8% Ist Z*® irgendein Zyklus von A% so ist Z°~ a-A4°, mithin
f(Z*)=a-f(4%) =0 auf S° d.h. fist algebraisch unwesentlich.

8. Schliefllich sei fiir den SatzIa noch ein Bewels angegeben, der
auf den Sitzen VII und VIII berubt und von dem in den §§1 bis 5
enthaltenen Beweis vollig verschieden ist: 4* und A4° haben dieselben
Bedeutungen wie in 7., A® bezeichne den Komplex der dreidimensionalen
Simplexe 7} einer bestimmten Zerlegung von 4*; dann kann man 4° als
in A® liegend annehmen, und dort ist A® erst recht A 0. Daher kann
man nach dem Zusatz zu Satz VII 4® so auf die S* abbilden, daB dabei
A® algebraisch wesentlich abgebildet wird. Diese Abbildung f 148t sich
auf Grund von Satz VIII aber nicht zu einer Abbildung f(A4*) erweitern.
Folglich gibt es unter den vierdimensionalen Simplexen 7} von A* wenig-
stens eines, etwa 7Y, so daB sich die auf dem Rand 7= S; erklirte
Abbildung 7 nicht auf ganz T} ausdehnen liBt; daraus folgt, daB die
Abbildung £(87) auf die S* topologisch wesentlich ist, da andernfalls die
Ausdehnung von 7 auf 7} nach dem im Beweise von Satz VII angewandten
Verfahren vorgenommen werden kénnte. Damit ist ein indirekter Beweis
des Satzes Ia geliefert.

Hain im Riesengebirge, September 1930.

(Eingegangen am 30. 9. 1930.)



