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(6.4). If, as in (6.2), the 2-cells Zn + Z regulariy relative to 
0- und 1-cycles and J, -2 J regularly relative to 0-cycles, then Z 
is a 2-cell boutzded by J. 

For bg (6.2), js a hemicactoid with base eet B bounded by 
bg (6.3), it folloms that under these conditions, Z reduces to its 

base set B; and finally, by (6.1) [or(3.2)], J i s  a. simple closed curve. 
Thus B = Z is a 2-cell bounded by J ,  and our theorem is proven. 

In  conclusion, we call attention to the fact that in all cases 
considered in this Paper, 0-regular convergence for a sequence of 
Sets of type A has yielded as limiting set a type of set B 
which can be obtained bg an upper semi-continuous decomposi- 
tion of A into continua, or in other words, a type of set B which 
can be the image of A under a ,monotoneu transformation in the 
sense of C. B. M o r r e  y (loc. cit). This suggests that our results 
above may be approached from an ,analyticu or transformation 
point of view. This is indeed the case, a ~ d  a study of this method 
of approach will be made in an article which is to follow the pre- 
sent one. 

Über die Abbildungen von Spl-iären auf Sphären 
niedrigerer Dimension. 

1) See It. L. M o o r e ,  Fouadations of point set theory, Amer. Math. Soc. 
Colloquinm PubLications, 193'2, Ch. V. 

The University of Virginia. 

1) Eine stetige Abbildung f, des Raumes A auf den Raum 33 heißt ,wesentlich", 
wenn bei jeder Abbildung i n  welche sich fo stetig überführen lilßt, das Bild 
f,(A) der ganze Raum B ist. Ist B eine Sphäre, so bedoutet die Unwescnllichlreit 
von f„ daß sich f, in  eine solche Abbildiiog f, stetig Iiberführen lilßt, be i  mulchor 
f ,(A) ein einziger Punkt  ist. 

8 )  H. H o  p f, obfber die Abbildungen der dveidinzensiogzalen Sphti!?,~ auf die  
h'ugevüche, Math. A m .  104. Die Kenritois dieser Arbeit wird ftir das foigondß 
vorausgesotst. Einen neuen Beweia fiir die weeentiicbe Ahbildbafieit de r  S : I  auf 

Von 

H e i n z  H o p f  (Ztirich). 

Die Frage, far welche Dimen~ionseahlen N und n mit &' > n 
es möglich ist, die Sphäre S N  wesentlich auf die Sphäre Sn ab- 
zubildenl), ist meines Wissens bisher nur in zwei Fällen beant- 
wortet: 1) Für jedes N >  1 ist es unmöglich, die Sphäre SN wesen- 
tlich auf den Kreis 81 abzubilden; 2) es ist möglich, die Sphäre Sn 
auf die Eugelfl~che S$ wesentlich abzubilden 2). 

Die Frage scheint mir aus verschiedenen Gründen der weiteren 
Untersuchung wert zu sein. Erstens, versagt bei der Behandlung 
der Abbildungen der i n  die S" die übliche Methodc des Abbil- 
dungsgrades; denn in SN ist jeder 1%-dimensionale Zyklus hornolog 
Null und wird daher mit dem Grade 0 abgebildet; infolgedessen 
~wingt  uusere Frage d a q  nach neuen Methoden 5u snchen. Zwei- 
tens, weisen eine Reihe bekannter Satze darauf hin, daß sich in der 
Existenz einer wesentlichen Abbildung eines Baumes R auf die Sn 

die S r  hat W. I L  U s e w i c  5 gegeben: Beitrdge zur Topologie d e ~  Usformatiwwa, 
Proceed. Amsterdarn X X X V I I I  (,AnwenduugenU, S. 117). 
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Abbildungerb von Sphären 429 

wichtige gestaltliche Eigenschafte~i vori R ausdrücken B). Drittentr, 
ist durch den von H ur  e rv i C z eingeftihrten Begriff der ,mehrdi- 
mensionalen HomotopiegruppeU die Frage, ob sich in einem vor- 
gelegten Raume R jedes stetige Bild der SN auf einen Punkt zu- 
sammenziehen Iüßt, in ein neues Licht gerückt worden 4). 

Die nachstehenden Bemerkungen ftihren einerseits zu dem Satz: 
,Flir jedes k 3 1  existiere^^ wesentliche LI bbilclungen der Sdk-' auf 
die - einer allerdings iiemlich spärlichen und uubefriedigenden 
Verallgemeinerung des früheren Satzes über die SY und Se; ande- 
rereeits lassen sie Zusamtnenhänge unserer Frage mit anderen Sätzen 
u n d  Problemen sichtbar werden, welche mir Interesse zu verdienen 
scheinen. 

1. Zuerst muss ich kurz Uber die Methode berichten, die beim 
Nachweis der Existenz wesentlicher Abbildurigeii der X0 auf die SB 
zum Ziele geführt hat 7. 

Es sei f eine simpliziale Abbildung einer Mannigfaltigkeit MB 
in eine Mannigfaltigkeit I ' s ;  ist t innerer Punkt eines Simplexes 
z9 von I's und Ta ein Simplex von M„ das auf zß abgebildet ist, 
so ist die Originalmenge von in 2'8 eine Strecke, die man in 
naheliegender Weise, auf Grund der Orientierungen vun z2 und TB, 
orientiert; Summation über, alle Simplexe TB von J/?, die auf zZ 
abgebildet sind, faßt diese Strecken zu einem eindimensionalen 
Zyklus dem ,Originalzyklusu von E, zusammen. Wenn nun NB 
die Sphäre Ss ist, so haben je zwei Zyklen V(&), F(&) eine Yer- 
schlingungszahl y ;  das Vorzeichen von y will ich, da es nachher 
(Nr. 3) noch besonders betrachtet werden soll, vorläufig veruachläs- 
sigen. Die Zahl ] y l  hängt von der Wahl der Punkte 5;, g2 nicht 
ab. Sie 1äßt sich auch folgendermaßen charakterisieren: ist C a  ein 
von (El) berandeter Komplex in 8 8 ,  so ist y der Betrag des Grades, 
mit welchem C B  in S* abgebildet wird; dabei ist zu beachten, daß 
dieser Grad wohldefiniert ist, weil der Rand F(&) von C auf einen 

8) Man vergl. : B 1 e X a n  d r of f, Dimensionstheors'e, Math. Am. 106; B o r s u k, 
Über Schnitte der n-dimensionalm Euklidischen RZunze, Math. Ann. 106 ; 
B r  n E c h  1 i n s k  y, Stetige Abbildwngen zlnd Bettische Gruppen der Dimsnaionu- 
aahlen 1 und 3, Math. Ann. 109; F r  e n d e n  t h al, Die Hopfsche Gruppe, Compos. 
Math. 2; Hopf,  Die K l a s s ~ n  dev Abtiildungen der n-ciimensionaten Polyeder auf 
die n-dimensionale S~häre ,  Comment. Math. Helvet. I>. 

-*) H n r e w i c z ,  wie in Fußnote 7 .  
5)  Qgl. Fubnote 2). 

einzigen Punkt, nämlich EI, von 178 abgebildet wird; die Ubereiri- 
stimmung dieses Grades mit der Verschlirigungszahl 1 y 1 ergibt sich 
daraus, daß y definitionsgemäß die algebraische Anzahl dor Schnitt- 
punkte von Ca mit dem Originalzyklus cp(t2) eines zweiten Punktes &, 
also die Anzahl der auf C2 gelegenen Originalpunkto von & ist. 

Es zeigt sich nun weiter: die Zahl l y l  ist eine Invariante der 
Abbildungeklasse von f; damit ist 1yI zugleich ftir beliebige stetige, 
nicht notwendig simplisiale, Abbildungen f erkliirt, Insbesondere 
folgt: wenn y + 0 ist, so ist f wesenttich. 

2. Bis hierher läßt sich alles ohne nennenswerte Änderung auf 
die Abbildungen der Sphäre S2"-I. in eine Manuigfaltigkeit 17" bei 
beliebigem 9 2 )  2 übertragen: zunächst sei wieder f simplisial und 
TZn-* ein Simplex von das auf das Simplex zn von P" &ge- 
bildet wird; dann bilden die Origiualpunkte eines innere11 Punktes 
von z" eine - wie eine leichte Dimensions-Abehhluiig zeigt - 
(n- 1)-dimensionale Zelle in T2"-l; bei geeigneter uud naheliegender 
Orientierung dieser Zellen und Summation über die Simplexe T"-' 
von H"-' entsteht der (n --1)-dimensionale Original~yldns p(5) von 
in ~ f ~ ~ - l .  1st ilfzn-l = s2"-l , so ist die Verschlirigungözahl l y  ( je 
zweier Originalzyklen (p(C,) und Y(&) erklart 6) ;  sie hat dieselben 
Eigenschaften wie im Fall 9i = 2 ;  insbesondere gilt auch hier: ist 
y =/= 0, so ist f ~resentlich. 

Man erhält also wesentliche Abbildungen von P"-' riuf LI/", falls 
es gelingt, Abbildungen mit y f 0 zu konstruieren. Wir werden 
sogleich sehen, daß dies nicht fiir jedes 11, möglich ist. 

3. Hierfür ist die Betrachtung des bisher vernachlässigten Vor- 
zeichens von y ausschlaggebend. Es  sei, wie in Nr.3, C" ein von c p ( & )  
berandeter Komplex in SZn-l;  wir verstehen unter yg, den Grad 
der Abbildung von C" in F"; dann ergibt sich, wie schon in Nr.l  
hervorgehoben wurde, daß lyg,l mit dem Betrag der Schnittzahl 
@(Cn, F(&)) Ubereinstimmt, wobei & ein beliebiger, von & verschie- 
dener, Punkt von 2'2 ist; es ist also 

6) Wenn man allgemeiner die Abbildungen einer B N  auf eine dl'r mit N >  n 
betrachtet, so haben die Zyklen P(%) die Dimension N - n ;  dnrnit dio Vonchlin. 
gungszahlen b(g, 15,), rp (E$))  definiert aiod, muQ 2(N-n)=N-2, nlso N=Y,r -1 soin, 
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und hierbei ist e= fi 1; auf die leicht durchzufcihrende Bestimmung 
von P verzichten wir; jedenfalls ist klar: P hängt nur von den auf- 
tretenden Dimensionszahlen, also vor1 n, aber nicht von den Punkten 
tl und & ab. Die Tferschli~~ungsszihl von ~(6,) und V ( & )  wird durch 

erklärt; es ist also 

Nun gilt fiir die Verschlingungszahl eines r-dimensionalen mit einem 
8-dimensionalan Zyklus im R N  oder in der SN (natlirlich mit 
r + s = N -  1) 3: 

il (&'Y 4) = (W 1)"" b (39, 83. 

Hieraus und aus (1) folgt 

Ziehen wir noch einen dritten Punkt heran, so ist ebenfalls 

(2") rs,= (- 1)" 

Setzt man (2") in (2) ein, so folgt 

Dies lehrt erstens: die Invariante y ist  auch bezüglich des Vor- 
zeichem wohlbestinzmt; und zweiten~ zeigt der Vergleich von (2') 
und (2"'): 

Satz I. Bei ungeradena n fs t  y = 0 fiir jede Abbildung der 
Sphäre Sb-' auf  eine Mannigfaltigkeit &in. 

Bei ungeradem n. versagt also unsere Methode zur Auffindung 
wesentlicher Abbildungen der 8%-I auf die X", und die Frage, ob 
solahe Abbildungen existieren, bleibt offen. 

1) Ihn vergl. hierfür, wie überhaupt fiir die Verschlingungs-Eigenaohaften 
im RN (oder in der P), das Kap. XI des Buches xTopologie'i (1. Band) von 
A l e s a n d r o f f  und H o p f .  

Abbildungen von SphEiren $3 1 

4. Wir werden also den Fall n = 2 /C betrachten; unser Ziol 
ist der Beweis von 

Saw 1% jedes k> 1 gibt es Abbildungerz der Sphiire Sdkk-l 
auf die Sphäre PR m i t  y+O, also wese~ztliche Ahbildzcngen 7"). 

Genauer : 

Satx II'. 61Ar jedes Ic> 1 gibt es Abbi ldu~zge~z  vor^ a?J 
SZk m i t  y = 2. 

Die Konstruktion von Abbildungen, welche die ßahtlupi.ung des 
Satzes 11' erfüllen, beruht auf der Betrachtung der Abbildungen 
der Produktmannigfaltigkoit PSr = 81 X 8 zweier T-dimerrsioiitilor 
Spb~reri - also einer der mßglichen Verallgemainerurlgeti des TO- 
rusfläche - auf die Sphttre S'. In P2' wird eine 9.-diinoiinir~riule 
Homologiebasis von den Zyklen 

z : = s : x p z ,  g = = p i X 8 ;  
gebildet, wobei pt,  p, Punkte in bezw. & bezeichnen. Dor HO- 
mologietypuv einer Abbildung g von P" in die S' wird durch die 
Grade C„ c2 beschrieben, mit welchen die Zyklon Z:, in die S' 
abgebildet werden; wir sagen: die Abbildung g ist vom !&pus (C„ C,). 

Nun gelten die folgenden beiden Satze: 

Satx 111. W e m  es eine Abbildu~zg von S;: X 15; ia die Sr  vom 
Typus(cl, cs) gibt, SO gibt es e h e  Abbi ldmg der  X*+' i?a d i e  Sr-l-' 
mit y = C, . C,. 

Satx IT. Ist r wgerade ,  so gibt es e h e  Abbildung von 6: X Si 
a u f  die S' vom Typtds (1 ,  2). 

Es ist klar, daß der Sat5 II', und damit der S a t ~  11, aus den 
Sähen I11 und IV folgt, wenn man r = 2 k - 1 setzt; es handelt 
sich also um die Beweise der beiden letztgenannten Sätee. 

5. Als Vorbereitung fiir den Beweis des Satzes 111 uberzeugen 
wir uns davon, da5 sich das bekannte Heegaardsche Torus-Diagramm 
der Sn auf die Sphäre XZr+l ilbertragen läßt (V? 1). 

Die S*' sei im R2r+a durch die Gleichung 

1.) Aus der Existenz von Abbildungen mit y J,;O ergibt sich loicht (vgl. xriofno 
in Pussnote 4 ~itierto Arbeit): EB gibt unendlich viele Klassen von Abbildungun 
der SM-* auf die S 2 k .  
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432 H. Hopf: Abbildwagen von Sphären 

gegeben. Wir zerlegen sie in die folgendermaßen gegebenen Hälften 
Vfl und V:+': 

V?+': x;+...+~~~<x~+~+...x;*~; 

VF++ X: + . . . + X;+' 2 + . . . X$+. 

Jeder Teil V?+' ist, wie man leicht sieht, dem Produkt BrXEr+l 
homöomorph, wobei Er+' eine (r + 1)-dimensionale Vollkugel ist. 
In Sr X E*' wird eine r-dimensionale Homologiebasis von einem 
Zyklus der Form Sr X p  gebildet, wobei p einen Punkt von E*' 
bezeichnet; in und V,2e1 sind derartige Zyklen sum Beispiel 
die folgendermaßen bestimmten Sphären Yi und Y;: 

Y;: X; + . . . + $+, = 1 - C" = C, X?+& = . . . = X„, = 0, 

wobei c eine beliebige Konstante mit cZ < 1 ,. ist. 

Der Durchschnitt V ~ t l . V ~ " + l  ist zugleich die gemeinsame Be- 
grenzung von V?+' und V,ZI+'; er ist mit P"= g X X ;  homöo~nor~h 
uns folgendermaßen bestimmt: 

P": X; + . - . + X;+, = x:+~ + . . . + X&. 

Withlen wir in der obigen Darstellung von Y: und Y: die Kon- 
1 

stante C = -, so erhalten wir zwei Zyklen Y;=Z:, Y[= Z;, D 
welche dieselbe Bedeutung haben wie die in Nr. 4 eingeftihrten 
Zyklen Zr, 2; und also eine Y-dimensionale Homologiebasis in P2' 
bilden. 

Der Zyklus berandet einen in  V?t1 gelegenen Komplex Cpl, 
nämlich das - geeignet orientierte -- Element, das folgendermaßen 
definiert ist : 

Die Scknittzahl von CF1 mit  einer Sphilre Y;, welche im Inneren 
von VZ+' liegt, ist f 1; daher ist auch die Verschlingungszahl 

da jede Sphäre Y,' in T+', also im Komplementärraum von Y;, 

mit 2; hoholog ist, läßt sich (3) su 

verallgemeinern (dabei muß von den beiden Sphären Ir[, YY,' wenig- 
stens eine im Inneren V1w1 bezw. V:*' liegen, damit sie fremd 
zueinander sind, die Verschlingungzahl also definierb ist). 

6. Beweis des Satzes 111. Die Sphären iSZr+l und SI'+" sind 
gegeben. Wir zerlegen SW1 gemäß Nr. b in die Haften m d  
VaN1 mit der gemeinsamen Begreuzung Pr; ferner zerlegen wir Sr+' 
duroh eine Äquatorsphäre Sr in zwei Halbkugeln und W'. 
Wir üben eine Abbilduug des Typus ( C „  G) von P*' auf Sr a ~ s .  
Diese Abbildung erweitern wir sowohl zu einer Abbildung von 
in E? als auch zu einer Abbildung von Vp-k' in E2+' 8). ER ent~teht  
eine Abbildung f von in Sr. Wir behaupten: ftir diese Abbil- 
dung f ist y = f C , .  C,. 

Wir dtirfen f als simplizial vortlussetzen; dann sind, wenn 
&, & innere Punkte ?-dimensionaler Simplexe von .E;+' bezw. h'2;Pt-3 
sind, die r-dimensionalen Origirialzykleo tp(tl), q(&) definiert, und 
zwar liegt V(&) in V,2*'; F(&) in V,2r+l. Daher gelten Homologien 

(4) Y(&) bI Y; in V2'+l ftlr i = 1, 2. 

Da Z{ durch f mit dem Grade C, in Sr abgebildet wird, wird 
der von Zlr berandete Komplex Ca+' (vgl. Nr. 5) durch f mit den1 
Grade C, in dse von Sr berandete Element E[+l abgebildet. Dies 
bedeutet (vgl. Nr. 2), daß mit dem Zyklus P(&) die Sclitiitt- 
zahl f cl hat, und diese Schnittzahl ist die Verschlingungssahl des 
Randes Zi von Ca+' mit ~ ( 5 , ) ;  es ist also 

W;, dSB)) = * Cl. 
Aus (3) und (4) folgt andererseits 

8) Disae Erwsiterungen Ias~en  &ich, da dio Elonionto &':(-I mit Vollkugolii 
homaomorph sind, aowohl verrnlige dea bekannten Sutzes libar dia Erwoit~rburlxufl 
stetiger Funktionen ala auch durch eposielle Konstrulttionon ~iusfilliron'. 

Fundamente Mathematicae. t.  XXV 28 
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ebenso ergibt sich 

Aber die links stehende Verschlingunszahl ist Y, also ist in der 
Tat y = f C, . C,. 

Falls y = + cl. c,  ist, ist damit der Satz 111 bewiesen. Fdls  
y = - C,. C, ist, so nehme man zuerst eine Abbildung des Grades 
- 1 der S1+' auf sich und hierauf die soeben konstruierte Abbil- 
dung f von SW1 auf S+' vor; fiir die so zusamrnengeset~te Abbil- 
dung f ist y'= + cl .C,. Damit ist der Satz 111 vollstäridig bewiesen. 

7, Beweis des Sntzes IV. Pur die Untersuchung der Abbildungen 
der Produktmannigfaltigkeit Sl  X Si auf die Sphare Sr deuten wir 
die Punkte von SI X 8,' als Punktepaare (P„ P,) auf Sr. Eine 
stetige Abbildung g von S,' X 8; in die Sr besteht dann darin, daß 
jedem Punktepaar (pl  , p,) von Sr ein Punkt q = g(p l ,  P,) von Sr 
zugeordnet ist, der stetig von pl und pe abhängt. 

Daß die Abbildung g den Typus (C„ C,) besitzt, bedeutel: die 
Abbildungen g,(~,) =g(pl , p,) von S' auf sich, die entstehen, wenn p, 
bei festgehaltenem p, die Sphäre X' durchläuft, haben den Grad C,; 

und das Analoge gilt fiir die Abbildungen gp,(p,) = g(pl,  p,) bei 
festgehaltenem p, und den Grad C,. 

Aus der Produktregel für die Abbildungsgrade ergibt sich: wenn 
g den Typus ($, $ )  hat und wenn h„ h, Abbildungen von X r  auf 
sich mit den Graden b„ b, sind, so hat die Abbildung h von Si X 8; 
auf S; die durch h(pl, p2) =g(h,(p,), h,(p,)) gegeben ist, den Typus 
(44,  4 4 .  Aus diesem Grunde brauchen wir, um, wie es der 
Satz IV verlangt, eine Abbildung des Typus (1,2) zu konstruieren, 
nur eine Abbildung des Typus (f 1, + 2) mit irgendwelcher Vor- 
zeiohenverteilung 5u finden. 

Eine derartige Abbildung erhalten wir folgendermaßen: es be- 
zeichne P, diejenige (r - 1)-dimensionale Ebene duroh den Mittel- 
punkt von Sr, die senkrecht auf dem durch p, gehenden Durch- 
messer steht; dann verstehen wir unter p = g (P„ P*) denjenigen 
Punkt von P, in welchen p, bei Spiegelung an P, iibergeht. Diese 
Abbildung g ist offenbar stetig; wir behaupten: bei ungeradem 
hat sie den Typus (- 1, f 2). 

Erstens, ist klar: die Abbildung gpg von L? auf sioh, die entsteht, 
wenn p, bei festem p, die Sphäre X' durchl~uft, hat den Grud 
C, = - 1, dem sie ist eine Spiegelung an einer (r - 1)-dime~isio- 
ualen Ebene. Wir haben noch den Grad C, der Abbildung gpl bei 
festem pl zu bestimmen. 

Aus der Definition des Punktei q = gp, (p,) als Spiegelbild von 
fi an P, ergibt sich f ~ r  die Abbildung gp,: 1) jeder Großkreis 
der S', der durch p, geht, wird auf sich abgebildet; 2) Whrt man 
auf einem solchen Kreis eine- Winkelkoordiuate mit P, ul~i Null- 
punkt ein, so geht der Punkt p2 mit der Koordinate a! in den 
Punkt p mit der Koordinate 2 a - n uber. Aus diesen beidoll 
Eigenschaften ist ereichtlicb, daß die Halbkugel fz von !Y', ddareri 
Mittelpunkt pl ist, folgendermai3en abgebildet wird: ihre Rarid- 
sphäre X-I wird auf p, abgebildet; ihr Inneres 11;- X'-' wird to- 
pologiach auf S - p ,  abgebildet (und zwar so, daß p, iri seineii 
Antipoden übergeht). Die Abbildiing der zu H; komplernentnreli 

* 
Halbkugel E$ ist durch die Abbildung von N; infolge der Tatsucho 

X- 
bestimmt, daß je zwei antipodische Punkte p„ pS von S' donselberi 
Bildpunkt haben. 

Nun habe die topologische Abbildung gp, von H; den Grad 
E =  * 1; wir setzen in  Satz I V  voraus, daß r ungerade ist; daher 
hat die Abbildung von S' auf sioh, die je 5wei Antipoden miteiri- 
ancier vertauscht, den Grad -/- 1 ;  daraue folgt: die Abbildung Y,,„ * 
von 3; hat ebenfalle den Grad e. Mithin hat die Abbildung g,,, 
von S' den Grad 2 ~ =  2, W. z. b. W. 

8. Durch den hiermit geffihrte~i Beweis das Satzes IV ist uu~ler 
Hauptziel, der Beweis des Satzes 11, erreicht. Der Satz I V  legt aber 
die folgende Aufgabe nahe, mit der wir uns noch beschäftigen 
wollen: matt soll für jede Dimemionsxah2 r alle möglichen Z'ypevz (r„  C,) 
der Abbilduizgen von Sl X S; azf S aufzählen. 

Nun sieht man sofort, daß es fur jedes 1.3 1 Abbildungen des 
Typus (C; 0) mit beliebigem C gibt: man hat, in der Bmeiohnungs- 
weise der vorigen Nummer, nur g (P„ p,) = h (pJ  zu setzßn, wobei Ii 
eine Abbildung des Grades C von S' auf sich bezeichnet; ebenso 
lassen .sich Abbildungen des Typus (0, C) mit beliebigem c kon- 
struieren. Die Typen (C, 0) und (0, C) darf man als ,trivialu bo- 
zeichnen. Die erste Frage, die man sieh bei Behandlung der obigen 

28* 
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Aufgabe stellen wird, ist: ftir welche r gibt es nicht-triviale Abbil- 
durigen? Die Antwort lautet: 

S a t s  V. Es gibt dann und nur dann nicht-triviale A6bildwilgerb 
von S; X $ auf Sr, ~ ~ 1 2 1 1  r ungerade ist. 

In der Tat: die Existenz nicht-trivialer Abbildungen bei unge- 
radem r ist im Satz IV enthalten. Wenn es andererseits für ein 

r eine nicht-triviale Abbildung gibt, so gibt es nach 
Satz I11 eine Abbildung der Sphäre auf die Sphäre Xr mit 
y =)= 0; dann folgt aus Satz I, daß r ungerade iet. 

Die Aufgabe der Aufzählung der Typen (C„  4) ist damit fiir 
die geraden r geloet: es gibt die Typen (C, 0), (0, C) mit beliebi- 
gem c und nur diese; ichwieriger scheint die Aufgabe f ~ r  die un- 
geraden r zu sein; hier ist mir die volletändige Lösung nicht 
bekannt. Besonderes Interesse verdient die Frage: gibt es Abbil- 
dungen des Typus (1, l)? Denn wenn es derartige Abbildungen 
gibt, dann gibt ea, wie in Nr. 7 gezeigt wurde, auch Abbildungen 
vom Typus (b„ b,) mit beliebigen bl,  b,; die Existenz von Abbil- 
dungen des Typus (1, 1) ist also gleichbedeutend damit, daß Abbil- 
dungen mit ganz beliebig vorgesohriebenem Typus existieren. 

9. Die einzigen Dimensionszahlen r, fiir welohe mir Abbildungen 
vom Typus (1,l) bekannt sind, werden in dem nachstehenden Satz V1 
genannt; dieeier Satz enthiilt zusammen mit dem Satz IV allen, was ich 
aber die Existenz von Abbildungstypen (C,, C,) bei ungeradem r weiß. 

S a t x  PI. In den Ii&?Een 

r = 1 ,  r = 3  , Y = ?  
gibt es Abbildungen des Qpus ( 1 ,  1 )  von S;X 8; auf Sr. 

B e  W e i  6. Wir ziehen die folgenden Systeme G, hyperkomplexer 
Größen mit r + 1 Einheiten über dem reellen Köqer heran: ftir 
r = 1 die komplexen Zahlen; f k  r =3 die Hamiltonsohen Quater- 
nionen; für r = 7 die Cayleyschen Zahlen B). Wir bezeichnen die 

8) Die Cayleyschen Zahlen sind ein hyperkomplexen System mit 8 Einheiten 
über dem reellen Körper, welche6 frei von Nnllteilern ist, in welchem jedoch das 
saeo&&ve Glasetz der Muitipiiiation nicht gilt. Man vergl. : L. E. U i c k s o n  
{I) Linear Algebras, Transact. Amer. Math. Soc. 13 (insbesondere Seite 72); 
(2) Algebren uad 3 r e  Zuhlengheorie, Zürich (1927) 5 133; (3) Linear Blgebras, 
~ d r i d g e  Traat., (1914) S. 14. Ferner : Z o r n, T h e o k  der alternativen Binge, 
Abh. Math. Seminar Hambnrg, Bd. 8. 

Größen in jedem der drei Fälle P durch 

Q -0 

wobei I, die hyperkomplexen Einheiten, X, reelle Zahlen, die 
,Komponentenu von P, sind. Ferner setzin wir 

Po 

Dann haben in allen drei Fällen die Systeme G,. die folgenden 
drei Eigenschaften : l0 die Komponenten des Produktes PQ sind 
stetige Funktionen der Komponenten der Faktoren I' und Q ;  2O ecr 
existiert eine ,Einsu, d. h. ein solches Element E, daß ftir jede 
Größe E die Gleichungen EP = PE= P gelten ; fhr die ,,Be- 

tr&geu P gilt die Produktregel I PI . ] &I = I PQ I. 
Deuten wir die Komponenten X, als cartesische Koordinaten 

irn R*', so sind die P mit (PI = 1 eineindeutig den Punkten der 
Einheitssphäre Sr zugeordnet; wir bezeichnen den Punkt von Sr, 
der der Größe P entspricht, selbst mit P. Sind P, ,  P, zwei Punkte  
dieaer Sr, so folgt aus der Eigenschaft 30 auch dae Produkt P, P, 
ist Punkt dieser S r ;  setzen wir g(P„  P,) = P, PB fiir je zwei 
Punkte P, und P, der Sr, so iat dies also eine Abbildung voii 
8; X S; in die Sr. Aus der Eigenschaft 1 folgt, daß diese Abbildung 
stetig ist. Die Eigenschaft 20 besagt: Die Abbildung g„(P,) = g ( &  IJ2) 
von Sr auf sich, wobei P, variabel ist, ist die Identität, iind ebenso 
ist die Abbildung gE,(P,) = g(P1 ,  E )  bei variablem IJ, die Identität; 
daher hat g - vgl. Br. 7 - den Typus (1,l) l0). 

10) Der Varsnch liegt nahe, durch Heranaiehnng llhnlich gebauter syeteme 6, 
auch für andere Zahlen r äbnliche Abbildungen 5u konstruieren. Nun gibt es aber 
nach K u r w  i t Z, &er die Composition der quadrutischcn Formen von beliebig 
vielca Variables, Gllttinger Nachr. 1898 (= Qes. Werke Bd. 11, S. Wb), anDer 
GI, Gs, G,, keine anderen Systeme Gr,  welche die Produktregel 3" fiir die Betrllgß 

erfüllen. Jedoch wiirde es für unaere Zwecke gentigen, Systeme er zu haben, 
welche anstelle der Eigenschaft 30 die schwächere Eigenschaft besiteen, keine 

Nuliteiler zu enthalten (man hatte dann fiir je zwei Punkte P,, Pa von Sr untax 
g(P„ I',) denjenigen Punkt dar Sr zu verstehen, in welchen daa I'krodukt P, 'F* 
vom Nullpunkt aua projiziert wird), Ob es auDer fiic r = 1,3,7 derartige nullteiler- 
freie Systeme er gibt, ist mir nicht bekannt (die Gültigkeit des nssoriutiven Ge- 
setzes der Multiplikation wird nicht gefordert;). 
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10. Der damit bewiesene Satz V1 liefert zusammen mit denl 
Satz I11 den 

Satx VIL  Es gibt Abbildungen 

von X 3  auf SZ,  von S7 auf S4, von S' Iö  auf X8 

Da es fur r = 1, r = 3, r = 7 auf Grund des Satzes V1 und 
der in Nr. 8 festgestellten Tatsache Abbildungeri von S[ X 8," auf 8'. 
mit beliebig vorgeschriebenem Typus (b„  b,) gibt, kann man aus 
dem Satz 111 sogar folgern : 

Satx PII'. hz den drei im Satx VII genannten Fallea gibt es 
Abbildungtrz mit beliebigem y. 

Ob es auch in anderen Fallen Abbildungen mit y = 1 gibt, ist 
mir nicht bekannt. 

11. I n  den drei Fällen des Satze8 V11 existieren besonder~ 
einfache und interessante Abbildungen mit y i 1 11). 

Im R P a  seien cartesische Koordinaten 

eingeführt; wir setzen voraus, daß r = 1 oder r = 3 oder r = 7 
ist, und fassen die xe und yp als Komponenten hyperkomplexer 
CröPen X bezw. Y der in Nr. 9 betrachteten Systeme Br auf; dann 
sind die Punkte des R V a  eineindeutig den Paaren (X, Y) zuge- 
ordnet; mit anderen Worten : der RZr+%ird als ,,Gr- Kourdinaten- 
EbeneY gedeutet. Unter einer , er-GeradenY durch den Nullpunkt 
dea Pi verstehen wir: erstens jede Punktmenge, deren Gleichung 
in den GpKoordinaten 

lautet, wobei A eine beliebige feste Grölje aus 6. ist; zweitens: die 
Punktmenge 

11 ) E\Br r = l  ist diei diejenige Abbildnng der Si auf diu Sa, die in den 

beiahn in Fnßnote *) zitierten Arbeiten betrachtet wird, 

Abbildungen von Sphären 439 

Dier~e B-Geraden sind offenbar ( r  + 1) -dimensionale cartesische 
Ebenen, welche zu je zweien außer dem Nullpunkt keinen weiteren 
Punkt gemeinsam haben 18). 

Nun sei SM' eine feste Sphäre im RZ'+a mit dem Nullpunkt 
als Mittelpunkt; sie wird von jeder der genannten Ebenen in einer 
V-dimensionalen Großkugel geschnitten. Je  zwei dieser Großkugeln 
sind zueinander fremd. Diese Großkugeln bilden, wie man leicht 
sieht, eine stetige Zerlegung der Swl, und zwar liegt eine ,Fase- 
rungU der Sw' im Sinne von S e i f e r  t vor, in der es keine 
,Ausnahmefaseru gibt 13). 

Wir betrachten nun noch - unabh~ngig von dem bisher benutzten 
Rw+2 - eine Sphäre Sr+', die wir als einen durch einen Punkt oo 
abgeschlossenen Rr+' auffassen ; in diesem Rr+l seien U,,, . . . , a, 
cartesische Koordinaten, die wir als Komponenten der Größen A 
des Systems Gr deuten, so daß also die Punkte von R e 1  eineindeutig 
den Größen A zugeordnet sind. Bei Hinzufiigung des Punktes oo 
können wir dann die dadurch entstehende Sphäre Sr+l die ,projek- 
tive Br-GeradeU nennen. 

Nun kehren wir zu der S'Y-l im Rw2 zurfick: jedem Punkt 
von SP+l, der auf einer durch (6) gegebenen G,.-Geraden liegt, ordnen 
wir die betreffende Größe A, jedem auf der G,Geraden (6,) gele- 
genen Punkt der S2*l ordnen wir das Symbol oo zu. Damit haben 
wir eine Abbildung der S2"f1 auf die Sr konstruiert, die offenbar 
stetig ist. 

Die Originalmenge jedes Punktes 5 der Sr bei dieser Abbildung 
ist eine der Großkugeln, in welche die Swl zerlegt ist. J e  zwei zu 
einander fremde r-dimensionale Großkugeln der S*fl haben die 
Verechlingungs?ahl 1. Daraus folgt 14) : ffir unsere Abbildung ist 

$1) Sind beide Geraden vom Typus (6), sind ihre Gleichungen also Y =  AX,  
Y = A'X mit A' + A ,  so gilt für die Koordinaten jedes gemeineamen Punktes: 
( A r -  A ) X =  0, also infolge das Fehlens von Nullteilern: X= 0 und daher auch 
Y=O; ist eine der beiden Geraden die Gerade (G,), so folgt aus (6) Y=O. 

18) S e i f e r t ,  Toplogie dreidimensionaler gefaserter Räume, Acta math. 60. 
Der dort eingeführte Begriff der Zerlegnng einer M* in eindimensionale Fasern 
1&5t sich ohne weiteres zu dem Begriff der Zerlegung einer M* in Fasern, welche 
r-dimensionale Maonigfaltigkeiten sind, verallgemeinern. 
9 Man vergl. 5 6 meiner in  Fußnote 3 genmnten Arbeit. 
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Das Ergebnis ist : 

Bat% 7I.Z Es gibt Fasertmgen ('ohne Aus~zuhmefaserr~) der 
Sphäre% $ 8 ,  87, 815 mit folgenden Eigenschaften: die einzelnen Fasern 
sZnd GroJkugeln der Dimensionen 1,S, 7 ; die induzierten herr&u»le 
sind Sphären der Dimensionen 2,4,8; .für die Faserribbildufig ist y =I. 

12. Die Frage nach allen Typen von Faserungen le) der Sphären 
mir, auch unabhängig von Abbildungs-Problemen, Interesse zu 

verdienen; ihre Beantwortung wurde unsere Kenntnis von der 
Struktur der Sphären wesentlich fördern; bisher ist aber hieraber 
meines Wiseens nicht viel bekannt. Die Betrachtungen der vorige11 
Nummer fuhren zur Konstruktion weiterer Faserungen gewisser 
Sphären. 

Es sei r eine der beiden Zahlan 1 und 3 und ferner k eine 
beliebige positive ganze Zahl. Die k(r  + L) cartesischen Koordiriateri 
des Rk(*l) fassen wir als Komponenten von k Größen X I ,  X„. . . , X, 
des Systems G„ auf; wir deuten also den Rh('+') als ,k-dimensionalen 
affinen @,-Raumu. Unter der ,,Gr-Geradenu, welche den Nullpunkt 
mit dem Punkt (X„ .. . , X,) verbindet, verstehen wir die Menge 
derjenigen Punkte (X;, ..., Xi), fiir welche es Größen T mit X;= TX, 
fiir i = 1, 2,. . . , k gibt. Man zeigt leicht : je zwei dieser Geraden 
haben nur den Nullpunkt gemeinsam 18). 

Jede dieser ,,GT-Geradenu ist eine (r + 1 )-dimensionale Ebene 
des R4*); sie schneidet eine feste Sphäre Xk('tl)-l mit dem Null- 
punkt als Mittelpunkt in einer r-dimensionalen Großkugel; diese 
Großkugeln sind paarweise zueinander fremd; sie bilden eine Fa- 
serung der 

Damit haben wir, wenn wir noch diejenige Faserung beriick- 
sichtigen, die in Nr. 11 durch Heranziehung des Sgtjtems G, geliefert 
wurde, die folgenden Typen von fiserunqelz der Sphären S N  erhalten: 
1) N= 2 k - 1, k beliebig, die Fasern sind Kreise ; 2) N= 4 k - 1, 
k beliebig, die Fasern sind 3-dimensionale Sphären; 3) N =  16, die 
Fasern sind 7-dimensionale Sphären. 

Ich hoffe, auf die damit angeschnittenen Fragen noch näher 
eingehen zu können. 

'6) Ea sind hier immer Faserungen ohne ,Ansnahmefasernu (im Sinne von 
3 e i f e r t )  gemeint. 

I )  Fiir diesen Beweis braucht man die Giiltigkeit des sssozintiven (Xosetsos 
des Multiplikation in G; daher mu5 r = 7 hier ausscheiden. 

" Metrische Geometrie und Variationsrechnung. 
Von 

K a r 1  M e n g e r  (Wien). 

Einer der Haupteinwthde, die gegen die Lehre von den allge- 
meinen Punktmengen und Raumgebilden aeitens mancher Mathe- 
matiker erhoben werden, besteht darin, daß diese Theorie keine 
Anwendungen auf die Probleme habe, welche die Mathematiker seit 
Jahrhunderten beschäftigen. Völlig abseits von der Entwicklung der 
iibngen Mathematik und ohne Zusammenhang mit ihr untersuche 
man einige Absonderlichkeiten und stelle man einige Regelmäßig- 
keiten fest, welche angewendet auf die konkreten belangreichen 
Probleme der Mathematik vtillig trivial sind. Verhält sich dies wirk- 
lich so? Ich will hier nicht wiederholen, was ich andern Ortes 1) 
gegen diese Auffassung gesagt habe, welche meiner Überzeugung nach 
vor allem durch die Entwicklung der Mathematik selbst widerlegt 
werden wird, eine Entwicklung, welche durch die Propagierung der 
dargelegten Auffansung höchstens etwas hinausgeschoben, nicht aber 
aufgehalten werden kann. Aber ich möchte einige Punkte meiner 
gegenteiligen Ansicht in dem Jubiläumsbande der B2cndamenta Ma- 
thematicae, welche ja in der Kultivierung der neuen Gedanken- 

' 

richtung sines ihrer Hauptziele erblicken, präzisieren und an eini- 
gen neuesten Wiener Ergebnissen erläutern. 

Von großem Interesse ftir den Geometer ist beispielsweise die 
Kenntnis der lokalen metrischen Eigenschaften von Raumgebilden. 
Ein ganz außerordentlich fruchtbares Mittel zur teilweisen Errei- 
chung dieses Zieles lieferte zu Beginn der Neuzeit die Entdeckung 
der analytischen Geometrie im Verein mit der bald darauf ent- 

I )  z. B. in den Akten des Internat. Math. Kongresses, Ziirich 1933, Bd. I. 
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