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Uber die Curvatura integra geschlossener Hyperflichen.

Yon
Heinz Hopf in Berlin.

Einleitung.

Aus der Integralformel von GauB-Bonnet in der gewdhnlichen Diffe-
rentialgeometrie folgt bekanntlich der Satz von der topologischen Invarianz
der Curvatura integra einer geschlossenen Fliche?); er 1iBt sich folgender-
maBen aussprechen: ,Ist auf einer geschlossenen Fliche durch ein Bogen-
element ds eine iiberall regulire MaBbestimmung definiert und ist KX das
in bekannter Weise aus den Koeffizienten von ds? berechnete GauBsche
KriimmungsmaB, so ist das iiber die ganze Fliche erstreckte Integral
von K gleich dem Produkt aus dem Oberflicheninhalt 4z der Einheits-
kugel und einer ganzzahligen topologischen Invariante der Fliche.% Es
ist also, damit dieser Satz gelte, nicht nétig, sich auf Flichen zu be-
schrinken, die im dreidimensionalen euklidischen Raum liegen und die
ihnen dadurch aufgezwungene Metrik tragen. In den nachstehenden Unter-
suchungen der Curvatura integra mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten
jedoch nehmen wir die eben gekennzeichnete Einschrinkung vor: wir be-
trachten n-dimensionale, in den (7 + 1)-dimensionalen euklidischen Raum
eingebettete geschlossene Hyperflichen (die iibrigens Selbstdurchdringungen
aufweisen diirfen), und fragen nach den Werten der Curvatura integra,
welche durch Hyperflichen, die ,Modelle“ ein und derselben Mannigfaltig-
keit sind, geliefert werden. Aus der GauBschen Definition des Kriimmungs-
mafBes vermittels der Normalenabbildung geht ohne weiteres hervor, daB
die Curvatura integra einer Hyperfliche m gleich dem Produkt aus dem
Oberflicheninhalt der n-dimensionalen Einheitskugel und dem ,Grade”
der durch die Normalen von m vermittelten Abbildung der durch das
Modell m repriasentierten Mannigfaltigkeit auf die ,Richtungskugel* des
(n +1)-dimensionalen Raumes ist. Dieser Abbildungsgrad, den wir in

!y 8. z. B. Blaschke, Vorles. iiber Diff.-Geom. 1 (Berlin 1921), § 64.
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Abianderung der Bezeichnung selbst die Curvatura integra von m nennen
wollen, bildet daher den Mittelpunkt der Untersuchung?).

Infolgedessen schlieBt sich diese eng an die fundamentalen, die
Theorie des Abbildungsgrades begriindenden Arbeiten Brouwers an; es
sind dies die Abhandlung ,Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten® ),
sowie Teile der Abhandlung ,Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten %).
Thre Begrifisbildungen, Beweismethoden und Terminologie werden im
folgenden — besonders in den §§1,2 — so hiufig benutzt, daB nicht
jedesmal im Text auf sie verwiesen werden konnte und ihre Kenntnis als
bekannt vorausgesetzt werden muf,

Der Inhalt der Arbeit ist kurz zusammengefaBt folgender: Im §1
wird der im wesentlichen von Poincaré*) eingefilhrte Begriff des ,In-
dex“ einer Singularitit eines stetigen Vektorfeldes, der bei Brouwers
Untersuchungen iiber Fixpunkte eine wichtige Rolle spielt, so erweitert,
daf man einen Punkt eines x-dimensionalen Gebietes, der bei zwei ver-
schiedenen Abbildungen in denselben Bildpunkt iibergeht, wihrend in seiner
Umgebung eine solche Ubereinstimmung sonst nicht eintritt, mit einem
»Index der Ubereinstimmung“ versieht; iiber diesen werden einige fiir
spatere Zwecke niitzliche Feststellungen gemacht, insbesondere wird seine
Invarianz gegeniiber topologischen Transformationen, also seine Unab-
hangigkeit vom Koordinatensystem bewiesen. Im § 2 werden zwei Ab-
bildungen einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit x auf die n-dimensionale
Kugel betrachtet; es wird gezeigt, da8 die Summe der Ubereinstimmungs-
indizes — vorausgesetzt, daB die Abbildungen nur endlich viele Uberein-
stimmungspunkte haben - unabhingig von den topologischen Eigen-
schaften von p fiir gerades n gleich der Summe, fiir ungerades n gleich
der Differenz der beiden Abbildungsgrade ist; dies ist eine Verallgemeine-
rung des Satzes von Poincaré-Bohl®), der u. a. besagt, da die beiden Ab-
bildungsgrade sich um den Faktor (—1)**' unterscheiden, falls kein

%) Kronecker weist in seiner Abhandlung: ,,Uber Systeme von Funktionen mehrerer
Variablen“ (Monatsber. d. Kgl. Preu. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1869, 2. Abhdl.) darauf
hin, daB die Curvatura integra der Fliche F(z,y,z)=0 mit der mit 4z multipli-

zierten ,Charakteristik® des Funktionensystems F, %g, %f;‘, %‘ iibereinstimmt ; diese
ist identisch mit dem Grad der im Text betrachteten Abbildung. Man vergleiche
hierzu Hadamard, Note sur quelques applications de Vindice de Kronecker, abge-
druckt in Tannery, Introduction & la théorie des fonctions II, 2¥™° éd. (1910), sowie
Dyck, Beitriige zur Analysis Situs I, Math. Annalen 32 (1888).

%) Math. Annalen 71 (1912).

*) Poincaré, Sur les courbes définies par les équations différentielles (3i¢me partie),
Chap. 13 (Journ. de Math. (4) 1 (1885), (4) 2 (1886)).

%) Hadamard, 1. c. S. 476ff.
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Ubereinstimmungspunkt auftritt. Die Tatsache, da man nach dem ge-
nannten Satz aus der Indexsumme und dem einen Grad den andern Grad
bestimmen kann, wird in §3 zur Untersuchung der Curvatura integra
benutzt. Dort werden zwei Hyperflichen, die Modelle von g sind, be-
trachtet; einer Klassifikation folgend, die in anderem Zusammenhang
Antoine ¢) in die Topologie eingefiihrt hat, unterscheiden wir, ob die durch x
zwischen ihren beiden Modellen vermittelte Abbildung sich auf (die Mo-
delle enthaltende) Elemente oder nur auf (die Modelle enthaltende) Um-
gebungen erweitern 148t, oder ob iiber eine derartige Erweiterungsmog-
lichkeit nichts bekannt ist. Es zeigt sich, daB fiir gerades n die Curvatura
integra eine topologische Invariante von y ist, d. h. daBl sie bei den Ab-
bildungen aller drei Klassen ungeéndert bleibt. Fiir ungerades n dagegen
bleibt die Curvatura integra zwar noch ungeindert bei den Abbildungen
der ersten Klasse (wenigstens unter gewissen Differenzierbarkeitsvoraus-
setzungen), jedoch bereits nicht mehr bei denen der zweiten Klasse; hier
gibt es sogar Jordansche, d. h. durchdringungsfreie, homéomorphe Hyper-
flachen mit (nicht nur dem Vorzeichen nach) verschiedenen Werten der
Curvatura integra. Offen bleiben hier die Fragen, ob man (fiir un-
gerades n > 3) willkiirliche Zahlen als Curvatura integra eines, nicht not-
wendig Jordanschen, Modells einer vorgelegten Mannigfaltigkeit vorschreiben
kann und ob ein Jordansches Modell der n-dimensionalen Kugel stets
die Curvatura integra -1 hat; die letzte Frage wird in dieser Arbeit
nur unter der vereinfachenden Voraussetzung bejaht, dal das Modell die
Begrenzung eines Elements ist, einer Voraussetzung, von der nicht be-
kannt ist, ob sie nicht eine Einschrinkung bedeutet.

Dagegen wird in einer anderen Richtung noch ein Ergebnis erzielt:
Im Verlanf der Untersuchungen des § 3 ergibt sich, daB die Indexsumme
der Singularititen eines an eine Hyperfliche tangentialen Vektorfeldes eine
gerade Zahl sein mufB, nidmlich bei ungeradem n Null, bei geradem n
die doppelte Curvatura integra der Hyperfiiche. Aus dieser Tatsache
wird im § 4 eine notwendige Bedingung dafiir hergeleitet, da eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit eine Hyperfliche im (% - 1)-dimensionalen
euklidischen Raum als Modell besitzt; auf Grund dieser Bedingung ergibt
sich im § 5, daB die Gesamtheit der komplexen Punkte des 2k-dimen-
sionalen projektiven Raumes, die eine 4%-dimensionale, einfach zusammen-
hingende geschlossene Mannigfaltigkeit ist, sich im (4% + 1)-dimensionalen
euklidischen Raum nicht durch eine Hyperfliche, auch nicht unter Zu-
lassung von Selbstdurchdringungen, reprasentieren 1aBt.

¢) Antoine, Sur I’homéomorphie de deux figures et de leurs voisinages, Journ.
de Math. (8) 4 (1921).



Curvatura integra geschlossener Hyperflichen. 343

§1.
Der Index eines Ubereinstimmungspunktes zweier Abbildungen.

In der Umgebung des einem n-dimensionalen Gebiete I" angehorigen
Punktes © sei ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem &,, ..., &,
eingefiihrt. Beziiglich der Indikatrix machen wir folgende Festsetzungen,
die fiir alle Betrachtungen dieser Arbeit gelten, sofern nicht aus-
driicklich einmal etwas anderes bestimmt wird: die positive Indikatrix
ist durch die Reihenfolge (0,...,0); (1,0,...,0); (0,1,0,...,0);

3 (0,0,...,1) der Ecken des durch diese bestimmten Simplexes S de-
finiert ; dadurch ist gleichzeitig die positive Indikatrix des Randes von 8
festgelegt. Als die , natiirliche“ Orientierung einer Jordanschen Mannig-
faltigkeit u bezeichnen wir diejenige, bei der das Innengebiet die Ordnung
+1 hat, wobei wir die Ordnung eines Punktes 4 durch Projektion von
von A aus auf ein A umgebendes, zu § seitenparalleles und entsprechend
orientiertes Simplex x bestimmen. Ist m ein orientiertes (n — 1)-dimen-
sionales Flichenstiick, das in jedem Punkt I7 einen sich mit I7 stetig
dndernden ebenen (» — 1)-dimensionalen Tangentialraum #; besitzt, so
ist die positive Indikatrix von #; so zu wihlen, daB die durch senkrechte
Projektion vollzogene topologische Abbildung eines hinreichend kleinen,
II enthaltenden Gebietes von m auf 9y die positive Indikatrix von m
In diejenige von &y iiberfilhrt. Einen von IT ausgehenden, nicht an m
tangentialen Strahl nennen wir nach der ,positiven® Seite von m gerichtet,
wenn die durch die natiirliche Orientierung eines n-dimensionalen Sim-
plexes, das von einem Punkt des Strahls und einem (n — 1)-dimensionalen
Simplex von @5 gebildet wird, definierte positive Randindikatrix die
positive Indikatrix von ®#y ist. Danach haben die inneren Normalen
einer natiirlich orientierten (% — 1)-dimensionalen Kugel positive Richtung.
Die Orientierung von $y ist daher die gleiche, ob man 95 als Tangen-
tialraum von m oder von einer Kugel auffaBt, deren Mxttelpunkt auf der
positiven Normalen von m liegt.

I’ sei zwei Abbildungen?) H, und H, auf Punktmengen des Gebiets G
unterworfen, das Koordinaten z, ..., z, und ebenfalls Orientierung in der
geschilderten Weise besitzt; 2 sei ein isolierter Ubereinstimmungspunkt
von H, und H,, d.h. es sei H, (2)= H,(2)=0, aber H, (IT) <+ H,(II)
fir T4+ Q.

Jedem von £ verschiedenen Punkt I7 von I" ordnen wir den von
H, (IT) pach H,(IT) weisenden Vektor v (IT), sowie den zu v (IT) gehdrigen

) Unter einer ,Abbildung“ wird stets eine eindeutige und stetige Abbildung
verstanden. .
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Punkt der ,Richtungskugel R“ von @ zu, d.h. den Punkt einer festen
natiirlich orientierten, ,R reprisentierenden“ Kugel K, in dem diese von
dem.im Mittelpunkt angebrachten, zu v (II) parallelen Strahl geschnitten
wird, Den, von der Wahl der die Richtungskugel reprisentierenden Kugel
offenbar unabhingigen, Grad der so definierten Abbildung einer in I
liegenden, 2 im Innern enthaltenden, natiirlich orientierten, Jordanschen
Mannigfaltigkeit x auf R nennen wir den ,Grad a,,(x) von p“ Er ist
von der Wahl von u unabhingig; denn ist x eine Kugel um Q, I7, der
Schnittpunkt von x mit dem Strahl Q1I,, wobei Il = II ein Punkt
von u ist, II, der Punkt der Strecke II II, der diese im Verhiltnis
t:(1—1t) teilt, und betrachtet man die durch die Vektoren v(II,) ver-
mittelten Abbildungen «, von x auf R, wihrend ¢ von O bis 1 wichst,
so geht die Abbildung vom Grade a,,(u) stetig, also unter Erhaltung
des Grades, in die Abbildung «, iiber; diese setzt sich aber zusammen
aus der durch Projektion von 2 aus vermittelten Abbildung von u auf x,
die nach Definition der ,Ordnung“ und unserer Orientierungsvorschrift
den Grad 41 hat, und der Abbildung vom Grade a@,,(x) der Kugel x
auf R; da sich bei Zusammensetzung zweier Abbildungen die Grade mul-
tiplizieren, folgt hieraus a,, (u) = @,, (%), womit die Unabhingigkeit des
Grades a,, von der Wahl von u bewiesen ist.

Wir nennen a,, den ,Index der Ubereinstimmung* von H, und H,
in 2. — Vertauscht man H, und H,, so gehen die Vektoren » in ihre
entgegengesetzten iiber, mithin ist a,, = (— 1)"@,,. — Andert man die
Orientierung von I' oder. die von G, so andert a@,, sein Vorzeichen, da
dann x bzw. R eine Abbildung vom Grade — 1 erleidet; &ndert man
beide Indikatrizen, so bleibt daher a,, ungeandert.

Den von £ verschiedenen Punkten II sei eine stetige Schar einfacher,
abgeschlossener, stetig differenzierbarer, H, (II) mit H,(II) verbindender
Kurvenstiicke s (I7) zugeordnet, deren Tangentialvektoren w (II)in H, (II)
sich mit I7 stetig indern. Genau so wie die Vektoren v definieren auch
die Vektoren w einen ,Index* von Q. Dieser ist gleich a,,; denn be-
zeichnet H(I1,1) den Punkt, der s(II) im Verhaltnis (1 —¢):¢ teilt,
und v(II,t) den von H,(II)—= H(II, 1) nach H(II, t) zeigenden Vektor,
so geht, wenn ¢ stetig von 0 nach 1 lauft, das Vektorfeld der v (II) = v (11, 0)
stetig in das der w(II)=w(Il,1) iiber. — Zur Bestimmung von @,
konnen also statt der Richtungen der von:H, (II) nach H,(II) gezogenen
Strecken auch die Anfangsrichtungen von Kurven s benutzt werden.

Wird I' einer topologischen Abbildung ¢ auf ein orientiertes Gebiet
I'’ unterworfen, so sind in diesem zwei Abbildungen H, (IT') = H, =1 (IT'),
H(II')= H, @~ (IT') definiert, die in Q' = ¢ (L) eine isolierte Uberein-
stimmungsstelle haben. Die natiirliche Orientierung einer Jordanschen
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Mannigfaltigkeit u geht bei ¢ in die natiirliche oder die dieser entgegen-
gesetzte Orientierung von u' = @ (u) iiber, je nachdem ¢ die Indikatrix
erhalt oder nicht. Aus der Definition des Index folgt daher unmittelbar:

Der Index einer isolierten Ubereinstimmungsstelle zweier Abbildungen
H,, H, bleibt be: einer topologischen Abbildung @ des Definitionsbereichs
von H, und H, unverindert oder erhdlt den Faktor — 1, je nachdem ¢
die Indikatriz erhdlt oder umgekehrt.

Der analoge Satz gilt fiir topologische Abbildungen von G:

Der Uberesnstimmungsindex ist — hochstens, wie oben, vom Vor-
zeichen abgesehen — invariant gegentiber topologischen Abbildungen des
Bildbereiches.

Beweis: f sei die topologische Abbildung einer Umgebung G von O
auf die Umgebung @’ des Punktes O’ = f(0), k eine im Definitionsbereich
von f liegende Kugel um O, p sei so klein, daB H, (u) und H,(x) im
Inneren von k liegen, H(I1) sei der Schnittpunkt von % mit dem Strahl
H, (IT) H,(II). Die den Ubereinstimmungsindex bestimmenden Vektoren
H, (II)— H(II) fiihren wir stetig in die Vektoren O — H{II) iiber, indem
wir ihre Anfangspunkte geradlinig und gleichférmig in der Zeit 1 von
H,(II) nach O laufen lassen. Wihlen wir nun als Richtungskugel B eine
Kugel um O, so ist der zu untersuchende Index der Grad derjenigen Ab-
.bildung von p auf R, die durch Projektion von H(u) aus O vermittelt
wird, also gleich der ,,Ordnung von O in bezug auf H(u)*.

Die den zu untersuchenden Ubereinstimmungsindex von fH, und fH,
definierenden, von fH, (II) nach fH,(II) zeigenden Vektoren fiihren wir
stetig in die von O’ nach fH(II) zeigenden Vektoren iiber, indem wir
1. ihre Endpunkte auf den durch f gelieferten Bildern der Strecken
H,(II) H(II) gleichférmig (im Sinne der Geometrie von @) nach fH(II),
2. ihre Anfangspunkte auf den Bildern der Strecken H, (II)O gleichfsrmig
nach O laufen lassen. Wihlen wir als Richtungskugel R’ eine Kugel um
0’, so erkennen wir, daB der fragliche Index gleich der ,,Ordnung von
f(0) in bezug auf fH(u)* ist.

Die Behauptung der Invarianz des Ubereinstimmungsindex ist damit
zuriickgefiihrt auf die der Invarianz der Ordnung von O in bezug auf H(u)
gegeniiber der topologischen Abbildung f. Die Richtigkeit dieser Behauptung
zeigen wir, indem wir sie fiir eine Folge H (1) gleichmiBig approximie-
render simplizialer Abbildungen H™ () und eine Folge f gleichmiBig
approximierender simplizialer Abbildungen f; beweisen; dabei ist bei der
Konstruktion der Grundsimplexe fiir f. sowie der Bildsimplexe fiir f, und
H"die euklidische Metrik von @ bzw. ¢ zugrunde zu legen.

Ist K= H” eine der Approximationen von H, so besteht die Bild-

Mathematische Annalen. 95. 23
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menge K (u) aus einer endlichen Anzahl (n — 1)-dimensionaler Simplexe.
Wir legen durch einen nicht zu K(u) gehorigen Punkt A einen Strahl,
der keine (n — 2)-dimensionale Seite eines dieser Simplexe trifft; sind p
und p’ die Anzahlen derjenigen Teilsimplexe der K zugrunde liegenden
Zerlegung von u, deren Bildsimplexe von dem Strahl im positiven bzw.
negativen Sinn durchsetzt werden, so ist » — p’ die Ordnung von 4 in
bezug auf K(u). ¢ — g’ sei die entsprechende Zahl fiir einen von A4 ins
Unendliche gehenden Streckenzug, der keine (n — 2)-dimensionale Seite
eines Bildsimplex trifft, und von dem kein Eckpunkt auf K(u) liegt;
wir behaupten, dal ¢ — ¢’ = p — p’ ist. — Dies ist bewiesen, wenn ge-
zeigt ist, daB die entsprechende Zahl fiir jedes geschlossene orientierte
Polygon gleich 0 ist. Ist W ein solches Polygon, so kénnen wir die Lage
seiner Eckpunkte von vornherein als so modifiziert annehmen, daB die
Verlingerungen keiner Seite eine (» — 2)-dimensionale Seite von K (u)
treflen. Wir fiigen in jeder Ecke von W die beiden Strahlen an, die die
Verlingerungen der dort zusammenstoBenden Seiten bilden, und ver-
sehen sie mit den durch die betreffenden Seiten bestimmten Richtungs-
sinnen. Die zu untersuchende Differenz vermehrt sich bei Hinzufiigung
des einen Strahls um die Ordnung des Eckpunkts, wihrend sie sich bei
Hinzufiigung des anderen Strahls um diese Ordnungszahl vermindert; sie
bleibt im ganzen daher ungeéindert. Das System der nunmehr vorliegenden
Strecken und Strahlen zerfillt in eine endliche Anzahl gerichteter Geraden;’
fiir jede Gerade ist die Differenz der Anzahlen der positiven upd negativen
Durchsetzungen 0, was man erkennt, wenn man die Gerade als aus zwei
Strahlen zusammengesetzt betrachtet. Mithin ist die zu untersuchende
Zahl in der Tat gleich 0; damit ist gezeigt, daB die durch einen beliebigen
von A ins Unendliche fithrenden Streckenzug bestimmte Differenz ¢ — ¢’
der Ordnung von 4 gleich ist®). Daraus folgt weiter, daB diese Differenz
fiir einen von 4 nach B fiihrenden Streckenzug gleich der Ordnung von 4
vermindert um die Ordnung von B ist.

Wir nehmen nun K als fest vorliegend an und zeigen, daB, wenn f;
eine hinreichend gute Approximation von f ist, die Ordnung von O in
bezug auf K(u) sich bei der Abbildung f, héchstens um das Vorzeichen
indert; da diese Anderung bei einer Spiegelung eintritt, kénnen wir aus
Bequemlichkeitsgriinden annehmen, da f die Indikatrix erhilt, und haben
dann zu beweisen, daf auch das Vorzeichen der Ordnung ungeindert
bleibt. — Zunichst sel eine simpliziale Approximation f; von f gegeben;
wir haben sie in geeigneter Weise zu einer Abbildung f, der gewiinschter
Art zu verfeinern. Die f; zugrunde liegende simpliziale Zerlegung von @

%) Vgl. Brouwer, Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, S. 323, sowie Hadamard 1. c-
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erfille folgende Voraussetzungen: O ist Eckpunkt eines Grundsimplex,
so daB also f; (0)=f(0)= 0’ ist. ¢ seiein keine (n — 2)-dimensionale
Seite von K (u) treffender, von O ausgehender Strahl. Jeder Schnittpunkt
von ¢ mit K(u) sei innerer Punkt eines Grundsimplex. Sind P, P,,..., P,
die Punkte von y, fiir die K (P,) auf ¢ Liegt, so kénnen wir K(P, )+ K(P,,)
fir o, = ¢, annehmen, da sich dies durch eine beliebig kleine Modifikation
von K erreichen laBt. s, seien die die P, enthaltenden Grundsimplexe von u,
8, die die X(P,) enthaltenden Grundsimplexe in @, die so gewihlt seien,
da die Punkte K{P,) in ihrem Innern liegen. Die S, seien so klein,
daB in jedem S, auBler Punkten von K(s,) kein Punkt von K(u) liegt.
K(s,) zerlegt S, in zwei Teile 82, S5; A,, A7 seien zwei im Innern von
8, bzw. 8] liegende Punkte von #, und die Richtung 4, —A4; sei die
von O herkommende. — Wir verdichten nun die vorliegende simpliziale
Zerlegung von G zu einer Zerlegung {; mit folgenden Eigenschaften:
1. Die K(P,) liegen im Innern von Grundsimplexen. Die zu {; gehérige
simpliziale Abbildung f; approximiere f so gut, daBl 2., wenn ¢, die Strecke
4; A7, w, den Umfang von 8,, u, den Teil von u, fir den K(g,) in
8, liegt, bezeichnet, f;(f,) mit f;(w,) und mit f(p — u,), fi(t — 3t,)
e

mit f;(pu — 3 u,) punktiremd sind, und daf 3., wenn u, der Umfang

e
von 8, ist, die Ordnungen von f;(A4}) und £ (47) in bezug auf f;(%,)
den Ordnungen von f(4,) bzw. f(4,) in bezug auf f(u,) gleich sind.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so sind die einzigen Schnittpunkte
des Streckenzuges f; (¢) mit f; K(u) die Schnittpunkte der f;(Z,) mit den
f*K (u,), und fiir jedes o ist die Differenz der Anzahlen der positiven und
der negativen Schnittpunkte gleich der Ordnung von f(4,) in bezug auf
f(u,) vermindert um die Ordnung von f(A4,;) in bezug auf f(u,). Dabei
ist die Indikatrix von u, durch die von u, festgelegt.

Nun ist die Ordnung von 4, in bezug auf u, gleich 0, die von A} in
bezug auf u, gleich =+ 1, je nachdem die Kreuzung in K {P,) positiv
oder negativ ist. Mithin ist unser Satz auf einen einfachen Spezialfall
zariickgefithrt, némlich auf die Behauptung, daB die Ordnung eines Punktes
i bezug auf die Jordansche Mannigfaltigkest u, sich bei der topologischen
Abbildung f nicht #ndert, sondern fiir die inneren Punkte + 1, fiir die
dulleren 0 bleibt. Die Richtigkeit dieser Behauptung aber folgt aus be-
kannten Sitzen von Brouwer®).

Damit ist die topologische Invarianz der Ordnung eines Punktes in
bezug auf H (#) — allenfalls abgesehen vom Vorzeichen —, und zugleich
dasselbe fiir den Ubereinstimmungsindex zweier Abbildungen bewiesen.

—

%) Brouwer, Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, §§ 4, 5.
23*
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Diése Tatsache 1iBt sich auch so aussprechen, daf diese Zahlen, bei
richtiger Beriicksichtigung des Vorzeichens, unabhingig vom Koordinaten-
system sind.

Eine Anwendung der bisherigen Ergebnisse, die fiir uns spiter von
Nutzen sein wird, ist die folgende: Sind H,, H, Abbildungen von I" auf
das einer Kugel angehorige Gebiet G, dann ist es zur Ermittlung des
Ubereinstimmungsindex gleichgiiltig, ob wir als H, (II) mit H,(II) ver-
bindende Kurven s(IT), durch deren Anfangsrichtungen der Ubereinstim-
mungsindex zu bestimmen ist (s. 0.), die GroBkreisbogen oder die Kreis-
bogen durch einen beliebigen festen Punkt 4 der Kugel verwenden, sowie,
ob wir das kartesische Koordinatensystem in @, das wir zur Bestimmung
des Index brauchen, durch stereographische oder irgendeine andere Projek-
tion eines ebenen Raumes auf G iibertragen, sofern nur die Indikatrix er-
halten bleibt.

Zu noch wichtigeren Anwendungen fiihrt folgende Betrachtung:

Ist I' mit @ identisch und H, die identische Abbildung, so ist
isolierter Fizpunkt von H,, a = a,, sein ,Index*; das im vorstehenden
Gesagte bleibt giiltig, man hat aber zu beachten, daB, wenn I'= @ einer
topologischen Abbildung mit Umkehrung der Indikatrix unterworfen wird,
diese Umkehrung sowohl in I" wie in G vorgenommen wird, a@,, sein Vor-
zeichen also micht indert; der betreffende Satz heiBt daher:

Der Index eines Fixpunkies ist esne topologische Invariante.

Ist in I' ein stetiges Vektorfeld » (/) mit einer isolierten Singularitét
in 2 gegeben, so verstehen wir unter dem ,,Index a dieser Singularitit
den Grad der Abbildung einer 2 umschlieBenden Kugel » auf die Richtungs-
kugel, die durch die auf » angebrachten Vektoren des Feldes vermittelt
wird. Er ist gleich dem Index des Fixpunktes 2 derjenigen Abbildung H,,
die jeden Punkt I7 in Richtung seines Vektors »(II) um eine Strecke
&(IT) verschiebt, wobei ¢ (IT) eine in 2 verschwindende, im iibrigen posi-
tive, stetige Fanktion ist. Wird I” einer differenzierbaren Abbildung f mit
nicht verschwindender Funktionaldeterminante unterworfen, so geht das
Vektorfeld in ein neues Vektorfeld »’ = fv, H, in die Abbildung fH,
iiber. Den Index des Fixpunktes f(£2) bei der Abbildung f H, bestimmen
wir durch die Anfangsrichtungen fv(II) der von f(II) nach fH,(II)
fihrenden Kurven s(IT), die die Bilder der Strecken ITH,(II) sind. Er
ist einerseits gleich a, andererseits gleich dem Index der Singularitat
f(R2) des Vektorfeldes fv. Damit ist gezeigt:

Der Index einer Singularitit eines stetigen Vekiorfeldes dndert sich
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nicht ber einer Abbildung mit nicht verschwindender Funktionaldeter-
minante®).

Die fiir uns wichtigste Anwendung dieser Sitze ist folgende:

Unter einem ,,Modell*“ einer n-dimensionalen geschlossenen Mannig-
faltigkeit u verstehen wir eine im (n - 1)-dimensionalen euklidischen
Raum gelegene Punktmenge m, auf die u eindeutig und stetig so ab-
gebildet ist, daB diese Abbildung F im Kleinen auch eindeutig umkehrbar
ist, d. h. daBl es um jeden Punkt P von u eine Umgebung Up gibt, die
auf ibre Bildmenge F(Up) topologisch bezogen ist. — Wir betrachten
Modelle, die ,,Hyperflichen* sind; das bedeutet, dafl zu jedem Punkt P
von u ein, sich mit P stetig &ndernder, n-dimensionaler ebener Tangential-
raum 9p an F(Up) existiert. Dann gibt es zu jedem P eine Umgebung
Uz, deren durch senkrechte Projektion von F(Up) vermittelte Abbildung
SF (Ug) auf &p topologisch ist.

Auf m sei ein stetiges Feld tangentialer Vektoren mit endlich vielen
Singularitdten gegeben; d. h. mit endlich vielen Ausnahmen P,, P,, ..., P,
gibt es zu jedem Punkt P von u einen an F(Up) tangentialen, in F(P)
angebrachten Vektor v(P), der sich mit P stetig dndert. Jeder der Punkte
F(P,) (o=1,...,7) besitzt einen bestimmten Index a,, zu dessen Be-
stimmung man etwa das Koordinatensystem von #p auf F( Upr ) projizieren
kann. (r>0.)

Wir definieren in u eine stetige Funktion &(P), die in den Punkten P,
verschwindet und im iibrigen positiv ist. Jedem Punkt P ordnen wir den-
jenigen Punkt P, des durch o(P) bestimmten tangentialen Strahles zu,
der von F(P) den Abstand ¢-e(P) hat, wobei ¢ ein Parameter ist. Es
gibt eine Zahl ¢, > 0, so daB fiir alle P und fir 0 < ¢ <, der Punkt P,
in SF(UF) liegt; er sei bei der Abbildung SF das Bild des Punktes P,.
Die Abbildung P,=h(P,t) ist in ganz x und fiir alle ¢ (0 <t <¢,)
eindeutig und stetig und besitzt die r festen, d. h. von ¢ unabhingigen,
Fixpunkte P, mit den Indizes a,.

Liegt nun ein zweites Modell m' = F’(u) vor, das ebenfalls eine
Hyperfliche ist, also stetige, ebene Tangentialriume Jp besitzt, so wihlen
wir 1 so klein, dal keine der Sehnen F'(P)F’(P,) in F'(P) auf F'(Up)
senkrecht steht, und projizieren diese Sehnen in Richtung der Normalen
In F’(P) auf die Tangentialriume #5. So wird ein nur in den Punkten
F'(P,) singulires, stetiges tangentiales Vektorfeld auf m’ erzeugt, und die
Indizes der Singularititen sind wieder gleich den Indizes a, der Fixpunkte
der in u definierten Transformation h. — Damit ist gezeigt:

1%) Diese Tatsache ist auch ohne unseren Satz von der Invarianz des Index
éines Fixpunktes leicht zu beweisen.
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Gibt es auf m exn stetiges tangentiales Vektorfeld mit r Singulari-
taten, deren Indizes a,, ..., a, sind, so gibt es auf jedem anderen Modell m’
derselben, Mannigfaltighkeit u ein stetiges tangentiales Vektorfeld mit der
gleichen Anzahl Singularititen und den gleichen Indizes. (r > 0.) *?)

Von besonderem Interesse werden fiir uns spater folgendermafBen de-
finierte Ubereinstimmungsstellen zweier Abbildungen auf die Kugel sein:

I’ sei ein n-dimensionales im euklidischen (7% -}-1)-dimensionalen
Raum gelegenes, stetig differenzierbares, orientiertes Flichenstiick. In den
Punkten von I” seien zwei derartige stetige Verteilungen €, und €, (n 4-1)-
dimensionaler Vektoren gegeben, daf alle Vektoren €, in bezug auf I
negative Richtung haben und da8 fiir einen und nur einen Punkt © von I" die
Vektoren €,(2) und €,(2) zusammenfallen. Die durch €, und €, ver-
mittelten Abbildungen H, und H, von I' auf die Richtungskugel R
stimmen also in £, und nur dort, iiberein; der zugehorige Index sei a,,.

In jedem von £ verschiedenen Punkt I7 von I' bestimmen die Vek-
toren ©,(I7), dessen entgegengesetzter Vektor G, (I7) und G,(IT) eine
Halbebene, die, da @, (II) nicht tangential ist, den ebenen Tangential-
raum ¥y in einem Vektor v,,(IT) schneidet. Das Feld der v,,, das wir
das von €, , €, erzeugte tangentiale Feld nennen, hat in £ eine Singu-
laritdt, von der wir zeigen, daB ihr Index a,, ist:

R sei reprisentiert durch eine #, In £ berithrende Kugel, deren
Mittelpunkt 4 auf der positiven Normalen von I" liegt, also in dem Teil
des Raumes, dem @, (2) nicht angehort. Wir nehmen mit ihrer zwischen
#¢ und dem zu diesem parallelen Raum durch 4 gelegenen Hilfte die
Zentralprojektion Z von A aus auf #, vor; dabei geht (s.o.) die
positive Indikatrix von R in die positive Indikatrix von &, iiber, und
wir erhalten zwei Abbildungen ZH, = H,, ZH, = H, von I" auf 9, deren
Ubereinstimmung in £ ebenfalls den Index a,, hat. Der von H(II)
nach H,(IT) weisende Vektor ist dem Vektor w(IT) parallel, in dem ¢
von der in IT konstruierten, ,(II), €,(II), €,(IT), v,(IT) enthaltenden
Halbebene geschnitten wird; die w(II), die wir demnach zur Bestimmung
von a,, benutzen kénnen, fithren wir in einer Umgebung von £ stetig in
Vektoren w’(IT) iiber: wir fithren die @, (II) unter Festhaltung ihrer An-
fangspunkte durch die von den Richtungen €, (II) und €, () ausgespannten
spitzen Winkel hindurch in zu €, (Q) parallele Vektoren iiber, was in der
Nihe von 2 ohne Durchschreitung von 9 geschieht. Wihrend dieses
Vorganges beobachten wir die Anderung, die der Vektor v(II,2) erleidet,

11) Falls die durch ux vermittelte Beziehung zwischen m und m’ géeignete Diffe-
renzierbarkeitevoraussetzungen erfiillt, ist der Beweis unseres Satzes offenbar wesentlich
einfacher zu fithren als im Text.
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in dem 9o von der Halbebene G,(IT,t), G,(II,t), v, (II) geschnitten
wird, wobei €,(II,t) der bewegte Vektor ist: die »(II, t) werden stetig
aus den w(II) in diejenigen Vektoren w’(II) transformiert, die aus den
v,, ({I) durch Parallelprojektion in Richtung von €, (2) auf 9o entstehen.
Der Grad der durch die w’ vermittelten Abbildung einer £ in 9o umgebenden
(n —1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit auf die Richtungskugel » von $¢
ist daher einerseits gleich a,,, andererseits gleich dem Index von Q be-
ziiglich des Feldes der v,,, womit die Behauptung bewiesen ist. Man
kann demnach die Bestimmung von a,, durch diejenige des Index von 2
in bezug auf das Feld der v,, ersetzen.

Unterwerfen wir die (n + 1)-dimensionale Umgebung von £ einer
eindeutigen, stetig differenzierbaren Abbildung ¢ mit nicht verschwin-
dender Funktionaldeterminante, so gehen die € (I7), G,(I1), v,,(II) in
Vektorfelder ., ©,, v, iiber; die Orientierung des Bildes I'’ von I’
wihlen wir zunichst so, daB auch die §, negativ gerichtet sind. Die
€, und @, haben in £’ eine isolierte Ubereinstimmungsstelle, deren
Index @y, dem Index von Q' besiiglich des an I’ tangentialen Vektor-
feldes v/, = @ (v,,) gleich ist, das offenbar mit dem von €, und €, er-
zeugten tangentialen Feld identisch ist, (da die lineare Abhingigkeit der
Vektoren €, €,, v,, in jedem Punkte bei der Abbildung erhalten bleibt).
Da sich nun der Index von £ beziiglich »,, bei der Abbildung, wie oben
bewiesen, nicht sndert, gilt dasselbe fiir den Index a,, der Ubereinstimmung
von €, und €, in Q. — Verfiigen wir entgegen der eben getrofienen
Festsetzung iiber die positive Indikatrix von I'’ so, daB die Abbildung
von I" auf I’ den Grad -1 hat, so ist zu unterscheiden, ob die Funk-
tionaldeterminante D von ¢ positiv oder negativ ist, d. h. ob ¢ die
Indikatrix erhilt oder umkehrt: im ersten Fall geht die negative Seite
von I' in die negative Seite von I'’ iiber, es ist also aj, =a,,; Im
zweiten Fall jedoch sind die €, und @, positiv gerichtet, und der Uberein-
stlmmungsmdex (—1)"*'aj, der durch die negativ gerichteten, zu
G;, G, diametralen Vektorverteilungen §,, €, vermittelten Abblldungen
ist gleich dem Index von Q' in bezug auf das von G, und (S? erzeugte
tangentiale Vektorfeld, das zu dem der v/, diametral ist, also gleich
(~1)"a,,, da Q' in bezug auf die v), den Index a,, hat; aus
( 1)**a), =(—1)"a,, folgt a/,— —a,, und man sieht, daB
e, = +a,, ist, je nachdem D = () ist.
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§ 2.
Die Ubereinstimmungszahl zweier Abbildungen einer geschlossenen
zweiseitigen Mannigtaltigkeit ant die Kugel.

Die geschlossene, zweiseitige, orientierte, n-dimensionale Mannigfaltig-

keit u sei durch die Abbildungen f, und f, auf die durch die Gleichung
n+1
Y z; =1 gegebene n-dimensionale Kugel & abgebildet. f, und f, sollen
r=1

nur in endlich vielen Punkten P, (x=1,..., k%) von u iibereinstimmen;

die Summe der Indizes dieser Ubereinstimmungen _Ek,‘ai:) =I,=(—1)"1,
x=1 .
heie die ,,Ubereinstimmungszahl*“ von f, und f,.

Wir konstruieren zwei, im wesentlichen simpliziale, Approximations-
abbildungen von f,, f, mit denselben Ubereinstimmungspunkten bzw. -in-
dizes P,, al?:

¢ sei eine simpliziale Zerlegung von u, bei der die P, innere Punkte
von Simplexen S, sind, und die so dicht ist, da8 die Bilder f,(S.) und

f,(8.) sich in solche Kugeln §, [# =1, ..., k] einschlieBen lassen, deren
sphérische Radien kleiner sind als 1—2’, so dafl man in jeder von ihnen

zwel Punkte eindeutig durch Grofikreisbogen verbinden kann, und deren
Vereinigungsmenge noch ein Gebiet % von & frei 1aBt. Bezeichnet nun
u' den Teil von u, der durch Fortlassen der Innengebiete der S, aus u
entsteht und ist m das Minimum der sphirischen Abstinde 7, (P) f,(P)
fiir alle Punkte P von u’, so stellen wir eine Unterteilung " von ¢ her,

die so dicht ist, daB fiir jede der beiden zugehdrigen simplizialen Approxi-

mationen 4, , 8, von £, f, der sphérische Abstand §,(P)f;(P) < % in ganz

u ist und daB die Bilder 6, (S,) und 4, (S,.) auch noch ganz im Innern
der 9, liegen. Dabei sind zur Herstellung der simplizialen Approxima-
tionen als Koordinaten in & die natiirlichen Koordinaten zu wéhlen, d. h.
als Schwerpunkt von #» -1 in den Ecken R Lo [e=1,...,n—1]
eines sphirischen Simplex & angebrachten Massen m? ist der Punkt von &
zu betrachten, dessen Koordinaten &, sich verhalten wie die » 4+ 1 Zahlen
E?timi; bei Zugrundelegung dieser Koordinaten werden die simplizialen

=1

Abbildungen von p in ganz u stetig definiert'®). 4, und 4, haben wegen

12) Bei Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, § 1, werden die sim-
plizialen Abbildungen von u zunichst nur fiir diejenigen Grundsimplexe von u de-
finiert, deren Eckpunktbilder demselben Element von ® angehdren; jedoch scheint
mir in § 3 der Brouwerschen Arbeit den simplizialen Abbildungen auf die Kugel die
im obigen Text benutzte Modifikation der Definition zugrunde gelegt zu sein.
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der Beziehungen 4,7, < % [i=1,2], fif=m in u’, also insbesondere

auf den Riéndern der S, keinen Ubereinstimmungspunkt; im Innern der S,
jedoch kann es unendlich viele Ubereinstimmungspunkte geben. Um
diese zu beseitigen, ersetzen wir &, durch eine Abbildung 6,: In u’
sei O, =J,; in jedem 8, betrachten wir das Biindel der von P, aus-
gehenden Strahlen und die stetige, nur in P, verschwindende, im iibrigen
positive Funktion «, die in jedem Randpunkt Pg_ von 8, gleich der Ent-
fernung 6, (Pg,) 82(Pg,) ist und auf dem Strahl Pg, P, proportional der
Entfernung von P, abnimmt. Dem Punkt P des Strahles Py, P, ordnen
wir nun denjenigen Punkt &:(P) von § zu, der von &,(P) die spharische
Entfernung « hat und fiir den bei stereographischer Projektion von dem
Gegenpunkt p, des Punktes 4,(P,) aus der Vektor 6,(P)— d;(P) dem
Vektor 9d;(Pgr,)— 0,(Pg,) parallel ist. Dann ist 05 in ganz pu stetig
und in 4’ mit &, identisch, also simplizial. Die Bilder 8, (S,) liegen eben-
falls ganz in den Kugeln $,; 8; stimmt mit 6, nur in den P, iiberein.
Der Index dieser Ubereinstimmung in P, ist al7; denn er 4Bt sich unter
Zugrundelegung des durch stereographische Projektion von p. aus ge-
lieferten euklidischen Koordinatensystems mittels der Anfangsrichtungen
der zu den Randpunkten Py gehorigen GroBkreisbdgen &,(Pg,)d,(Pr,)
bestimmen. Die Gesamtheit dieser Bégen kann man innerhalb §, durch
gleichformige Bewegung ihrer Anfangs- und Endpunkte stetig in die Ge- .
samtheit der GroBkreisbogen £, (Pg,) f,(Pg,) liberfiihren, und bei diesem
Ubergang entartet wegen der Ungleichungen 0,7, < 1f,f; [¢ =1, 2] nie-
mals ein Bogen in einen Punkt; folglich liefern die Anfangsrichtungen der
Bégen 6, (Ppg,)0,(Pr,) und die der Bogen f,(Pg)f,(Pr,) Abbildungen
gleichen Grades auf die Richtungskugel des Koordinatensystems; d. h. der
Ubereinstimmungsindex von 8, und 4, in P, ist af.

d, und 6; haben gleichen Grad, da das Gebiet 9 bei beiden Abbil-
dungen von denselben Punkten von u bedeckt wird. Sind also g,, g, die
Grade von f,, f,, so sind dies auch die Grade der simplizialen Approxi-
mationen 4, und 8,, und mithin auch die von &, und 4,.

Wir wihlen einen Punkt O von %, der micht anf dem Rande eines
Bildsimplex von &, oder &, liegt; da 9% bei beiden Abbildungen nur von
Punkten von u’ iiberdeckt wird und dort o, = 4, ist, sind fiir alle Punkte
von u, die bei einer der Abbildungen 4, und J, in die Punkte der Um-
gebung von O iibergehen, diese beiden Abbildungen simplizial.

Jetzt ordnen wir den Punkten P von pu diejenigen Vektoren zu, die
tangential sind an die von O iiber o,(P) nach 8, (P) fiihrenden Kreis-
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bogen12?). Diese Zuordnung ist in folgenden, und nur diesen, Punkten P*
unbestimmt:

1. in den Punkten P,;

2. in den Punkten 4,, ..., 4,, fir die é,(4,)= O ist;

8. in den Punkten B,, ..., B,, fiir die 8;(B,)= 8, (Bs)= O ist.
Jeder dieser Punkte P* liegt im Innern eines Grundsimplex S*(P*) der
Zerlegung {’. Ist §** ein nur einen dieser singuliren Punkte enthaltendes
Teilsimplex von 8*13), so wird der Umfang von 8™ durch die seinen
Punkten zugeordneten Vektoren, unter Vermittlung stereographischer Pro-
jektion, auf die Richtungskugel des in &, (P*) an & tangentialen ebenen
Raumes abgebildet. Der Grad dieser Abbildung heiBe der ,,Index* I(P™),
Wir bestimmen 3 I(P*):

P

1. es ist I(P,)=a%, also Y 1(P*)= I;
P':P,,_

2. der Index der Singularitit 6, (A4,) == O des Vektorfeldes, das von den
den Punkten von S**(4,) zugeordneten, in den Punkten von &, (8**(4,))
angebrachten Vektoren gebildet wird, ist + 1;**) mithin ist I(4,)= +1,
je nachdem 4, (8**(4,)) positives oder negatives Bildsimplex von §**(4,)
ist. Da aber der Grad g, von f, die Anzahl der O positiv itberdeckenden,
vermindert um die Anzahl der O negativ iiberdeckenden Bildsimplexe ist,
186 ZI(P*) =91

P'=4,

3. der Index der Singularitit é,(B,) des Vektorfeldes, das von den den
Puankten von 8**(B,) zugeordneten, in den Punkten von &, (8** (B,)) ange-
brachten Vektoren gebildet wird, ist F 1, je nachdem die Simplexe
8,(S**(B,)) uud 8, (8**(B,)) gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben*);
daher ist I(B,)= F 1, je nachdem &,(S**(B,)) positives oder nega-

tives Bildsimplex ist. Daraus folgt X I(P*)= —g,.
P*= B,

Es ist also 3 I(P*)=I,,+4 ¢, — g,-
P‘

Wir bestimmen nun ¥ I(P*) noch auf eine zweite Weise:
PU

Wir wihlen auf & einen beliebigen, keinem Rand eines Bildsimplex
von ¢, angehorigen, aber von mindestens einem solchen iiberdeckten,
Punkt Q. Er werde bei d, von p bzw. p’ positiven bzw. negativen Bild-

122) Der Rest dieses Paragraphen ist lediglich eine Modifikation von Betrach-
tungen Brouwers in der Abhandlung ,Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten®.

%) Es konnten zunachst ein 4 und ein B demselben S* angehiren.

1) Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, § 8.
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simplexen T, ..., Tp; T4, ..., Ty tberdeckt; es ist p—p =g,. Als
vermittelnde Abbildungen zwecks Einfithrung euklidischer Koordinaten-
systeme zur Bestimmung der Indizes der P* benutzen wir fiir diejenigen
Grundsimplexe, deren Bilder die 7 und 7’ &ind, die stereographische
Projektion von dem Gegenpunkt @ von @ aus, fiir alle anderen Grund-
simplexe die stereographische Projektion von @ aus. Es wird also mit
dem Rand jedes 7; bzw. T} je eine Abbildung L; bzw. L,f auf die
Richtungskugel des Tangentialraumes 9, und je eine Abbildung I, bzw. I
auf die Richtungskugel von 95 vorgenommen; sind die Grade dieser Ab-
bildungen

’. = =7, y . , ’
i Cf; g, €53 [i=1,...,p; j=1,...,p"],

dann ist
et G =cFo=1-4(—1" 1
Nun ist aber Y I(P*) gleich der Summe der Abbildungsgrade aller Um-
P‘

fainge von Grundsimplexen von u auf die entsprechenden Richtungskugeln,
und bei dieser Summation heben sich die beiden Beitrige jeder (n — 1)-
dimensionalen Seite auf, sofern sie nicht der Seite eines 7" oder 7" ent-
spricht, also auf zwei verschiedene Richtungskugeln abgebildet wird. Mit-
hin ist

SIPY=3a— 3+ 36— 3¢

p* ¢ § < 3

? LA ’ ’ . n ) 0
=2ta) = 2egt+y)=r-p)A+(=D)=aTe (1.
= j=
Frither fanden wir ¥ I(P*)= I, + g, — g,, mithin ist
P*

L,=(—1)"9,49..%

§ 3.
Uber die Curvatura integra n-dimensionaler Modelle.

Es sei eine Hyperfliche m gegeben, die [vgl. § 1] ein Modell einer
n-dimensionalen, geschlossenen, zweiseitigen, orientierten Mannigfaltigkeit u
ist. Die positive Indikatrix von m wihlen wir so, da8 die Abbildungen F
der Up den Grad + 1 haben, und bestimmen nach der frither gegebenen

%) Im Fall n=2 liBt sich die Formel I, =g, +-g, funktionentheoretisch be-
Stitigen: Ist F'(z, w) eine ganze rationale irreduzible Funktion in 7 und w von den
Graden 9, bzw. g,, p die Riemannsche Fliche des durch ¥F(z, w)=0 definierten ana-
lytischen Gebildes, so hat die Gleichung F (z, z) = 0 unter gehoriger Beriicksichtigung
des unendlich fernen Punktes genau g, +g, Wurzeln, vorausgesetot, da8 nicht
F=k(z—w), also F(z,2)=0 ist. .
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Vorschrift die positive Normalenrichtung. — Ist F in ganz u eineindeutig,
so nennen wir m ein ,einfaches” oder ,,Jordansches* Modell; die positive
Normalenrichtung ist nicht notwendig nach innen gerichtet, sondern von
der Orientierung von u abhingig. —

Unter C(m), der ,Curvatura integra“ von m, verstehen wir den
Grad der darch die zu den Punkten P von u gehrigen negativen Nor-
malen von m vermittelten Abbildung von ux auf die Richtungskugel R.
Andert man die Orientierung von u, so sind die Normalen durch ihre
diametralen Vektoren zu ersetzen, man hat also, um die neue Curvatura
integra C’(m) zu erhalten, 1. u auf sich mit dem Grad — 1, 2. u auf
R mit dem Grad C, 3. R auf sich mit dem Grad (— 1)*** abzubilden;
dies ergibt: ¢'= — 1-C-(— 1)*"™'=(—1)"C. C(m) ist also von der
Orientierung von u bei geradem 7 unabhéngig, bei ungeradem x in bezug
auf sein Vorzeichen abhingig. — Statt der Normalen lassen sich nach
dem Satz von Poincaré-Bohl [s. Einleitung] zur Bestimmung von C auch
beliebige andere nach der negativen Seite der F(Up) gerichtete, mit P
stetig variierende Vektoren verwenden. Wir verwenden bis auf weiteres
eine, wie im vorigen Paragraphen in ganz u erklirte, simpliziale modifizierte
Approximation y, der Normalenabbildung.

Nun untersuchen wir, wie sich C'(m) bei gewissen Arten des Uber-
ganges von m zu anderen Modellen von u verhilt:

Es sei zundchst ein 7 im Innern enthaltendes Element E einer stetig
differenzierbaren Abbildung ¢ mit nicht verschwindender Funktionaldeter-
minante unterworfen:

x::(pv<x1;..-,xn+1), [7=1’2§---,7’L—%—1],
a ""y¢ +
Dl s aues) =550 e 0.

m geht dabei in das Modell m’= @ (m) iiber. Nach unserer Festsetzung ist
die Orientierung von m’ so zu wihlen, daB ¢ die positive Indikatrix von m
in die positive Intikatrix von m’ iiberfiihrt; dann gehen die y, vermittelnden,
auf m in negativer Richtung angebrachten Vektoren €, in negativ bzw. positiv
gerichtete Vektoren @, auf m’ iiber, je nachdem ¢ die Indikatrix von £
nicht #ndert oder andert, d. h. je nachdem D > 0 oder D < 0 ist; der Grad
der durch die 6, vermittelten Abbildung y, von u auf R ist daher ent-
sprechend (+ 1)***C’, wobei C'= C'(m’) ist. Nun wahlen wir einen Punkt 4
von R und bringen in allen Punkten von m die A entsprechenden parallelen
Vektoren €, an, die u durch die Abbildung y,(P)= A vom Grade 0 auf B
beziehen. €, und €, stimmen (héchstens) in endlich vielen Punkten iiber-
ein, und es ist (nach §2) I,=(—1)"C. Die ©, gehen durch ¢ in
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Vektoren @, iiber, welche eine Abbildung y, von u auf R vom Grade c,
vermitteln, und die Ubereinstimmungszahl von y; und y; ist

Li=(—D"(£ )"0+,

Nach § 1 (letater Absatz) ist aber I, = + Iig, also
(£D)"C'=CFer(—1)".

Nun geht die Gesamtheit der in allen Punkten von E angebrachten, parallelen,
A entsprechenden Vektoren in eine in ganz E’= ¢(E) eindeutige und
stetige Vektorverteilung 4’ iiber, der die G, angehoren; m’ 138t sich, da
E' ein Element ist, innerhalb B’ durch eine eindeutige und stetige Defor-
mation auf einen Punkt @ zusammenziehen; dabei geht die Abbildung y;,
wemn man in jedem Moment des Deformationsvorganges dem Punkt P
von u denjenigen Punkt von R zuordnet, der zu dem in dem momentanen
Bildpunkt von P angebrachten Vektor 4’ gehért, in eine Abbildung iiber,

die allen Punkten von u denselben Punkt 4’(Q) zuordnet; mithin ist
=0, O =(+ I)nO , und wir haben den Satz erhalten:

Ber etner in etnem m enthaltenden Element stetig differenzierbaren
Abbildung mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante D dndert
sich C(m) allenfalls um den Faktor —1; und zwar tritt diese Anderung
dann und nur dann ein, wenn D < 0 und n ungerade ist.

Es liegt nun die Frage nahe, ob man die Differenzierbarkeitsvoraus-
setzung nicht fallen lassen kann. DaB dies wenigstens in einem besonders
einfachen Fall méglich ist, lehrt der Satz:

Die Begrenzung m eines Elements hat die Curvatura integra (+ 1)"‘

Beweis: Hat m die ,natiirliche* Orientierung, so ist der Grad der
durch die inneren Normalen N von m auf R vermittelten Abbildung:
(—1)"** 0. Dieses Feld der N projiziert m stetig auf eine benachbarte
Paralellfiiche m, von m, und liBt sich durch Zusammenziehen von m,
auf einen inneren Punkt in eine Verteilung nach diesem Punkt weisender
Vektoren deformieren, die den Index (— 1)*** hat. Mithin ist C=1
und bei beliebiger Orientierung von m: €= (%1)". (Beziglich des Vor-
zeichens vgl. man den ersten Absatz dieses Paragraphen.)

Wir erweitern jetzt die Klasse der betrachteten Abbildungen: ¢ braucht
nicht mehr in ganz E definiert zu sein, sondern nur noch in einer Um-
gebung von m, d. h. in der Vereinigungsmenge von Umgebungen aller
Punkte von m. Im iibrigen bleiben alle Annahmen und Bezeichnungen
ungeindert. Es gilt auch jetzt:

(1)"C'=CFe(—1)".
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Wir betrachten neben den zu A gehorigen Vektoren €, noch die zu
ihnen diametralen Vektoren §,. Diese gehen in Vektoren €, iiber, welche
eine Abbildung 7/ vom Grade ¢, vermitteln, und es ist

(1" C=CcFa(-1,
also &, = c; . Da die Vektoren @}; und @; zueinander diametral sind, ist
aber ¢, = (— 1)”’“02' ; fir gerades n ist also auch jetzt ¢s =0, mithin
C'=C.

Wir werden zeigen, daB fiir ungerades n ¢} 4 0 sein kann:

Mit einem nicht auf m liegenden Punkt @ als Zentrum nehmen wir
eine Transformation durch reziproke Radien vor; diese Abbildung ¢ er-
fiillt unsere Voraussetzung; denn in allen von @ verschiedenen Punkten
ist @ stetig differenzierbar mit negativer Funktionaldeterminante. ¢ fiithrt
m in ein Modell m’, den unendlich fernen Punkt in den Punkt Q {iber;
die Ordnung von @ in bezug auf m’ sel ¢ (darunter ist, wie frither, der
Grad der durch Projektion des Modells m’ von @ auf eine Kugel & um @
vermittelten Abbildung von x auf ¥ zu verstehen; es ist iibrigens leicht zu
sehen, daf sie gleich der Ordnung von @ in bezug auf m ist). Die Ge-
samtheit aller dem Punkt 4 von R entsprechenden Vektoren des Definitions-
bereiches von ¢ geht bei @ in ein Vektorfeld 4" mit der einzigen Singu-
laritit @ iiber; ihr Index ist 4 2. Denn ¢ 1a8t sich so herstellen: Man
projiziere zunichst den ganzen Raum stereographisch auf eine ihn in @
berithrende (» + 1)-dimensionale im (n 4 2)-dimensionalen Raum liegende
Kugel K, ,; dabei gehen die zu A gehorigen Vektoren in ein eindeutiges
stetiges, nur im Gegenpunkt Q* von @ singulires Vektorfeld iiber, in dem
Q™ daher'*) den Index - 2 hat. Dann projiziere man K, ., stereographisch
von @ aus auf den Berithrungsraum in Q* und darauf diesen senkrecht
auf den urpriinglichen Raum zuriick. Dabei geht @ * in @ unter Erhaltung
des Index iiber.

Um ¢; zu bestimmen, lassen wir die Punkte von m’ gleichférmig in
der Zeit 1 auf den von @ ausgehenden Strahlen bis auf eine Kugel k& um
Q laufen und beobachten dabei die in jedem Augenblick in den laufenden
Punkten angebrachten Vektoren von 4’: anfangs sind es die Vektoren G,
am Ende die auf % sitzenden Vektoren; die durch letztere vermittelte
Abbildung von u auf B setzt sich zusammen aus der Projektion von m’
aus @ auf %, die den Grad ¢ hat, und der Abbildung von k auf R vom
Grade 2, mithin ist ¢; = 29, also

C+C'=2q.

Sind insbesondere m und m’ einfach, und ist @ im Innern von m gelegen,
so liegt @ auch im Innern von m’, da @ und der unendlich ferne Punkt
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durch m voneinander getrennt werden, es ist daher g=+1, O+ C'=+2,
und man erkennt:

Besitzt bei ungeradem n das einfache Modell m eine gegeniiber Ab-
bildungen der betrachteten Art dem absoluten Betrage nach invariante
Curvatura integra, so ist diese gleich + 1.

Jetzt zeigen wir, daB es fiir jedes ungerade n > 3 einfache Modelle m
mit C(m)=0 = +1, gibt. Wir betrachten die einparametrige Be-
wegungsgruppe z’ = f(z; ) des (n-1)-dimensionalen Raumes, die
durch die Gleichungen gegeben ist:

Zoye1=fovy (Zys ooy Tpir; €)=  €OBE Xz, -+ sina -z,
Xy = for (Xys.eer Tpiq; €)= — SING-T3,_y -} COS&- 22,

%417
4{}":-'1,..., T[.

Die Bahnkurve jedes Punktes ist ein Kreis; zwei solche Kreise sind punkt-
fremd; denn wegen f(f(z; «); f) = f(x; « + B) folgt aus f(z; «) = f(y; B)
fiir jedes y: f(z; ¢+ v)=f(y; B+ y), d. h. daB die Bahnkreise von z
und y zusammenfallen. Der einzige Fixpunkt der Bewegungen ist der
Nullpunkt; in jedem andern Punkt ist der Vektor der Bewegungsrichtung
ausgezeichnet,.

n
Die (n — 1)-dimensionale Kugel K,: 3 (z,—2)°=1, ,,, = 0 ent-
r=1
hilt den Nullpunkt nicht. Sie wird ferner von keinem Bahnkreis in zwei
Punkten geschnitten; denn wire fiir zwei Punkte + und y der Kugel
Yy=1f(2x; «) mit «==0, so folgt aus
Yy, = ocose-z,--sine-x,
Yproy = —Slne-x, +cose-2,
Tpt1= Yny1= 0

entweder z, = 0, was mit der Gleichung der Kugel nicht vertriglich ist,
oder ¢ = » und Yo=—u, fir v=1,2,...,n+1; aus

S(—2)"=1 wd 3(—z—2)"=1

r=1 y=1

wiirde aber durch Addition 8n 2 Fa)=2, Sz, =1—4n < 0 folgen.
Ebenso verhilt sich jede Kugel K,, in die K, durch eine unserer

Bewegungen tibergefiihrt wird. Daher hat die von K, beschriebene Fliche 7,

d. h. die Gesamtheit aller Punkte f(z; ), fir die f(z,0) auf K, liegt,

die Eigenschaft, daB nur dann f(z; &) =f(y; B) ist, wenn z =1y, a=f
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ist. r ist daher ein einfaches Modell der von einem Kreis und einer
{n — 1)-dimensionalen Kugel gebildeten Produktmannigfaltigkeit *¢).

Zur Bestimmung von C(r) kénnen wir nach dem Satz von Poincaré-
Bohl die an 7 tangentialen Richtungsvektoren der Bewegung verwenden;
die von ihnen geleistete Abbildung auf B hat den Grad 0, da sich ¢
ohne Uberschreitung des im AuBeren liegenden, singuliren Nullpunkts,
also innerhalb des Feldes der Bewegungsvektoren stetig auf einen Punkt
zusammenziehen 1aBt. Mithin ist C(r) =0, und aus C + O’ = + 2 folgt
daher O'=O(r')= + 2.

Die Produktmannigfaltigkeit x4, deren einfaches Modell 7 ist, liefert
ein auch in anderer Richtung interessantes Beispiel; sie zeigt, dal es
unendlich viele, allerdings nicht einfache, Modelle einer Mannigfaltigkeit
mit lauter verschiedenen Werten fiir C geben kann. Da nimlich der
Kreis fiir jede positive ganze Zahl g g¢-facher unverzweigter Uberlage-
rungsraum von sich selbst ist, gilt dasselbe fiir jede Produktmannigfaltig-
keit, die den Kreis als Faktor enthilt. Man kann sich daher r als von
einem Modell 7, von u g-fach iiberlagert vorstellen; dann hat @ die
Ordnung + g in bezug auf ¢(r,), es ist also O(p(r,))= +2¢q, da
C(r,)=0 ist.

Zu einfachen Modellen m mit C(m) = +1, also insbesondere zu der
n-dimensionalen Kugel liefert die Transformation durch reziproke Radien
kein homGomorphes einfaches Modell m’ mit C(m’)= C(m). Es ist
mir auch nicht bekannt, ob es ein einfaches Modell m der %-dimensionalen
Kugel mit C(m) <+ £ 1 gibt.

Als Hilfsmittel zur Untersuchung des Verhaltens von C(m) bei Ab-
bildungen, iiber die weniger als bisher vorausgesetzt wird, dient folgende
Betrachtung:

Wir bringen an m ein beliebiges Feld V tangentialer Vektoren mit
hochstens endlich vielen singuldren Stellen an; d. h. wir ordnen jedem
Punkt P von u mit endlich vielen Ausnahmen einen sich mit P stetig
sndernden Tangentenvektor in F(P) an m zu (z. B. kénnen wir fir ¥
das von den Vektorfeldern €, und @, erzeugte tangentiale Feld wihlen
(s.§1)). Die Summe der Indizes der Singularititen von V sei s. Wir
definieren in u eine stetige Funktion w (P), die in den singuliren Punkten
P, gleich 0, im iibrigen stets positiv und <1 ist, und ordnen jedem
nicht singuliren Punkt P den Vektor H(P) zu, der in dem von V(P)
und der negativen Normalen N'(P) ausgespannten Quadranten liegt und

3 8. z. B. Steinitz, Beitrige zur Analysis Situs (Sitz.-Ber. d. Berl. Math. Ges.
7 1908).
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mit N(P) den Winkel 'wg bildet; fiir die P, setzen wir H(P,) = N(P,).
Dann sind die H in ganz u stetig und stimmen mit den N in den P,
iiberein. Nach § 1 ist die Ubereinstimmungszahl der durch N und H von u
auf R gelieferten Abbildungen I,,—=s. Andererseits haben nach dem Satz
von Poincaré-Bohl beide Abbildungen denselben Grad C = C(m), es ist
daher nach dem Ergebnis des § 2:

s=1I,=0+(=1)"C,
also fiir gerades n:
s=2C.
Da nun nach §1 auf jedem beliebigen Modell ' von u ein Vektorfeld
mit derselben Indexsumme s existiert, folgt jetzt der Satz:

Die Curvatura integra der Modelle einer geschlossenen, zweiseitigen
Mannigfaltigkeit u von gerader Dimensionenzahl ist exne Invariante von u.

§ 4.

Curvatura integra und Indexsumme; Bedingungen fiir die Darstellbar-
keit einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit im (7 - 1)-dimensionalen
Raum.

Die zwischen der Indexsumme s der Singularititen eines an m tan-
gentialen Vektorfeldes und der Curvatura integra C(m) giiltige Beziehung

s=0C-(1+(=1")

fihrt zu einigen Folgerungen, die sich zwar nicht unmittelbar anf die
Curvatura integra beziehen, aber doch noch betrachtet werden sollen.
Zunichst ist aus ihr der Satz zu entnehmen:

Die Indexsumme der Singulartidten esnes an ein Modell von u tan-
gentialen Vektorfeldes ist eine topologische Imvariante won u, d. h. unab-
hingig von der Wahl des Modells, sowie der des Vektorfeldes; und zwar
st diese Invariante fir ungerades m stets 0.

Dieser Satz wird bei Hadamard *?) ausgesprochen, sogar mit der Er-
weiterung, daB die betrachteten Modelle in Raumen beliebiger Dimensionen-
zahl liegen diirfen; jedoch wird in dem betreffenden Kapitel, das nur
referierenden Charakter besitzt, kein Beweis angegeben, und auch in der
sonstigen Literatur ist mir keiner bekannt. Bemerkenswert ist, da in
den Fillen, in denen s berechnet ist, namlich fiir n = 24), fiir ungerades n,
fiir die 2-dimensionalen Kugelnt) und fiir die im néchsten Paragraphen be-
trachteten Mannigfaltigkeiten s gleich der Charakteristik der Mannigfaltig-

) 1 . S. 4741,
Mathematische Annalen, 95. 24
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a2
keit ist, d.h. = ¥(—1)*«,, wenn ¢, die Anzahl der bei einer simplizialen
k=0

Zerlegung vorkommenden k-dimensionalen Simplexe bezeichnet *).
Wir kénnen zu dem Satz von der Invarianz der Indexsumme nun
eine verschirfende Aussage machen; wir wissen nimlich:

Die Indexsumme der Modelle von u ist eine gerade Zahl.

Dabei ist, wie stets, vorausgesetzt, daB u zweiseitig ist und die
Modelle im (7 -4-1)-dimensionalen euklidischen Raum liegen. Dies liefert
eine Moglichkeit, die Frage zu beantworten, ob jede n-dimensionale
Mannigfaltigkeit u ein solches Modell besitzt: Gestattet namlich u eine
stetige Deformation P'=f(P;t), 0 <t <1, f(P,0)=P, die fiir # >0
auBer endlich vielen festen, d. h. von ¢ unabhingigen, Fixpunkten keinen
Fixpunkt besitzt, und ist ¢ die Summe der Indizes dieser Fixpunkte, so
muB, falls 4 ein Modell besitzt, ¢ gerade sein; denn analog dem in §1
eingeschlagenen Verfahren 1aBt sich auf dem Modell ein tangentiales
Vektorfeld mit der Indexsumme s = o konstruieren. Betrachten wir eine
besonders einfache Art von Fixpunkten: wir nennen einen isolierten Fix-
punkt ein ,Zentrum“, wenn er in einem abgeschlossenen, im iibrigen
fixpunktfreien, Element liegt, das in sich selbst iibergeht. Ein Zentrum
hat stets den Index (—1)", da man die von den Punkten P der Beran-
dung des Elements nach den Punkten f(P) zielenden Vektoren unter
Festhaltung ihrer Anfangspunkte stetig in solche abéndern kann, die nach
einem festen Punkt des Inneren zeigen. Wir konnen daher den Satz aus-
sprechen, da eine Mannigfaltigkeit keine Hyperfliche als Modell besitzt,
wenn sie eine Deformation zuliBt, deren Fixpunkte Zentren und in un-
gerader Anzahl vorhanden sind. Auf Grund dieser Tatsache 1iBt sich
beweisen :

Die Gesamtheit Z,, der komplexen Punkte des 2k-dimensionalen
projektiven Raumes ist eine 4k-dimensionale geschlossene zweiseitige
Mannigfaltigkeit, die keine Hyperfliche als Modell im (4k - 1)-dimen-
stonalen euklidischen Raum besitzt.

Der Beweis ist nach dem Vorstehenden erbracht, sobald gezeigt ist,
da Z, eine geschlossene zweiseitige Mannigfaltigkeit ist und eine Defor-
mation der geschilderten Art mit (r 1) Zentren gestattet. Dies wird
im niichsten Paragraphen bewiesen, in dem auBerdem noch die Charakte-
ristik von Z_ berechnet wird; sie ist ebenfalls (1), was im Hinblick

*) Zusatz bei der Korrektur: Ein Beweis des bei Hadamard ausgesprochenen
Satzes mit dem Zusatz, daB die als Indexsumme auftretende Invariante die Charak-
teristik ist, wird vom Verfasser in diesen Annalen verdffentlicht werden.
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auf die oben erwihnte, auch in anderen Fillen vorhandene Ubereinstim-
mung zwischen Charakteristik und Indexsumme von Interesse ist.

§5.

Die komplexen projektiven Riume.

Z, bezeichne die Gesamtheit der komplexen Punkte des r-dimensio-
nalen projektiven Raumes, d. h. die Gesamtheit aller Verhiltnissez,:2, :...:2,,
in denen die z, komplexe, nicht sidmtlich verschwindende Zahlen sind.
Z, ist 2 r-dimensional und im Fall » = 1 bekanntlich der Kugel homéomorph.

Z, ist eine geschlossene Mannigfaltigkeit mit der Charakteristik r + 1.

Beweis: Wir zerlegen Z, in r 1 Teile E,: E, ist die Gesamtheit
derjenigen Punkte von Z, fiir die |z,| > (2,] (6=0,...,7) ist. Dain B,
2, 4 0 ist, konnen wir die Koordinaten aller Punkte von E, so normieren,
daB stets z, =1 ist. Setzen wir dann z, = 2, 4 4¥y,, so ist E, topologisch
auf den durch die Ungleichungen z; -5 <1 mit 0 <o(=+ o) < r defi-
nierten Teil E, eines 2 r-dimensionalen euklidischen Raumes abgebildet.
E, kénnen wir durch » Kreisscheiben K¢ (0 <o (= 0) < 7) vom Radius 1
darstellen, indem wir jede Gruppe von r Punkten A2, von der der
Punkt A? der Scheibe K? angehért, als Punkt von E’; bezeichnen. Dar-
aus, daf wir, ohne die topologische Struktur von E, zu #ndern, statt der
Kreisscheiben K. auch durch Ungleichungen |z,| < 1, |y,| <1 definierte
Quadratscheiben, also statt E; einen 2 r-dimensionalen Wiirfel verwenden
kénnen, geht hervor, da8 E, ein Element ist. — Ein Punkt von Z, gehért
dann und nur dann zugleich E, und E, an, wenn in ihm |z, | = |2,,| = |2,]
ist, d. h. wenn der Punkt A3’ der ihn in der besprochenen Darstellung
von E, reprasentierenden Punktgruppe A2 auf dem Rande von K2 liegt;
daraus ist ersichtlich, daB, wenn 04> ..., 0, & der Zahlen 0, ..., 7 sind,
der Durchschnitt E, .. ,, der Elemente Z,, ..., £, der aus s—1 Krei-
sen und r —s--1 abgeschlossenen Kreisscheiben gebildeten Produkt-
mannigfaltigkeit homdomorph ist, also die Dimension s — 14 2 (r —s+41)
=2r — s-+1 hat.

Wir nehmen mit Z, eine Zerlegung in Elemente vor, die zeigt, daB
Z, eine ,Mannigfaltigkeit“ entsprechend Brouwers3) Definition ist, und
ferner die Eigenschaft hat, daB fiir jedes s jede der Mannigfaltigkeiten E,, ..o,
ganz aus (27 — s + 1)-dimensionalen Elementseiten der Zerlegung besteht.
Wie man eine solche Zerlegung herstellen kann, demonstrieren wir an dem
Fall r =2 1%): Der Durchschnitt E,,, der drei Elemente E,, E,, E, ist

®) Die hierbei angewandte Methode a8t sich ohne weiteres auf beliebiges r
Gbertragen; jedoch wird dann der Wortlaut der Darstellung so kompliziert, da8 mir

die Behandlung des Spezialfalles » =2 die Verhiltnisse deutlicher zu machen scheint
als die Betrachtung des allgemeinen Falles.

24*
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einer aus zwei Kreisen gebildeten Produktmannigfaltigkeit, also einer
Torusfliche, homéomorph; wir konnen E,, durch

2, =1, z, =€, z, = ei%; 0L(,s ) L 2a;
oder durch

zy==eite, 2z =1, z=re' 0 < (@y, @) < 27;
oder durch

zp =€, z =en, z=1; 0 < (@, ;) L2

definieren. E,,, zerlegt den der dreidimensionalen Kugel homdomorphen
Umfang von E, in die durch

zp==1, z =e'", a=rye*%; 0 (g, 9) <27 0K, <1
zp=1, z =re", 2z =e%; 0= (9, o) <27 01 K1

bestimmten Mannigfaltigkeiten E, und E,, deren jede dem Produkt aus
Kreis und Kreisscheibe, also einem gewdhnlichen Torusraum homGomorph
ist; analog werden die Umfinge von E;, und E, durch E,, in die Torus-
raume E,, und E,; bzw. E,, und E, zerlegt. Wir zerlegen nun zunichst
E,,, in ein unsere Forderungen erfiillendes System zweidimensionaler Ele-

mente, indem wir z. B. die zwo6lf geschlossenen Kurven

1L
z, =1, zy==e %, z,=et%; l
kx
z0=eiq’p, 21:1, z‘z:e" 2; Oé((pl? ¢3’ ¢3)§__2ﬂ; k=07])2’3
L
— 2 — pt J—
Z,=¢e %, z,=¢e'9, z =1

ziehen, die auf E;, ein Netz von 32 krummlinigen Dreiecken bilden.
Jetzt zerlegen wir E;, durch die 4 zweidimensionalen Elementarmannig-
faltigkeiten F* (@ =1, 2, 8, 4):

Bz
zo=1, z,=¢ %, z,=r,6%; 0<@,<2x; 0<r,<1; £=0,1,2,3

in 4 dreidimensionale Elemente Eg (b=1, 2, 3,4); der Umfang jedes
Ej, wird gebildet von 2 der F”, sowie einem Viertel von E,,,, und dieses
Viertel setzt sich aus Elementen der vorgenommenen Einteilung von E,
zusammen, da seine beiden Rinder selbst Netzkurven sind. In jeder der
beiden das betrachtete E& begrenzenden F® ziehen wir die 4 durch
iz
z.z—:r.,e'*; 0Lr,<1; £=0,1,2,3

definierten Kurven; sie gehen von demselben Punkt von F® aus und
enden in den 4 auf dem Rand von F° liegenden Eckpunkten der Ein-
teilung von K,,. Auf diese Weise ist der Umfang von Eg, einer Zer-
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legung der gewiinschten Art unterzogen, die in dem E,, angehérigen Teil
mit der dort bereits vorhandenen Zerlegung iibereinstimmt. Diese Zerlegung
des Umfanges von Eg; erweitern wir zu einer Zerlegung des Elementes Egy
selbst, indem wir von einem inneren Punkt aus diejenigen Kurven nach
den Seiten- und Eckpunkten der Umfangszerlegung ziehen, die bei der
topologischen Abbildung von Eg auf das Innere einer zweidimensionalen
Kugel den Geraden entsprechen. Indem wir so mit allen vier B}, verfahren,
teilen wir ganz E,, in der geforderten Art in Elemente ein, und dasselbe
machen wir mit E,, und E,. Erweitern wir die nunmehr vorliegende
Zerlegung der Umfinge von E, E,, E, in der geschilderten Weise auf
E,, E,, E, selbst, so erhalten wir eine Zerlegung von Z,, die allen ge-
stellbten Anforderungen geniigt.

Die Eigenschaft der so mit Z vorgenommenen Zerlegung, dal jede
Mannigfaltigkeit £, ., ganz aus Elementseiten besteht, 148t sich auch
so ausdriicken: Entweder gehdrt kein innerer Punkt einer vorgelegten
Elementseite oder es gehort die ganze Elementseite zu E,. Dies berechtigt
uns, die Gesamtheit aller die Zerlegung hervorrufenden Elemente beliebiger
Dimensionenzahl (d. b. Ecken, »-dimensionalen Seiten, 2r-dimensionalen
Elemente ) in r 4+ 1 Komplexe K (s =1,...,7 4 1) einzuteilen, die da-
durch bestimmt sind, daB K, diejenigen Elemente e, - enthalt, welche
genau s der E, angehoren. K_ habe die Charakteristic k(K,)=g,,

d.h. es sei ﬂs=jf(—1)”ocﬁ” , wobei die Anzahl der K, angehdrigen
v=0

»-dimensionalen Elemente mit ¢ bezeichnet ist. Wir bestimmen g, zu-

nichst fiir m >2: B, ..., hat als Produktmannigfaltigkeit mit einem
Kreis als Faktor die Charakteristik k(E,,, ... ,,) = 0, da die Charakteristik
eines Produktes gleich dem Produkt der Charakteristiken der Faktoren
156'¢), und der Kreis die Charakteristik 0 hat'®). Es ist also S, =0,
wenn man 8, =2 k(E,,...,,,) setzt, wobei die Summe iiber alle die £
2u erstrecken ist, die s Indizes haben; ein K, angehoriges Element, das
in B, . ;. liegt, kommt in allen den E, ., vor, deren Indizes unter
den Ay, ..., 4, enthalten sind, es wird bei der Bildung von S, daher

genau (':) mal gezihlt. Mithin bestehen die Relationen

r+1

8,= > (").=0 [s=2,...,r+1],
m=1
%) PRiir ein Produkt mit einem Kreis als Faktor ergibt sich das Verschwinden
der Charakteristik auch ohne den im Text benutzten Steinitzschen Satz darans, da
eine solche Mannigfaltigkeit zweifacher unverzweigter Uberlagerungsranm von sich
selbst ist; denm dann folgb: k (u) =2k (x), k(u)=0.
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die sich, da (':) =0 fiir m < s ist, in der Form schreiben lassen:

r+1

(") a=0 [s=2,...,7F1].
m=s
Die Determinante dieses Gleichungssystems ist 1, da in der Haupt-.
diagonale lauter Einsen, unter ihr lauter Nullen stehen; mithin ist 8, = 0
fiir m > 2. Fiir s =1 lautet die entsprechende Gleichung

r r+1
8, "':’é:)k (E,) :mglmﬂm =B,

und da E, als Element die Charakteristik 1 hat, ist 8, =r+1. — Die
Charakteristik von Z_ ist daher

r+1 r+1
k(Z,)=Dk(K)=23p,=r+1, w. z. b. w. %)
_  s=1 s=1

Z, ist einfach zusammenhdngend; denn fir r =1 ist dies bekannt,
und wir brauchen daher nur den einfachen Zusammenhang von Z_ nach-
zuweisen, wenn wir ihn von Z,_, schon kennen: ist eine geschlossene
Kurve z,(t),...,2,(¢) gegeben, so konnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, daB der Punkt 0, 0, ..., 0, 1 nicht auf ihr liegt;
die Punkte z,(t),...,2,_,(t), 4z,.(¢) bilden daher fiir jedes 4, auch fiir
A =0, eine geschlossene Kurve. Liuft i von 1 bis 0, so wird die ge-
gebene Kurve K, stetig in die Kurve K: z,(¢),...,2,._,(t), 0 trans-
formiert; diese gehért dem durch die Gleichung z, = 0 definierten Gebilde
an, das homdomorph mit Z, _, ist. Da Z_ _, als einfach zusammen-
hingend angenommen wird, 148t sich K, in dem Gebilde z_ = 0 stetig auf
einen Punkt zusammenziehen, womit die Deformation von K, auf einen
Punkt vollendet ist.

Aus dem einfachen Zusammenhang geht hervor, dal Z_ zweisestig ist.

Z, 1aft eine eindeutige und stetige, die Identitdt enthaltende De-
formation :
P =f(P;t); 0<Lt<L1; f(P,0)=P

20) Herr H. Kiinneth teilte mir brieflich mit, daB er die Bettischen Zahlen
von Z, bestimmt und P, =P,=1, P,=2 gefunden hat; hieraus folgt fiir die Cha-
rakteristik k(Z) nach der Formel k=3 P:(~1)¢+1(1+(—1)") (s. Tietze, Die

i=o

topologischen Invarianten ..., Wiener Monatshefte 19 (1908), S, 48) unter Beriiclf-
sichtigang von Py=P,=1 (Tietze, L c., S.35, FuBn. 5) in Ubereinstimmung mit
unserem Ergebnis: k(Z,)=3.
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zu, welche # 41 von t unabhingige Zeniren, im iibrigen fiir ¢ > 0 aber
keinen Fixpunkt besitzt.

Denn bei der Deformation

4

20(2s oo vs 2,5 1) = €71 ni-ze [e=0,...,7], [0 <L 1]
" bleiben die r 41 durch
1,0,...,0; 0,1,0,...,0; ...; 0,0,...,0,1

definierten Punkte fest; sie sind Zentren, da jedes E, in sich deformiert
wird und genau einen dieser Punkte im Innern enthilt. Andere Fixpunkte
treten aber nicht auf; denn fiir einen solchen gabe es zwei Indizes o, > o, mit

ot . (24

2=t

rL . T T=s
2o, =0, 20,40, 25,120, =12,,:2,, also el =ertl

17 2 ¢ ~
%«-2n=2kn;2n, (0, — @)t =2r+1,

wahrend doch 0 < g, — g, <7, 0 <t <1, also (o, —@,)t < ist.

(Eingegangen am 7. 3. 1925.)
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