
Ein topologischer Beitrag zur reellen Algebra 
Von HEn~z HOl, F, Zfirich 

E. Stiefel hat seine allgemeine Theorie der Systeme yon Richtungs- 
feldern in gesehlossenen Mannigfaltigkeiten') speziell auf die projektiven 
R~ume angewandt und ist dadurch zu Ergebnissen gelangt, die nieht nur 
veto geometrisehen Gesichtspunkt aus interessant sind, sondern die 
aueh neue und merkwtirdige Si~tze der reellen Algebra enthalten2). Im 
folgenden leite ich dieselben algebraisehen Siitze, sowie etwas allge- 
meinere, mit einer ebenfalls topologischen, jedoch von der Stiefelschen 
versehiedeaen Methode her, indem ich den Hauptsatz, der die iibrigen 
Satze umfaBt, dutch Anwendung der Theorie des Umkehrungs-Homo- 
mor~hismus der Abbildungen yon Mannigfaltigkeiten 3) beweise. 

Dieser Beweis bildet den Inhalt des w 2. Im w 1 wird der Hauptsatz 
(Satz I) formuliert, und es werden Folgerungen aus ihm gezogen; topo- 
logische Betraehtungen kommen im w 1 nicht vor. 

Der Satz I handelt von stetigen Funktionen; er wird aber zu einem 
algebraischen Satz, sobald man diese Funktionen zu Polynomen (in 
mehreren Veri~nderliehen) spezialisiert; und dann wieder werden die 
Ergebnisse besonders einfach und besonders interessant, wenn die 
Polynome Bilinearformen sind. Nachdem diese Si~tze, die algebraischen 
Charakter haben -- sic handeln yon der Existenz yon Nullstellen ge- 
wisser Gteiehungssysteme -- ,  auf topologisehem Wege entdeckt worden 
waren, entstand die Aufgabe, auch Beweise zu finden, die man mit Recht 
als ,,algebraisch" bezeiehnen diirfte. Diese Aufgabe -- die nicht nur mir, 
sondern aueh anderen Mathematikern als schwierig erschien -- ist yon 
F. Behrend gelOst worden*). 

Herr Behrend hat  mich auf die Frage aufmerksam gemaeht, welche 

1) E. Stie]el, R i c h t u n g s f e l d e r  u n d  F e r n p a r a l l e l i s m u s  in  n - d i m e n s i o n a l e n  
M a n n i g f a l t i g k e i t e n ,  Comment. Math. Helvet.  8 (1936), 305--353. 

=) A. a. O., 349, sowie besonders: E. Stie]el, ~ b e r  R i c h t u n g s f e l d e r  i n  d e n  p ro -  
j e k t i v e n  R ~ u m e n  u n d  e i n e n  S a t z  a u s  d e r  r e e l l e n  A l g e b r a ,  Comment. Math. 
Helvet.  13 (1941), 201--218. 

3) H. Hop], Z u r  A l g e b r a  d e r  A b b i l d u n g e n  y o n  M a n n i g f a l t i g k e i t e n ,  Crelles 
Journ .  163 (1930), 71--88. - -  Neue Begriindung und  Verallgemeinerung : H. Freudenthal, 
Z u m  H o p f s c h e n  U m k e h r h o m o m o r p h i s m u s ,  Ann. of Math. 88 (1937), 847--853; 
ferner:  A.Komatu ,  O b e r  d ie  R i n g d u a l i t A t  e i n e s  K o m p a k t u m s ,  T6hoku Math 
Journ .  43 (1937), 414---420; H. Whitney, On P r o d u c t s  in  a c o m p l e x ,  Ann. of 
Math.  89 (1938), 397--432 (Theorem 6). 

4) F.  Behrend, ~ b e r  S y s t e m e  r e e l l e r  a l g e b r a i s c h e r  G l e i c h u n g e n ,  Compos. 
Math.  7 (1939), 1--19. 
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Versch~rfung unser Hauptsatz gestatte, wenn man die in ihm auftreten- 
den Funktionen zu symmetr ischen Bilinearformen spezialisiert. Dieses 
Problem scheint sich sowohl der Stiefelschen Methode der Richtungs- 
felder als auch meiner Methode des Umkehrungs-Homomorphismus zu 
entziehen. Aber mit einer dritten topologischen Methode habe ieh einen -- 
allerdings nur schwachen -- Fortsehritt in der gewiinsehten Richtung 
erzielt. Hierfiber beriehte ich kurz im ,,Anhang I I " ;  die ausftihrliche 
Darstelhmg ist an anderer Stelle erschienen. 

Im ,,Anhang I"  wird gezeigt, dab nicht nut die algebraischen, sondern 
auch gewisse der geometrischen S~tze yon Stiefel -- n/~mlieh notwendige 
Bedingungen fiir die Existenz yon linear unabh~ngigen Systemen stetiger 
Riehtungsfelder in den projektiven Ri~umen -- aus dem Satz I abgeleitet 
werden k6nnen. 

w 1. Formulierung des Hauptsatzes ; algebraisehe Folgerungen 

1. Def ini te  Sys teme  ungerader F u n k t i o n e n  in  zwei Variablenreihen. Es 
se i f  eine reelle Funktion der r A-s reellen Ver/~nderlichen 

x l ,  . . . ,  x~ ; Yl . . . . .  Ys ; r > 1 ,  s > 1  

und zwar sei sie erkl~rt und stetig fiir 

2 x q = l  , Z y ~ = l  , 
Q = I  a = l  

sie erfiille die Funktionalgleichungen 

; (1) 

(2) 

f ( - -  X l ,  " " ,  - -  X r  ; Y l , ' " ,  Y,) = f(Xl, " ' ' ,  ~ r  ; - -  Yl . . . . .  -- Ys) ( 3 )  

- ~  - -  f ( X l , . . . ,  x r ;  Y I , . - . ,  Ys)  �9 

Dann sagen wit kurz: ,,f ist eine ungerade Funktion der Variablen- 
reihen (1)." 

Beispiele sind diejenigen reellen algebraischen Formen in den Variablen 
(1), welehe homogen in den xr yon einer ungeraden Dimension sowie 
homogen in den y~ yon einer ungeraden Dimension sind; die einfaehsten 
Fi~lle sind die Bilinearformen in den beiden Variablenreihen. 

Ein System 
f ,  . . . , / ~  (4) 

ungerader ~hmktionen der Variablen (1) soll ,,definit" heiBen, worm das 
Gleiehungssystem 

fl = 0 . . . .  , f~ = 0 (40) 
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in dem durch (2) gegebenen Bereich der Variablen (1) keine Lt~sung 
besitzt. 

Besteht  das System (4) aus Formen der oben besprochenen Art, so 
sind die Gleichungen (40) immer erffillt, wenn 

entweder x 1 . . . . .  x~ -- 0 oder Yl . . . . .  Ys = 0 (5) 

ist;  infolge der Homogenit~t  der /v fist die Definitheit des Systems (4) 
gleichbedeutend damit,  dab diese trivialen L0sungen (5) yon (40) die ein- 
zigen sind (die Beschr~tnkung auf  den Bereich (2) fist also nicht not- 
wendig). 

Ein  Beispiel eines definiten Systems bei beliebigen r und  s wird durch 
die Produkte  

x q y a ,  0 = 1 . . . . .  r ,  a =  1 . . . .  , s  

geliefert; hier fist n - -  r s .  Ein weiteres Befispiel, und zwar mit 

n = r + 8 - - 1  

(also mit  n < rs  fiir r > 1, s > 1), fist das folgende: 

k = Z x q y a ,  e + a - - v +  l ,  
(6) 

1 ~ o ~ r ,  I ~ ( ~ < s ,  v = l , . . . , r + 8 - - 1 .  

Die Definitheit dieses Systems, also die Tatsache, dab die zugeh0rigen 
Gleichungen (40) nur die trivialen L(~sungen (5)besitzen, best~tigt man  
leicht durch volfist~ndige Indukt ion  in bezug auf  die Anzahl r + s a l l e r  
Variablen. 

Ffir gewfisse r u n d  s gibt es abet  auch definite Systeme, die aus weniger 
als r + s -  1 ungeraden Funkt ionen in den Variablen (1) bestehen; 
z. B. bilden fiir r = s = 2 bereits die beiden Funkt ionen 

f l  = Xl Yl  - -  x z  Y~ 
(7) 

]~ --  xly2 + x~yl 
ein definites System. 

Daher ents teht  die Frage:  ,,Welches ist, bei gegebenen r und  s, die 
Heins te  Zahl n, fiir welche es ein definites System yon n ungeraden 
Funkt ionen in den Variablenreihen (1) gibt ?" Diese Minimalzahl heiBe 
n* (r, s). 9 

6) Ohne die Forderung, dab die F u n k t i o n e n / v  ungerade seien, ist  die Frage un- 
interessant;  denn die eine Funkt ion  ~ = ~. x 2. ~; y ~ bildet immer ein definites System. Q 
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Hat  man  ffir ein Paar  r, s die Zahl n* (r, s), oder aueh nur  eine untere  
Sehranke ftir n* (r, s), bestimmt,  so hat  man  damit  einen Existenzsatz 
fiir L0sungen yon Gleichungen gewonnen: denn aus n < n* (r, s) folgt, 
dab das Gleiehungssystem (40) eine L0sung in dem Bereieh (2) besitzt ;  
sind die/v F o m e n ,  so ist dies, wie schon betont,  gleichbedeutend mit  der 
Existenz einer nicht-trivialen, d. h. yon (5) verschiedenen, L0sung. 

2. Der Hauptsatz. Die Zahl n* (r, s) kann  ich zwar im allgemeinen 
nieht  best immen; jedoch liefert der naehstehende Satz Beschr~nkungen 
nach un ten  ffir n*. 5a) 

Satz I.  Es gebe ein de/inites System von n ungeraden Funlctionen in den 
Variablenreihen x 1 . . . . .  xr und Yl . . . . .  Ys. Dann ist die/olgende Bedingung 
er/allt : 

Alle Binomiallcoe//izienten ( nk ) mit 

n - - r < k < s  (8) 
sind gerade. 5b) 

Diese Bedingung soil kurz mit  ~ (r, s; n) bezeichnet werden. Aus der 
Symmetrie-Eigensch aft  

der Binomialkoeffizienten folgt, daB, wie zu erwarten, !B (r, s; n) sym- 
metrisch in r u n d  s ist, dab also unter  der Voraussetzung des Satzes I 

auch alle ( n )  mat 
k n - -  s <  k < r  (8') 

gerade sind. 
Der Beweis des Satzes I wird im w 2 geftihrt werden. 

Eine erste Folgerung aus dem Satz I ergibt sieh, wenn man bedenkt,  

dab ( 0 )  = 1 ist; unter  der Voraussetzung des Satzes I kann n~mlich 

daher  (8) nicht du tch  k----0 befriedigt werden, es kann  also nicht  
n - - r < 0 ,  sondern es mull n - - r  ~ 0 ,  also n ~ r  sein; und  ebenso, 
nach (8 I) : n _~ s. Daher und  infolge der Existenz des definiten Systems 
(6) gilt 

max. (r,s) g n * ( r , s )  < r + s - -  1 .  (9) 

5a) Interessante Beschr~nkungen yon n* nach oben gibt Behrend, a. a. 0.4), w 4. 
5b) Ftir bilineare Formen ]v yon Stie]el, a. a. O.'), fiir beliebige Formen ungerader Grade 

yon Behrend, a. a. O.4), bewiesen. 
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3. Spezial is ierungen yon r, s, n .  

(a) Im Falle s = 1 wird, wenn n ~ r ist, (8) durch keia  k befriedigt ; 
das heiBt : 

Satz I a. F a r  s ~ 1 ist die Behaup tung  des Satzes I gleichbedeutend mi t  : 

Dieser Satz ist i~quivalent mi t  dem nachstehenden Satz B, der eine 
bekannte  Konsequenz eines Satzes yon  Borsuk ist; in ihm sind die gv 
Funkt ionen  der einen Variablenreihe x 1 . . . . .  x~, welche fiir Zx~  = 1 
stetig und ungerade sind. 

Satz  B.  W e n n  die F u n k t i o n e n  gl . . . . .  g,  keine gemeinsame Nullstelle 
haben, ,o  ist n ~ r.  e) 

Die J~quivalenz der beiden S~tze ist leicht zu sehen:  sind Funkt ionen  
Iv vorgelegt,  welehe die Voraussetzung yon Ia  erfiillen, so setze m an  in 
ihnen die Variable y~ ~ 1 und wende auf  die dadurch ents tehenden 
~unkt ionen  g~ den Satz B an;  sind Funkt ionen  g~ gegeben, die die Vor- 
aussetzung des Satzes B erfiillen, so wende man  Satz Ia  auf  die Funk-  
t ionen f~ -~ Yl " g~ an. 

Somit ist unser Satz I eine Verallgemeinerung des bekannten  
Satzes B. a) 

(b) Wir  stellen eine Bedingung auf, die hinreichend daftir ist, daft die 
Zahl n* mi t  ihrer durch (9) gegebenen oberen Schranke zusammenf~ll t ;  
ob die Bedingung hierfiir auch notwendig ist, weil3 ich nieht.  

Es sei n* (r, s) ~ r ~- s - -  1 ; dann  gibt es - -  da man  zu einem definiten 
System immer beliebige Funkt ionen  hinzuffigen kann,  ohne die I)efinit- 
heit  zu zerst(~ren --  gewiB ein definites System mit  n ~ r ~ - s -  2; 

also ist !B ( r , s ' r  + s - -  2) erftillt, das heii3t: ( r  + s - -  2) ist gerade 
' k 

fiir s - -  2 < k ~ 8, also fi ir /c ---- s - -  1. Folglieh: 

Satz I b. I s t  der Binomiallcoe//izient 

s ~ l  -~- r ~ l  

ungerade, so ist n* (r, s) : r ~- s --  1. 

6) Alexandro]].Hop], Topologie I (Berl in 1935), 485, Satz  V I I I .  

a) Da  der  Satz  B b e k a n n t  ist,  da f t  m a n  i m  Beweis  des Satzes  I au f  den  Fa l l  s = 1 
(und  ebenso au f  den  Fal l  r ~ 1) verz ieh ten .  W i r  werden  dies n i ch t  tun ,  mi i s sen  aber 
einige Male ( F u ~ n o t e n  b), c), d I, e) } au f  Modif ika t lonen hLuweisen, welehe  d u r c h  die  beiden 
g e n a n n t e n  F~]le bed ing t  s ind.  Ausschliel3en wollen wir  j edoch  den  ganz  t r iv ia len  Fa l l  
r = s ~ 1; in i h m  l au t e t  die B e h a u p t u n g  des  Satzes  I n u r :  n ~ 1. 
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Die Voraussetzung des Satzes I b ist z. B. erftillt, wenn r ungerado 
und s = 2 ist. 

(c) Wir stellen eine Bedingung auf, die notwendig daffir ist, dab die 
Zahl n* mi t  ihrer durch (9) gegebenen unteren  Schranke zusammeni%llt; 
ob die Bedingung hierftir auch hinreiehend ist, ist fraglich. 

Es gebe ein definites System mit  n = s  ; dann sind naeh (8') alle ( ~ )  

gerade ftir 0 < k < r ; das ist die Bedingung ~ (r, n;  n); um ihre Bedeu- 
tung festzustellen, sehreiben wir n in der Form 

n ---= 2 ~. u ,  u ungerade ,  (10) 

und  bet rachten  die binomische Entwicklung yon (1 q-t) n, wobei t eino 
Unbest immte ist:  

(1 q- t) n = ((1 q- t)uz) u , 

also modulo 2: 
(1 + t)n = (1 + t ~ )  ~ = 1 + t ~x + . . .  + t -  ; 

hieraus ist ersiehtlich: 

tinter der Bedingung ~ (r, n;  n) ist daher nicht  0 < 2 ~ < r ,  also ist 

r ~ 2 ~ . (11) 
Folglich: 

Sa t z  I c .  W e n n  es e in  de/ ini tes  S y s t e m  mi t  n = s gibt - -  mi t  anderen 

Worten  : wenn  n* ( r ,  s) : s is t  - - ,  so ist  r dutch  (11) beschrankt,  wobei 2 a 

durch (10) bes t immt  ist.  

(d) E s s e i r : s .  Die Bedingung !B ( r , r ; n )  l au t e t :  ( k ) i s t  gerade 

f'tir n -- r < k < r .  Um diese Bedingung zu untersuchen, setzen wir 

n : 2 ~ q - m ,  0 ~ m < 2 ~ ,  
und  behaupten:  

( : ) ~ 0  r o o d . 2 .  (12) 

Ftir  m = 0 ist dies trivial;  es sei m > 0 ; dann betrachten wit  wieder 
(1 -4- t) n modulo 2: 

(1 + t) n = (1 -4- t) ~" (1 -4- t) m - -  (1 + t ~ ) .  (1 -4- - ' '  -4- t m) - -  

- - - - 1 +  . . .  + tm + t~t" + . . .  + t,, , 

es gilt  also (12). 
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Unter  der Bedingung !B (r, r;  n) ist daher  nicht n -  r < m < r,  also 
nicht gleichzeitig r > n --  m u n d  r > m, also, d a n  --  m = 2~ > m i s t ,  
jedenfalls nicht  r > 2~; es ist also 2~ ~_ r .  Wenn 

2 ~-1 < r ~_ 2~ (13) 

ist, so ist also 2~ ~ 2~, und folglich n ~ 2 q. Somit gilt 

Satz I d. E i n  de/inites Sy s t em  stetiger ungerader F u n k t i o n e n  in  zweimal  
r Variablen x~, . . . ,  x ,  und  y~ . . . . .  y~ besteht aus wenigstens 2q Funkt ionen ,  
wobei ~o durch (13) bestimmt ist. 

(e) In  jedem der S~tze I c  und I d  ist en tha l ten:  

Satz  Ie.  E i n  de/inites Sy s t em  von n stetigen ungeraden F u n k t i o n e n  der 

zweimal  n Variablen xz, . . . ,  x~ und  Yl . . . . .  y~ ist h6chstens dann  m6glich, 
wenn  n e i n e  Potenz  von 2 ist. 

Ein Beispiel hierzu mit  n = 2 ist das System (7); fiber weitere Bei- 
spiele zum Satz I e  sowie zum Satz I e  wird in der n~ehsten Nummer  
etwas gesagt werden. 

4. Der  Satz yon Hurwi t z -Radon .  Ein System (4) yon  Bil inearformen 

] v : Z ,  a q ~ x q Y a  , v =  l . . . . .  n , (14) 

in den Variablen (1) ist gewi{3 dann definit, wenn die Gleiehung 

Z ' l~  = . Z ' ~ , .  2:y~ (15) 

(als Ident i t~ t  in den x~ und  y~) erffillt is~. Fiir diesen Spezialfall und 
unter  der weiteren Voraussetzung 

ist der maximale Wef t  r*(n)  yon  r, der  bei gegebenem n m0glieh ist, 
durch Hurwi tz  und dureh Radon  bes t immt worden~): 

M a n  stelle n in  der F o r m  

n----- 1 6 ~ . 2 # . u ,  0 _ ~ f l ~ _ 3 ,  
dar ; d a n n  ist 

r*(n) = 2# + 8 ~ .  

u ungerade, 

(16) 

7) A .  H u r w i t z ,  ~ b e r  d ie  K o m p o s i t i o n  d e r  q u a d r a t i s c h e n  : F o r m e n ,  Math. 
Ann. 88 (1923), 1--25 (Math. Werke, Bd. II ,  641--666). - -  J .  Radon ,  L i n e a r e  S c h a r e n  
o r t h o g o n a l e r  M a t r i z e n ,  Abh.  math.  Sem. Hamburg  1 (1922), 1--14. - -  Die obige 
Formulierung s t ammt  von Radon. 
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Ftir diejenigen n, die nicht durch 16 teilbar sind, in denen also ~ ----- 0 
ist, ist derjenige Teil dieses Satzes, welcher besagt, daft der Wert  (16) 
dutch  kein r fibertroffen werden kann, in unserem Satz I c enthalten. 
Der andere Teil des Hurwitz-Radonschen Satzes, durch welchen die 
Existenz yon Ltisungen (14) der Gleichung (15) mit  dem durch (16) 
gegebenen Wert  r ~--r* - -  (und rnit s - - - - -n ) -  festgestellt wird, zeigt, 
dal3 die Schranke (11) in unserem Satz I c wenigstens ffir diejenigen n nicht 
verbessert werden kann,  die ~ 0 rood. 16 sind. 

Ftir r----s = n geht der obige Satz in den berfihmten Satz yon 
Hurwitz fiber 8) : 

Identi t i~ten (15)/ar  B i l i n e a r / o r m e n  (14) m i t  r = s = n ex i s t i e ren  n u r  ]~r 

n ~  1 , 2 , 4 , 8 .  

Zu unserem Satz Ie gibt es also fiir n = 2 a mit  2 > 3 kein Beispiel vom 
Typus (14), (15); es sind ftir diese n fiberhaupt keine definiten Systeme 
yon n ungeraden Funkt ionen in zweimal n Variablen bekannt.  9) 

5. M a t r i z e n  ungerader  F u n k t i o n e n  e iner  Variablenre ihe .  Unter  einor 
ungeraden Funkt ion  der Variablen 

x l  . . . . .  x~ (1~) 

soil immer eine solche reelle Funkt ion  g dieser Variablen verstanden 
werden, welche ftir r 

Q=I 

erkl~rt und  stetig ist und  die Funktionalgleichung 

g ( -  x ~ ,  . . . ,  - x~) = - g ( x ~  . . . . .  x~) (3~) 

erffiilt. Wir betrachten eine Matrix, die aus derartigen ungeraden Funk-  
t ionen gq v besteht : ( gzl . . . . . . .  gl n ) 

G ~ " ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6  �9 

. o . . ~ 1 7 6 1 7 6  

g s l  . . . . . . .  g#n 

8) A .  Hurwitz,  ~ b e r  d ie  K o m p o s i t i o n  d e r  q u a d r a t i s c h e n  F o r m e n  v o n  
b e l i e b i g  v i e l e n  V a r i a b l e n ,  Nachr. Ges. d. Wiss. GSttingen 1898, 309--316 (Math. 
Werke, Bd. II,  565---571). 

9) ~brigens besteht ein prinzipieller Unterschied zwischen den Hurwitz-Radonschen 
und unseren Siitzen: jene gelten, wie aus den beiden Arbeiten yon Hurwitz hervorgeht, 
nicht nut  fiir reelle, sondern auch fiir komplexe Bilinearformen, allgemeiner sogar fiir 
solche, deren Koeffizienten einem beliebigen KSrper, dessen Charakteristik ~ 2 ist, 
angehSren. 
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Satz I I .  Da/~er, daft die Matrix  G durchweg den Rang s hat, ist die 
Bedingung ~ (r, s; n) notwendig. 

Denn wenn der Rang  durchweg s ist, so bilden die l inearen Ver- 
b indungen 

$ 

]y(xl . . . . .  xr ; Yl . . . .  ,Ys}~- - -XYqg~ , ~--~1 . . . . .  n ,  

ein definites Sys tem ungerader  Funk t ionen  im Sinne yon Nr. 1. 

Besonders naheliegend ist die Be t rach tung  quadra t i seher  Matrizen G, 
also solcher, fiir we l ehes  : n ist;  ffir sie ergibt  sich aus Satz I c, analog 
wie sich Satz I I  aus Satz I ergab : 

Satz I I c .  Eine n-reihige quadratische Matrix  

G f gll " ' "  gln t ~ 1 7 6 1 7 6  . . o  . 

g~l "." g ~  

deren Elemente ungerade Funktionen in den r Variablen (1~) sind, kann 
h6chstens dann durchweg nicht-singuldr sein, wenn die Anzahl r der Varia- 
blen nicht grS"[3er ist als die gr6[3te Potenz yon 2, die in n au/geht. 

Hierin ist en tha l ten :  

Satz I I e .  Die im Satz I Ic  genannte Matrix  G kann, /alls ~berdies r ~- n 
ist, hb'chstens dann durchweg nicht-singut~r sein, wenn n e i n e  Potenz 
yon 2 ist. 

Beispiele derar t iger  nicht-singuli~rer Matr izen mi t  r ~ n erhi~lt man  
ffir n ~ l, 2, 4, 8, indem m a n  

gay ~-~ ~V'a~a v xq 
0 

setzt, wobei die aqo v die Koeffizienten derjenigen Bil inearformen (14) 
sind, welehe die Iden t i t~ ten  (15) - -  m i t r  : s-----n - -  erfiillenl~ Bei- 
spiele mi t  gr0~eren n sind nicht  bekannt .  

6. 11) Lineare Scharen quadratischer Matrizen aus reellen Zahlen. Wir  
maehen  eine Anwendung  des Satzes I I c .  Mit AQ sollen n-reihige quadra-  

10) A u f  der  vor le tz ten  Seite der  Arbe i t  8) von  H u r w i t z  s ind  diese Mat r i zen  angegeben.  

11) Die S~tze der  N u m m e r n  6 u n d  7 folgen aus  d e m  Spezialfall  des Satzes  I ,  in dem die 
Iv bil ineare F o r m e n  s ind;  sie ergeben sich dahe r  a u c h  aus  den  in der E in l e i t ung  g e n a n n t e n  
Arbe l t en  yon  Stlefel u n d  yon  B e h r e n d ;  insbesondere  liefert  die Arbe i t  yon  Beh rend  
algebraische Beweise ffir dioso S~tze. 

227 



tische Matrizen reeller Zahlen bezeichnet werden; bei gegebenen 
A1, . . . ,  A~ bilden die Matrizen 

x l A  1 -~ . . .  ~ x~A~ (17) 

eine ,,lineare Schar" von Matrizen, welche yon den Parametern x~ . . . . .  x, 
abh~ngt. Die Sehar soll ,,durchweg nieht-singulgr" heiBen, wenn nur 
diejenige Matrix (17) singular ist, welehe zu den Parametem (0 . . . . .  0) 
gehOrt. 

Satz 11Ic .  Die Anzahl  r der Parameter einer linearen, durchweg nicht- 
singuldren Schar n-reihiger quadratischer reeller Matrizen ist h6chstens 
gleich der gr6flten Potenz yon 2, die in n au/geht. 

Denn i s t  Aq = (aqa v), SO hat die Matrix (17) die Elemente 

g a t '  ( X  1 , �9 . .  , X r )  ~ Z a q a v x e  ; 
Q 

sie sind ungerade Funktionen in den xq; daher folgt Satz I I I e  aus 
Satz I Ic .  

Korollar : Ist  n -= 2 ~ . u, u ungerade, so gibt es in ]eder Schar 

x~A1 -~ �9 �9 �9 ~ x2~A2h 

eine Matr ix  mit  (x 1 . . . .  , x2h ) -~ (0 . . . . .  0), die einen reellen Eigenwert 
besitzt. 

Dies erfolgt daraus, dab naeh Satz I I I  c die lineare Schar, die yon den 
Matrizen A 1 . . . .  , A2~ und der Einheitsmatrix E erzeugt wird, nicht 
durchweg nicht-singul~r sein kann. 

7. 11) Nicht-assoziative Divisions-Algebren aber dem K6rper der reellen 
Zahlen. Von den ,,Algebren" oder ,,hyperkompIexen Systemen", die wir 
hier betrachten, soll nicht verlangt werden, daB in ihnen das assoziative 
Gasetz der Multiplikation gelte. Dagegen baschr~nken wir uns auf  
,,Divisions-Algebren", d .h .  Systeme ohne 5[ullteiler. Es handle sich 
immer um Systeme fiber dem KOrper der reellen Zahlen. Die Anzahl der 
Einheiten sei n. Man weiB, dab es nur drei Divisions-Algebren gibt, in 
denen das assoziative Gasetz gilt: die reellen Zahlen, die komplexen 
Zahlen, die Quaternionen; ftir sie ist n = 1, 2 bzw. 4. Ferner hat man 
eine nieht-assoziative Divisions-Algebra mit n -~  8 studiert: die Cay- 
leyschen ZaMen12). Es ist aber nieht bekannt, ob as auch ffir andere 
Werte yon n als 1, 2, 4, 8 Divisions-Algebren gibt. 

13) Man vergleiche z. B. : L . E .  D/ck~on, A l g e b r e n  u n d  i h r e  Z a h l e n t h e o r i e  
(Ziirich 1927), w 133. 
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Satz IV .  Die Anzahl n der Einheiten einer Divisions-Algebra Vtber dem 
K6rper der reellen Zahlen ist notwendigerweise eine Potenz von 2. 

Beweis. el . . . . .  en seien die Einheiten einer Divisions-Algebra; ihre 
Multiplikation sei durch 

% %  : Zaqav  ev 
v 

erkl/~rt. Fiir zwei GrOBen 

Q a 

ist dann das Produkt dureh 

V Q, t7  

gegeben. Dal~ es keine Nullteiler gibt, ist gleiehbedeutend damit, dab die 
Bilinearformen 

]~----Zaqovxqy~ , ~ = l , . . . , n  , 

ein definites System bildert. Daher folgt der Satz IV aus dem Satz Ie. 12 a) 

w 9. Beweis des Hauptsatzes 

8. Geometrische Deutung der definiten Systeme ungerader Funktionen. 

Es sei ein definites System (4) vorgelegt, wie es in Nr. 1 erkl~rt worden 
ist. Da auch die Funktionen 

V =  

stetig und ungerade sind und ein definites System bilden, diirfen wir, 
indem wir start /~ wieder/~ schreiben, annehmen, dab 

n 

2 '  = 1 (1) 

ist. 
Dureh 

n 2 
2 = 1  y ~ :  1 , ZZ~ X 0 , : 1 

~ 1  a~ l  v= l  

sind Sph/~ren St_l, SS_I, Sn_ 1 erkl/~rt, deren Dimensionszahlen durch die 
Indizes angegeben sin& Infolge (1) wird durch 

Zv : fv (Xl . . . . .  Xr ; Y l '  " ' "  Y . )  

12 a) I m  Anhang  I I  kommen wir  noch einmal auf  Algebren zuriick. 
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jedem Punktepaar (x, y) mit x e S~_1, y e S,_1 ein Punkt  z e S~_1 zu- 
geordnet, es wird also eine Abbildung / des topologischen Produktes 
Sr_~ • S,_~ in die Sph&re S~_I erkli~rt; diese Abbildung ist stetig; sie ist 
ferner ,,ungerade", d. h. es ist 

/ ( - - x , y ) = / ( x , - - y ) = - - f ( x , y ) ,  

wenn wir durch -- x . . . .  die Antipoden der Punkte x, ... bezeichnen. 

Durch Identifizierung je zweier antipodischer Punkte einer Sphere S k 
entsteht ein ]c-dimensionaler projektiver Raum Pk. Daher folgt aus der 
Ungeradheit yon ] erstens, daft durch / eine stetige Abbildung F des 
topologischen Produktes P,-L • P,-~ in den Raum P n - i  bewirkt wird. 
Zweitens: h~]t man einen Punk% x ~ yon Sr_l fest und l~Bt y einen halben 
GroBkreis auf  S,_~ yon einem Punkt y0 in den Antipoden -- y0 durch- 
laufen, so durchl~uft der Bildpunkt / ( x  ~ y) auf S._1 einen Weg, der 
ebenfalls einen Punkt  z ~ mit dem Antipoden --  z ~ verbindet; da einem 
Weg auf der Sphere S k, der zwei Antipoden verbindet, in Pk ein geschlos- 
sener Weg yore Homologietypus der projekti~en Geraden entspricht, so 
bedeutet die eben festgestellte Eigenschaft der ungeraden Abbildung ] 
fiir die Abbildung F :  

F(Punkt  • G e r a d e ) ~  Gerade; (2a) 

analog ergibt sich: 

F(Gerade • Punkt) ~ Gerade; (2b) 

dies sind Homologien, in denen , ,Punkt" und ,,Gerade" als Zyklen der 
Dimensionen 0 bzw. 1 aufzufassen sind. 

Eine Abbildung F des Produktes zwoier projektiver R~ume in einen 
projektivon Raum, welche die Eigenschaften (2a) und (2b) besitzt, mOge 
kurz ,,ungerado" heiflen. Dann sehen wir: Ein definites System von n un- 
geraden Funktionen der Variablen x 1 . . . . .  x r u n d  Yl . . . .  , y, bewirkt eine 
ungerade Abbildung sa) de~ Produktes P,-1 • P,-1 in den Raum Pn-1. 

Damit ist der Satz I auf den folgendon zurtickgoffihrt : 

Satz I*: Vorau~setzung : Es existiert eine ungerade Abbildung la) von 
P,-I  x P,-1 in Pn-~. Behauptung : Die Berlin!lung ~ (r, s; n) ist erfallt, b) 

la) Unter einer ,,Abbildung" einer Mannigfaltigkeit wird immer eino 8refUge Abbildung 
verstanden. 

b) Ists = 1, so ist Ps--1 ein Punkt, (2a) inhaltslos und die Ungoradheit yon F also 
allein durch (2b) charakterisiert; die Behauptung lautet: n ~ r. Man vergl. Fuflnote. a) 

2 3 0  



9. Die Ringe des projeIctiven Raumes und des Produktes zweier projelc- 
tiver Rdume. Ftir den Beweis des Satzes I* mtissen wir uns zun~chst n~her 
mit den Homologie-Eigenschaften yon P.-1 und Pr-1 • P,-1 befassen. 
Als Koeffizientenbereich legen wit" den Restklassenring modulo 2 zugrunde. 
Dann ist ftir jede gesehlossene Mannigfattigkeit L der ttomologiering 
~/(L) in bekannter Weise erkl~trt: seine Elemente sind die Homologie- 
ldassen, die Addition ist die der Bettischen Gruppen, das Produkt ist der 
Schnitt. 

Wit betrachten zuni~chst einen projektiven Raum Pk- Man weiB, dai] 
es fiir jedes K, 0 =< K g k, genau eine Homologieklasse gibt, die nicht 
Null ist; sie wird dutch eine K-dimensionale projektive Ebene repri~sen- 
tiert; sie heiBe ~K ; es wird also speziell $0 durch einen Punkt, ~1 durch 
eine Gerade, $k-1 durch eine (k -- 1)-dimensionale Ebene, Sk durch den 
ganzen Raum Pk dargestellt. Ftir jedes K ~ k ist ~ der Schnitt yon/c --K 
Ebenen des Typus ~k-1, also, wenn wir kurz ~'k--1 : ~ sehreiben: 14) 

~ : ~ k - ~  ; 

dies gilt auch noch ffir K = /c ,  indem wir unter $o das Eins-Element des 
Ringes ~(Pk) verstehen. Dagegen ist ~ -- 0 fiir alle K :> k. 

Somit li~itt sich die Struktur des Ringes ~(P,-1)  folgendermai~en 
beschreiben: 

(P,-I) ist der Ring der Polynome in einer Unbestimmten ~ mit Koe/fi- 
zienten aus dem Restlclassenring rood. 2, wobei ~ die Relation 

~ = 0 (3~ 

er]~llt; mit anderen Worten: bezeichnet F den Ring aller Polynome in 
der Unbestimmten ~ mit Koeffizienten mod. 2, so ist ~ (P~_I) der Rest- 
klassenring yon F nach dem yon ~ erzeugten Ideal (~n). 

Fiir die Dimensionszahlen ergibt sich 

Dim. ~ = ( n - -  l ) - -  v , v - - 0 , 1  . . . . .  n - -  1 . 

Daraus folgt welter: Ffir jedes d bildet ~-1-~ eine d-dimensionale Ho- 
mologiebasis; und zwar sind die Basen { ~- l -a} und { ~a} zueinander dual 15). 

14) Oboro Indizes sind im folgenden immer E x p o n e n t e n  (nicht etwa Dimensionszahlen). 

15) In einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit L heiI3~ die (k - -  d)-dimensionale Homo- 
t P 

logiebasis {z 1 . . . . .  zq} zu dot d-dimensionalen Homologiebasis *(z 1 . . . . .  zq} dual, wenn 
t t 

fiir die Sehnit tzahlen gilt: ( z  i �9 z i )  = 1 , ( z  h �9 zi) = 0 fiir h ~t= i. 

Nach dem Poincar6-Veblenschen Dualit~tssatz gibt es in jeder geschlossenen Mannig- 
faltigkeit, gleichgiiltig ob orientierbar odor nicht,  zu jeder Basis eine (und nur  eino) duale, 
vorausgesetzt, daft der Ring rood. 2 als Koeffizientonbereieh dient. 

Man vergleiche S e l ] e r t . T h r e l ] a l l ,  L e h r b u e h  d e r  T o p o l o g i e  (Leipzig und Berlin 
1934), 253, Satz I I I .  
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Die Bestimmung des Ringes ffl(Pr_ 1 • Ps-1), die jetzt vorgenommen 
werden soll, beruht auf den folgenden beiden Si~tzen (E) und (F), die als 
bekannt gelten diirfen; U und V sind beliebige geschlossene Mannig- 
faltigkeiten; unter einer ,,vollen" Bottischen Basis (mod. 2) einer Mannig- 
faltigkeit wird eine Basis der ,,vollen" Bettischen Gruppe verstanden, 
d. h. der direkten Summe der Bettischen Gruppen aller Dimensionen. 

(E) Durchlaufen ~i und ~ volle Bettische Basen yon U bzw. V, so durch- 
ldu/t ~ • ~ eine volle Bettische Basis von U • V. le) 

(F) Sind ~, ~ bzw. ~, ~ Elemente yon ~ (U)  bzw. ~t(V), so gi l t /a t  die 
Produkte (rood. 2) in U • V:  

(~: X T'/)" (~! X ~')  : ~" ~' X "~" '~ '-  1'7) 

Es sei nun U = P~_~, V = P._~; wie oben festgestellt wurde, werden 
volle Basen in P~-I und P s - 1  v o n  Potenzen 

~:o, ~ . . . .  , ~-a bzw. ~o, ~, . . . ,  1./'--1 

gebildet, wobei $ durch eine ( r -  2)-dimensionale Ebene in P~_~ und 
durch eine ( s -  2)-dimensionale Ebene in P._~ repr~sentiert wird. 
Setzen wir 

• v o _ x ,  ~0 • V _  y ,  
so ist nach (F) 

~ Q •  q. y ~ ,  
und diese Produkte mit 

0 < ~ _ ~ r - - 1 ,  O < _ a < _ s - - 1  (4) 

bilden nach (E) eine volle Bettische Basis in Pr-1 • Ps-1. Das Ergebnis 
ist : 

!It(Pr-1 • P,-1) ist der Ring der Polynome in zwei Unbeatimmten 
X ,  Y mit Koe/fizienten aus den* Restklassenring mod. 2, wobei X und Y 
die Relationen 

x " =  0 ,  Y~ = 0 (5) 

er/illlen; mit anderen Worten: bezeichnet A den Ring aUer Polynome in 
den Unbestimmten X, Y mit Koeffizienten mod. 2, so ist ill (P,-1 • Ps-1) 
der Restklassenring yon A nach dem yon X r und ys erzeugten Ideal 
(X',  Y~). 

le) Einen Beweis erhMt man z. B., indem man den w 3 des Kap. VII  in dem Buche 6) yon 
Alexand/ro]]-Hop] dadurch ab~ndert (und wesentllch vereinfacht), dab man den dort 
zugrunde gelegten ganzzahligen Koeffizientenbereich durch den Ring rood. 2 ersetzt. 

17) S. Le]schetz, T o p o l o g y  (New York 1930), 238, Formel (21) - -  aber, da wir rood. 2 
arbeiten, ohne Berficksich~igung yon Vorzeichen. 
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Fiir die Dimensionszahlen ergibt  sich durch eine leichte Abz~hlung 

Dim. X Q . Y ~ - - - - - ( r f f - s - - 2 ) - - ( ~ q - ~ )  . (6) 

Daraus  folgt weiter:  Fi i r  jedes d bilden die P roduk te  X e- Y~ mi t  
~ o 3 - ~ : r q - s - - 2 - - d ,  wobei ~ und  a aul~erdem durch (4) einge- 
schr~nkt  sind, eine d-dimensionale Basis;  setzen wir r q- s - -  2 - -  d ~ n 
und  ~ ---- n - -  a, so ist (4) gleichbedeutend mi t  

also mi t  
O ~ = n - - ~ r ,  0 ~ a ~ s ,  

O ~ a ~ n ,  n - - r ~ a . < s .  (7) 

Daher  k6nnen wir eine d-dimensionale Basis auch folgenderma~en 
charakterisieren,  wobei d if- n : r + 8 - -  2 ist : sie bes teht  aus den- 
jenigen P roduk ten  X r -~ .  Y~ fiir welche ~ alle Wer te  durehl~uft,  die 
(7) genfigen. 

Insbesondere  bilden 
X r - 1 .  y8-2 , X r - ~ .  ys-1  

b z w .  

Y , X  

Basen der Dimensionen 1 bzw. r + s - -  2, und  zwar  ergibt  sich aus den 
Multiplikationsregeln, dal3 diese Basen zueinander dual  sind. c) 

10. Topologische Deutung der Bedingung ~ (r, 8; n). Wir behaup ten :  
Die Bedingung ~B (r, s; n) ist gleichbedeutend mit dem Bestehen der Relation 

( x  + y)~ = 0 (8) 
im Ringe ~t(Pr-1 • P~-I) �9 d) 

Beweis. Nach dem binomischen Satz  und nach (5) ist 

(X q- Y ) n ~ - ~ ( ~ X n - k "  yk , (9) 
k \ ~ /  

wobei die Summe  fiber alle k zu ers t reeken ist, die die Bedingungen 

erfiillen. 
0 ~ k  ~ n  und  n - - r < k < s  (10) 

c) I s t  s = l ,  so b e s t e h t  d ie  e r s t e  d i e se r  B a s e n  n u t  au s  X r - - 2 .  y s - - 1 ,  die  zwe i t e  n u r  
a u s  X ;  a n a l o g  f i i r  r = 1 ; m a n  v e r g l e i c h e  F u ~ n o t e  b). 

d) I s t s  ~ 1 o d e r  r = 1, so l a u t e t  (8) e i n f a c h :  X n ~ 0 bzw.  Y n ~ 0 .  
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Gilt nun ~ (r, s; n), so ist daher  jeder Koeffizient auf  der rechten Seite 
yon (9) das Null-Element des Koeffizientenringes --  des Restklassen- 
ringes rood. 2 -- ,  und  folglieh gilt auch (8). 

Es gelte andererseits (8); dann verschwindet die rechte Seite yon (9); 
die dort auftretenden X n-k .  y k  bilden aber nach Nr. 9 eine Basis der 
Dimension r ~ s --  2 -- n und sind daher gewil~ linear unabh~ngig, und 
daher ist jeder Koeffizient das Null-Element des Koeffizientenringes; es 

sand also alle diejenigen ( n ) g e r a d e ,  fiir welche ( 1 0 ) g i l t ;  da aber die 

( k )  fiir welche die erste Bedingung ( 1 0 ) \ ~ /  nicht gilt, ohnehin Null sind, 

ist bereits die Gfiltigkeit der zweiten Bedingung (10) ffir die Geradheit 

( n )  hinreichend. F o l g l i c h i s t ! D ( r , s ' n )  erffillt. yon k 

Aus der damit  bewiesenen ~quivalenz der Bedingungen ~ (r, s; n) 
und  (8) ergibt sich, da$ der Satz I* gleichbedeutend mit  dem folgenden 
ist: 

Satz I**. Voraussetzung: Es  existiert eine ungerade Abbildung von 
Pr-1 )< Ps-i in P,~-I. Behauptung : I m  Ringe !~(Pr_~ • P,_~) gilt (8). 

11. Der Umkehrungs-Homomorphismus. Ich berichte hier fiber die 
Methode, die zum Beweis des Satzes I** ffihren wird. L und A seien 
geschlossene Mannigfaltigkeiten. Ihre Dimensionszahlen seien l bzw. 4. 
Der Koeffizientenbereich sei weiterhin der Restklassenring rood. 2. Die 
Homologieringe werden mit  ~ (L)  und  ~ (A) bezeiehnet, is) 

Jede Abbildung / yon L in A bewirkt bekanntl ich eine Abbildung yon 
~ (L)  in ~(A);  diese l~ingabbildung nennen wit ebenfalls / ;  sie ist 
dimensionstreu; sie ist ein additiver, aber im allgemeinen kein multipli- 
kat iver  Homomorphismus.  

Die Elemente yon ~ (L) und  ~ (A), die einfach gez/~hlten Punk ten  ent- 
sprechen, seien mit  p bzw. ~r bezeichnet; dann  ist immer 

/ (p)  ----- ~t . (11) 

Es gilt nun  der folgende Satz: 18) 

Z u  jeder Abbildung / yon L in A gibt es eine Abbildung q~ yon ~(A) in 
(L) mit ]olgenden Eigenscha/ten : 

18) Man vergloiche die unter a) zitierten Arbeiten; die von mir a. a. O. gomaehte Vor- 
aussetztmg, daIl die beiden Mannigfaltigkeiten gloiche Dimension haben, ist unn6tig. Da 
wit don Koeffizientonbereich rood. 2 zugrunde logon, brauehon wir nichts iiber die Orien- 
tiorbaxkeit der Mannigfaltigkoiton vorauszusetzon. 
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(A ) ~ ist ein additiver und multiplikativer Homomorphismus ; 

(B) ~ ist mit I durch die Funktionalgleichung 

1(~(~)" z) = ~. l(z) (12)  

verknaplt; hierin sind z und ~ beliebige Elemente yon Yl (L) bzw. 9{ (A). 

heiBt der , ,Umkehrungs-Homomorphismus" yon I ; dal~ er durch / in 
eindeutiger Weise best immt ist, ergibt sich aus dem spgteren Satz (D). 

Je tz t  zeigen wir zun~chst: 

(C) Ist  ~ homogen-dimensiona119) yon der Dimension a, so ist auch 
q~( r homogen-dimensional ; und zwar ist 

Dim. ~(~) ---- a + l - - ~ l .  

Beweis. 2o) Is t  r = 0,  so  ist nichts zu beweisen2~); es sei ~($) =/= 0 ;  

dann li~13t sich ~(~) in der Form 

(~') = Zr + ZQ~ + . . .  § Z% (13)  

schreiben, wobei Zqi einen homogen ~cdimensionales, yon 0 verschiedenes 
E lement  yon 9~(L) bezeichnet und die Q~ paarweise voneinander ver- 
schieden sind. Aus dem Dualit~tssatz 15) folgt, dab es ein homogen 
( l -  Q1)-dimensionales Element  z~_ql gibt, ffir welches Z~,.  zl_~l----p 
ist ; dann ist 

(~) �9 z~_~l = p § 2: Z~t �9 zl-~, ; 
i = 2  

tibt man h i e r au f / aus ,  so folgt nach (12) und (11) 
k 

~. / (Z~_Q,)  - -  ~ + Z/(Z~i" Zt--Q,) �9 0 4 ) 

Hierin ist die linke Seite homogen (a ~ 1 -- ql -- 2)-dimensional; das- 
selbe gilt daher fiir die rechte SeRe; hier aber ist z homogen 0-dimen- 
sional und  :~ 0, das Glied / (Zqt .  z~_r dagegen homogen-dimensional 
yon der Dimension ~ t -  Q1 v e 0 ~); das ist nur  mOglich, wenn (14) 
einfach 

lg) Alexandzo//-Hopf, wie *), 169. 
20) Der Satz C ergibb sich auch unmit f~lbar  aus jeder  einzelnen der  verschiedenen 

Definit ionen yon ep ;*) ich will hier  aber  auf diese Definitionen n ich t  eingehen,  sondern  
zeigen, dab alle Eigenschaf ten  von ep aus den Eigenschaf ten  (A) und  (B) folgen. 

21) Der Null-Zyklus ist  homogen-dimensional  yon jeder  Dimension.  
22) Zyklen negat iver  Dimension sind immer  gleich 0 zu setzen. 
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lautet  und a + l - - Q ~ - - 2 - - 0 ,  also 0 ~ = a + l - -  ~ ist. Da ~ aber 
nicht vor den anderen e, ausgezeichnet ist, folgt hieraus weiter, dab die 
rechte Seite yon (13) nur aus einem Glied besteht.  Damit  ist (C) bewiesen. 

Es seien je tzt  { z, } und { ~k } Basen in L bzw. A yon derselben Dimension 
d; ihre dualen Basen ~5) {z~}, { ~ }  sind von den Dimensionen l --  d bzw. 
2 -- d; die Duali t~t  bedeute t  das Bestehen der Relat ionen 

' t P fiir h = i  ' 1 zt ffir ] = k  (15) 
z h . z ~ =  0 ffir h # i  ' ~ j ' ~ k =  0 f~r ] y a k  " 

/ bewirkt  eine Subst i tut ion 
/ (z3 = Xa** r ; (16) 

da ~0($~) nach (C) die Dimension 1 --  d hat,  bewirkt  ~ eine Subst i tut ion 

~(~)  = X ~,~z'~ . (17) 
Es gilt nun:  

(D) Die q~-Substitution (17) ist die Transponierte der /-Substitution (16), 
das heiflt 

a~ = aij . (18) 

Beweis. Aus (17), (15), (11) folgt 

/(~(r �9 z , )  = z ~ , ~ / ( z ' ~ .  ~,) = ~ j , / ( p )  = ~ , ~  ; 

aus (16), (15) folgt 

~; . / (z i )  = X a , ~ ; ~ .  ~ = % ~  ; 

aus (12), mit  ~ ---- ~ und z = zt, folgt daher (18). 

12. Beweis des Satzes I**. F sei eine ungerade Abbildung yon P~-x • P , -a  
in P , - a .  Die Bedingungen (2a) und (2b) aus Nr. 8 lauten in den Bezeich- 
nungen aus Nr. 9: 14) 

F ( ~  "r-1  X V s-2) --" C n - 2  

F ( ~ - 2  • V~-I) = Cn-2 

oder 
F ( X , - 1 .  y,-2) = ~n-2 

( 1 9 )  F (Xr-~  . ys -1)  == ~n-2 

Da, wie in Nr. 9 festgestellt  wurde, die Basis { Y, X} dual zur Basis 
{X,-1.  y,-~, Xr-2.  y,-1} und die Basis {~} dual zur Basis (C "-2} ist, 
folgt  nach Nr. 11 (D) aus (19) fiir den Umkehrungs-Homomorphismus  
von F : 

(~)  = x + Y .  (20 )  
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Da ~ ein multiplikativer Homomorphismus ist, folgt hieraus 

(X + Y)~ = �9 (~n) , 

und damit folgt aus 
r  0 

die Giiltigkeit der Behauptung 

( X +  Y)~=  0 .  ~) 

(3) 

(8) 

A N H A N G I  

Systeme von Richtungsfeldern in den projektiven Riiumen 23) 

Mit Pk wird der ]c-dimensionale reelle projektive Raum bezeiehnet. 

Satz V. Au/  einer (r -- 1)-dimensionalen Ebene P~-z des Raumes P n - i  

seien s -- 1 stetige Felder von Richtungen des Pn-~ angebracht, welche in 
#dem Punkte yon P~-I linear unabh~ngig voneinander sind. Dann ist die 
Bedingung ~3 (r, s; n) er/allt. 

Bewei8. Im euklidischen Raum Rn mit den Koordinaten (x 1 . . . . .  x~) 
sei S._1 die Sphere mit dem Mittelpunkt o ----- (0, ... ,  0) und dem Radius 1 ; 
wir fassen sie als zweibliittrige l~berlagerung v o n  P n - i  a u f ,  derart, daft 
je zwei antipodische Punkte  yon S~_~ einem Punkte  yon P~-z ent- 
sprechen; der Ebene P~-I entspricht eine GroBkugel S~_ 1 yon S~_1; wir 
dfirfen annehmen, dab S~_I der Schnitt yon S,~_ 1 mit der (xz . . . . .  x~)- 
Koordinatenebene des R~ ist. 

Jeder Richtung des P . -1  entsprechen zwei Tangentialrichtungen der 
S._I, die dutch Sloiegelung am Mittelpunkt o ineinander fibergehen; 
einem Richtungsfeld auf P~-z entspricht daher ein Feld yon Tangenten 
der S._~, das auf S~_1 erkliirt und symmetrisch in bezug auf o ist; reprii- 
sentieren wir diese Tangentialrichtungen etwa durch Vektoren der 
Liinge 1, so sind deren Komponenten ungerade Funktionen yon Xl, . . . ,  x~. 

Die Vektoren ~1 . . . .  , g,-1, welche auf diese Weise den auf P~-I gege- 
benen Richtungen entsprechen, sind an jeder Stelle linear unabh~ngig; 
da sie tangential an S~_ 1 sind, so ist auch das System gl, . . . ,  9,-1, t, 
welches durch Hinzufiigung des Normalvektors t -- (xi . . . .  , xr, 0 . . . . .  0) 

e) Ffir s = 1 h a t  m a n  den  Beweis  folgendermal3en zu modif izieren:  N u r  die zweite 
Gloichung (19) is t  sirmvoll,  (20) l au t e t :  rp(~) = X,  u n d  da r aus  folg~ X n ~ 0; analog fiir 
r = 1. M a n  vergleiche die F u f l no t en  a), b), c), d). 

2s) Die S~tze dieses A n h a n g e s  s t a m m e n  yon  Stiefel, a. a. O ) ) .  
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der S,_~ entsteht, linear unabh~ngig; folglich hat, wenn wir die r-te 
Komponente von ga mit g~v bezeichnen, die Matrix 

( 1 )  ....... 
. . . . . . . .  , . . . .  ~ 

g~-l, 1 �9 �9 . g . - l ,  ~ 
Xl . . . Xr 0 . . . 0  

durchweg, d. h. fiir alle (xl, . . . ,  x~) mit Zx~  = 1, den Rang s. Daher ist 
nach Satz II  (Nr. 5) die Bedingung ~3 (r, s; n) erftillt. 

Ist r ~- n, d. h. sind die Richtungsfelder im ganzen Raum P~-I erkli~rt 
und stetig, so ist demnaeh ~ (n, a; n) erftillt; diese Bedingung ist (Nr. 2) 
gleichbedeutend mit ~3 (s, n; n); diese letztere Bedingung ist in Nr. 3 (c) 
untersucht worden; auf Grund des dortigen Ergebnisses gilt, wenn wir 
s - -  1 ~ m ,  n - -  1----k setzen: 

Sa t z  Vc. Die  maxim~ale A n z a h l  m yon Richtungs/e ldern,  welche i m  

ganzen R a u m e  P k  stetig u n d  i n  ]edem P u n k t  voneinander  l inear  unabh~ingig 

s ind,  ist  ~_ 2 ~ - -  1, wobei 2 ~ die grbflte Potenz  yon 2 ist ,  welche i n  k + 1 au / -  

geht. 

Eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ,,parallelisierbar", wenn in 
ihr k stetige Richtungsfelder existieren, welche in jedem Punkt von- 
einander linear unabh~ngig sind24). Daher ist im Satz Vc enthalten: 

Sa t z  Ve. Der  k -d imens ionale  pro~elctive R a u m  P~ ist  hSchstens d a n n  

parallelisierbar,  w e n n  k + 1 eine Po tenz  yon 2 ist.  

Die einzigen projektiven Ri~ume, deren Parallelisierbarkeit ibststeht, 
sind diejenigen der Dimensionen 1, 3, 7 . 25) 

A N H A N G  I I  

Definite Systeme symmetrischer Bilinearformen 

Die in Nr. 1 betrachteten Funktionen Iv seien jetzt symmetrisehe 
Bilinearformen, es sei also 

/ v - - , ~ a v e a x q Y ~  , a v e a ~ - - a v o q  ; 
Q,a 

~ 1 , . . . , r  ; a :  1 . . . .  , r .  

24) Stiefel,  a. a. 0.1).  
J6) Fi ir  diese Dimensionszahlen k erhi~lt m a n  k stetige,  durchweg linear unabhi~ngige 

Richtun~gsfelder im Pk  ml t  Hilfe  der  Matr izen (gay),  die am Schlufl yon Nr.  5 angegeben 
sind. 
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Die kleinste Zahl n, ftir welche es ein definites System von n solchen 
Formen  gibt, heil]e N (r). Offenbar ist N (r) ~_ n* (r, r), wobei n* (r, s) 
die in Nr. 1 definierte Zahl ist; nach Satz I d ist daher  

N(r) > 2~, (1) 

wobei ~ durch 2e-1 < r ~ 2Q best immt ist. Es handel t  sich je tz t  um die 
Frage, ob sich diese untere  Schranke yon  N (r) vergr6Bern l~l~t. Das ein- 
zige mir bekannte  Resul ta t  in dieser Richtung lautet :  

N(r)  => r -t- 2 ffir r > 2 ; (2) 

(das System (7) in Nr. 1 zeigt, dab N{2) = 2 ist). 
Die Abschs (2) ist ffir die meisten r schlechter als (1); nur  ffir 

r : 2~ --  1 und  r = 2q ist die durch (2) gegebene Schranke um 1 bzw. 
um 2 besser als die durch (1) gegebene. Immerh in  enthMt (2) folgendes 
Korollar,  das man  nicht aus (1) en tnehmen kann:  In  der (trivialen) 
Ungleichung N(r )  :> r gilt das Gleichheitszeichen nur  ffir r : 2 (und 
r = 1). In  der Terminologie aus Nr. 7 bedeutet  dies: Eine  kommutative 
Divisions-Algebra fiber dem K0rper  der reellen Zahlen hat  nur  zwei 
Einhei ten --  woraus leicht folgt, dab sie der K0rper  der komplexen 
Zahlen ist; ftir die Divisions-Algebren fiber dem KSrper  tier reellen 
Zahlen ist also das assoziative Gesetz eine Folge des kommuta t iven .  

Den Beweis von (2) habe ich an anderer  Stelle dargestellt~e); in ihm 
wird die Behauptung  (2) auf  den folgenden topologischen Satz zurfiek- 
geffihrt:  Ffir k > 1 besitzt  der projekt ive Raum P~ kein topologisches 
Modell im euklidischen R a u m  Rk+ 1. 

(Eingegangen den 7. Dezember  1940.) 

se) H. Hop], S y s t e m e  s y m m e t r i s c h o r  B i l i n e a r f o r m e n  u n d  e u k l i d i s c h o  
M o d e l l e  de r  p r o j e k t i v e n  R ~ u m e ,  Vierteljahrsschrift der Naturforsch. Gesellschaft 
Ztirich LXXXV (1940) (Festschrift Rudolf Fueter), 165--177. 
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