
Vektorfelder in n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. 
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Poincar~ hat bewiesen, da/3 es im allgemeinen nicht mSg]ich ist, in 
iedem Punkt einer stetig differenzierbaren, geschlossenen, unberandeten 
Fl~he vom Geschlecht p einen Tangentialvektor derar~ anzubringen, dab 
das so entstehende Vektorfeld iiberall stetig ist; er hat gezeigt, daI~ die 
Summe der ,Indizes" der dabei auftretenden Singularit~iten den Wert 
2 -  2 ~o hat, woraus folgt, dal~ fiir ~ ~e 1 immer Unstetigkeitsstellen vor- 
handen sein miissen~). Brouwer hat diesen Satz auf die n-dimensionalen 
Kugeln ausgedehnt: auch bier ist die Summe der Inclizes der Singulari- 
~ten unabh~iagig vonder  speziellen Wahl des Vektorfeldes; sie ist 2 flit 
die KugeIn gerader, 0 Iiir die Kugeln ungerader Dimensionenzahl~ Dies~ 
Tatsachen lassen sich auch aus einem ungef~hr gleichzeitig mit der be- 
tref[enden Brouwerschen Arbeit yon Hadamard ohne Beweis verSffent~ 
lichten alIgemeineren Satze folgern, welche~ besagt, dal~ fiir ]ede im (n -~ k)- 
dimensionalen ( / r  1) euklidischen Raum liegende n-dimensionale, ge- 
schlossene, unberandete ]~annigfaltigkeit die Summe der Indizes der Sin- 
gularit~iten eines tangentialen Vektorfeldes eine topologische lnvariante 
der Mannigfaltigkeit sei, so da] z. B. zur Bestimmung der yon Brouwer 
flit die Kugeln angegebenen Zahlen die Betrachtung spezieller Vektor- 
felder geniigts). (Wie mir Herr Brouwer mitteilt, sind iibrigens die 

~) Sur les courbes d~finies par les ~cluations dif~4rentielles, 3. partie, chap. 13, 
Joum. de Math. (4) 1 (1885). 

~) Uber Abhildung yon Mannigfaltigkeiten, MaSh. Ann. 71 (datiert veto Juli 1910). 
~) Note sur quelques applications de l'indice de Kronecker in Tannery, Intro- 

duction k la th6orie des fonctions d'une variable II, 2. ~d. (1910), Nr. 42. - -  Es wird 
dort auf Arbeiten yon Poincar6, Dyck, Brouwer verwiesen; in den in Frage kommen- 
de~ Abhandlun~n dieter drei Autoren behandeln Poincar6 und Brouwer die im Text 
genannten speziellen F ~ e ,  w~hrend Dyek zwar verwand~e S~/rze, abet n/eh~ den bei 
I~lamard form~erten Satz bewe/s~ 
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Brouwersohe und die Hadamardsche Arbeit teilweise mater Gedankenaus. 
tausch zwischen den beiden Verfassern entstanden.) 

Gelegentlich der Untersuchung der Curvatura integ~a geschlossener 
Hyperfl~chen gelangte ich zu einem Beweis des yon Hadamard ausge. 
sprochenen Satzes fiir den Fall, dab /~ - -  1 ist4); da jedoch, wie sich gleich. 
zeitig herausstellte, nicht jede n-dimensionale geschlossene Mannigfaltig. 
keit regul~ir in den (n ~ 1)-dimensionalen euklidischen Raum eingebettet 
werden kann, so handelte es sich dabei nut um einen Spezialfall der flag- 
lichen Behauptung. 

In der vorliegenden Arbeit wird sie nun vollst~ndig bewiesen. Dex 
Satz wird dabei in zwei Richt~ugen versch~ft: die eine, unwesentliche, 
Versch~ffung besteht darin, dab man sich von der Einbettung der 
Mannigfal~igkeit in einen Ranm hSherer Dimensionenzahl iiberhaupt frei 
macht, was bei geeigne~er Definition der Vektorfelder, insbesondere bei 
tier Deutung des Vektorfeldes als einer ,,kleinen Transformation", leicht 
geschieht; zweitens aber wird die als Summe der Indizes auftretende topo- 
logische Invaxiante wirklich angegeben: sie is~ gleich der Eulerschen 
Charakteristik der Mannigfaltigkeit, was nach ihrer in speziellen F~illen 
bereits vorliegenden Bestimmung zu erwarten war. Singularit~itenfleie 
Vektorfelder sind in einer Mannigfaltigkeit mithin nur mSglich, wenn die 
Charalrteristik 0 ist. Die Frage liegt nahe, ob umgekehrt, im Falle ver- 
schwindender Chamtrteristik, also z .B .  im Fall einer geschlossenen un- 
berandeten M:annigfaltigkeit ungerader Dimensionenzahla), sich immer em 
singularit~tenfreies Vektoffeld kons~,uieren l~Bt. Diese Frage wird bejaht, 
indem die gewiinschte Konstrul~ion auf die LSsung gewisser ,Randwert- 
aufgaben flit Vektorverteilungen" zuriickgefiihrt wird, die ich in anderem 
Zusammenhang behandeIt babe e). Eine der FoIgerungen aus diesen Tat- 
sachen ist der Satz: ,,Eine Mannigfaltigkeit gestattet dann und nut dann 
beliebig kleine 6xpunktfreie Transformationen in sich, wean ibre Charak. 
~ristik den Weft 0 hat." Insbesondere l~Bt also jede unberandete ge 
schlossene Mannigfaltigkeit ungerader DimensionenzahI derartige Traus- 
formationen zu, w~ihrend dies bei Mannigfaltigkeiten gerader Dimensionen- 
zahl im allgemeinen nicht der Fall is~. 

Ein verh~iltnism~Big breiter Raum (w167 1, 2) muBte fiir die Diskussion 
yon ~ grSBtenteils bekannten ~ Begriffen und Tatsachen verwendet 
werclen, welche Komplexe, Mannigfaltigkei~en und deren Dars~ellung 

4) ~boer die Curvatura integra gesohlossener Hyperfl~chen, ]Hath. Ann. 
(19~5). 

~) S. z. B. H. Tietze, Uber die topologischen Invarianten mehrdimensionaler 
MannigfaItigkeiten, Wiener Monat~hefte fiir Math. u. Phys. 19 (1908), w 8. 

6) Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 9B. 
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betreffen. Der Zusammenhang zwisehen der Indexsumme der Singutarit~ten 
eines Vektorfeldes und der Eulersehen Charakteristik wird im wesentlichen 
in w 3 behandelt; dies gesehieht dutch Schlufl yon n -  1 auf n Dimen- 
sionen; dabei ist das ( n -  1).dimensionale Gebilde, au_f das man im Ver- 
lauf des flit n-dimensionale Mannig]ahigkeiten zu fiihrenden Beweises 
zuriickzugehen hat, keine Msnnigfaltigkeit mehr, sondern ein ,,Komplex'" 
der Randkomplex der Mannigfaltigkeit. Dieser Umstsnd macht es not- 
wendig, da man in Komplexen nicht otme weiteres yon Stetigkeit einer 
Vektorverteiluug reden kann, einen neuen Begriff einzufiil~en, den des 
,,komplexstetigen Vektorfeldes". In w d: wird eine den Beweis des w 3 ver- 
vollstiindigende Hilfskonstruktion nachgetragen, und in w 5 wird dem Satz 
seine endgiiltige Formulierung gegeben; er wird in der oben erwiihnten 
Weise als Fixpunktsatz fiir kleine Transformationen aufgefaBt and auf 
Grand der LSsbarkeit der ,,Randwertaufgaben" in der ebenfalls schon an- 
gedeuteten Weise umgekehrt; ferner wird gezeigt, dal~ die Zahlen, die als 
die ,,Totalkrtimmungen" geschlossener Hyperfl~hen ~) auftreten, in vielen 
F~llen als Eulersche (?harakteris~iken gedeutet werden kSnnen. 

w 
Komplexe und ihre Darstellungen. 

1. Im n-dimensionalen gewShnlichen Raum seien fl~ Simplexe 
T~ [v n • 1, . . . ,  fl~] gegeben; ihre k-dimensionalen [0 ~ k <: n] Rand- 
simplexe seien mit T~ [v ~ =  1 , . . . ,  flit] bezeichnet. Die T:~ bilden eine 
,,Komplexdarstellung" ~)~, wenn zwischen den Punlr~en gewisser T~,  die, 
,,miteinander verbunden" genannt werclen, Zuordnungen folgender Art 
bestehen: 

T~', T~ seien miteinander verbunden; dann gibt es zwei zu T~, T~ 
gehSrige Simplexe s ~T~ [0 ~ k ~ n], deren Punkte eineindeutig und stetig 

au einander bezogen s .a, jede  [0 p =< f f  ein 
yon T ~ entspricht, wiihrencl zwei nicht zu ir~, T ~ gehSrige Punkte A~, A~,. 
yon T~, ~ nicht einander zugeordnet sind. Diese Zuordnung ist transitiv, 
d.h." sind einerseits A~, A~, andererseits A~., A 3 einander zugeordnete 
Punkte von T~, T~ bzw. T~, T~, so sind auch At, As einander zugeordnet. 

Infolge der Transitivit~t kSnnen wit iiir jedes p [ 0 ~ p -< n] die 
~v Simplexe T~, derar~ in a ~ Gruppen 9~, [ Z - ~  1, . . . ,  a~; 1 "~ a ~' ~ fl~] 
einteilen, dab die einer g~ angehSrigen T ~ einander zugeordnet sind, und ana- 
log lassen sieh die Punkte A in Gruppen a zusammenfassen. Wir nennen die 
Gruppen a die ,,Punkte", die Gruppen g~ die ,,Simplexe" des ,,dutch 

~)~ dargestellen Komplexes C n'', und sagen, dab zwei zu derselben Orup!?e 
gehSrige Ptmkte bzw. Simplexe yon ~ "  ,,identisch in C "~'' sind. 
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2. Ist in zwei Komplexdarstellungen ~ ' ,  ~3~ fiir jedes k: /~-----/~, 
mad unterscheiden sie sich nicht hinsiehtlieh der Gruppierungen gz~k ihrer 
Simplexe, sondern nur hinsichtlich tier Punktzuordnungen innerhalb der 
Sirnplexe T~r, so nennen wit sie ,,isomorph"; zwei dutch isomorphe 
~ ,  ~ dargestellte Komplexe G~, C~ lassen sieh eineindeutig und stetig 
so aufeinander abbilden, alas k-dimensionate Simplexe einander so ent- 
sprechen, wie es dutch den Isomorphismus vorgesehrieben istT), und wit 
betraehten sie als nicht voneinander versehieden. 

Zu jeder Darstellung ~ gibt es eine ihr isomorphe ,,affine" Dar- 
stellung 9X ~, d.h. eine solche, in der die Abbildungen yon je zwei ein- 
ander zugeordneten Simplexen aufeinander affin sind; um eine solche Dar- 
stellung zu erhalten, hat man nut mit je zwei Simplexen T~ diejenige 
affine Abbildung aufeinander vorzunehmen, die durch die vermSge ~n 
vorgeschriebene Zuordnung ihrer Eeken eindeutig bestimmt ist. 

Eine Darstellung ~n  heist ,,reduziert", wenn in ihr a~- - f l  ~ ist, 
d.h. wenn Zuordnungen nur fiir Randpunkte, nicht fiir innere Punkte der 
T~ vorgenommen sin& Man kann jede Darstellung dutch Fortlasstmg 

gewisser T~ ,,reduzieren", und wit betraehten den dutch die reduzierte 
Darstellung repriisentierten Komplex als nicht versekieden yon dem 
urspriinglichen. Im allgemeinen haben wit im folgenden reduzierte affine 
Komplexdarstellungen im Auge. 

3. Die (n --1)- dimensionalen Randsimplexe T~-_~ yon c ~  bilden bei 
Aufreehterhaltung der durch ~ vorgesehriebenen Zuordnungen eine 
(n -- 1)-dimensionale KomplexdarstelImag c~-~. Ist ~ affin, so ist aueh 
~ - ~  affin, jedoch ist ~ - ~  im allgemeinen auch bei reduziertem ~ 
nieht reduziert. Den durch ~ - ~  dargestellten Komplex C =-~ nennen wit 
den ,,Randkomplex" yon C ~. 

4. Zerlegt man jedes T~ yon ~ derart in endlieh viele Teii- 
simplexe, da~ die so entstandenen Zerlegungen versehiedener T~.~ [1 ~< k ~ n], 

sofern diese einander zugeordnet sind, miteinander ,,idenCiseh in C ~" 
sind, so entsteht damit ,,dutch Unterteilung" yon ~'~ bzw. C ~ eine Dar- 
stellung ~ eines Komplexes C~. C ~ und C~ haben bekanntlieh dieselbe 
,Eulersehe Charakteristik"; diese ist in der obigen Bezeichnang fiir C" 

definiert als Z(--1) kay- Dutch die mit den ~T~ vorgenommene Zer- 
/~=0 

legung entsteht gleiehzeitig dutch Unterteflung yon ~3~-~ bzw. C ~-~ eine 
Darstellung ~ , - x  des Randkomplexes 6'~ '-x yon 6'~. 

~) H. Kneser, Die Topologie der Mannigfaltigkeiten (Anbang), Jahresberieht d. 
Deutseh. Math. Vet. 3g, 1.~4. Heft (1925). - -  Es werden dor~ zwar nur Mnnnig~ltig" 
keiten betraehtet, doeh bleibt die Argumentation unver~mder~ fiir Komple:~e gfiltig. 



Vektorfelder in n-dimension~lon M~nnigfaltigkeiten. 229 

9~ ~ sei eine affine Darstellung. Dan n ist ]ede dutch Unterteilung 
entstandene Darstelhmg 9~ aueh affin. Man kann mit einer vorgelegten 
affinen Darst~llung ~ folgendermal~en eine beliebig dichte Unt~rteilung 
vornehmen: m sei eine beliebig groBe ganze Zahl; man teile jede Kante 
T~I in m gleiche Teite und lege dutch ieden Teilpunkt A die parallelen 

ebenen R~ume zu denjenigen T n-l ,  die demselben T n angehSren wie A, 
ohne A zu enthalten. Auf diese Weise wird jedes T k in endlich viele 
be]iebig kleine konvexe Polyeder pk zerlegt, uncl diese Zerlegungen sind 
in einander zugeordneten T k ,identiseh in C a". Die P~ zerlegt man nun 
welter in Simplexe, und zwar wieder unter Beachtung der vorhan- 
denen Zuordnungen, so dal3 eine Unterteilung yon C n entstehtS). - 
Dabei ist fiir eine sp~tere Anwendung folgende Bemerkung wichtig: 
Bezeichnen wit zwei Polyeder als naoh ,Gestalt und Lage" nicht von- 
einander verschieden, wenn sie dutch Dehnung und Translation -- also in 
einem (xl, . . . ,  x~)-Koordinatensystem dutch eine Transformation x~ = c x,, 

a, [~ = 1, . . . ,  n ] -  ineinander iibergefiihrt werden kSnnen, so kommen 
~ d i e  pn, unabh~ingig yon der Zahl m, nach Gestalt und Lage nur end- 
lich viele Polyeder in Betracht. In der Tat: fiihren wit z .B.  in T~, 

.. T ~-~ seien, derart ein affines Koordinatensystem dessen Seiten T~ -1, ., ~+1 
ein, dab die der Seite Tn~+~ gegeniiberliegende Eeke der Nttllpunkt, 
die yon film ausgehenden Kanten die _&ehsen, die iibrigen n Eeken die 
Einheitspunkte auf den Aehsen sind, so ist ein zu T~ gehSriges P~ ein 
Teil eines ,Psrallelepipedons" / / ,  dessen Kanten den Einheitsstreeken des 

1 
Koordinatensystems parallel und proportional -- n~imlieh yon der L~nge m 

sind, also eines naeh Gestalt und Lage yon m unabh~ngigen Gebildes; 
und zwar ist P~ eines der Stiieke von/-/,  die man erh~lt, wenn man 
dureh iede Eeke yon H den zu Tnn+~ parallelen ebenen Raum legt, die 
also ebenfalls nneh Gestalt und Lage von vornherein bes~immt shad. Nun 
l~.~t sieh aueh die Zerlegung dieser P~ in Simplexe naeh Gestalt und 
Lage yon vornherein vorsehreibeng). ~ Diese Uberlegtmg gilt flit jedes 
einzelne T ~ ;  damit ist gezeigt, dab man dutch eine beliebig diehte 
Unterteilung (d. h. eine Unterteilung mit beliebig grol]em m) von 9~ ~ eine 
Darstellung 9~ herstellen kann, deren Simplexe yon vornherein in bezug 
auf Gestalt und Lage auf endlieh viele vorgegebene, aUein dureh 9~ n be- 
stimmte mSgliehe F~lle besc hr~inkt shad. 

5. Es sei T~ ein Simplex yon ~ ,  T~ -~ [k ~ 1] ein Randsimplex 
yon T~. T~ -~ gehSr~ k Simplexen T~ -x [ ~ =  1 , . . . , k ]  an; der T~ -~ 

s) Hadamard, a. a. O. Nr. 10, Ful3note 2). 
9) Man verbinde den Schwerpunkt jedes pk[2 ~ k ~_ ~] mit jeder Ecke yon P~ 

und mit dem Schwerpunkt ~edes P~[2 ~<~ l < k], das dem R~nd yon pk augehSrt. 
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enthaltende ebene ( n -  k)-dimensionMe Raum E ~-~ ist de~ Duxchschnitt 
der k ( n -  I)-dimensionalen ebenen R~ume E• -1, welche die T :  -1 ent- 
halten. Jede~ E~-~ ze~legt den n-climensionalen Raum in zwei Tei]e; 
denjenigen, der T~ enth/il% nennen wit die ~posi~ive Sei~e u yon E~ -1. Den 
Dtt~chschnitt de~ positiven Seiten clef B~-I  [~ -~ 1 , . . . ,  k] nennen wit 
das ,Innere" des durch die ~ - 1  gebildeten ,k-faehen Winkels W~", 
dessen Scheitel ~ - k  ist; das Inhere mi~ Einschlu~ des Randes ist der 
~abgesehlossene Winkeltaum ~ W~. (Unter einem W~ is~ demn~ch die 
durch einen E ~-~ bestimmte positive H~fte  des Raumes zu verstehen.) 

W~-I, die Jeder W~ wird beg~enzt dttteh k abgeschlossene Winkel~ume ~-~ 
der duroh ~ n  definier~en Darstelttmg ~ - ~  des Randkomplexes C n-~ 
angeh5ren. 

6. 9.In sei eine affme reduziette Darst~llung yon Ca, 9~n-1 die zu- 
gehSrige affine (nieht redtmierte) Darstellung des Randkomplexes U n-~, 
9.1~ -~ eine reduzierte affine Darstellung yon C n-x in einem ebenen Raum 
F n-1. E~ -a sei der das Randsimplex T~ -~ yon 9~ n enthalten& 
ebene Raum, P~ ein Punkt yon T~ -1, ro~ ein in Pa angebraeht~r, 
in E~ '-~ ]iegender Halbstrahl. Sind T ~ . . .  T~ -~ die mit T~ -~ in C* 
identischen Randsimplexe yon 9.1 ~, P~., . . . ,  P,  die Punkte in ihnen, die mi~ 
P1 identJsch sind, so sind vermSge de~ affinen Zuo~dnung zw~schen de~ 
die T~ -~ [ e =  1, . . . ,  r] enthaltenden E~ -~ ttalbs~aMen ro~, . . . , ro~ des 
nierg, die in den Pe beginnen und in den E~ -x liegen. Diesen r in 9/*-~ 
defmierten S~rahlen entspricht in 9/~ -x vex~mSge der affinen trod gransi- 
riven Zuordnung genau ein SVzahl m* yon ~'~-~, der in dem P~ en~- 
sprechenden Ptmkt p des Simplexes $,-x von 9.1~ -x angebracht ist, welches 
das Bild tier T~ - I i s t .  GehSren Px and m~ gleichzeitig mehreren ( n ~  1)- 
dimensionalen Randsimplexen T *-x von 9/* sn,-so entsprechen dem Halbstrahl 
ro~ und den mit  ihm in G * identisehen Halbs~raMen m~, . . . ,  m~ [ m ~  r] 
yon 9/* mehrere ttalbstratflen yon ~ - x ,  welche dann jedoeh alle in/~an& 
r~umen yon 9/~ -~ liegen und vermSge der affinen und transitiven Beziehung 
zw~schen den Randr/iamen yon 9/~ -~ au~einaader abgebildeg sind. 

7. Es sei k :~  1, T *-* ein Randsimplex yon 9./*, P ein Punkt vo~ 
T *-~, E *-* der T *-~ enthaltende ebene Raum, W~ der zu B *-* als 
Seheitel gehSrige k-faehe Winkel, u ein in P angebraeh~er, ins Innere 
yon W~ gerieht~ter Halbs~rahl, h der zu u diame~rale Halbs~ahl, e ~ eine 
yon a trod ~ ausgespannte 2-dimensionale ttalbebene, e ~ schneide~ jedea 
tier k Randr~ume E~ -~ [~ ~ 1 , . . . ,  k], die E ~-* enthalt~n, in einem Halb- 
s~ahl m,. Sind T~ -~ die den E~ -~ angehSrigen Randsimplexe, so ent~ 
sprich$ jedem :T~ -~ eia Simplex t$ -~ yon 9.1~ -~, an jedem yon diesea 
gibt es ein *-~ g; , welches das Bild yon T *-* ist, zu ]edem t**. -~ gehSS 
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sin Winket , - I  9.i,-1 ~ - ~  (wk-i) ,  yon i ; in jedem ~bt  es einen Bildpunkt 
p~ von P,  und jedem IV, entsprieht ein in p ,  angebrachter Straht Iv2 yon 
F n-i. Wit betsrachten die Richtungen dieser m~ genauer; as sind zwei 
Fille zu unterscheiden: 

I. (HauptfalI): e ~ habe mit je 2 der E~ -x nur den Punkt P ge- 
meinsam; dann gehSr~ jeder der Strahlen lu, nut einem T~ -x an; kein 
m2 ist daher in einem (n -- 2)-dimensionalen Randraum yon 9~ -x gelegen. 
Dreht man u in e ~ bis in die Lage fi, so sei m~ der erste Schnitt mi~ 
einem E~-~; dann ist Ivi der einzige m~, der dem Rande yon W~ an- 
gehSrt, da alle andern IV~ ins ~uflere yon W~' zeigen. Daher zeigt Iv~ ins 
Innere von (w~--:)l, w~trrend alle anderen Iv:  ins Jiuflere ihrer (w~_-:)~ ge- 
richter s ine 

II. (Grenzfall): e 2 babe mit mehreren der E~ - i  gleichzei~ig auter  
P noch einen Punkt,  also einen Halbstrahl gemeinsam; dann sind 
nicht alle Iv~ voneinander verschieden. Dis k Halbstrahlen w~ lassen sich 
in i Grappen (~<: k) derar~ zusammenfassen, dab die Strahlen einer 
Gruppe in einen Strahl Iv~ [j ~- 1, . . . ,  i] zusammenfallen. Fib die Iv~ bleiben 
die in Fall I fiir die Iv~ festgestellten Tatsachen richtig. Ist Iv~ der erste 
Schnitt des gedrehten Strahls u mit einem E~ -~ mid ist Iv~ nur mit einem 
einzigen Iv~ identisch, so bleibt das Resulmt der Uberlegung von l~a]l I 
unver~ndert bestehen, dab yon den Iv2 =-1, . . . ,  k] genau einer, n/im- 
lieh Ivy, ins I~nere seines (w~-i)l  zeigt, alle anderen iv :  ins ~uflere 
~Ire]~ n-I (w~-l) gerichtet sin& Ist dagegen Iv~ mit mehreren Iv~ identiseh, 
so ist diese Tatsaehe dahin zu modifizieren, dab gewisse Ivff, etwa 
1~?,. . . ,  Iv~ (n~mlich diejenigen, die Iv~ entsprechen), den Rdndern i hrer 
(w~-r angehSren, und zwar so, dal~ sie vermSge der i n 9 ~  - i  definierten 
affinen transitiven Zuordnungen aufeinander abgebildet sind, w/i~rend alle 
anderen Iv: [z -~  m-~- 1, . . . ,  k] ins ,~ufiere ihrer (w~-:)~ weisen. 

Bevor wit die hiermit festgestellten Tatsaehen verwerten, haben wit 
noeh spezielle Komplexe zu betrachten. 

w 

Mannigfaltigkeiten and ihre Darstellungen. 

1. Ein Eekpunkt T~ einer reduzierten Darstellung yon C n heiflt ein 
,regul~rer Ec]rpunk~", wenn die T~ [ k =  1, . . . ,  h i ,  die ihn sowie "die. 

mit ibm in C ~ identischen Punkte enthalten, einander zugeordnet sind 
wie zusammenfallende SimpIexe mid Randsimplexe der Simplexe eines 
gewissen Simplexsterns des n-dimensionalen kartesischen Raums. Dabei 
verstehen wit unter einem SimpIexstern ein aus endlieh vielen Simplexen 
derart zusammengesetztes Element 8 ~, dal~ alle Simplexe einen Eckpunl~ 
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.4 gemeinsam haben, w~hrend aUe andern Eekpunkte auf einer Kugel um 
A tiegenl~ T~ heil~t ,,innerer" ode~ ,,Randeckpunkt", je nachdem A i m  
Innern oder auf dem Rande von S n liegt. 

Ein Komplex, der nut regulate Eckpunkte --  innere oder Rand. 
punkte - - b e s i t z t  und auBerdem ,zusammenh~ngend" ist, d .h.  in dem 
man yon jedem T? zu jedem andern T :  dutch eine Kette yon T '* ge. 

langen kann, in weleher jedes T n mit dem folgenden verbunden ist, heist 
eine (gesehlossene) ,Mannigfaltigkeit" M ~. Hat M ~ nut innere Eekpunkte, 
so heil~t sie d ,, 11) M ~ ,,unberan et ; hat aueh Randeekpunkte, so bilden alle 
,Randpunkte" eine endliehe Anzahl gesehlossener unberandeter ( n -  1)- 
dimensionaler Mannigfaltigkeiten 1~); dabei heil]t ein Punkt ein Randpunkt 
yon M n, wenn er einem solehen Randsimplex angehSrt, dem bei jeder 
Zuordnung zu den Simplexen eines Simplexsterns S n ein aus Randpunkten 
yon S n gebildetes Simplex entsprieht. 

Ein Komplex, dessen Darstellung ~ dureh Unterteilung einer Dar. 
stellung ~ n  einer Mannigfaltigkeit M ~ entsteht, ist, wie aus der Definition 
folgt, selbst eine Mannigfaltigkeit. Diese gilt flit uns als nieht versehieden 
y o n  M n. 

2. Wit betraehten die gleichzeitige Abbildung mehrerer in M n mit- 
einander verbundener Simptexe einer DarstelIung auf Teile eines Elements 
im kartesischen Raum" Seien zun~ehst T~ die Simplexe einer affinen Dar- 

stellung ~I n von M ~, T ~ eine Eeke, S~ der zugehSrige Simplexstern; dann 
l~fl~ sieh die zwisehen den k-dimensionalen Simplexen Z~ (0 ~ k ~ n )  
yon S~ einerseits und den Simplexen T~ andererseits bestehende Zuord- 
hung,  soweit diese definiert ist, zu einer Abln'ldung verseh~fen, indem 
man zwisehen jedem Simplex Zff von S• und dem ihm zugeordneten T~k 

die dutch die Zuordnung der Ecken yon Z~ zu denen yon T~  eindeutig 

definier~e affine Abbildung ausfiihrt; auf diese Weise wird S~ auf den- 
jenigen Tell 2;~ von M ~ eineindeutig und stetig abgebildet, der in 9~ ~ 
dutch alle den Eekpunkt T ~ oder einen mit ihm in M n identisehen Eek- 
punkt T ~ enthaltende Simpiexe T~ dargestellt wird. 

3. Der so auf ein Stiiek des kartesischen Raums zbgebildete Teil X0 ~ 
yon M ~ umfal]t alle Simplexe, welehe in M n die Umgebung eines Punktes, 
n~mlieh des dutch T~ repr~isentierten, bilden; wit suehen nun eine analoge 

10) Diese Definition des Simplexsterns weicht unwesen~lich ab yon der yon 
Brouwer in der unter ~) zitier~en Arbeit gegebenen. 

xl) Dann hat M n offenbar iiberhaupt nur ,innere" Punkte im gewShnlichen 
Sinne; vgl. dazu den unter ~) zitierten Ber/ch~ yon H. Kneser. 

~) Hadamard, a. a. 0. Nr. 16. 
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Abbildung der gsnzen Umgebung eines Simplexes einer Darstellung yon 
M~; wit definieren: 

Eine affine Darstellung 9.1~ yon M s heist eine ,Umgebungsdarstellung", 
wenn sich zu jedem ihrer Simplexe To ~ ein Element Eo ~ des gewShulichen 
Raumes mit folgender Eigenschaft angeben l~i~t: ]:st .Q~ die ~Simplex- 
umgebung yon To n", d.h. der durch die mit To ~ verbundenen Simplexe 
T~ [i ~ 1 , . . . ,  m] in 9~ dargestellte TeiI you M ~, so l~iBt sich E~ in 
~n ~ 1 Simplexe z~i [i = 0, 1, . . . ,  m] zerlegen und eineindeutig und stefig 

auf T~ [i 0 , 1  . m] affin be- so auf ,Q~ abbilden, dab dabei Zo,~ = , . .  , 
zogen ist 13). 

Wit zeigen, dab man yon jeder M ~ eine Umgebungsdarstellung herstelIen 
kann: 9I ~ sei die oben besprochene affine Darstellung, in bezug auf die man 
die fiir ein einzelnes ~o geschilderte Abbildung der S$ und X~ [~o___ 1, . . . ,  flo] 
vorgenommen hat. Wit ste]len dutch Unter~eilung eine DarsteI- 
lung 9I~ yon M ~ her, indem wit jede eindimensionaIe Kante T~ in n ~ 1 
gleiche Teile teilen, dutch die Teilpunkte die zu den Seiten ~-~ ~-~ parMlelen 
ebenen ( n -  1)-dimensionalen I~ume legen und die so en~stehenden kon- 
vexen Polyeder in Simplexe zerlegen. Ist ~' ein Simplex der Dars~ellung 
~I~ uncl etwa To ~ das Simplex yon 91 ~, dem t~* a~ugehSr~, so gibt es eine 
( n -  1)-dimensionale Seite von To ~, mit der t~ keinen Punk~ gemeinsam 
hat; in der Tat, fiihren wit (wie in w 1, 4) ein a~ues Koordiaatensystem 
~ , . . . ,  ~ in To ~ ein, dessen Nullpunkt die Ecke yon To ~ ist, in welcher 
sich die Seiten T ~ - ~ , . . . ,  T~ -1 sehneiden, dessert Aehsen die vom Null- 
punkt ausgehenden Kanten, dessen Einheitspunkte auf den Achsen die 
iibrigen Ecken yon To ~ sind, so geniigen die Koordinaten jedes Punktes 
eines Simplexes der Darstellung 9I~, welches mit jeder der Seiten 
T~-~, . . . ,  T~ -x einen Punkt gemein hat, den Ungleichungen 

1 [ i - ~ l  . n]; . ~ i < l ;  , . . ,  

~=I 

d/eses Simplex besitzt daher auf der letzten dutch die Gleichung ~ '  ~i---1 

definierten Seite T ~-1 n ~+1 yon T~ keinen Punkt. --  Mso gibt es zu to eine 
Seite von To ~, z .B.  To ~-1, mit der t~ keinen Punkt gemeinsam hat. Ist 
nun To o der To ~-1 gegeniiberliegende Eckptm~ yon To ~, S~ der zu T ~ ge- 
h6rige Simplexstern, so is~ die oben besproehene eineindeutige stetige und 
st~ekweise affine Beziehung zwischen S~ und den Simplexen yon ~ ,  die 
einen mit T ~ in M ~ idenfischen Eckpunlct enthalten, in t~ sowie in ]ede~ 

la) AUgemein bezeiohnet; also z ~ in dem die Simp|examgebuag yon T. ~ d~r. 

8tellenden Element E n das]enige Teilsimplex, welches das Bild yon T ~ ist. 
Mathematische Annalen. 96. 16 
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mit t~ verbundenen Simplex von 9.I~, also in der ,Simplexumgebung" 
~2~' yon t~ erkl~r~, d.h. :  ~ ist eine Umgebungsdarstellung. 

11 Wit kSnnen nun zur Darstellung yon M ~ an Stelle der t,3 direkt die 

oben definierten Simplexe zg3s3 benutzen, und erhalten so, wenn wit, 
um zu unserer friiheren Bezeichnungsweise zuriickzukehren, yon vornherein 
z~3, g 3 = T ~  setzen, eine Umgebungsdarstellung, die folgendermaBen aussieht: 

An jedes Simplex T~3 1~) sind an denjenigen Randsimp]exen, die keine 

l~ndpunkte von M n repr~isentieren, Simplexe z ~ [i~- 1 m ~ ]  is) 

angebraeht, die zusammen mit T ~  ein Element E~%, das eineindeutige Bild 

der Simplexumgebung ~2~ yon T ~  in M n, bilden; dabei sind je zwei 

, n die zu zwei versehiedenen Elementen E;:,, E:3 ge- Simplexe z~,  ~3, %~, ~ 3, 

hSren und denen dasselbe durch T.~3 =-- ~ z~,~3 repr/isentierte Stiiek yon 

M ~ entsprieht, dutch Vermittelung von M n affin aufeinander abge- 
bildet. 

4. Diese ,,ausgezeichnete Umgebungsdarstellung" von M n, die wit 
wieder mit 9~ n bezeichnen wollen, ist geeignet zur Untersuchung gewisser 
Trans/ormationen von Mn: 

Eine eindeutige stetige Abbildung yon M ~ auf sich oder einen Tell 
yon sieh heiSe in bezug auf 9/~ eine ,Umgebungstransformation" yon 
M ~, wenn jeder dutch einen Punks eines T ~  repr~sentierte Punkt yon M ~ 

in einen Punl~t der Simplexumgebung /2~,n3 von T~3 iibergeht. 

Z.B.  sind die Transformationen fi einer in ganz M ~ gleiehm~$ig 
gegen die Identit~it konvergierenden Transformationsfolge fl, f~, . . .  in 
bezug auf jede beliebige ansgezeiehnete Umgebungsdarstelhng ~ yon einem 
gewissen, yon 9~ ~ abh~ngigen Index an Umgebungstransformationen; dies 
driieken wit gelegentlieh so aus, dal3 wit sagen, eine ,,beliebig kleine 
Transformation" yon M" ist eine Umgebungstransformation in bezug auf 
jede ausgezeiehnete Normaldarstellung. 

Ist f in bezug auf 9~ ~ eine Umgebungstransformation, so ist durch 
sic in eindeutiger Weise eine eindeutige und stetige Abbildung f~  jedes 
Simplexes T~5 auf eine dem Element E ~  angehSrige Punktmenge de- 
finiert. Wit nehmen an, da$ f hSehstens endlieh vide Fixpunkte hat und 
da$ diese nut inneren Punkten der T~3 entsprechen. Bringen wit nun in 
jedem Punkt P yon T~  den nach dem Punkt f~,,~(P) weisenden Vektor ~ (P) 
an, so ist dieses Vektorfeld ~ in einem gewissen Sinne, yon den Fix- 

~4) g ,  bezeichnet also jetzt, ebenso wie ira w 1 v ~, einen von 1 his a ~ laufenden 
Index. 
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punkten abgesehenla), in ganz M" eindeutig und s~tig. Es ha~, unter 
Benu~zung der Bezeietmungen des w 1, u.a. folgende Eigensehaften: 

A. In jedem einzelnen T~, [ /~ '=  1 , . . . ,  ~"] is~ ~8 eindeutig und stetig, 
abgesehen hSchstens yon endlich vielen im Innern gelegenen Punkah. 

B. Po sei ein Randpunkt yon T :  und gehSre einem Randsimptex T~ -~ 
[ 1 < k :< n] an; T~ -k [~ = 1 , . . . ,  r] seien die mit To n-k identischen 
Randsimplexe anderer T" P die mit Po identisehen Punkte der 

T =-k (W~) e [e----0 1, . r] die k-faehen Winkel, deren Seheitel die 

T~ -k sind. Dann tritt stets einer yon folgenden beiden F~illen ein: 

I. (Hauptfall): Von den r + 1 Vektoren ~ (Pe) weist genau einer ins 
lnnere seines (W:)e, w~i~rend alle anderen ins ~u/3ere ihrer (W~) e ge- 
richter sind. 

II. (Orenzfan)" F, inige tier V(P~) gehSren den tgdndern ihrer (W;) e 
an und sind vermSge der zwisehen den Randr~iumen bestehenden affinen 
und transitiven Zuordnungen aufeinander abgebildet, w/ihrend die iibrigen 
~ ( P )  ins ~u~ere ihrer (W~) e zeigen. 

Wie man erkennt, tritt Fall II dann und nut dann ein, wenn Po 
und fo(Po) demselben Randsimplex angehSren. 

w 

Komplexs~tige u 
Bei der am Schlul3 des vorigen Paragraphen gew/~hlten Formulierung 

der Eigensehaften A und B des Vektorfeldes ~ ist kein Gebraueh yon der 
Tatsache gemacht, dal~ wit eine Umgebungsdarstellung einer Mannig]altig- 
keit vor uns haben. Liegt eine reduzierte a]]ine Darstellung ~i ~ eines be- 
liebigen Komplexes G ~ vor, so wird keine der eben ausgesprochenen 
Eigenschaften sinnlos, wenn wir M ~ dutch G ~ ersetgen. Wit diirfen daher 
definieren: 

Eine Zuordnung !~ yon Vektoren • (P) zu den Punktan P der redu- 
zierten aftinen Darstr ~ des Komplexes C ~ heil~t ein ,,in C '~ (in 
bezug auf 3I ~) komplexstetiges Vektorfeld", wenn sie den Forderungen A 
und B geniigt. [Siehe den ,,Zusatz" am Sehlu$ dieser Arbeit.] 

1. Von den Eigensehaften komplexstetiger Vektorfelder, die uns im 
Folgenden besch~iftigen werden, sei" zun~ichst festgestellt: Is~ ~ '  eine durch 
Unterteilung yon ~ entstandene Komplexdars~l!ung, so ist ~ aueh 
komplexstetig in bezug auf 9.I~, vorausgeseSzt, dal~. kein singul/irer Punk* 

�9 5) Von nun an kommt es uns, wenn nicht ausdrfickh'ch etwas andores bemerkt 
wird, ste~s nur auf die Stetigkeit der Riehtungen, nicht d e / I ~ n g e n  der Vektoren 
an; Nullstellen des Vektorfeldes gelt~n daher als S:mgularit~ten. 

I6" 
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yon ~ auf einem Randsimplex der Darstellung ~ liegt. Von der Richtig- 
keit dieser Behauptung iiberzeugt man sich dutch die Yeststellung, dab 

die Eigenschaft B nicht nut, wie vorausgesetzt, au~ den Rindern der 
Darstellung 92~, sondern auch auf den bei der Unterteilung lieu ent- 
standenen Rindern hat, in denen ~ stetig im gewShnlichen Sinne isk 

2. ]~ine zweite wichtige Eigensehait der komplexstetigen Vektorfelder 
be~rifft die ,,Projektion des komplexstetigen Vek+~orfeldas ~ auf den Rand- 
komplex". Darunter ist Folgendes zu verstehen: C ~, 9~ ~, ~ haben die. 
selben Bedeutungen wie bisher, 9/~-1 sei die dutch 9/" definierte nicht 
reduzierte Darstellung des R~ndkomplexes C ~-i, ~[~-i sei eine reduzierte 
a~ne Darstellung yon C ~'-~, T~ [k -~0 ,  .. . ,  n; ~*=  I,  . . . ,  ilk; f l , = r  

seien die Simptexe von ~*, t~k [k~-0,. . . ,  n - - l ;  2'~-1, " ' " 7  ~., y , - l= r  

die Simplexe yon 9.I~ ' - i .  Auf dem Rande jedes T~ sei ein Feld 1I,, yon 
Vektoren u (P) mit fotgenden Eigenschaften gegeben: 

a) u(P) ist ins Ianere yon Tff. gerichtet; 

b) liegt P a u f  einem T *-~, so fallen die Richtungen u(P) und I~(P) 
n/cht zusammen; 

c) es gibt hSchstens endlich viele Punkte P, in denen die Richtungen 
u(P) ,(p) zusamme alle . 
Wit lassen es dabei im Augenblick dahingestellt, ob solche Vektor- 

felder 1I~ stets existieren. 

&uf jedem T "-i  yon T~, fassen wir nun nu~ die Punkte P ins 
Euge, in denen D (P) entweder nach der posifiven Seite des T "-I ent- 
haltenden ebenen Raumes B n-1 gerichtet ist oder in E s-1 lieg~ -- in 
denen I)(P) also dem betreffenden ,,abgeschlossenen Winkelraum W~" 
angehSrt --, und projizieren diese I~(P) yon it(P) aus a~  E "- l ,  d. tL 
wit stellen denjenigen Vektor re(P) her, in dem E "-I yon der dutch 
u(P),  b(P) und dem zu n(P) diametralen Vektor a(P) ausgespannten 
ttalbebene e~(P) gescbnitten wird; dabei ist die Re/henfolge tier genannten 
Vektoren in e ~ stets die /olgende: u, I), iv, ft. Diese Konstruktion wird 
nut in denjenigen, h6chstens in endlicher Anzahl vorhandenen, der be- 
trachteten Punk~e P unmSglieh, in denen it(P) und ~(P) zusammenfallen. 
Dem Vektor iv(P) entspricht nun entweder (s. w 1, 6) genau ein Vektor 
to* in 9~ '-~, oder es entsprechen ibm mehrere in Ranclr~iumen yon 9I~ '-~ 
liegende Vektoren to*, die aifin aufeinander abgebildet sin& Die Gesamt- 
heir ~ *  der so in g[~-I erzeugten Vektoren to* nennen wir eine .Pro- 
jektion des Feldes ~ "  und behaupten, dab sie ein in C ~-x lr 
Vektorfeld darstellt. In der Tat: dab ~ *  die Eigenseha~ i der fiir die 
komplexs~etigen Vektor~elder charakteristischen Eigenschaf~n A mid B 
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besitzt, folgt aus der gesehilderten Konstruktion yon ~ *  sowie der Tat- 
sache, da~i die Forderung B yon !~ insbesondere fii~ / r  erfiill~ wird; 
und dab ~i~* die EigenschMt B fiir jedes k* ~ n -  1 besitzt, ergibt sich 
daraus, dab !~ diese Eigenschaft ~ k - - k * - ~  t besitzt, sowie aus dem 
in w 1, 7 diskutierten Verhalten der projizierten Vektoren, wonach insbeson- 

W•-I dere iv* dann und nut dann seinem abgeschlossenen Winkelraum ~-1 
angehSr~, wenn ro der erste Schnit~ des in e 2 gedrehten Vektors it mit einem 
Randraum E ~-1 yon W~ ist, wenn also l~ dem abgeschlossenen Winkel- 
raum W~ ~ angehSrt. 

3. Wir bringen nun die Indizes der Singularit~ten yon !8 in Beziehung 
zu den Indizes der Singulari~ten yon ~ * .  s,~ sei die Summe der Indizes 

derjenigen Singularit;iiten yon ~ ,  die in T~ liegen, und s ~ - -  ~ s~  sei 

also die Indexsumme aller Singularit/iten von ~ ;  ferner sei s ~-1 die 
Indexsumme aller Singularitiiten yon ~ * ,  a,~ die Summe der Uberein- 
stimmungsindizes ~) der beiden Abbildungen des Rarities yon T~ auf die 
Riehtungskugel, die von 1I~. und dem zu ~8 gehSrigen Randfeld ~8~, (in 

dieser Reihenfolge!) vermittelt werden, und a =  Z a~  die Summe 

aller dieser Ubereinstimmungsindizes. Nun l~il~t sich die Zahl a 
auf zweierlei Weise bestimmen: Dort und nut dort, wo 1I~ und ~ 
Ubereinstimmungsstellen haben, entsteht eine Singularit/it von ~ * .  Der 
Index einer solehen Ubereinstimmung is~ gleich dem Index der Singularitiit 
des Feldes der projizierten Vektoren iv, also auch gleich dem Index der 
Singularitiit yon ~ * ,  vorausgesetzt, dab man den ( n -  1)-dimensionalen 
Randraum E ~-1, dem der betrachtete Punkt angehSrt, so orientiert, dab 
ein positiv orientiertes Aehsensystem yon E ~-1 zusammen mit einem 
Vektor yon 1I~ als letzter Achse ein negatives Achsensys$em des n-&- 
mensionalen Raumes bildetlS); in unserem Fall ist abet die Indikatrix 
yon E n-~ als Randindikatrix yon T~, besfimmt, d.h.  ein auf die ge. 
schilderte Weise gebildetes n-laches Aehsensystem ist lx~itiv orientiert~). 
Folglieh ist der Ubereinstimmungsindex yon 1L, and !8,~ entgegengesetzt 
gleich dem Index der Singularit~i~ yon ~ *  in dem entsprechenden Punlt't, 
undes  ist daher 

(1) 
~m 

s ist a = ~ '  a,~ auf folgende zweite Weise zu bestimmen: 

a,~ ist die Summe der Ubereinstimmungsindizes dex dutch l I~  und ! ~  

~o) Beweis s. w I der under 4) zitierten Arbei~. 
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vermittelten Abbildungen des Randes yon T2. auf die Richtungskugel. 
Die dutch 1I~. vermittelte Abbildung hat clen Grad (- -1)  ", da alle Vek- 
toren u(P) ins Innere yon T2, gerichtet sind, sich also stetig unter Fest- 
haltung ihrer Anfangspunkte in Vektoren iiberfiihren lassen, die nach 
einem festen inneren Punk~ zeigen. Die dutch ~ .  vermittelte Abbildung 
hat den Grad s,~. Daher gilt die Gleichung ~) 

(2) a, , ,=(--1)~- ' . ( - -1)n- f -s~,~=--  l + s, . ,  

und hieraus folgt dutch Summation als zweiter Wert fiir a~ 

(3) a - - - ~ a ~ , , = - - a " + s  ~. 
St I t  --...~ 1 

Vergleieh der beiden Werte von a liefert: 

(4) 
4. Wir beginnen nun den Beweis des folgenden Satzes: 

Satz  I. Die Indexsumme der Singularitdten eines in C" komplex- 
stetigen Vektor/eldes ist gleich dermit  (--1 )n multiplizierten Eulerschen 
Gharakteristik yon O". 

Wit fiihren den Beweis  dutch Schlul~ yon n -  1 auf n .  

Es sei zun~chst n----1, G * - -  (71 also ein System yon a 1 Strecken, 
deren Ecken in ~o Gruppen zusammengefal~t sind; die einer Gruppe an- 
gehSrigen Ecken sind identisch in O 1 und repr~entieren einen Punkt 
dieses Komplexes. (Wix kSnnen uns diese Identifiziertmgen etwa im drei- 
dimensionalen Raum dutch Zusammenheften ausgefiihrt denken.)" Das 
komplexstetige Vektorfeld besteht aus Vektoren, die in den Geraden, 
denen die Strecken angehSren, liegen, und besitzt SingularitAtem im Innern 
der Strecken mit der Indexsumme s 1. Es weist in jedem der a ~ Punkte 
des Komptexes, welche durch die flo Eckpunkte der Strecken repr'dsentiert 
werden, genau einen ins Innere seiner Strecke gericht~ten Vektor auf. 
Ist also - - a  1:) die AnzaM aUer ins Innere ihrer Strecken gerichteten 
Eckvektoren, so ist 

(1") a =  - - a  ~ . 

Wit bestimmen a auf eine z~eite Weise, indem wit jede der Strecken T~ 
einzeln betrachten: Eine singul~ire SteI!e des 1- dimensionalen VekCorfeldes 
ist -- in sinngem~ii]er Anwendung der fiix n Dimensio~en get~offenen De- 
fmitionen -- mit dem Index -~-1 zu versehen, falls in ihrer Umgebung 

1~) Bezeichnungen und Vorzeichen sind im Hinblick auf die Ubereinstimmung 
mit dem n-dimensionalen Fall gew~hlt. 
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alle Vektoren von ihr fort, mit dem Index --1, falls in ihrer Um- 
gebung alle Vektoren naeh ihr hinweisen, mit dem Index 0, fails in ihrer 
Umgebung alle Vektoren gleichgerichtet sind (und die Singulari~t daher 
hebbar ist). Singularit~ten mit anderen Indizes treten fiir n - - 1  nieht 
auf. s,~ sei die Summe der Indizes aller Singularitgten yon !~ auf T,,~, 

a~ die Anzahl der ins Innere yon T,~ weisenden Eckvekt~ren; dann 
ist s ~ - - - - 1 ,  0 oder 47 1, je n a e h d e m - - a , ~ - 2 ,  1 oder 0 ist; jeden- 
falls ist also 

(2*) 

Summierung liefert 

(a*) a ~  - - ~ 1 + 8 I ~  

and hieraus folgt dureh Vergleich mir (1") 

(4*) --- ( . ~  

Dies ist fiir n - -  1 die in unserem Satz behauptete Beziehung. Wir nehmen 
ihn nun fiir n -  1 als bewiesen an. Ist dann C a ein Komplex und ~ ein 
derartiges komplexstetiges Vektorfeld in ibm, dab man Vek%orfelder 1 ~  
mit den oben unter 2. genannten Eigenschaften a), b), c) konstruieren 
kann, so folgt, da ~ *  komplexstetig ist und der Satz fiir den Rand- 
komplex C n-1 richtig, da also 

I$--1 
s ' - i  ---_ (_ 1 ),,-I. Z (-- 1 )7, ~,  

sein so]l, aus (4) die behauptete Beziehung 

(5) 
~--I 

8n=e~'--(-- 1) ~-I I ( - -1 )  ~ a ~ = (  - 1) ~ I(--l) ~a~. 
k = O ~----0 

Jedoch wissen wir nicht, ob man die Felder 1 ~  stets konstruieren kann. 
Da abet ein dutch Unterteilung yon C a entstandener Komplex dieselbe 
Eulersche Charakteristik hat wie G ~, so ist Satz I vollst~ndig bewiesen, 
sobald, was im n/ichsten Paragraphen gesehehen wird, die Richtigkeit des 
folgenden Hilfssatzes gezeigt ist: 

Ist 9/~ eine redazierte affine DarsteUung des Komplexes C ~ und 
darin ein komplexstetiges Vekt~)rfetd, so kanu man dutch Unterteilung 
yon 9.I ~ eine Darstellung ~ und in !8 ~ ein komplexsteViges Vektoffeld ~ ,  
dessen Singularit/iten mit denen yon !~ in bezug auf Lage und Index 
identisch sind, deraxt herstellen, dai} sich in jedem n-dimensionalen Sim- 
plex t~  von !8 ~ ein Vek~ffeld 1I~, konstruieren ]~il~t, welches in bezug 
auf ~ die Eigenschaften a), b), c) besitzt. 
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Vervollst~ndigung des Beweises zu dem Satz iiber die Indexsumme der 
Singularit~ten eines komplexstetigen Vektorfeldes. 

Um ~ und ~ in der gcwiinschten Weise zu erhalten, beseitigen wit 
zun~ichst die im Innern der Simplexe T~ yon ~ angehrachte~n Vektoren 
yon ~ und ersetzen sie dutch ein neues Vektorfeld ~ ,  das dieselben Rand- 
felder ~,~ und dieselben SinguIarit~iten mit denselben Indizes besitzt wie ~, 
das abet in gewissen Umgebungen Q (Pe) der singul~ren Punkte Pe -- diese 
selbst natfirIich ausgenommen -- analytisch ist; dab es derartige ~ gibt, 
ist an anderer Stelle is) gezeigt worden. ~ ist komplexstetig in ~ ,  
es mit dem komplexstetigen Feld ~ die Rand/elder gemeinsam hat; ~ ist 
dsher (nachw 3, 1 ) aueh komplexstetig in jeder dutch Unterteilung yon ~[~ 
entstandenen Komplexdarstellung ~ ' ,  sofern nut keiner der singul~iren 
Punkte auf einem Randsimplex yon ~ liegt. Ist nun 7 eine beliebige 
positive Zahl, so stellen wit dutch Unterteilung von 92 ~ eine Darstellung 
~ ( 7 )  her, die auger der eben genannten Berficksiehtigung der singul~iren 
StelIen noeh Iolgende Bed~ngungen erfiillt: 

~ ( ~ , )  ist eine so feine Zerlegung, clal~ 1. jedes einen singul~iren 
Punkt Pe enthaltende Simplex t ~ von ~ ( y )  ganz in der analytischen 
Umgebung Q (Pe) liegt, und dab 2. die Sehwankung der Vektorrichtungen 
von ~ in jedem t ~, das nicht ganz in einem Q (Pe) liegt, kleiner ist als 7; 
Bedingung 2 l~i~t sieh, wenn 1 bereits effiillt ist, durch weitere Unter- 
teilung infolge der gleiehm~igen Stetigkeit yon ~ auBerhalb der Q(P~) 
stets erffillen. 3. soil ~ ( 7 )  die Eigensehaft haben, dab jedes der Sim- 
plexe ~ mit einem von endheh vielen, von vornherein dutch ~ bestimmten 
Simplexen v~, . . . ,  ~ in Gestalt und Lage iibereinstimmt (w 1, 4); dal~ 
die Effiillung yon 3 mit einer beliebigen Verfeinerung der Unterteilung 
vertr~glich ist, wurde in w 1, 4 gezeigt. 

Wit beweisen nun, dab man bei hinreichend kleinem r Vektoffelder 1I~, 
in der gewiinschten Weise sn den l~ndern der t~ anbringen kann. Um 
derartige y zu bestimmen, fassen wir zun~ichst ein Simplex v~ ins kuge: 
F~ -1 [v = 1 , . . . ,  n-~-1] seien die v~ begrenzenden ebenen R~iume, deren 
positive Selden wie in w 1, 5 definiert seien. Unter einem ,,negativen 
Richtungsstern % yon ~ "  verstehen wir ein System yon n ~ 1 in einem 
festen Pnut:t 0 des Raumes angebrachten Einheitsvektoren a,, die so 
gerichtet sind, daft a~ [~ - -1 ,  . . . ,  n ~ l ]  nicht nach der positiven Seite 
yon B2 -1 zeigt, slso entweder nach tier negativen Seite yon E~ -1 weis~ 
oder parallel mit E, ~-~ ist. Die % bilden eine (~-- 1).(n ~ 1)-dimensionale 

~s) w 5, Aufgabe 4, Zusatz, der unter ~) zitierten Arbei~. 
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abgeschlossene Menge S e. Unter den ~:n.1 (n-~1)  Winkeln zwischen je 
zwei der Riehtungen eines % gibt es einen grSl~ten, m(%);  dabei sind 
WinkelgrSBen so zu messen, da$ sie stets zwischen 0 und z einschlie~lich 
liegen, m(ae) ist stets positiv; denn w~ire m ( % ) =  0, so wiirde alas 
bedeuten, dal3 alle Vektoren a~ eines % in einen einzigen Vektor a zu- 
sammenfielen und da$ daher dieser Vektor a f ir  kein E2 -1 naeh der 
positiven Seite gerichtet wire; dies ist abet unmSglich, da eine zu a 
parallele, dutch einen inneren Punkt yon ~ gehende orientierte Gerade 
nach der positiven Seite desjenigen E2 -1 geriehtet ist, dutch den sie in 
~ eintritt. Es ist also immer m ( % ) >  0; da andererseits m(%) als eine 
in der abgeschlossenen Menge Se stetige Funktion an einer Stelle ihre 
untere Orenze 7e erreieht, ist aueh re > O. 

Wit definieren nun ~, als die kleinste der r Zahlen r l , - - . ,  ~'r und 
haben zu beweisen, dal~ man unter Zugrundelegung der Unterteilung ~ ( 7 )  
sowohl (Fall a) in jedem Simplex t n, auf dessen Rand 19) die Schwankung 
yon ~ kleiner als r i s t ,  als auch (Fall fl) in jedem Simplex t", auf 
dessen Rande ~ analytisch ist, ein Vektorfeld 1I mit den Eigensehaften 
a), b), e) (s. w 3) konstruieren kann. 

Wir beginnen mit Fall a: t o habe also die Eigensehaft, da$ der 
Winkel zwischen je zwei Vektoren, die dem auf seinem Rande befind- 
lichen Tell ~o yon ~ angehSren, kleiner als ~, ist; dann gibt es, so 
behaupten wir, unter seinen Randr/iumen F~ -I F ~-i , . . - ,  n+l mindestens 
einen, nach dessert positiver Seite alle Vektoren yon ~o gerichtet 
sin& Andernfalls liel~e sieh n~imlich aus Vektoren yon ~o ein ne- 
gativer Richtungsstern a von to n bilden, und dieser w~ire zugleich ein 
negativer Richtungsstern desjenigen ~e n, mit dem t~ in Gestalt und Lage 
iibereinstimmt; es wire dann m ( 0 ) ~  Ye > Y, entgegen der Tatsache, dal3 
die Schwankung yon ~o kleiner ist als 7. -- Es seien also alle Vektoren 
yon ~o etwa naeh der positiven Seit~ von E~ -1 gerichtet. A sei ein 
innerer Punkt des zu E~ -~ gehSrigen Randsimplexes t~ - i  yon t~', g ein 
ins Innere yon t~ geriehteter, yon A ausgehender Halbstrahl; t~ -1, . . . ,  t~n+~ ~ 

seien die iibrigen (n -- 1)-dimensionalen Randsimplexe von to, ~o sei der 
zu ihnen gehSrige Tell yon ~o, M die (eventuell leere) Menge der Punkte 
yon g, in denen g von den dutch die Vektoren yon ~o bestimmten Halb- 
strahlen geschnitten wird. A gehSrt nieht zu M, da andernfalls der 
A enthaltende Halbstrahl yon ~--o nieht naeh der positiven Seite yon $~-1 
geriehtet wire. M ist abet abgeschlossen; es gibt daher auf g im Innern 
yon t~ Punkte, die nieht zu M gehSren; B sei ein solcher Pun~.  Wit 
definieren nun das auf dem Rand yon t~ zu konstruierende Feld 1/o z~u - 

19) Es geniigt, $ a u f  den R~udern d e r t  n zu betrachten. 
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ngchst auf den t~ -1 "~-1 , . . . ,  t ,+l dutch die Bestimmung, dal3 diese VekCoren 
alle durch B hindurchgehen; dann erfiillt es dort gewiB die Bedingungen 
a), b), c), denn es ist iiberall ins Inhere yon t~ gerichtet und hat mit 
~o iiberhaupt keinen Ubereinstimmungspunkt. Wit haben 1t o nun noch 
in den inneren Punkten des Simplexes t~ -1 zu konstruieren, aut dessen 
Rand es bereits festgelegt ist. Beriieksichtigen wit, dal~ H o auf diesem 
Rande und dab ~o atff ganz t~ -i nach der posifiven Seite yon y~- i  
weist, so k5nnen wir U o in den inneren PunkCen yon t~ -1 folgendermagen 
vorschriftsm~Big bestimmen: Ist P ein yon A versehiedener innerer Punkt yon 
t~ -1, so sei f f  der Schnittpunkt des Strahles A P  mit dem Rande yon t~ -I,  
p (P) ,  p(zW), t t (~)  seien die in P bzw. ff  angebrachten Vektoren yon 
~o bzw. 1Io, q (~P) die Projektion des Vektors p(/9) vom Vektor tt(P) 
aus auI E~ -1 (d. h., wie ~riiher, der Schnitt yon E~ -1 mit der durch 
t t (~) ,  p ( P )  und den zu l t (~)  diametralen Vektor fi(ff) ausgespannten 
Iffalbebene), q(P) der in P angebrachte, zu q(/9)parallele Vektor. Der 
za definierende VekCor tt(P) soil nun derjenige Vektor des yon p(P) 
und q (P) ausgespannten 2-dimensionalen, zwisehen 0 und ~z liegenden 
Winkels sein, der diesen Winkel so teilt, dab das Winkelverhiltnis 

{p(P)  u(P)} " 5~{u(P)  q (P)} gleieh ist dem Produkt aus dem Winkel- 
verh/iltnis ,~  {p (if) u (if) }" <)~ {u (if) q (if) } und dem S~eekenverhgltnis 
AP"  AP;  in A selbst soll u(A)- - -p(A)  sein. Das nunmehr auf dem 
ga.~zen Rand yon t~ definierte Feld 1I o geniigt alien Anforderungen: es 
ist stetig, iiberall naeh innen geriehtet und hat mit ~o einen einzigen 
Ubereinsfimmungspunkt A. 

Damit ist Fall a erhdigt, und wit wenden uns dem Fall fl zu, wit 
setzen also voraus, dab ~o atff dem Rande yon t~ analytiseh ist. K ~ sei 
eine ganz im Innexn yon t~ gelegene Vollkugel. Dann gibt es einen 
positiven Winkel ~ derart, dab jeder Winkel, dessen Scheitel und einer 
Schenkel dem Rand yon t~ angehSren, wghrend der andere Schenkel einen 
Punkt yon K ~ enth~t, gr5Ber als ~ ist. Wit t~ilen die Randsimplexe 
t ~  - 1  t ~ - I  , - - - ,  ~+i in so kleine Teilsimplexe se n 1, da$ die Sehwankung yon ~o 
in jedem einzelnen sff -1 kleiner als (3 ist; wenn dann ein zu einem Punkt 

n-1 gehSriger Vektor yon ~o nach einem Punkt yon K '~ weist, so v o n  8 e 

n-i ins Inhere von t~'. -- Die Halbstrahlen, weisen aUe ~o-Vektoren yon s e 
die dutch die in den ( n -  2)-dimensionalen Randsimolexen s ~-2 der s? -1 
angebrachten Vektoren yon ~o festgelegt sind, bilden= eine endliehe Anzahl 
anatytischer, ( n -  1)-dimensionaler Hyperfl~ensti idke; es gibt daher in 
K ~ gewig Pnn~e,  die auf keine~ dieser Hyperflgchen fiegen; C sei ein 
soleher l~m~.  Definieren wit dann 1% 0 zun~ichst in den s~ -~ dutch dio 
Best~mmung, dab die Vektoren it (P) nach C weisen, so sind dort keine 
Ubereinstimmungspunlrte mit ~o vorhanden. Dieselbe Festsetzung treffen 
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wit fiir diejenigen s~ -1, in denen kein zu ~o gehSriger Strahl nach einem 
Punkt yon K ~ weist; auch dort treten dann keine Ubereinstimmungs- 

~-1 weisen atle Vektoren punkte yon 1I o und ~o auf. In den iibrigen s e 
p(P) ins Inhere yon t~, und dasselbe gilt fiir die auf i~en R~adern 
schon angebrachten Vektoren yon 1I o. Wit kSnnen daher in jedem ein- 
zelnen yon ihnen dutch das Veffahren, mit dem wit im Fall r das Sim- 
plex t~ '-1 behandelt haben, naeh innen geriehtete Vektoren u(:P) kon- 
struieren, die sich an die am Rande yon s~ -1 bereits vorhaudenen Vek- 
toren von 1I o stetig ansehlieBen mad im Innern yon s~ -1 in genau einem 
Punkt mit dem Feld ~o iibereinstimmen. 

Damit ist aueh Fall /~ erledig~, die Giiltigkeit des am Ende des. 
vorigen Paragraphen formulierten Hilfssatzes ist gezeigt und Satz I voll- 
st~indig bewiesen. 

w 

Fixpunkte kleiner Transformationen und Singularit~ten stetiger 
Vektorfelder in geschlossenen Mannigfaltigkeiten. 

Wit machen nun Anwendungen yon Satz I und beschr~i~ken uns da- 
bei ausschliel~lich auf den FaLl, dab C ~- -  M ~ eine geschlossene (berandete 
oder unberandete) Mannigffaltigkeit ist. 

Jedem Punkt P von M ~ sei eine ihn enthaltende Umgebung U(P) 
zugeordnet, die so klein ist, da/~ sie bei Zugrundelegmag einer bestimmten 
, ausgezeictmeten Umgebungsdarstelhng" 9~ ~ von M ~ -- in der Bezeichnung 
yon w 2 -- ganz in jedem der Elemente E ~  dargestellt wird, die die 
Bilder der Simplexumgebungen der P enthaltenden Simplexe sind; flit 
hinreichend kleine Umgebungen U(P) ist diese Bedingung gewi~ erfiillt. 
f sei nun eine eindentige und stetige Abbfldung yon M ~ auf eine zu M ~ 
gehSrige Punktmenge und so ,,klein", dal] mit P das Bild f(P) der Um- 
gebung U(P) angehSrt; ferner besitze f, falls M ~ berandet ist, aaf dem 
Rande keinen Fixpunlct~ Dann is~ f in bezug auf 9~ ~ eine ,,Umgebungs- 
transformation" und erzeugt ein komplexstetiges Vektoffeld, dessert Singu- 
larit~tten, yon denen wir, da sie inhere Punkte von M ~ sind, voraussetzen 
diirfen, dal~ sie nut im Innern der T ~  auftreten ~o), nach Lage und Index 
rait den Fixpunkten yon f identisch sind. Aus Satz I folgt dann 

so) Zu jeder Darstellung ~ yon M n l~Bt sich eine :nit ihr im Sinn der kom- 
binatorischen Topologie hom~omorphe Darstellung, d.h.  eine solche, die dutch Zer- 
legung und Zusammensetzung yon Simplexen entsteht, angeben, in der encllic~h viele 
vorgeschriebene ~nnere Ptmk~ yon M n dutch innate Punkte der n.dimensionalen 
Simplexe repr"asentiert werden. 
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Sa tz  II. Die Summe der lndizes der ~'ixpunk~e einer hinreichend 
kleinen Trans/ormation der geschlossenen Mannig/altigkeit M '~ in sich ist, 
vorausgesetzt, daft hSchstens endtich vide Fixpunkte au/treten, gleich der 
mit ( --1)  * multiplizierten Eulerschen ~arakteristik yon M n. 

Hieraus ergibt sich: 

Sa tz  IIa. Jede hinreichend kleine Trans]ormation einer Mannig- 
/altigkeit mit yon 0 verschiedener Eulerscher Charakteristik in sich be- 
sitzt mindestens einen ~'ixpunkt. 

Wit stelten nun die Frage, ob es denn in jeder M * beliebig klein~ 
Transformationen mit hSchstens endlich vielen Fixpunlct~n gibt. DaB diese 
Frage zu bejahen ist, erkennt man -- immer unter Benutzung der Be- 
zeichnungsweise yon w 2 --  folgendermM]en" Tin , . . . ,  T,~ seien die Sim- 
plexe yon 9~ n, E ~ , . . . ,  E~n~ die die Simplexumgebungen der T~, dar- 
stellenden Elemente. Auf dem Rande yon T~ definiere man ein stetiges 
Feld yon auch der Liinge nach bestimmten, nicht verschwindenden Vek- 
toren, deren EndpunkCe E1 n angehSren; ihnen en~;sprechen verm6ge der 
affiuen Abbildungen, die zwischen den Teilen der verschiedenen E ~  bestehen, 
Vektoren auf gewissen Randsimplexen gewisser der T ~ , . . . ,  T2~. Diese 
Vekt~ren bringen wit in den Punk~en, zu denen sie gehSren, an, so dal~ je~z~ 
ein Teil der Randsimplexe yon T ~ , . . . ,  T ~  mit Vektoren besetzt ist. 
Wit bringen nun auf dem ganzen Rand yon T2 n ein l~eld yon Vek~oren 
an, deren Endpunkte in E~ liegen mad unter denen die auf gewissen 
Randsimplexen yon T~ n eventueI1 hereits angebrachten enthalten sind; dal] 
diese Anbringung yon Velct~ren stets m5glich ist, wurde in der Arbeit ,,Ab- 
bildungsklassen n-dimensionaIer Mannigfaltigkeiten" 6) (w 5; 2, 3) gezeigt. 
So fahren wit fiir v = 3, 4 , . . . ,  a ~ fort, bis die R~nder aller T ~  voll- 
st~ndig mit Vekt~ren besetzt sind. Darauf w~hlen wir im Innern jedes T~5 
einen 1)unkt P ~  mad ordnen ]edem yon ibm verschiedenen 1)unkt P yon 
T~5 denjenigen VekCor P P '  zu, der parallel ist zu dem Vektor desjenigen 
Randpunktes t ) y o n  T ~ ,  in den P yon P ~  aus projiziert wird, und 
dessen L~inge sich zu der des genannten Randvektors verh~t wie die 
Strecke Pz,,P zu der Strecke P ~ P ;  dem Punkte P ~  selbst ordnen wir 
den verschwindenden Vekgor zu. Auf diese Weise ist ein Vektorfeld mit 
den Singulari~ten P ~  definiert. Dutch die Vorschrift, dal~ jeder Punkg 
in denjenigen Punkt des in ibm angebrachten Vektors P P '  fibergehen sol], 
der die Strecke P P '  in dem Verh/iltnis t : l -  t teilt, ist fiir jedes t 
zwischen 0 und 1 eine Umgebungstransformation ~ definiert. Die Schar 
der ft konvergier~ gleichm/il~ig gegen die Identit~t, wenn t sich der 0 
n ~ e r t ;  jede dieser Abbfldungen hat die Punkte P ~ ,  und nut diese, zu 
 ix unk .. 
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Es gibt also beliebig kleine Transformationen yon M" mit endlich 
vielen Fixpunkten. Wir ziehen hieraus eine Folgerung: Ist M~ eine zu M" 
homSomorphe, d.h.  eineindeutig und stetig auf M s abbildbare Mannig- 
faltigkeit, so lgBt sieh in M ~ eine Transformation mit endlieh vielen 
Fixpunkten konstruieren, die jeden Punkt so wenig von seinem Ausgangs- 
punkt entfernt, dab diese Abbildung nicht nut in bezug auf eine Dar- 
stellung 9~ s yon M ~, sondern auch in bezug auf eine Darstellung 9~  
yon M~ eine Umgebungstransformation ist. Da nun der Index eines Fix- 
punktes eine topologische Invariante der betreffenden Transformation ist~), 
so ergibt sich hieraus auf Grund von Satz II  der folgende bekannte 

Satz  III. Homdomorphe Mannig]altigkeiten haben dieselbe Eulersche 
Charakteristik. 

Dieser Satz ist einer der klassischen und einfachsten S~tze der komMna- 
torischen TopologieS), in der man zwei Mannigfaltigkeiten als homoSmorph 
betrachtet, wenn ihre Darstellungen miteinander isomorphe (s. w 1) Unter- 
teilungen besitzen. Der eben gefiihrte Beweis gilt flit die Topologie im 
weiteren Sinne, in der man zwei Mannigfalfigkeiten bereits dann als 
homSomorph bezeichnet, wenn sie sich eineindeutig und stetig aufeinander 
abbilden lassen. Auch unter diesem allgemeineren Gesichtspunkt ist 
:Satz III  bereits yon Alexander sl) bewiesen worden. 

Wit veffoIgen nun die oben angeschnittene Frage nach der Existenz 
beliebig kleiner Transformationen mit endlich vielen Fixpunkten weiter: 
Ist es m6glich, eine beliebig kleine Transformation anzugeben, welche an 
den vorgeschriebenen inneren Stellen Q1,--- ,  Q~ (m ~ 0) Fixpun]rte mit 
den vorgeschriebenen Indizes ql, . . . ,  q~ besitzt, falls nut deren Summe 
gleich d e r m i t  ( - -1)  s multiplizierten Charakteristik c von M s ist? Dies 
ist in der Tat stets mSglich~S). Denn die Punkte P1, . . - ,  P , - ,  Q1, ---, Q~ 
lassen sich in ein zu M s gehSriges Element E einschlie~n~S), und in 
diesem l~iBt sich welter ein die genannten Punkte im Innern enthaltendes 
Element F~ angeben. Wit w~,hlen nun -- in der obigen Bezdchnung -- 
t so klein, da~ das dutch f~ gelieferte Bild yon E~ ganz in F liegt. F '  sei 
ein dem gewShnlichen Raum angehSriges topologischen Bild von F,  iv 1' in 
ibm das Bild yon FI, P : ,  . . . ,  P~',, Q~, . . . ,  Q~ seien die Bilder der 
P1 , - - . ,  P~-, Q1,--- ,  Qm- Der Abbildang fi entspricht eine Abbildung ff 

81) j .  W. Alexander I I ,  A proof of the invariance of certain constants of Ana- 
lysis Situs, Transact, of the Am. Math. Soc. 16 (1915). - -  Dort wird die Invarianz 
der Bettischen Zahlen fSr die Topologie im weitexen Sinne bewiesen. Da die Eulersche 
C"aarakter/~ik dutch die Bettischen Zahlen ausdrfiekbar ist (s. z. B. Tietce a. a. 0.), 
oist damit Satz HI  bewiesen; vgl. auch H. Kneser a~ a. 0., Fuflnote 2 auf S. 12. 

~) Wir setzen ~ ~ 2 voraua 
~s) s. w 2 der in FuBnote e) genannten Arbeit, 
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yon F~ auf einen Teil von F ' ;  ihre Fixpunkte sind P ; , . . . ,  Pd,,, die zu- 
gehSrigen Indizes sind wegen ihrer topologischen Invarianz dieselben wie 
die entspreehenden Indizes bei der Abbildung ft; die yon den Rand- 
pankten yon F~' naeh deren Bildpunkten bei der Abbildung /~' gezogenen 
Vektoren definieren daher eine Abbildung des Randes yon F~ auf die 
Riehtungslmgel, deren Grad (-- 1)". c ist. Auf Grund der LSsbarkeit ~) einer 
,,Randwertaufgabe ffir Vektorverteilungen" (s. die oben ~)zitierte Arbeit 

fiber Abbildungsklassen, w 5, 4) kSnnen wit, da auch 2 q. = (-- 1)~c ist, 
/~=1 

diese Randvektoren derart zu einem in ganz F~' definierten stetigen Vektor- 
fold erg~inzen, dab dessert Vektoren in den Q~ (# = 1 , . . . ,  m), und nut 
dort, verschwinden, und dab die Singularit~iten des Richtungsfeldes in 
diesen Punkten die Indizes gz besitzen. Die Vektoren dieses Feldes kSnnen 
wit fiberdies alle so klein w~ihlen, dal] ihre Endpunkte s/imtlich im Innern 
yon F '  liegen. Dureh die Vorschrift, dal] jeder Punkt yon $'1' in den End- 
punkt des in ihm sngebrachten Vektors fibergehen soil, wird $1' dersrt 
auf einen Tell yon F '  abgebildet, dab diese Abbildung g' auf dem Rande 
mit s iibereinstimmt mad in den Q~ Fixpunkte mit den Indizes q~ hat, 
im iibrigen aber iixpunktfrei ist. Der Abbildung g' entspricht in F 1 eine 
analoge Abbildung g; ersetzen wit nun ft im Innern yon F 1 dutch g, 
w.:ihrend wit im Xul]ern mad auf dem Rande yon F~ f~ unver~indert lassen, 
so haben wit eine Abbildung mit den gewfinsehten Eigensehsften kon- 
struiert. Damit ist bewiesen: 

Satz  IV. Sind Q~, . . . ,  Q,,, (m ~ o) beliebige innere Pun~e der Man- 
nig/altigkeit M '~, q t , . . . ,  q,~ beliebige ganze Zahlen, deren Summe gleich 
der mit (-- 1)" multiplizierten Charakteristik yon M" ist, so gibt es beliebig 
kleine Trans/o'rmationen yon M"  in sich, die in den Q., (/~ = 1 , . . .  m) 
Fixpunkte mit den Indizes q~, besitzen, im iibrigen abet/ixpunkt/rei  sind2~). 

Ein Spezialfall dieses Satzes ist: 

Satz  IVa. Jede Mannig/altigkeit, deren Charakteristik 0 ist, gestattet 
beliebig kleine /ixpunkt/reie Trans/ormationen in sich. 

Da Iiir jede unberandete gesehlossene Mannigialtigkeit ungerader 
Dimensionenzahl die Charak~eristik 0 ist, so gilt insbesondere 

Satz  IVb. Jede geschl~ssene unberandete Mannig/altigkeit un#erader 
Dimensionen~hl gestattet beliebig kleine /ixpun]a/reie Trans/ormationen 
in sich. 

Wit betraehten nun Vektorfelder, die stetig im gewShnliehen Sinne 
sind" In einer Umgebtmg U(P) jedes Punktes P yon M" sei eine 
Menge kartesiseher Koordinatensysteme deraxt ausgezeielmet, dal~ die 
Koordinaten yon je 2 (zu demselben Punkt oder zu versehiedenen 
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Punkten gehbrigen) KoordinaSensystemen in jedem ihnen gemein- 
samen Stiiek (lurch stetig differenzierbare Transformationen aus- 
einander hervorgehen; Randmannigialtigkeiten yon M ~ sollen in diesen 
Koordinatensystemen stetig differenzierbar sein. Dann ist klar, was unter 
Stetigkeit eines Vektorfeldes 15) zu verstehen isg. Um die Untersuehung tier 
Indizes eines solchen Vektoffeldes direkt auf die Betraehtung unserer 
komplexstetigen Felder zurfickfiihren zu kSnnen, miil~ten wir eine Dar- 
stellung von M n besitzen, in der die R:4nder jedes einzelnen Simplexes T~, 
auch in bezug auf eins der in M a ausgezeichneten Koordinatensysteme 
ebenen R~umen angehSrten. Die Existenz einer solchen Darstellung ist 
nicht selbstverst/~ndlich. Wir besehr~nken uns, um die hiermit angedeutete 
Schwierigkeit zu vermeiden, a'~ den Spezialfall~ dab M * eine Riemannsehe 
Mannigfaltigkeit ist; d .h .  in jedem Punkt ist in bezug auf jedes aus- 
gezeietmete Koordinatensystem eine stetig yon dem Punkt abh~ngige 
symmetrisehe Matrix (g~k) (i, k =  1, . . . , n )  gegeben, deren zugehSrige 

quadratisehe Form .,~ gr 7, dx  i dx~, = ds ~ positiv definit ist and ihren Wen 
~, k=l 

beim Ubergang yon einem ausgezeichneten Koordinatensystem zu einem 
anderen nicht ~ndert. In jeder derartigen Riemannschen Mannigfaltigkeit 
entspricht nun jedem hinreichend kleinen Vektor eine Verschiebung des 
Punktes, in dem er angebracht ist, und jeder hinreiehend kleinen Yer- 
schiebung ein Vektor in dem betreffenden Punk~. Mithin folgt aus den 
S~tzen II  und IV 

Satz V. Die Summe der Indizes eines Vektor/eldes in einer ~Riemann- 
schen Mannig/altigkeit lot gleich der mit (--  1) ~ multiptizierten Chara~teri. 
8tik; man kann stets ~") ein Vektor/eld mit vorgeschriebenen SingularitSten 
und Indizes konstruieren, so]era deren Summe gieich der genannten Zahl 
ist; es existiert dann und nut  dann ein singularitdten/reies Ve~tor/eld, 
wenn die Charakteristik 0 ist; insbesondere 15fit sich in jeder unberan- 
deten geschlossenen Mannig/altigkeit ungerader Dimensionenzahl ein solches 
anbringen. 

Unter den hiermit behandel~en Riemannschen Mannigfaltigkeiten sind 
z.B. diejenigen enthalten, die in den (n-~ k)-dimensionalen euklidischen 
Raum ( k ~  0) in stetig differenzierbarer Weise eingebettet sind; im FalI 
k-~ 0 also die yon endlieh vielen stetig differenzierbaren ( n -  1)-dimen- 
sionalen gesehlossenen unberandeten Hyperfl/iehen begrenzten Teilmannig- 
faltigkeiten des Ra-mes; ferner die Chfford-Kleinsehen Mannigfaltigkeiten, 
sowie vie!e andere, in denen sieh eine Riemannsdhe Metrik definieren ~ll~; 
als Beispiel seien e~wa noch die komplexen projektiven RKume Zr, genarmt, 
d.h. die Gesamtheiten aller Verh~tnisse zo ' - . . :  zk yon komptexen, nichg 
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s~imtlich verschwindenden ZahIen; in ihnen l~ii]t sich eine Mal~bestimmung 
mit dem Bogenelement 

1 
d 8  2 

i = o  

deiinieren ~). 
Wit verweflen noch einen 

k k 

~;=0 i = 0  

k k 

Z d z ~ ' ~  .~dz~'d~ i 
i=O i=O 

Augenblick bei dem Fall der yon 
geschlossenen Hyperfl~hen begrenzten Teilmannigfaltigkeit des n-dimen. 
sionalen Raumes; M ~ sei dutch die geschlossene unberandete Hyperfl~iche 
M ~-1 begrenzt. Die Vektoren eines Feldes der betrachteten Art gehSren 
alle M n an, sind also auf M ~-1 iiberall entweder ins Inhere yon M s 
gexichtet oder tangential an M n-1. Die dutch diese Vektoren gelieferte 
Abbildung yon M ~-~ auf die Richtungskugel hat den Grad (--1)n.c, 
wenn wieder c die (~harakteristik yon M n ist; die zu dieser Abbildung 
diametrale Abbildung, die dutch ein FeId nirgends ins Innere von M s 
gerichteter Vektoren vermittelt wird, hat daher den Grad ( -- 1)"- ( -- 1 ) n. c = c. 
Dieser Grad ist die ,,Curvatura integra" yon Mn'). Damit ist bewiesen: 

Satz  VI. Die Curvatura integra einer im n-dimensionalen Raum 
liegenden, stetig di//erenzierbaren, eine n-dimensionale Mannig/altigkeit 
begrenzenden, Jordanschen Hyper]ldche ist gleich der Charakteristik der 
begrenzten Mannig]altigkeit. 

Diesen Satz babe ich friiher nut flit den SpeziaIfall bewiesen, dab 
die begrenzte Mannigfaltigkeit ein Element ist. Ferner ergab sich an der 
genannten Stelle: Die 2k-dimensionale geschlossene, nicht notwendig 
Jordansche, stetig differenzierbare Hyperfl~he m des (2]r  1)-dimensio- 
nalen euklidischen Raums sei ein ,,Modetl" der zweiseitigen, geschlossenen, 
unberandeten Mannig/altigkeit M e k; dann ist ihre (~urvatura integra C (m) 
eine topologische Invariante von M ~k, und die Indexsumme der Singu- 
larit~ten jedes an m tangentialen Vektorfeldes ist, vorausgesetzt, dal~ nat 
endlich viele Singularit~ten vorhanden sin(t, gleich 2(7(m). Hieraus foIgt 
nunmehr: 

Satz VII. Die Curvatura integra einer geschlossenen, nicht notwendig 
Jordanschen, stetig differenzierbaren Hyperfldiche des (2 k -~- 1)-dimen- 
sionalen l~aumes, die ein Modell der zweiseitigen, geschlossenen, unberan- 
deten Mannig]altigt~eit M ~ ist, ist gleich der halben Charatcteristik yon M ~'~. 

~) In w 5 der unter 4) zi~erten Arbeit habe ich auf einf~he Weise eine beliebig 
kleine Transformation bzw. ein Vektorfeld in Zk mit der Indexsumme k + 1 angegeben 
und auBerdem in etwas umst~udlicher Weise gezeigt, dab die Charakteristik den 

Wer~ k -~ l  ha~; diese Bestimmaug der Charakteristik ist nunmehr auf Grund yon 

Satz V fiberiifissig. 
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Daxaus ergibt sieh welter (vgl. die me~fa~h zitierte fxiihere Arbeit), 
da die Curvatuxa integra st~ts eine ganze Zahl is~: 

S atz VIII. Eine geschlossene, unberande2e, zwdseitige Man~g/altig- 
keit M n mit ungerad~r Chara~teristik besitzt im (n +l)-dimensionalen 
eukh'dischen Raum ]ceine stetig di//erenzierbare Hyper]hiche aZs Modell, 
auch nicht bei Zukrssung yon Sdbstdurchdringungen. 

Das einfachste Beispiel fiir eine solche M ~ ist die als ,komplexe 
projelr~ive Ebene" definier~e vierdimensionale Maunigfaltigkeit Z~ (s. FuB- 
note 24). 

Ein Analogon zu Satz VIII ist die Tatsache, da~ eine 2 k-dimen- 
sionale geschlossene Mannigfaltigkeit M ~, die die vollstgndige Berandung 
einer geschlossenen M ~+1 bildet, stets eine gerade Charak-~ristik hat, 
n~mlich die doppelte Charal~ristik yon M~+1~5). Eine M 2k mit unge- 
fader Charakteristik, also z. B. Z~, kann daher durchdringungs/rei iiber- 
haupt in keinen einfach zusammenh~ngenden, nicht notwendig mit dem 
gewShnlichen Raum homSomorphen, gesctflossenen (2 ]r ~- 1)- dimensionalen 
Raum R e~+l eingebettet sein -- wenigstens nicht im Sinne der kombi- 
nat~)rischen Topologie, d. h. so, dal~ sie durch einen Tell des Raudkomplexes 
einer Darstellung von R ~ + ~ repr'~sentiert wird - - ,  da sie dann die 
Begrenzung jedes der beiden Teile bilden wiirde, in die sie R ~+x zerIegen 
mii~e ~). 

85) Dies folgt daraus, dab die unberandete (2/c+ 1)-dimensionale Maunigfaltig- 
keit, welche dutch Identifizierung entspreehender Randpunkte zweier Exemplaxe yon 
Ms/~+1 entsteht, die Charakteristik 0 besitzt; vgl. Dyck, Beitr~ge zur Analysis Situs H, 
Math. Ann. 37 (1890). 

~) H. Kneser, Ein topologiseher Zerlegungss~atz, Koninkl. Akad. v. Wetenschapen 
te Amsterdam Proe. 27, Sept. 1924. 

(Eingegangen am 11. 8. 1925.) 

Zusatz.  

Ich bin darauf aufmerksam gemaeh~ worden, dab tier Begriff der 
,komplexstetigen Vektoffelder", auf dessen Verwendung die Ergebnisse 
der obigen hxbeit im wesentliehen beruhen, nieht ldar genug definiert 
worden ist und zu Mii~verst~nduissen Anlai~ gegeben hat. Ich fonnuliexe 
daher diese Definition noeh einmal a ~ l i e h e r  als friiher: 

9.I ~ sei eine reduzierte affine Darstellung des Komplexes G ~. Eine 
Zuordnung ~ yon Vektoren ~o (P) zu den l~ankten P von ~ heist ein in G ~ 

Mathematische An~alen. 96. I7 
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(in bozug auf 9.I *) ,,komplexstetiges Vektoriold", worm folgonde Bedingungen 
orfiillt sind: 

.4.. Im Inneren und au] dem Rande jedes einzelnon T~% [/~ ~- 1 , . . . ,  fi~] 
ist ~ eindeutig und stetig, abgosehen hSchstons yon endlich vielen im 
Inneren gelegenen Punkah.  

B. Po sol ein Randpunkt yon T~,, To ~-~ [ 1 <: k ~_ n] sei irgendein 
Randsimplex -- nicht notwendig dztsjenige niedrigster Dimensionenzahl - ,  
dora Po angehSrt. T~ -~ [ e - - 1 , . . . ,  r] solon die mit T~*-~ in C n als 
identisch zu botrach~enden Randsimp]exo andorer T~n~, Pe die Po ent- 
sprechendon Punkto der n-k W~ .. ,  T~ , ( ~)e [ ~ ) = 0 , 1 , -  r] diek-iaehenWin- 
kel, deron Seheitel diejenigen ebenen Rgume E~ -* sind, zu welchen die 
T~ -~ gehiiren. 

Dann tritt  stets einer yon folgenden beiden F~llen ein- 

I. (Hauptfall.) Von den r +  1 Vektoren Ij(Pe) weist genau einer 
ins Innere seines (Wff)e , w~ihrend alle anderen ins ~u6ere ihrer (W:~) e go. 
richter sind. 

II. (Grenzfall.) Einer dot Vektoron ~(Pe), eCwa ' (Po) ,  gohSrt dem 
Rande seines n (W~)o an; dann kann os unter den Vek~oren I~*, welche vermSg 
der zwischon den Randri~umen bostehenden affinen und transitiven Zuord- 
nungen dom Vektor a(Po) entsprecken, einen odor mehroro goben, die 
obenfalls zu ~ gohSren; es brauchen abet nicht -- im Gegensatz zu dem 
am Schlufl des w 2 herangezogenen Spezialfall des im gewShnlichen Sinn 
stetigon Vektorfoldes in einer Mannigfaltigkeit --  alle diese ~* zu ~ zu 
gehSren. Alle fibrigen Vektoron I)(Po), welehe nicht Vektoren ~* sind, 
zeigen ins J~u6ere ihrer (W~) e. 

(Eingegangen am 26. 5. 1926.) 




