Vektorfelder in 72-dimensionalen Mannigfaltigkeiten.

Von
Heinz Hopf in Berlin.

Poincaré hat bewiesen, dal es im allgemeinen nicht méglich ist, in
jedem Punkt einer stetig differenzierbaren, geschlossenen, unberandeten
Fliche vom Geschlecht p einen Tangentialvektor derart anzubringen, daf
das so entstehende Vektorfeld iiberall stetig ist; er hat gezeigt, daB die
Summe der ,Indizes* der dabei auftretenden Singularititen den Wert
2 — 2p hat, woraus folgt, dal fiir p &+ 1 immer Unstetigkeitsstellen vor-
handen sein miissen?). Brouwer hat diesen Satz anf die #-dimensionalen
Kugeln ausgedehnt: auch hier ist die Summe der Indizes der Singulari-
titen unabhéngig von der speziellen Wahl des Vektorfeldes; sie ist 2 fiir
die Kugeln gerader, 0 fiir die Kugeln ungerader Dimensionenzahl?). Diese
Tatsachen lassen sich auch aus einem ungefdhr gleichzeitig mit der be-
treflenden Brouwerschen Arbeit von Hadamard ohne Beweis verdffent-
lichten allgemeineren Satze folgern, welcher besagt, daB fiir jede im (n + k)-
dimensionalen (k> 1) euklidischen Raum liegende n-dimensionale, ge-
schlossene, unberandete Mannigfaltigkeit die Summe der Indizes der Sin-
gularititen eines tangentialen Vektorfeldes eine fopologische Invariante
der Mannigfaltigkeit sei, so da8 z. B. zur Bestimmung der von Brouwer
fir die Kugeln angegebenen Zahlen die Betrachtung spezieller Vektor-
felder geniigt®). (Wie mir Herr Brouwer mitteilt, sind iibrigens die

1) Sur les courbes définies par les équations différentielles, 3. partie, chap. 13,
Journ. de Math. (4) 1 (1885).

2) Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 71 (datiert vom Juli 1910).

%) Note sur quelques applications de I'indice de Kronecker in Tannery, Intro-
duction & la théorie des fonctions d’une variable II, 2. éd. (1910), Nr. 42. — Es wird
dort auf Arbeiten von Poincaré, Dyck, Brouwer verwiesen; in den in Frage kommen-
den Abhandiungen dieser drei Autoren behandeln Poincaré und Brouwer die im Text
genannten speziellen Fille, wihrend Dyck zwar verwandte Sitze, aber nicht den bei
Hadamard formulierten Satz beweist.
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Brouwersche und die Hadamardsche Arbeit teilweise unter Gedankenaus-
tausch zwischen den beiden Verfassern entstanden.)

Gelegentlich der Untersuchung der Curvatura integra geschlossener
Hyperflichen gelangte ich zu einem Beweis des von Hadamard ausge-
sprochenen Satzes fiir den Fall, da k =1 ist*); da jedoch, wie sich gleich-
zeitig herausstellte, nicht jede n-dimensionale geschlossene Mannigfaltig-
keit regulir in den (n --1)-dimensionalen euklidischen Raum eingebettet
werden kann, so handelte es sich dabei nur um einen Spezialfall der frag-
lichen Behauptung.

In der vorliegenden Arbeit wird sie nun vollstindig bewiesen. Der
Satz wird dabei in zwei Richtungen verschirft: die eine, unwesentliche,
Verschirfung besteht darin, daf man sich von der Einbettung der
Mannigfaltigkeit in einen Raum hoherer Dimensionenzahl iiberhaupt frei
macht, was bei geeigneter Definition der Vektorfelder, insbesondere bei
der Deutung des Vektorfeldes als einer ,kleinen Transformation®, leicht
geschieht; zweitens aber wird die als Summe der Indizes auftretende topo-
logische Invariante wirklich angegeben: sie ist gleich der Eulerschen
Charalkteristik der Mannigfaltigkeit, was nach ihrer in speziellen Fillen
bereits vorliegenden Bestimmung zu erwarten war. Singularititentreie
Vektorfelder sind in einer Mannigfaltigkeit mithin nur méglich, wenn die
Charakteristik 0 ist. Die Frage liegt nahe, ob umgekehrt, im Falle ver-
schwindender Charakteristik, also z. B. im Fall einer geschlossenen un-
berandeten Mannigfaltigkeit ungerader Dimensionenzahl®), sich immer ein
singularititenfreies Vektorfeld konstruieren 1iB8t. Diese Frage wird bejaht,
indem die gewiinschte Konstruktion auf die Losung gewisser ,Randwert-
aufgaben fiir Vektorverteilungen“ zuriickgefithrt wird, die ich in anderem
Zusammenhang behandelt habe®). Eine der Folgerungen aus diesen Tat-
sachen ist der Satz: ,,Eine Mannigfaltigkeit gestattet dann und nur dane
beliebig kleine fixpunktireie Transformationen in sich, wenn ihre Charak-
teristik den Wert 0 hat.“ Insbesondere 148t also jede unberandete ge-
schlossene Mannigfaltigkeit ungerader Dimensionenzahl derartige Trans-
formationen zu, wihrend dies bei Mannigfaltigkeiten gerader Dimensionen-
zahl im allgemeiren nicht der Fall ist.

Ein verhiltnism#Big breiter Raum (§§ 1, 2) mufite fiir die Diskussion
von — groftenteils bekannten — Begriffen und Tatsachen verwendef
werden, welche Komplexe, Mannigfaltigkeiten und deren Darstellung

%) Uber die Curvatura integra geschlossener Hyperflichen, Math. Ann. 95
(1925).

5 8. z. B. H. Tietze, Uber die topologischen Invarianten mehrdimensionaler
Mannigfaltigkeiten, Wiener Monatshefte fiir Math. u. Phys. 19 (1908), § 8.

¢ Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 96.
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betrefien. Der Zusammenhang zwischen der Indexsumme der Singularititen
eines Vektorfeldes und der Eulerschen Charakteristik wird im wesentlichen
in § 8 behandelt; dies geschieht durch Schlu8 von n — 1 auf n Dimen-
sionen; dabei ist das (n — 1)-dimensionale Gebilde, anf das man im Ver-
lauf des fiir n-dimensionale Mannigfaltigkeiten zu fithrenden Beweises
guriickzugehen hat, keine Mannigfaltigkeit mehr, sondern ein ,,Komplex,
der Randkomplex der Mannigfaltigkeit. Dieser Umstand macht es not-
wendig, da man in Komplexen nicht ohne weiteres von Stetigkeit einer
Vektorverteilung reden kann, einen neuen Begriff einzufithren, den des
Jomplexstetigen Vektorfeldes“. In § 4 wird eine den Beweis des § 3 ver-
vollstindigende Hilfskonstruktion nachgetragen, und in § 5 wird dem Satz
seine endgiiltige Formulierung gegeben; er wird in der oben erwihnten
Weise als Fixpunktsatz fiir kleine Transformationen aufgefaBt und auf
Grund der Losbarkeit der ,,Randwertaufgaben in der ebenfalls schon an-
gedeuteten Weise umgekehrt; ferner wird gezeigt, daBl die Zahlen, die als
die ,,Totalkriimmungen geschlossener Hyperflichen*) auftreten, in vielen
Fillen als Eulersche Charakteristiken gedeutet werden kdnnen.

§ 1.
Komplexe und ihre Darstellungen.

1. Im n-dimensionalen gewdhnlichen Raum seien A" Simplexe
T" [»"® =1,..., f"] gegeben; ihre k-dimensionalen [0 <k < n] Rand-
simplexe seien mit 7% [»*=1,..., 8*] bezeichnet. Die T). bilden eine

»Komplexdarstellung” D", wenn zwischen den Punkten gewisser T, die,
,miteinander verbunden* genannt werden, Zuordnungen folgender Art
bestehen :

T" T® seien miteinander verbunden; dann gibt es zwei zu TV, T4
gehérige Simplexe T%, T% [0 < k < n], deren Punkte eineindeutig und stetig
so aufeinander bezogen sind, daB jedem 7P [0 < p < k] von Ty ein T%
von T% entspricht, wihrend zwei nicht zu T, T% gehorige Punkte 4,, 4,
von T® T% nicht einander zugeordnet sind. Diese Zuordnung ist transitiv,
d. h.: sind einerseits A,, 4,, andererseits A4,, 4; einander zugeordunete
Punkte von T, T2 bzw. T3, Ty, so sind auch 4,, 4; einander zugeordnet.

Infolge der Transitivitit konnen wir fiir jedes p [0 < p <n] die
B Simplexe T?, derart in «” Gruppen g;, (#=1,...,e"; 1 <e? < B7]
emteilen, daB die einer g? angehorigen 7' einander zugeordnet sind, und ana-
log lassen sich die Punkte 4 in Gruppen @ zusammenfassen. Wir nennen die
Gruppen a die ,,Punkte®, die Gruppen g7, die ,,Simplexe* des ,durch
D" dargestellen Komplexes €™, und sagen, daB zwei zu derselben Gruppe
gehorige Punkte bzw. Simplexe von D* identisch in C™“ sind,
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2. Ist in zwei Komplexdarstellungen D, Dy fiir jedes k: B = gk,
und unterscheiden sie sich nicht hinsichtlich der Gruppierungen g%, ihrer
Simplexe, sondern nur hinsichtlich der Punktzuordnungen innerhalb der
Simplexe Tfk, $0 nennen Wwir sie ,isomorph‘; zwei durch isomorphe

1> Do dargestellte Komplexe Oy, O lassen sich eineindeutig und stetig
so aufeinander abbilden, daB %-dimensionale Simplexe einander so ent-
sprechen, wie es durch den Isomorphismus vorgeschrieben ist?), und wir
betrachten sie als nicht voneinander verschieden.

Zu jeder Darstellung ®" gibt es eine ihr isomorphe ,,affine Dar-
stellung A", d. h. eine solche, in der die Abbildungen von je zwei ein-
ander zugeordneten Simplexen aufeinander affin sind; um eine solche Dar-
stellung zu erhalten, hat man nur mit je zwei Simplexen Tfk diejenige

affine Abbildung aufeinander vorzunehmen, die durch die vermdge D*
vorgeschriebene Zuordnung ihrer Ecken eindeutig bestimmt ist.

Eine Darstellung ®” heilt ,reduziert“, wenn in ihr " = g" ist,
d. h. wenn Zuordnungen nur fiir Randpunkte, nicht fiir innere Punkte der
T, vorgenommen sind. Man kann jede Darstellung durch Fortlassung
gewisser T:‘n ,sreduzieren’, und wir betrachten den durch die reduzierte
Darstellung reprisentierten Komplex als nicht verschieden von dem
urspriinglichen. Im allgemeinen haben wir im folgenden reduzierte affine
Komplexdarstellungen im Auge.

3. Die (n— 1)-dimensionalen Randsimplexe 7'%,"% von ®" bilden bei
Aufrechterhaltung der durch D* vorgeschriecbenen Zuordnungen eine
(n — 1)-dimensionale Komplexdarstellung ®*~% Ist D" affin, so ist auch
D" affin, jedoch ist D" im allgemeinen auch bei reduziertem D"
nicht reduziert. Den durch ®"™* dargesteliten Komplex 0"~ nennen wir
den ,,Randkomplex“ von C™.

4. Zerlegt man jedes T, von D" derart in endlich viele Teil-
simplexe, daB die so entstandenen Zerlegungen verschiedener Tfk [1<EL],
sofern diese einander zugeordnet sind, miteinander ,identisch in C"
sind, so entsteht damit ,durch Unterteilung von D" bzw. C" eine Dar-

stellung D,;" eines Komplexes Of. C" und O} haben bekanntlich dieselbe
»Eulersche Charakteristik“; diese ist in der obigen Bezeichnung fiir "

definiert als ﬁ (—1)*e¢®. Durch die mit den 77, vorgenommene Zer
k=0

legung entsteht gleichzeitig durch Unterteilung von "' bzw. ¢*™* eine
Darstellung ®™* des Randkomplexes €7~ von C;.

?) H. Kneser, Die Topologie der Mannigfaltigkeiten (Anhang), Jahresbericht 'd-
Deutsch. Math, Ver. 34, 1.—4. Heft (1925). — Es werden dort zwar nur Mannigfaltig-
keiten betrachtet, doch bleibt die Argumentation unverindert fiir Komplexe giltig:
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A" sei eine affine Darstellung. Dann ist jede durch Unterteilung
entstandene Darstellung A7 auch affin. Man kann mit einer vorgelegten
affinen Darstellung %" folgendermafen eine beliebig dichte Unterteilung
vornehmen: m sei eine beliebig grofle ganze Zahl; man teile jede Kante
T in m gleiche Teile und lege durch jeden Teilpunkt A die parallelen

ebenen Ridume zu denjenigen 7%, die demselben 7™ angehdren wie A,
ohne 4 zu enthalten. Auf diese Weise wird jedes 7" in endlich viele
beliebig kleine konvexe Polyeder P* zerlegt, und diese Zerlegungen sind
in einander zugeordneten 7% identisch in C™%, Die P* zerlegt man nun
weiter in Simplexe, und zwar wieder unter Beachtung der vorhan-
denen Zuordnungen, so daB eine Unterteilung von O" entsteht®). —
Dabei ist fiir eine spdtere Anwendung folgende Bemerkung wichtig:
Bezeichnen wir zwei Polyeder als nach ,Gestalt und Lage“ nicht von-
einander verschieden, wenn sie durch Dehnung und Translation — also in
einem (2,, ..., «, )- Koordinatensystem durch eine Transformation z; = cz,
+a, [v=1,...,n] — ineinander iibergefithrt werden konnen, so kommen
fir die P®, unabhingig von der Zahl m, nach Gestalt und Lage nur end-
lich viele Polyeder in Betracht. In der Tat: fithren wir z. B. in 77,
dessen Seiten 777, ..., Twis seien, derart ein affines Koordinatensystem
ein, daB die der Seite 7Tn;, gegeniiberliegende Ecke der Nullpunkt,
die von ihm ausgehenden Kanten die Achsen, die iibrigen n Ecken die
Einheitspunkte auf den Achsen sind, so ist ein zu Ty gehoriges P" ein
Teil eines ,Parallelepipedons“ II, dessen Kanten den Einheitsstrecken des

Koordinatensystems parallel und proportional — nimlich von der Linge ‘:ﬁ —

sind, also eines nach Gestalt und Lage von m unabhingigen Gebildes;
und zwar ist P" eines der Stiicke von I, die man erhilt, wenn man
durch jede Ecke von I7 den zu T,;; parallelen ebenen Raum legt, die
also ebenfalls nach Gestalt und Lage von vornherein bestimmt sind. Nun
it sich auch die Zerlegung dieser P" in Simplexe nach Gestalt und
Lage von vornherein vorschreiben?). — Diese Uberlegung gilt fiir jedes
einzelne 77, ; damit ist gezeigt, daB man durch eine beliebig dichte
Unterteilung (d. h. eine Unterteilung mit beliebig groBem m) von U™ eine
Darstellung AP herstellen kann, deren Simplexe von vornherein in bezug
auf Gestalt und Lage auf endlich viele vorgegebene, allein durch %" be-
stimmte mogliche Falle beschrinkt sind.

5. Es sei T® ein Simplex von D", 77"% [k > 1] ein Randsimplex
von T, T* % gehort k Simplexen T2 *[x=1,...,k] an; der T,"7F

®) Hadamard, a. a. O. Nr. 10, FuBinote 2).
%) Man verbinde den Schwerpunkt jedes P*[2 < k < n] mit jeder Ecke von P¥
und mit dem Schwerpunkt jedes P?[2 <1< k], das dem Rand von P* angehirt.
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enthaltende cbene (n — k)-dimensionale Raum E”™* ist der Durchschnitt
der % (n — 1)-dimensionalen ebenen Réume Z.’ ~1 welche die 7" ent-
halten. Jeder E; ' zerlegt den n-dimensionalen Raum in zwei Teile;
denjenigen, der 7 enthilt, nennen wir die ,positive Seite“ von B, ~'. Den
Durchschnitt der positiven Seiten der E¢ " [x=1,..., k] nennen wir
das ,Innere“ des durch die Z. ' gebildeten ,k-fachen Winkels Wy«
dessen Scheitel E" % ist; das Innere mit EinschluB des Randes ist der
»abgeschlossene Winkelraum®“ Wi'. (Unter einem W)’ ist demmach die
durch einen E™ ' bestimmte positive Halfte des Raumes zu verstehen.)
Jeder W¢ wird begrenzt durch k& abgeschlossene Winkelriume Wi_;, die
der durch D" definierten Darstellung ®"™' des Randkomplexes CO"7}
angehdren.

6. A" sei eine affine reduzierte Darstellung von C*, A" ! die zu-
gehorige affine (nicht reduzierte) Darstellung des Randkomplexes 0”77,

21 eine reduzierte affine Darstellung von C"7* in einem ebenen Raum

F*. B! sei der das Randsimplex 77! von U™ enthaltende
ebene Raum, P, ein Punkt von 70, w, ein in P, angebrachter,
in By " liegender Halbstrahl. Sind 7907"... 777! die mit 777 in C"
identischen Randsimplexe von A", P,, ..., P, die Punkte in ihnen, die mit
P, identisch sind, so sind vermdge der affinen Zuordnung zwischen den
die 70" [e=1,..., r] enthaltenden E,”* Halbstrahlen 1,,...,w, def:-
niert, die in den P, beginnen und in den E, ' liegen. Diesen r in %"~
definierten Strahlen entspricht in ;™' vermige der affinen und fransi-
tiven Zuordoung genau ein Strahl ®* von F”', der in dem P, ent-
sprechenden Punkt p des Simplexes "~" von ;" angebracht ist, welches
das Bild der 777" ist. Gehoren P, und m, gleichzeitig mehreren (n— 1)-
dimensionalen Randsimplexen 7" von %" an,s0 entsprechen dem Halbstrahl
w, und den mit ihm in C" identischen Halbstrahlen fo,, ..., w, [m>1]
von A" mehrere Halbstrahlen von "%, welche dann jedoch alle in Rand-
rdumen von Ur1 liegen und vermdge der affinen und transitiven Begiehung
zwischen den Randriumen von ;" aufeinander abgebildet sind.

7. BEs sei k=1, T " ein Randsimplex von %®, P ein Punkt vor
%% E"* der T"* enthaltende ebene Raum, Wy der zu E™* als
Scheitel gehorige k-fache Winkel, u ein in P angebrachter, ins Innere
von Wi gerichteter Halbstrabl, 1 der zu u diametrale Halbstrahl, e2 eine
von u und ii ausgespannte 2-dimensionale Halbebene. e? schneidet jeden
der k& Randriume B~ [x=1,...,k], die E*™* enthalten, in einem Halb-
strahl fo,. Sind 777" die den E; ™" angehérigen Randsimplexe, so ent-
spricht jedem T2 ' ein Simplex #7”' von UF™', an jedem von diesen
gibt es ein #77%, welches das Bild von 7™ % ist, zu jedem 77* gehérs
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ein Winkel (w}7i). von UF™"; in jedem #2™° gibt es einen Bildpunkt
p. von P, und jedem v, entspricht ein in p, angebrachter Strahl . von
F"'. Wir betrachten die Richtungen dieser v’ genauer; es sind zwel
Fille zu unterscheiden:

I. (Hauptfall): e® habe mit je 2 der E;™" nur den Punkt P ge-
meinsam; dann gehort jeder der Strahlen v, nur einem 77 ~1 an; kein
;¥ ist daher in einem (n — 2)-dimensionalen Randraum von 20’ ~1 gelegen.
Dreht man u in e? bis in die Lage 1, so sei 1, der erste Schnitt mit
einem E*'; dann ist 1, der einzige ,, der dem Rande von Wy an-
gehort, da alle andern v, ins Aufere von Wy zeigen. Dabher zeigt m1 ns
Innere von (wi_3 )1, wahrend alle anderen w,* ins Aufere ihrer (wk_1),, ge-
richtet sind.

II. (Grenzfall): ® habe mit mehreren der E) " gleichzeitig auBer
P noch einen Punkt, also einen Halbstrahl gemeinsam; dann sind
nicht alle 1, voneinander verschieden. Die % Halbstrahlen w, lassen sich
in ¢ Gruppen (¢ < k) derart zusammenfassen, da die Strahlen einer
Gruppe in einen Strahl wj[j = 1, ..., ¢] zusammenfallen. Fiir die t; bleiben
die in Fall I fiir die tv, festgestellten Tatsachen richtig. Ist yo; der erste
Schnitt des gedrehten Strahls » mit einem E* ' und ist ! nur mit einem
einzigen v, identisch, so bleibt das Resultat der Uberlegung von Fall I
unveriindert bestehen, daB von den ¥ [»=1, ..., k] genau einer, nim-
lich ¥, ins Innere seines ('w;’::f )1 zeigt, alle anderen 1} ins AupPere
threr (wp_;) gerichtet sind. Ist dagegen ] mit mehreren v, identisch,
so ist diese Tatsache dahin zu modifizieren, dal gewisse ., etwa
¥, ..., w4 (nimlich diejenigen, die w{ entsprechen), den Rdndern ihrer
(w=1), angehdren, und zwar so, daB sie vermdge der in' ;™" definierten
affinen transitiven Zuordnungen aufeinander abgebildet sind, wihrend alle
anderen w* [x=m 1, ..., k] ins AupPere ihrer (wi 1 ). weisen.

Bevor wir die hiermit festgestellten Tatsachen verwerten, haben wir
noch spezielle Komplexe zu betrachten.

§ 2.
Mannigfaltigkeiten und jhre Darstellungen.

1. Ein Eckpunkt 7)o einer reduzierten Darstellung von C™ heiBit ein
»rtegulirer Eckpunkt”, wenn die % % [k=1,...,n], die ihn sowie die

mit thm in O™ identischen Punkte enthalten, einander zugeordnet sind
wie zusammenfallende Simplexe und Randsimplexe der Simplexe eines
gewissen Simplexsterns des n-dimensionalen kartesischen Raums. Dabel
verstehen wir unter einem Simplexstern ein aus endlich vielen Simplexen
derart zusammengesetztes Element 8*, daB alle Simplexe einen Eckpunkt
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A gemeinsam haben, wihrend alle andern Eckpunkte auf einer Kugel um
A4 liegen?); Ty heiBt ,innerer“ oder ,Randeckpunkt, je nachdem A im
Innern oder auf dem Rande von 8" liegt.

Ein Komplex, der nur regulire Eckpunkte — innere oder Rand-
punkte — besitzt und auBerdem ,zusammenhingend“ ist, d. h. in dem
man von jedem T zu jedem andern 7, durch eine Kette von 7™ ge-

langen kann, in welcher jedes 7" mit dem folgenden verbunden ist, heift
eine (geschlossene) , Mannigfaltigkeit® M". Hat M” nur innere Eckpunkte,
so heiBit sie ,unberandet“?!); hat M" auch Randeckpunkte, so bilden alle
»Randpunkte“ eine endliche Anzahl geschlossener unberandeter (» — 1)-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten'?); dabei heifit ein Punkt ein Randpunkf
von M", wenn er einem solchen Randsimplex angehdort, dem bei jeder
Zuordnung zu den Simplexen eines Simplexsterns S* ein aus Randpunkten
von 8" gebildetes Simplex entspricht.

Ein Komplex, dessen Darstellung D durch Unterteilung einer Dar-
stellung " einer Mannigfaltigkeit M™ entsteht, ist, wie aus der Definition
folgt, selbst eine Mannigfaltigkeit, Diese gilt fiir uns als nicht verschieden
von M".

2. Wir betrachten die gleschzestige Abbildung mehrerer in M" mit-
einander verbundener Simplexe einer Darstellung auf Teile eines Elements
im kartesischen Raum: Seien zunichst 77 die Simplexe einer affinen Dar-
stellang A" von M, Ty eine Ecke, 8¢ der zugehérige Simplexstern; dann
1Bt sich die zwischen den k- dimensionalen Simplexen Z; (0 <k < n)
von 8; einerseits und den Simplexen Tfk andererseits bestehende Zuord-
nung, soweit diese definiert ist, zu einer Abbildung verschirfen, indem
man zwischen jedem Simplex Zf von 8¢ und dem ihm zugeordneten T%

die durch die Zuordnung der Ecken von Z zu denen von T'% eindeutig

definlerte affine Abbildung ausfithrt; auf diese Weise wird S;° auf den-
jenigen Teil 37 von M" eineindeutig und stetig abgebildet, der in A"
durch alle den Eckpunkt 7, oder einen mit jhm in M" identischen Eck-
punkt 77 enthaltende Simplexe 7} dargestellt wird.

8. Der so auf ein Stiick des kartesischen Raums abgebildete Teil 27
von M" umfaBt alle Simplexe, welche in M™ die Umgebung eines Punktes,
namlich des durch 7}, reprasentierten, bilden; wir suchen nun eine analoge

10) Diese Definition des Simplexsterns weicht unwesentlich ab von der von
Brouwer in der unter %) zitierten Arbeit gegebenen.

1) Dann hat M" offenbar iiberhaupt nur ,innere* Punkte im gewohnlichen
Sinne; vgl. dazu den unter ?) zitierten Bericht von H. Kneser.

12) Hadamard, a. a, O. Nr. 16.
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Abbildung der ganzen Umgebung eines Simplexes einer Darstellung von
M"; wir definieren:

Eine affine Darstellung 9" von M™ heiit eine , Umgebungsdarstellung®,
wenn sich zu jedem ihrer Simplexe 7Ty ein Element Ej' des gewdhnlichen
Raumes mit folgender Eigenschaft angeben 1i8t: Ist Q5 die ,Simplex-
umgebung von 7%'%, d. h. der durch die mit 73" verbundenen Simplexe
TP [¢=1,...,m] in A dargestellte Teil von M"“, so 1iBt sich Ey in
m -+ 1 Simplexe 25 ;[¢=0,1, ..., m] zerlegen und eineindeutig und stetig
so auf Qg abbilden, daB dabei zy; auf 7}* [¢=0,1,..., m] affin be-
zogen ist?).

Wir zeigen, daBl man von jeder M" eine Umgebungsdarstellung herstellen
kann: A" sei die oben besprochene affine Darstellung, in bezug auf die man
die fiir ein einzelnes »° geschilderte Abbildung der S3 und Z2[»°=1, ..., 8°]
vorgenommen hat. Wir stellen durch Unterteilung eine Darstel-
lung A von M" her, indem wir jede eindimensionale Kante T, inn + 1
gleiche Teile teilen, durch die Teilpunkte die zu den Seiten Tﬁ.‘i parallelen
ebenen (n» — 1)-dimensionalen Raume legen und die so entstehenden kon-
vexen Polyeder in Simplexe zerlegen. Ist #; ein Simplex der Darstellung
A und etwa 7y das Simplex von A", dem #; angehort, so gibt es eine
(n — 1)-dimensionale Seite von Ty', mit der #, keinen Punkt gemeinsam
hat; in der Tat, filhren wir (wie in § 1, 4) ein affines Koordinatensystem
&,...,& in T, ein, dessen Nullpunkt die Ecke von 7y ist, in welcher
sich die Seiten 77" %, ..., Tw~' schneiden, dessen Achsen die vom Null-
punkt ausgehenden Kanten, dessen Einheitspunkte auf den Achsen die
iibrigen Ecken von 79" sind, so geniigen die Koordinaten jedes Punktes
eines Simplexes der Darstellung 9, welches mit jeder der Seiten
T, ..., Ty einen Punkt gemein hat, den Ungleichungen

1

»n
figm [t=1,...,2]; i£5i<1;

dieses Simplex besitzt daher auf der letzten durch die Gleichung ﬁ’ §,=1
i=1

definierten Seite Ty;, von Ty keinen Punkt. — Also gibt es zu #; eine
Seite von 7y, z. B. T,"', mit der #; keinen Punkt gemeinsam hat. Ist
nun 7y der Ty " gegeniiberliegende Eckpunkt von 7y, 8¢ der zu 7% ge-
hérige Simplexstern, so ist die oben besprochene eineindeutige stetige und
stiickweise affine Beziehung zwischen Sy und den Simplexen von %", die
einen mit 75 in M" identischen Eckpunkt enthalten, in iy sowie in jedem

1) Allgemein bezeichnet also z,; , in dem die Simplexumgebung von 7,7 dar-
stellenden Element E,’ dasjenige Teilsimplex, welches das Bild von I} ist.

Mathematische Annalen. 96, 16
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mit #; verbundenen Simplex von A7, also in der ,Simplexumgebung®
0F von tj erklirt, d. h.: 97 ist eine Umgebungsdarstellung.

Wir konnen nun zur Darstellung von M" an Stelle der #,» direkt die

oben definierten Simplexe 2, ,» benutzen, und erhalten so, wenn wir,
um zu unserer fritheren Bezeichnungsweise zuriickzukehren, von vornherein
Zun, un = Ty» setzen, eine Umgebungsdarstellung, die folgendermaBen aussieht:

An jedes Simplex 7% %) sind an denjenigen Randsimplexen, die keine
Randpunkte von M" représentieren, Simplexe zzn’i [i=1, ..., m,»]*%)
angebracht, die zusammen mit 7% ein Element E,», das eineindeutige Bild

der Simplexumgebung £27. von T,% in M", bilden; dabei sind je zwei
n

die zu zwei verschiedenen Elementen E.,, E.. ge-
1 2

. n n
Simplexe Zun, ums Zun, uns
n

héren und denen dasselbe durch 7% = 2,4, ,» reprasentierte Stiick von
M" entspricht, durch Vermittelung von M" affin aufeinander abge-
bildet.

4. Diese ,,ausgezeichnete Umgebungsdarstellung* von M", die wir
wieder mit A" bezeichnen wollen, ist geeignet zur Untersuchung gewisser
Transformationen von M™:

Eine eindeutige stetige Abbildung von M™ auf sich oder einen Teil
von sich heifile in bezug auf A" eine ,Umgebungstransformation® von
M”", wenn jeder durch einen Punkt eines 7',» reprasentierte Punkt von M"

in einen Punkt der Simplexumgebung Q.. von 7. iibergeht.
p g =<, u g

Z.B. sind die Transformationen f, einer in ganz M" gleichmifig
gegen die Identitit konvergierenden Transformationsfolge f,, f;, ... in
bezug auf jede beliebige ausgezeichnete Umgebungsdarstellung 9" von einem
gewissen, von " abhingigen Index an Umgebungstransformationen; dies
driicken wir gelegentlich so aus, dal wir sagen, eine , beliebig kleine
Transformation“ von M™ ist eine Umgebungstransformation in bezug auf
jede ausgezeichnete Normaldarstellung.

Ist f in bezug auf A" eine Umgebungstransformation, so ist durch
sie in eindeutiger Weise eine eindeutige und stetige Abbildung f,» jedes
Simplexes 7. auf eine dem Element E,. angehorige Punktmenge de-
finiert. Wir nehmen an, da8 f héchstens endlich viele Fixpunkte hat und
daB diese nur snneren Punkten der T,. entsprechen. Bringen wir nun in
jedem Punkt P von 7. den nach dem Punkt f,»(P) weisenden Vektor v (P)
an, so ist dieses Vektorfeld B in einem gewissen Sinne, von den Fix-

1) yu* bezeichnet also jetzt, ebenso wie im § 1 »*, einen von 1 bis ¢* laufenden
Index.
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punkten abgesehen?®), in ganz M" eindeutig und stetig. Es hat, unter
Benutzung der Bezeichnungen des § 1, u. a. folgende Eigenschaften:

A. In jedem einzelnen Tx [p" =1, ..., "] ist B eindeutig und stetig,
abgesehen hochstens von endlich vielen im Innern gelegenen Punkten.

B. P, sei ein Randpunkt von 7Ty und gehére einem Randsimplex 75~ *
[1<k<Ln] an; T0* [o=1,...,r] seien die mit T, " identischen
Randsimplexe anderer T:,, , PQ die mit P0 identischen Punkte der
T *, (W), [e=0,1,...,7] die k-fachen Winkel, deren Scheitel die
TQ"'Z7 sind. Dann tritt stets einer von folgenden beiden Fiallen ein:

1. (Hauptfall): Von den r -1 Vektoren b (P,) weist genau einer ins
Innere seines (W"),, wihrend alle anderen ins Aufere ihrer (W.*), ge-
richtet sind.

I1. (Grenzfall): Einige der v (P,) gehoren den Rdndern ihrer (W”
an und sind vermdge der zwischen den Randrdumen bestehenden affinen
und transitiven Zuordnungen aufeinander abgebildet, wahrend die dibrigen
b(P,) ins Aupere ihrer (W.'), zeigen.

Wie man erkennt, tritt Fall II dann und nur dann ein, wenn P,
und f,(P,) demselben Randsimplex angehoren.

§ 3.
Komplexstetigze Vektorfelder.

Bei der am SchluB des vorigen Paragraphen gewihlten Formulierung
der Eigenschaften A und B des Vektorfeldes %8 ist kein Gebrauch von der
Tatsache gemacht, daB wir eine Umgebungsdarstellung einer Mannigfalirg-
keit vor uns haben. Liegt eine reduzierte affine Darstellung ™ eines be-
liebigen Komplexes C" vor, so wird keine der eben ausgesprochenen
Eigenschaften sinnlos, wenn wir M" durch C" ersetzen. Wir diirfen daher
definieren:

Eine Zuordnung ¥ von Vektoren 9 (P) zu den Punkten P der redu-
zierten affinen Darstellung A" des Komplexes 0" heifit ein ,in C" (in
bezug auf U™) komplexstetiges Vektorfeld*, wenn sie den Forderungen A
und B geniigt. [Siehe den ,,Zusatz® am SchluB dieser Arbeit.]

1. Von den Eigenschaften komplexstetiger Vektorfelder, die uns im
Folgenden beschiftigen werden, sei zuniichst festgestellt: Ist 9(; eine durch
Unterteilung von UA” entstandene Komplexdarstellung, so ist B auch
komplexstetig in bezug auf ', vorausgesetzt, daB kein singnlirer Punkt

%) Von nun an kommt es uns, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt
wird, stets nor auf die Stetigkeit der Richtungen, nicht der Lingen der Vekboren
an; Nullstellen des Vektorfeldes gelten daher als Singularititen.

16%
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von B auf einem Randsimplex der Darstellung %;* liegt. Von der Richtig-
keit dieser Behauptung tiberzeugt man sich durch die Feststellung, daf
% die Eigenschaft B nicht nur, wie vorausgesetzt, auf den Réindern der
Darstellung ;°, sondern auch auf den bei der Unterteilung neu ent-
standenen Réndern hat, in denen ¥ stetig im gewdhnlichen Sinne ist.

2. Eine zweite wichtige Eigenschaft der komplexstetigen Vektorfelder
betrifit die ,,Projektion des komplexstetigen Vektorieldes & auf den Rand-
komplex“. Darunter ist Folgendes zu verstehen: C”, A", B haben die-
selben Bedeutungen wie bisher, A" "' sei die durch A" definierte nicht
reduzierte Darstellung des Randkomplexes O™ %, U ™" sei eine reduzierte
affine Darstellung von €™, T% [k=0,...,n; »*=1,..., % " =¢"]
seien die Simplexe von A", t:k [k=0,...,n—1; A*=1, ..., y*s p" ="
die Simplexe von A7 '. Auf dem Rande jedes 7)x sei ein Feld U, von
Vektoren u(P) mit folgenden Eigenschaften gegeben:

a) u(P) ist ins Innere von 7, gerichtet;
b) liegt P auf einem 7", so fallen die Richtungen u(P) und p (P)
nicht zusammen;

¢) es gibt hochstens endlich viele Punkte P, in denen die Richtungen
von u(P) und p(P) zusammenfallen.

Wir lassen es dabei im Augenblick dahingestellt, ob solche Vektor-
felder W, stets existieren.

Auf jedem 7" ' von 7% fassen wir nun nur die Punkte P ins
Auge, in denen p(P) entweder nach der positiven Seite des 7" ! ent-
haltenden ebenen Raumes E™ ' gerichtet ist oder in E™* liegt — in
denen p(P) also dem betrefienden ,abgeschlossenen Winkelraum Wi"“
angehdrt —, und projizieren diese 9 (P) von u(P) aus auf E* ', d. b
wir stellen denjenigen Vektor w (P) her, in dem E” ' von der durch
u(P), v(P) und dem zu u(P) diametralen Vektor ii(P) ausgespannten
Halbebene e?(P) geschnitten wird; dabei ist die Reihenfolge der genannten
Vektoren in e? stets die folgende: u, v, w, . Diese Konstruktion wird
nur in denjenigen, hochstens in endlicher Anzahl vorhandenen, der be-
trachteten Punkte P unméglich, in denen u(P) und v (P) zusammenfallen.
Dem Vektor iy (P) entspricht nun entweder (s.§ 1, 6) genau ein Vektor
w* in ALY, oder es entsprechen ihm mehrere in Randriumen von U’ -
liegende Vektoren ¥, die affin aufeinander abgebildet sind. Die Gesamt-
heit B* der so in AP erzeugten Vektoren w* nennen wir eine ,Pro-
jektion des Feldes 8¢ und behaupten, daB sie ein in O™ komplexstetiges
Vektorfeld darstellt. In der Tat: daB ™* die Eigenschaft A der fiir die
komplexstetigen Vektorfelder charakteristischen Eigenschaften A und B
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besitzt, folgt aus der geschilderten Konstruktion von ¥8* sowie der Tat-
sache, daf die Forderung B von ¥ insbesondere fiix k=1 erfiillt wird;
und daB B* die Eigenschaft B fiir jedes k* <n — 1 besitzt, ergibt sich
daraus, daB B diese Eigenschaft fiir b= E* + 1 besitzt, sowie aus dem
in § 1, 7 diskutierten Verhalten der projizierten Vektoren, wonach insbeson-
dere w* dann und nur dann seinem abgeschlossenen Winkelraum wi':f
angehort, wenn v der ersfe Schnitt des in ¢? gedrehten Vektors u mit einem
Randraum E"™' von Wy ist, wenn also p dem abgeschlossenen Winkel-
raum W' angehdrt.

3. Wir bringen nun die Indizes der Singularititen von %8 in Beziehung
zu den Indizes der Singularititen von ®*. s, sei die Summe der Indizes

an

derjenigen Singularititen von B, die in T)% liegen, und s" = 3 s, sei

=]
also die Indexsumme aller Singularititen von %B; ferner sei s»—1 die
Indexsumme aller Singularititen von W*, a,» die Summe der Uberein-
stimmungsindizes*) der beiden Abbildungen des Randes von 7. auf die
Richtungskugel, die von 1,» und dem zu B gehérigen Randfeld %, (in
dieser Reihenfolge!) vermittelt werden, und a= 2‘] a,» die Summe

=1

aller dieser Ubereinstimmungsindizes. Nun 188t sich die Zahl «a
auf zwelerlei Weise bestimmen: Dort und nur dort, wo U, und %R,
Ubereinstimmungsstellen haben, entsteht eine Singularitdt von ¥8*. Der
Index einer solchen Ubereinstimmung ist gleich dem Index der Singularitit
des Feldes der projizierten Vektoren m, also auch gleich dem Index der
Singularitit von BW*, vorausgesetzt, da man den (7 — 1)-dimensionalen
Randraum E"', dem der betrachtete Punkt angehdrt, so orientiert, dafl
ein positiv orientiertes Achsensystem von E" ' zusammen mit einem
Vektor von W,. als letzter Achse ein negaiives Achsensystem des n-di-
mensionalen Raumes bildet'®); in unserem Fall ist aber die Indikatrix
von E™ ! als Randindikatrix von 7T, bestimmt, d.h. ein auf die ge-
schilderte Weise gebildetes n-faches Achsensystem ist positiv orientiert?).
Folglich ist der Ubereinstimmungsindex von U,» und %B,= entgegengesetzt
gleich dem Index der Singularitit von ¥ in dem entsprechenden Punkt,
und es ist daher

(1) = — g"1,

Andererseits ist @ = 3 a@,» auf folgende zweite Weise zu bestimmen:

=l

@ ist die Summe der Ubereinstimmungsindizes der durch U,» und %,»

%) Beweis 8. §1 der unter 4) zitierten Arbeit.
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vermittelten Abbildungen des Randes von 7. auf die Richtungskugel.
Die durch U,» vermittelte Abbildung hat den Grad (—1)", da alle Vek-
toren % (P) ins Innere von 7} gerichtet sind, sich also stetig unter Fest-
haltung ihrer Anfangspunkte in Vektoren iiberfithren lassen, die nach
einem festen inneren Punkt zeigen. Die durch %,~» vermittelte Abbildung
hat den Grad s,». Daher gilt die Gleichung*)

(2) @n=(—1)"" (= 1)" -+ 80 = — 1 -+ 8,n,

und hieraus folgt durch Summation als zweiter Wert fir a:

(3) a-—:gavu:——oc"—}-s”.

yR=}
Vergleich der beiden Werte von o liefert:
(4) Snzan__sn—i‘
4. Wir beginnen nun den Beweis des folgenden Satzes:

Satz I. Die Indexsumme der Singularititen eines in C" komplex-
stetegen Vektorfeldes ist gleich der mit (—1)" multiplizierten Eulerschen
Charakteristik von C”.

Wir fithren den Beweis durch Schlufl von n —1 auf #».

Es sei zundchst n =1, C"= Q' also ein System von «! Strecken,
deren Ecken in «® Gruppen zusammengefalt sind; die einer Gruppe an-
gehorigen Ecken sind identisch in ' und reprisentieren einen Punks
dieses Komplexes. (Wir konnen uns diese Identifizierungen etwa im drei-
dimensionalen Raum durch Zusammenheften ausgefiihrt denken.)" Das
komplexstetige Vektorfeld besteht aus Vektoren, die in den Geraden,
denen die Strecken angehéren, liegen, und besitzt Singularitdten im Innern
der Strecken mit der Indexsumme s'. Es weist in jedem der «® Punkte
des Komplexes, welche durch die ° Eckpunkte der Strecken reprisentiert
werden, genau einen ins Innere seiner Strecke gerichteten Vektor auf.
Ist also — @ *?) die Anzahl aller ins Innere ihrer Strecken gerichteten
Bckvektoren, so ist

(1%) a=—a’.

Wir bestimmen a auf eine zweite Weise, indem wir jede der Strecken T
einzeln betrachten: Eine singuliire Stelle des 1-dimensionalen Vektorfeldes 8
ist — in sinngemaBer Anwendung der fiir » Dimensionen getroffenen De-
finitionen — mit dem Index -1 zu versehen, falls in ihrer Umgebung

17) Bezeichnungen und Vorzeichen sind im Hinblick auf die Ubereinstimmung
mit dem %-dimensionalen Fall gewihlt.
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alle Vektoren von ihr fort, mit dem Index —1, falls in ihrer Um-
gebung alle Vektoren nach ihr hinweisen, mit dem Index 0, falls in ihrer
Umgebung alle Vektoren gleichgerichtet sind (und die Singularitit daher
hebbar ist). Singularititen mit anderen Indizes treten fiir n =1 nicht
suf. s, sei die Summe der Indizes aller Singularititen von % auf 7.1,
— a,» die Anzahl der ins Innere von 7),i weisenden Eckvektoren; dann

ist s,1=—1, 0 oder 41, je nachdem — @,. =2, 1 oder 0 ist; jeden-
falls ist also

(2%) A= —1-45,:.

Summierung liefert

(3%) a=—¢*+st,

und hieraus folgt durch Vergleich miv (1%)

(4%) st=o'—a=—(a®— a?).

Dies ist fiir n =1 die in unserem Satz behauptete Beziehung. Wir nehmen
ihn nun fiir » — 1 als bewiesen an. Ist dann C" ein Komplex und B ein
derartiges komplexstetiges Vektorfeld in ihm, daB man Vektorfelder U,
mit den oben unter 2. genannten Eigenschaften a), b), ¢} konstruieren
kann, so folgt, da W™ komplexstetig ist und der Satz fiir den Rand-

komplex O™ richtig, da also
-1
87&—-1 — (__ 1)7&—1. 1‘27(__ l)k“k
E=0
sein soll, aus (4) die behauptete Bezichung
n n n—1 "Gt kK n < E Kk
(5) s'=ua"—(—1) k%j")(-—l) e’ =(—1) kg;(-—-l)a :

Jedoch wissen wir nicht, ob man die Felder 11,. stets konstruieren kann.
Da aber ein durch Unterteilung von C™ entstandener Komplex dieselbe
Eulersche Charakteristik hat wie C", so ist Satz I vollstindig bewiesen,
sobald, was im nichsten Paragraphen geschehen wird, die Richtigkeit des
folgenden Hilfssatzes gezeigt ist:

Ist A™ eine reduzierte affine Darstellung des Komplexes C" und 8B
darin ein komplexstetiges Vektorfeld, so kann man durch Unterteilung
von Y™ eine Darstellung B” und in B" ein komplexstetiges Vektorfeld P,
dessen Singularititen mit denen von ¥ in bezug auf Lage und Index
identisch sind, derart herstellen, da§ sich in jedem n-dimensionalen Sim-
Plex 7% von B" ein Vektorfeld U » konstruieren liiBt, welches in bezug
auf ¢ die Eigenschaften a), b), ¢) besitzt.
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§ 4.

Vervollstindigung des Beweises zu dem Satz iiber die Indexsumme der
Singularititen eines komplexstetigzen Vektorfeldes.

Um B" und P in der gewiinschten Weise zu erhalten, beseitigen wir
zunichst die im Innern der Simplexe 7% von %" angebrachten Vektoren
von B und ersetzen sie durch ein neues Vektorfeld B, das dieselben Rand-
felder B,. und dieselben Singularititen mit denselben Indizes besitzt wie B,
das aber in gewissen Umgebungen @ (P,) der singuldren Punkte P, — diese
selbst natiirlich ausgenommen — analyfisch ist; daB es derartige P gibt,
ist an anderer Stelle®) gezeigt worden. B ist komplexstetig in A", da
es mit dem komplexstetigen Feld & die Randfelder gemeinsam hat; 8 ist
daher (nach § 3,1) auch komplexstetig in jeder durch Unterteilung von %"
entstandenen Komplexdarstellung B, sofern nur keiner der singulédren
Punkte auf einem Randsimplex von 8" liegt. Ist nun y eine beliebige
positive Zahl, so stellen wir durch Unterteilung von 9" eine Darstellung
B"(y) her, die auBer der eben genannten Beriicksichtigung der singuliren
Stellen noch folgende Bedingungen erfiillt :

B”*(y) ist eine so feine Zerlegung, daB 1. jedes einen singuléren
Punkt P, enthaltende Simplex t* von B"(y) ganz in der analytischen
Umgebung @ (P,) liegt, und daB 2. die Schwankung der Vektorrichtungen
von B in jedem ", das nicht ganz in einem @ (P,) liegt, kleiner ist als y;
Bedingung 2 148t sich, wenn 1 bereits erfiillt ist, durch weitere Unter-
teilung infolge der gleichmiBigen Stetigkeit von P auBerhalb der @ (F,)
stets erfiillen. 3. soll B"(y) die Eigenschaft haben, daf jedes der Sim-
plexe " mit einem von endlich vielen, von vornherein durch 9" bestimmten
Simplexen 77, ...,7, in Gestalt und Lage iibereinstimmt (§1, 4); daB
die Erfiillung von 3 mit einer beliebigen Verfeinerung der Unterteilung
vertriglich ist, wurde in § 1, 4 gezeigt.

Wir beweisen nun, daf man bei hinreichend kleinem y Vektorfelder 1;»
in der gewiinschten Weise an den Réndern der t» anbringen kann. Um
derartige y zu bestimmen, fassen wir zunichst ein Simplex 7, ins Auge:
B} [v=1,...,n41] seien die 7, begrenzenden ebenen Riume, deren
positive Seiten wie in § 1, 5 definiert seien. Unter einem , negativen
Richtungsstern ¢, von 7,'* verstehen wir ein System von n -1 in einem
festen Punkt O des Raumes angebrachten Einheitsvektoren q,, die so
gerichtet sind, da a, [v=1,..., 2+ 1] nicht nach der positiven Seite
von E*™' zeigt, also entweder nach der negativen Seite von Bt weist
oder parallel mit B " ist. Die o, bilden eine (n—1)-(n--1)-dimensionale

18) 8§ 5, Aufgabe 4, Zusatz, der unter °) zitierten Arbeit.
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abgeschlossene Menge S,. Unter den in-(n-1) Winkeln zwischen je
zwei der Richtungen eines o, gibt es einen groBten, m(c,); dabei sind
WinkelgréBen so zu messen, daB sie stets zwischen 0 und 7 einschliefllich
liegen. m(o,) ist stets positiv; denn wire m(o,) =0, so wiirde das
bedeuten, daBl alle Vektoren a, eines o, in einen einzigen Vektor a zu-
sammenfielen und daB daher dieser Vektor a fiir kein E;”' nach der
positiven Seite gerichtet wire; dies ist aber unméglich, da eine zu @
parallele, durch einen inneren Punkt von 7,” gehende orientierte Gerade
nach der positiven Seite desjenigen E,'”' gerichtet ist, durch den sie in
7, eintritt. Es ist also immer m (o,) > 0; da andererseits m(o,) als eine
in der abgeschlossenen Menge S, stetige Funktion an einer Stelle ihre
untere Grenze y, erreicht, ist auch y, > 0.

Wir definieren nun » als die kleinste der  Zahlen y,,..., 7, und
haben zu beweisen, da8 man unter Zugrundelegung der Unterteilung 8" (y)
sowohl (Fall ¢) in jedem Simplex ¢", auf dessen Rand'?) die Schwankung
von P kleiner als y ist, als auch (Fall §) in jedem Simplex ", anf
dessen Rande P analytisch ist, ein Vektorfeld 11 mit den Eigenschaften
a), b), ¢) (s.§3) konstruieren kann.

Wir beginnen mit Fall «: #; habe also die Eigenschaft, daf der
Winkel zwischen je zwei Vektoren, die dem auf seinem Rande befind-
lichen Teil 3, von ‘f angehdren, kleiner als y ist; dann gibt es, so
behaupten wir, unter seinen Randrdumen FrY .., B mindestens
emen, nach dessen positiver Seite alle Vektoren von B, gerichtet
sind. Andernfalls lieBe sich namlich aus Vektoren von %, ein ne-
gativer Richtungsstern ¢ von 7, bilden, und dieser wire zugleich ein
negativer Richtungsstern desjenigen 7,’, mit dem #;’ in Gestalt und Lage
ibereinstimmt; es wire dann m(6) > y, = v, entgegen der Tatsache, daB
die Schwankung von B, kleiner ist als y. — Es seien also alle Vektoren
von B, etwa nach der positiven Seite von Fy*~' gerichtet. A sei ein
innerer Punkt des zu Fy*"' gehorigen Randsimplexes #," " von #g', g ein
ins Innere von 1y gerichteter, von A ausgehender Halbstrahl; #5™%, ..., a7y
seien die fibrigen (n — 1)-dimensionalen Randsimplexe von 7, P, sei der
zu thnen gehérige Teil von §B,, M die (eventuell leere) Menge der Punkte
von g, in denen g von den durch die Vektoren von %, bestimmten Halb-
strahlen geschnitten wird. A gehért nicht zu M, da andernfalls der
4 enthaltende Halbstrahl von P, nicht nach der positiven Seite von Fy'™*
gerichtet ware. M ist aber abgeschlossen; es gibt daher auf g im Innern
von ;' Punkte, die nicht zu M gehéren; B sei ein solcher Punkt. Wir
definieren nun das auf dem Rand von #} zu konstruierende Feld U, zu-

%) Es geniigt, P auf den Rindern der ¢{* zu betrachten.
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nichst auf den #7%,..., t,’,,‘;f durch die Bestimmung, da88 diese Vektoren
alle durch B hindurchgehen; dann erfiillt es dort gewi die Bedingungen
a), b), ¢), denn es ist iiberall ins Innere von #, gerichtet und hat mit
%, tiberhaupt keinen Ubereinstimmungspunkt. Wir haben 1, nun noch
in den inneren Punkten des Simplexes #'”' zu konstruieren, auf dessen
Rand es bereits festgelegt ist. Beriicksichtigen wir, daB U, auf diesem
Rande und daB $B, auf ganz #'' nach der positiven Seite von Fy*
weist, so konnen wir U, in den inneren Punkten von g1 folgendermafBen
vorschriftsmiBig bestimmen: Ist P ein von 4 verschiedener innerer Punkt von
#7150 sei P der Schnittpunkt des Strahles 4P mit dem Rande von #;' ™",
p(P), p(P), u(P) seien die in P bzw. P angebrachten Vektoren von
B, bzw. U,, q(P) die Projektion des Vektors p(P) vom Vektor u(P)
aus auf EP ' (d h., wie frilher, der Schnitt von E{" ' mit der durch
u(P), p(P) und den zu u(P) diametralen Vektor ii(P) ausgespannten
Halbebene), q(P) der in P angebrachte, zu ¢ (P) parallele Vektor. Der
zu definierende Vektor u(P) soll nun derjenige Vektor des von p(P)
und g(P) ausgespannten 2-dimensionalen, zwischen 0 und = liegenden
Winkels sein, der diesen Winkel so teilt, daB das Winkelverhiltnis
IA{p(P)u(P)}: I{u(P) q(P)} gleich ist dem Produkt aus dem Winkel-
verhéltnis I {p (P)u(P)}: I{u(P)q(P)} und dem Streckenverhiltnis
AP: AP; in A selbst soll u(d)=p(4) sein. Das nunmehr auf dem
ganzen Rand von #, definierte Feld 11, geniigt allen Anforderungen: es
ist stetig, iiberall nach innen gerichtet und hat mit 9, einen einzigen
Ubereinstimmungspunkt 4.

Damit ist Fall « erledigt, und wir wenden uns dem Fall g zu, wir
setzen also voraus, daB P, auf dem Rande von #; analytisch ist. K" sel
eine ganz im Innern von #, gelegene Vollkugel. Dann gibt es einen
positiven Winkel 4 derart, daB jeder Winkel, dessen Scheitel und einer
Schenkel dem Rand von #; angehoren, wihrend der andere Schenkel einen
Punkt von K" enthilt, grofer als 6 ist. Wir teilen die Randsimplexe
it ..., te77 in so Kleine Teilsimplexe sy, daB die Schwankung von %,
in jedem einzelnen s} ' kleiner als 4 ist; wenn dann esn zu einem Punkt
von s;‘ -t gehoriger Vektor von B, nach einem Punkt von K" weist, so
weisen alle B,-Vektoren von s, " ins Innere von #;. — Die Halbstrahlen,
die durch die in den (n — 2)-dimensionalen Randsimplexen s*~2 der s~
angebrachten Vektoren von 8, festgelegt sind, bilden eine endliche Anzahl
analytischer, (n —1)-dimensionaler Hyperflichenstiicke; es gibt daher in
K™ gewiB Punkte, die auf keiner dieser Hyperflichen liegen; C sei ein
solcher Punkt. Definieren wir dann 1f, zundchst in den s7~2 durch die
Bestimmung, daB die Vektoren u (P) nach C weisen, so sind dort keine
Ubereinstimmungspunkte mit 9, vorhanden. Dieselbe Festsetzung treffen
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wir fiir diejenigen s, ', in denen kein zu %, gehoriger Strahl nach einem
Punkt von K" weist; auch dort treten dann keine Ubereinstimmungs-
punkte von U, und P, auf. In den iibrigen sg~" weisen alle Vektoren
p(P) ins Innere von f#;, und dasselbe gilt fir die auf ihren Réndern
schon angebrachten Vektoren von l,. Wir konnen daher in jedem ein-
zelnen von ihnen durch das Verfahren, mit dem wir im Fall ¢ das Sim-
plex 1! behandelt haben, nach innen gerichtete Vektoren u(P) kon-
struieren, die sich an die am Rande von s,/ " bereits vorhandenen Vek-
toren von 1, stetig anschlieBen und im Innern von s, in genau einem
Punkt mit dem Feld %, iibereinstimmen.

Damit ist auch Fall g erledigt, die Giiltigkeit des am Ende des.
vorigen Paragraphen formulierten Hilfssatzes ist gezeigt und Satz I voll-
stindig bewiesen.

§ 5.

Fixpunkte kleiner Transformationen und Singularititen stetiger
Vektorfelder in geschlossenen Mannigfaltigkeiten.

Wir machen nun Anwendungen von Satz I und beschrinken uns da-
bei ausschlieflich auf den Fall, daB C" = M" eine geschlossene (berandete
oder unberandete) Mannigfaltigkeit ist.

Jedem Punkt P von M" sei eine ihn enthaltende Umgebung U(P)
zugeordnet, die so klein ist, daB sie bei Zugrundelegung einer bestimmten
» ausgezeichneten Umgebungsdarstellung“ U™ von M™ — in der Bezeichnung
von § 2 — ganz in jedem der Elemente E.. dargestellt wird, die die
Bilder der Simplexumgebungen der P enthaltenden Simplexe sind; fiir
hinreichend kleine Umgebungen U(P) ist diese Bedingung gewif erfiillt.
f sei nun eine eindeutige und stetige Abbildung von M™ auf eine zu M"
gehorige Punktmenge und so ,klein“, da mit P das Bild f(P) der Um-
gebung U(P) angehort; ferner besitze f, falls M™ berandet ist, auf dem
Rande keinen Fixpunkt. Dann ist f in bezug auf %" eine ,,Umgebungs-
transformation‘* und erzeugt ein komplexstetiges Vektorfeld, dessen Singu-
larititen, von denen wir, da sie innere Punkte von M” sind, voraussetzen
diirfen, daB sie nur im Innern der 7. auftreten??), nach Lage und Index
mit den Fixpunkten von f identisch sind. Aus Satz I folgt dann

20) Zu jeder Darstellung %" von M " 148t sich eine mit ibr im Sinn der kom-
binatorischen Topologie hom&omorphe Darstellung, d. h. eine solche, die durch Zer-
legung und Zusammensetzung von Simplexen entsteht, angeben, in der endlich viele
vorgeschriebene innere Punkte von M” durch innere Punkte der x-dimensionalen
Simplexe reprasentiert werden. .
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Satz II. Die Summe der Indizes der Fixpunkte einer hinreichend
klesnen Transformation der geschlossenen Mannigfaliigkest M™ in sich ist,
vorausgesetzt, daf hochstens endlich viele Fixpunkte auftreten, glezch der
mit (—1)" multiplizierten Eulerschen Charakteristik von M™.

Hieraus ergibt sich:

Satz Ila. Jede hinreichend Fkleine Transformation einer Mannig-
faltigkest mit vom O wverschiedener EHulerscher Charakieristik in sich be-
sitzt mendestens einen Fixpunkt.

Wir stellen nun die Frage, ob es denn in jeder M™ beliebig kleine
Transformationen mit héchstens endlich vielen Fixpunkten gibt. DaB diese
Frage zu bejahen ist, erkennt man — immer unter Benutzung der Be-
zeichnungsweise von § 2 — folgendermafBien: 7v",..., T.% seien d1e Sim-
plexe von A", EY,..., E;» die die Simplexumgebungen der 7. dar-
stellenden Elemente. Auf dem Rande von 74" definiere man ein stetiges
Feld von auch der Linge nach bestimmten, nicht verschwindenden Vek-
toren, deren Endpunkte E;" angeh6ren; ihnen entsprechen vermdge der
affinen Abbildungen, die zwischen den Teilen der verschiedenen E,» bestehen,
Vektoren auf gewissen Randsimplexen gewisser der T%", ..., T». Diese
Vektoren bringen wir in den Punkten, zu denen sie gehoren, an, so daf jetzt
ein Teil der Randsimplexe von 7%°,..., T,» mit Vektoren besetzt ist.
Wir bringen nun auf dem ganzen Rand von 7%" ein Feld von Vektoren
an, deren Endpunkte in E,* liegen und unter denen die auf gewissen
Randsimplexen von 7% eventuell bereits angebrachten enthalten sind; daB
diese Anbringung von Vektoren stets moglich ist, wurde in der Arbeit , Ab-
bildungsklassen »-dimensionaler Mannigfaltigkeiten¢) (§ 5; 2, 3) gezeigt.
So fahren wir fiir »=3,4,..., ¢" fort, bis die Rénder aller 7% voll-
stdndig mit Vektoren besetzt sind. Darauf wihlen wir im Innern jedes 7
einen Punkt P, und ordnen jedem von ihm verschiedenen Punkt P von

" denjenigen Vektor PP’ zu, der parallel ist zu dem Vektor desjenigen
Randpunktes P von 7%, in den P von P,. aus projiziert wird, und
dessen Lénge sich zu der des genannten Randvektors verhilt wie die
Strecke P,»P zu der Strecke P,»P; dem Punkte P,. selbst ordnen wir
den verschwindenden Vektor zu. Auf diese Weise ist ein Vektorfeld mit
den Singularititen P,. definiert. Durch die Vorschrift, daf jeder Punkt
in denjenigen Punkt des in ihm angebrachten Vektors PP’ iibergehen soll,
der die Strecke PP’ in dem Verhiltnis £:1—¢ teilt, ist fiir jedes ?
zwischen 0 und 1 eine Umgebungstransformation f, definiert. Die Schar
der f, konvergiert gleichmaBig gegen die Identitit, wenn ¢ sich der 0
nihert; jede dieser Abbildungen hat die Punkte P,., und nur diese, zu
Fixpunkten.
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Es gibt also beliebig kleine Transformationen von M" mit endlich
vielen Fixpunkten. Wir ziehen hieraus eine Folgerung: Ist M7’ eine zu M"
homéomorphe, d. h. eineindeutig und stetig auf M"™ abbildbare Mannig-
faltigkeit, so 1a8t sich in M"™ eine Transformation mit endlich vielen
Fixpunkten konstruieren, die jeden Punkt so wenig von seinem Ausgangs-
punkt entfernt, dal diese Abbildung nicht nur in bezug auf eine Dar-
stellung A" von M”", sondern auch in bezug auf eine Darstellung A
von M, eine Umgebungstransformation ist. Da nun der Index eines Fix-
punktes eine topologische Invariante der betreffenden Transformation ist ),
so ergibt sich hieraus auf Grund von Satz II der folgende bekannte

Satz III. Homdomorphe Mannigfaltigkeiten haben dieselbe Eulersche
Charakteristik.

Dieser Satz ist einer der klassischen und einfachsten Sitze der kombina-
torischen Topologie®), in der man zwei Mannigfaltigkeiten als homodmorph
betrachtet, wenn ihre Darstellungen miteinander isomorphe (s. § 1) Unter-
teilungen besitzen. Der eben gefiihrte Beweis gilt fiir die Topologie im
weiteren Sinne, in der man zwei Mannigfaltigkeiten bereits dann als
homGomorph bezeichnet, wenn sie sich eineindeutig und stetig aufeinander
abbilden lassen. Auch unter diesem allgemeineren Gesichtspunkt ist
Satz IIT bereits von Alexander?!) bewiesen worden.

Wir verfolgen nun die oben angeschnittene Frage nach der Existenz
beliebig kleiner Transformationen mit endlich vielen Fixpunkten weiter:
Ist es moglich, eine beliebig kleine Transformation anzugeben, welche an
den vorgeschriebenen inneren Stellen @,,..., @, (m > 0) Fixpunkte mit
den vorgeschriebenen Indizes g, ..., q, besitzt, falls nur deren Summe
gleich der mit (— 1)* multiplizierten Charakteristik ¢ von M" ist? Dies
ist in der Tat stets maoglich®?). Denn die Punkte Py, ..., Por, @1, ..., Qn
lassen sich in ein zu M"™ gehdriges Element F einschlieBen??), und in
diesem 148t sich weiter ein die genannten Punkte im Innern enthaltendes
Element F, angeben. Wir wihlen nun — in der obigen Bezeichnung —
t so klein, daB das durch f, gelieferte Bild von F, ganz in F liegt. F’ sei
ein dem gewohnlichen Raum angehériges topologischen Bild von F, Fy in
thm das Bild von Fy, Py,..., Pls, Qf,..., Q, seien die Bilder der
Py, ..., Pan, @y, ..., Q. Der Abbildung f; entspricht eine Abbildung £/

1) J. W. Alexander II, A proof of the invariance of certain constants of Ana-
lysis Situs, Transact. of the Am. Math. Soc. 16 (1915). — Dort wird die Invarianz
der Bettischen Zahlen fiir die Topologie im weiteren Sinne bewiesen. Da die Eulersche
Charakteristik durch die Bettischen Zahlen ausdriickbar ist (s. z. B. Tietze a.2.0.),
ist damit Satz III bewiesen; vgl. auch H. Kneser a.a. 0., FuBnote 2 auf S. 12.

2%) Wir setzen n =2 voraus.

*%) 5. § 2 der in Fufinote ®) genannten Arbeit.
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von F, auf einen Teil von F’; ihre Fixpunkte sind Py, ..., P,;», die zu-
gehorigen Indizes sind wegen ihrer topologischen Invarianz dieselben wie
die entsprechenden Indizes bei der Abbildung f,; die von den Rand-
punkten von Fy nach deren Bildpunkten bei der Abbildung f; gezogenen
Vektoren definieren daher eine Abbildung des Randes von Fy auf die
Richtungskugel, deren Grad (— 1)"-¢ ist. Auf Grund der Losbarkeit??) einer
,,Randwertaufgabe fiir Vektorverteilungen“ (s, die oben ) zitierte Arbeit

iiber Abbildungsklassen, § 5, 4) konnen wir, da auch Zm’ g. = (—1)"¢ ist,
r=1

diese Randvektoren derart zu einem in ganz Fy definierten stetigen Vektor-
feld erginzen, da3 dessen Vektoren in den @, (#=1,...,m), und nur
dort, verschwinden, und daB die Singularititen des Richtungsfeldes in
diesen Punkten die Indizes g, besitzen. Die Vektoren dieses Feldes konnen
wir iiberdies alle so klein wahlen, da ihre Endpunkte simtlich im Innern
von F’ liegen. Durch die Vorschrift, daf jeder Punkt von ¥, in den End-
punkt des in ihm angebrachten Vektors iibergehen soll, wird #/ derart
auf einen Teil von F’ abgebildet, daB diese Abbildung g’ auf dem Rande
mit f;/ ibereinstimmt und in den Q) Fixpunkte mit den Indizes g, hat,
im iibrigen aber fixpunktfrei ist. Der Abbildung g’ entspricht in F, eine
analoge Abbildung g; ersetzen wir nun f, im Innern von F, durch g,
wihrend wir im Auflern und auf dem Rande von F, f, unverindert lassen,
so haben wir eine Abbildung mit den gewiinschten Eigenschaften kon-
struiert. Damit ist bewiesen:

" Satz IV. Sind Q,, ..., @, (m = 0) beliebige cnnere Punkte der Man-
nigfaltigkest M", q,, ..., q, beliebige ganze Zahlen, deren Summe gleich
der mit (— 1)" multiplizierten Charakteristik von M" ist, so gibt es beliebig
klesne Transformationen von M" in sich, die in den @, (u=1,...m)
Fizxpunkte mit den Indizes q, besitzen, em iibrigen aber fixpunktfres sind®?).

Ein Spezialfall dieses Satzes ist:

Satz IVa. Jede Mannigfaltigkest, deren Charakteristtk O ist, gestattel
beliebig kleine fixpunktfreie Transformationen in sich.

Da fiir jede wunberandete geschlossene Mannigfaltigkeit ungerader
Dimensionenzahl die Charakteristik 0 ist, so gilt insbesondere

Satz IVb. Jede geschlossene unberandete Mannigfaltigkert ungerader
Dimensionenzahl gestattet beliebig kleine fixpunktfreie Transformationen
n sich.

Wir betrachten nun Vektorfelder, die stetig im gewdhnlichen Sinne
sind: In einer Umgebung U(P) jedes Punktes P von M" sei eine
Menge kartesischer Koordinatensysteme derart ausgezeichnet, daB die
Koordinaten von je 2 (zu demselben Punkt oder zu verschiedenen
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Punkten gehorigen) Koordinatensystemen in jedem ihnen gemein-
samen Stiick durch stetig differenzierbare Transformationen ans-
einander hervorgehen; Randmannigfaltigkeiten von M™ sollen in diesen
Koordinatensystemen stetig differenzierbar sein. Dann ist klar, was unter
Stetigkeit eines Vektorfeldes *°) zu verstehen ist. Um die Untersuchung der
Indizes eines solchen Vektorfeldes direkt auf die Betrachtung unserer
komplexstetigen Felder zuriickfilhren zu konnen, miilten wir eine Dar-
stellung von M" besitzen, in der die Rinder jedes einzelnen Simplexes T
auch in bezug auf eins der in M" ausgezeichneten Koordinatensysteme
ebenen Riumen angehorten. Die Existenz einer solchen Darstellung ist
nicht selbstverstdndlich. Wir beschrinken uns, um die hiermit angedeutete
Schwierigkeit zu vermeiden, auf den Spezialfall, daB M" eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit ist; d. h. in jedem Punkt ist in bezug auf Jedes aus-
gezeichnete Koordinatensystem eine stetig von dem Punkt abhiingige
symmetrische Matrix (g,,) (¢, k=1,...,n) gegeben, deren zugehorige
quadratische Formi Zn' 9;,dx, dz, = ds® positiv definit ist und ihren Wert
k=1

beim Ubergang von einem ausgezeichneten Koordinatensystem zu einem
anderen nicht #ndert. In jeder derartigen Riemannschen Mannigfaltigkeit
entspricht nun jedem hinreichend kleinen Vektor eine Verschiebung des
Punktes, in dem er angebracht ist, und jeder hinreichend kleinen Ver-
schiebung ein Vektor in dem betreffenden Punkt. Mithin folgt aus den
Sétzen IT und IV

Satz V. Die Summe der Indizes eines Vektorfeldes in einer Riemann-
schen Mannigfaltigkest ist gleich der mit (— 1)* multiplizierten Charakiers-
stik; man kann stets®®) ein Vektorfeld mit vorgeschriebenen Singularititen
und Indizes konstruieren, sofern deren Summe gleich der genannien Zahl
ist; es existiert danm und nur dann ein singulariiatenfreies Vektorfeld,
wenn die Charakterisitk 0 ist; insbesondere laft sich in jeder unberan-
deten geschlossenen Mannigfaltigkeit ungerader Dimensionenzahl ein solches
anbringen.

Unter den hiermit behandelten Riemannschen Mannigfaltigkeiten sind
z. B. diejenigen enthalten, die in den (n -+ k)-dimensionalen euklidischen
Raum (k> 0) in stetig differenzierbarer Weise eingebettet sind; im Fall
k=0 also die von endlich vielen stetig differenzierbaren (n — 1)-dimen-
sionalen geschlossenen unberandeten Hyperflichen begrenzten Teilmannig-
faltigkeiten des Raumes; ferner die Clifford-Kleinschen Mannigfaltigkeiten,
sowie viele andere, in denen sich eine Riemannsche Metrik definieren 1a8¢t;
als Beispiel seien etwa noch die komplexen projektiven Réume Z, genann,
d. h. die Gesamtheiten aller Verhaltnisse z,:...:2, von komplexen, nicht
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simtlich verschwindenden Zahlen; in ihnen 148t sich eine MaBbestimmung
mit dem Bogenelement

k k
| Zwa Zua
= =
2 — | TTTT—— ————————————_
ds? = A 3 k k
(Z=%) | Sdepz  Sdzedg,
= t=0 t=0

definieren %),
Wir verweilen noch einen Augenblick bei dem Fall der von

geschlossenen Hyperflichen begrenzten Teilmannigfaltigkeit des n-dimen-
sionalen Raumes; M" sei durch die geschlossene unberandete Hyperfliche
M""* begrenzt. Die Vektoren eines Feldes der betrachteten Art gehdren
alle ¥" an, sind also auf M" ' iiberall entweder ins Innere von M"
gerichtet oder tangential an M" ', Die durch diese Vektoren gelieferte
Abbildung von M""' auf die Richtungskugel hat den Grad (—1)"-c,
wenn wieder ¢ die Charakteristik von M" ist; die zu dieser Abbildung
diametrale Abbildung, die durch ein Feld nirgends ins Innere von M"
gerichteter Vektoren vermittelt wird, hat daher den Grad (—1)"-(—1)"-¢=¢.
Dieser Grad ist die ,,Curvatura integra“ von M™4). Damit ist bewiesen:

Satz VI. Die Curvotura integra einer im n-dimensionalen Raum
liegenden, stetrg differenzierbaren, eine n-dimensionale Mannigfaltigkest
begrenzenden, Jordanschen Hyperfliche ist gleich der Charakteristik der
begrenzten Mannigfaltigkest.

Diesen Satz habe ich frither nur fiir den Spezialfall bewiesen, da8
die begrenzte Mannigfaltigkeit ein Element ist. Ferner ergab sich an der
genannten Stelle: Die 2Z%-dimensionale geschlossene, nicht notwendig
Jordansche, stetig differenzierbare Hyperfliche m des (2% - 1)-dimensio-
nalen euklidischen Raums sei ein ,,Modell* der zweiseitigen, geschlossenen,
unberandeten Mannigfaltigkeit M**; dann ist ihre Curvatura integra C(m)
eine topologische Invariante von M, und die Indexsumme der Singu-
laritdten jedes an m tangentialen Vektorfeldes ist, vorausgesetzt, dal nur
endlich viele Singularititen vorhanden sind, gleich 2(C(m). Hieraus folgt
nunmehr:

Satz VII. Die Curvatura integra einer geschlossenen, nicht notwendsq
Jordanschen, stetig differenzierbaren Hyperfliche des (2k - 1)-dimen-
sionalen Raumes, die esn Modell der zweisertigen, geschlossemen, unberan-
deten Mannigfaliigkeit M* ist, ist gleich der halben Charakteristik von mE,

%) In § 5 der unter %) zitierten Arbeit habe ich auf einfache Weise eine beliebig
kleine Transformation bzw. ein Vektorfeld in Z; mit der Indexsumme % J- 1 angegeben
und auBerdem in etwas umstindlicher Weise gezeigt, daB die Charakteristik den
Wert k-1 hat; diese Bestimmung der Charakteristik ist nunmehr auf Grund von
Satz V iiberfliissig.
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Daraus ergibt sich weiter (vgl. die mehrfach zitierte frithere Arbeit),
da die Curvatura integra stets eine ganze Zahl ist:

Satz VIII. Eine geschlossene, unberandete, zweiseitige Mannigfaltig-
keit M" mit ungerader Charakteristik besitzt im (n --1)-diniensionalen
euklidischen Roaum keine stetig differenzierbare Hyperfliche als Modell,
auch nicht be: Zulassung von Selbstdurchdringungen.

Das einfachste Beispiel fiir eine solche M™ ist die als ,komplexe
projektive Ebene* definierte vierdimensionale Mannigfaltigkeit Z, (s. FuB-
note 24).

Ein Analogon zu Satz VIIT ist die Tatsache, daB eine 2 k-dimen-
sionale geschlossene Mannigfaltigkeit M>*, die die vollstindige Berandung
einer geschlossenen M>*** bildet, stets eine gerade Charakteristik hat,
nimlich die doppelte Charakteristik von M***'25). Eine M?** mit unge-
rader Charakteristik, also z. B. Z,, kann daher durchdringungsfrei iiber-
haupt in keinen einfach zusammenhingenden, nicht notwendig mit dem
gewdhnlichen Raum homd&omorphen, geschlossenen (2% - 1)-dimensionalen
Raum R***' eingebettet sein — wenigstens nicht im Sinne der kombi-
natorischen Topologie, d. h. so, daB sie durch einen Teil des Randkomplexes
einer Darstellung von R**™' reprisentiert wird —, da sie dann die
Begrenzung jedes der beiden Teile bilden wiirde, in die sie R**** zerlegen
miiBte ¢),

25) Dies folgt daraus, da8 die unberandete (2k--1)-dimensionale Mannigfaltig-
keit, welche durch Identifizierung entsprechender Randpunkte zweier Exemplare von
M?2*+1 entsteht, die Charakteristik 0 besitzt ; vgl. Dyck, Beitrige zur Analysis Situs I,
Math. Ann. 37 (1890).

26) H. Kneser, Ein topologischer Zerlegungssatz, Koninkl. Akad. v. Wetenschapen
te Amsterdam Proe. 27, Sept. 1924.

(Eingegangen am 11. 8. 1925.)

Zusatz.

Ich bin darauf aufmerksam gemacht worden, daB der Begriff der
»komplexstetigen Vektorfelder“, auf dessen Verwendung die Ergebnisse
der obigen Arbeit im wesentlichen beruhen, nicht klar genug definiert
worden ist und zu MiBverstindnissen AnlaB gegeben hat. Ich formuliere
daher diese Definition noch einmal ausfiihrlicher als friiher:

A" sel eine reduzierte affine Darstellung des Komplexes C”". Eine
Zuordnung B von Vektoren p (P) zu den Punkten P von ¥ heiBt ein in O™

Mathematische Annalen. 96. 17
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(in bezug auf A™) , komplexstetiges Vektorfeld”, wenn folgende Bedingungen
erfiilllt sind:

A. Im Inneren und auf dem Rande jedes einzelnen Ty [p” =1,..., "]
ist B eindeutig und stetig, abgesehen hochstens von endlich vielen im
Inneren gelegenen Punkten.

B. P, sei ein Randpunkt von T, w11 <k < n) sei irgendein
Randsimplex — nicht notwendig dasjenige niedrigster Dimensionenzahl —,
dem P, angehort. Ty " [o=1,..., 7] seien die mit 77" " in C" als
identisch zu betrachtenden Randsimplexe anderer T,», P, die P, ent-
sprechenden Punkte der 70", (W), [e=0, 1, ..., r] die k-fachen Win.
kel, deren Scheitel diejenigen ebenen Riume Ee“'k sind, zu welchen die
T~ % gehoren.

Dann tritt stets einer von folgenden beiden Fillen ein:

I. (HauptfallL) Von den r--1 Vektoren p(P,) weist genau einer
ins Innere seines (Wy'),, wihrend alle anderen ins AuBere ihrer (Wy'), ge-
richtet sind.

I1. (Grenzfall.) Einer der Vektoren v (P,), etwa p(P,), gehdrt dem
Rande seines (W), an; dann kann es unter den Vektoren p*, welche vermég
der zwischen den Randriumen bestehenden affinen und transitiven Zuord-
nungen dem Vektor p(P,) entsprechen, einen oder mehrere geben, die
ebenfalls zu B gehdren; es brauchen aber nicht — Im Gegensatz zu dem
am Schlul des § 2 herangezogenen Spezialfall des im gewohnlichen Sinn
stetigen Vektorfeldes in einer Mannigfaltigkeit — alle diese p* zu B 2u
gehoren. Alle tibrigen Vektoren p(P,), welche nicht Vektoren p* sind,
zeigen ins AuBere ibrer (W'),.

(Eingegangen am 26. 5. 1926.)





