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Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. 
Von Heinz Hopt in Berlin. 

Die Versuche der kombinatorischen Topologie, die Zusammenhangsverhaltnisse 
der n-dimensionalen Komplexe und Mannigfaltigkeiten zu beschreiben, fuhren zu alge
braischen Betrachtungen, namlich zur Betrachtung von Gruppen, die mit dem geo
metrischen Gebilde topologisch invariant verknupft sind: es sind dies die Fundamental
gruppe und die Gruppen der i-dimensionalen Homologieklassen (i = 0, 1, ... , n). Handelt 
es sich um (geschlossene und orientierbare) Mannigtaltigkeiten, so la13t sich diesen von 
Poincare eingefuhrten Begriffen dadurch etwas wesentlich Neues hinzufiigen, da13 man 
die Homologiegruppen der verschiedenen Dimensionszahlen zu einem Ring verschmilzt: 
man hat - wie unten ausfuhrlicher auseinandergesetzt werden wird - den Schnitt 
zweier Zyklen (geschlossener Komplexe) in der Mannigfaltigkeit als Produkt zu deuten, 
was auf Grund neuerer Untersuchungen von Alexander und Lefschetz auf keine Schwie
rigkeit sto13t. Diese Gruppen und Ringe bilden nach dem gegenwartigen Stand unserer 
Kenntnisse im wesentlichen das algebraische Gerust der Mannigfaltigkeiten, das deren 
Zusammenhangsverhaltnisse schildert, freilich ohne sie zu erschOpfen. 

Eine eindeutige und stetige (nicht notwendigerweise eindeutig umkehrbare) Ab
bildung t einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M auf eine n-dimensionale Mannig
faltigkeit p, bewirkt eine eindeutige Abbildung des Ringes und der Fundamentalgruppe 
der ersteren auf Ring und Fundamentalgruppe der letzteren. Die Gesamtheit der Eigen
schaften dieser Gruppen- und Ringbeziehungen moge als Algebra der Abbildungen von 
Mannigfaltigkeiten bezeichnet werden; von Topologie der Abbildungen wird man sprechen, 
wenn man nicht die Gruppen- und Ringelemente, sondern die Punkte der beiden Mannig
faltigkeiten und die durch t zwischen ihnen vermittelten Beziehungen betrachtet. Es 
is~ von besonderem Interesse, den Zusammenhangen zwischen Algebra und Topo
logie einer Abbildung nachzugehen; ein Beispiel eines solchen Zm~ammenhanges ist 
der Lefschetzsche Fixpunktsatz 1), der die Fixpunktzahl einer Abbildung von M auf 
sich - also eine topologische Eigenschaft - mit den Spuren der Substitutionen, 
denen die Homologiegruppen unterworfen werden, - also mit algebraischen Eigen
schaften - in Verbindung bringt; ein anderes einfacheres Beispielliefert die Betrachtung 
des Abbildungsgrades c von t: er Hi.13t sich einerseits algebraisch durch die Homologie 
t(M) ~ cp, definieren und kann andererseits (wenigstens seinem absoluten Betrage nach) 
topologisch als die Mindestzahl der eineindeutigen Bedeckungen eines Gebietes von ft 
charakterisiert werden, die sich durch stetige Abanderung von t erreichen laBt 2), 
woraus insbesondere die wesentliche topologische Verschiedenheit der Abbildungen mit 
c =l= ° von denen mit c = ° erhellt: die ersteren sind dadurch gekennzeichnet, daB man 

1) S. Le/schetz, (a) Intersections and transformations of complexes and manifolds; (b) Manifolds with a boun
dary and their transformations; Trans. Am. Math. Soc. XXVIII (1926), XXIX (1927). 

i) H. Hop/, Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, Zweiter Teil, Math. Annalen 102 (1929); 
H. Kneser, Glattung von Fliichenabbildungen, Math. Annalen 100 (1928). 
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keinen Punkt von ft durch stetige Xnderung von t von der Bedeckung durch die Bild
menge befreien kann. 

In dieser Arbeit werden Satze uber die durch Abbildungen von M auf Il zwischen 
den Homologiegruppen und -ringen der beiden Mannigfaltigkeiten hergestellten Be
ziehungen bewiesen; die Fundamentalgruppen werden nur gelegentlich und dann im 
wesentlichen als Hilfsmittel herangezogen. Die Satze zeigen, daB auch diese alge
braischen Beziehungen wesentlich verschiedenartig ausfallen, je nachdem der Ab
bildungsgrad von 0 verschieden oder 0 ist, und daB uberhaupt der Betrag des Grades 
eine beherrschende RoUe spielt. Sie liefern unter anderem fur die Gesamtheit der 
moglichen Abbildungen von M auf Il Einschrankungen, die man aus den Eigen
schaften der beiden Ringe ablesen kann; die einfachste derartige Bedingung lautet, 
daB man M auf Il nicht mit einem von 0 verschiedenen Grade abbilden kann, falls 
fur irgendein i die i-te Bettische Zahl von M kleiner ist als die i-te Bettische Zahl 
von ft. AIs wesentliches Hilfsmittel beim Beweis des Hauptsatzes (Satz I, § 3), aus 
dem sich alles andere leicht ergibt, dient die Produktmannigfaltigkeit von M und Il, 
deren Wert fur die Untersuchung der Abbildungen seit den Arbeiten von Lefschetz 1) 
feststeht. 3) 

§ 1. Der Homologiering einer Mannigfaltigkeit. 

Es sei zunachst kurz an einige Grundbegriffe und -tatsachen aus der kombinato
rischen Topologie erinnert, deren Kenntnis hier als bekannt vorausgesetzt werden 
muB 4). 

Unter dem Orientieren eines n-dimensionalen Komplexes en versteht man ein will
kurliches Orientieren seiner n-dimensionalen Zellen. Der Rand einer orientierten n
dimensional en Zelle ist ein wohlbestimmter orientierter (n - 1 )-dimensionaler Komplex; 
der Rand von en ist die Summe der Rander seiner n-dimensionalen Zellen. Dabei ist 
diese Summe algebraisch zu bilden, sie ist also eine Linearform in den (n - 1 )-dimensio
nalen Zellen von eft; ist sie 0, so heiBt en geschlossen. 

Unter einem in en liegenden i-dimensionalen Zyklus versteht man das eindeutige 
und stetige Bild eines geschlossenen i-dimensionalen Komplexes, das nicht lediglich als 
Punktmenge in eft, sondern in bestimmter Weise als Bild seines Originalkomplexes auf
zufassen ist. Ein i-dimensionaler Zyklus Zi heiBt homblog 0, geschrieben: Zi ,...., 0, wenn 
er das Bild des Randes eines in en hinein abgebildeten (i + l)-dimensionalen Kom
plexes ist. Da Zi (d. h. sein Original) orientiert ist, ist klar, was man unter Zi = + Zi 

und unter - Zi zu verstehen hat. Ferner ist die Summe und nach der eben uber 
das Vorzeichen gemachten Bemerkung auch die Differenz zweier Zyklen in nahe
liegender Weise zu erklaren. Statt zl - z~ ,...., 0 sagt man auch: zi,...., z~; aus 
zi""" z~, z~ ~ z~ folgt zi,...., z~; man nennt dann die Zyklen zu derselben Homologie
klasse gehOrig. 

Die i-dimensionalen Homologieklassen bilden bezuglich der Addition eine Abelsche 
Gruppe. Es gilt der Satz, daB dies eine Gruppe von endlich vielen Erzeugenden ist; sie 

3) Der griiBte Teil der Satze dieser Arbeit ist bereits - mit wesentlich umstandlicheren, rechnerischen Be
weisen - in der folgenden Note mitgeteilt worden: H. Hopt, On some properties of one-valued transformations of 
manifolds, Proc. Nat. Acad. of Sciences U. S. A. 14 (1928), S. 206-214; Druckfehlerberichtigung dazu S. 600. 

') Zur Einfiihrung in die kombinatorische Topologie Mnnen das Buch von O. Veblen, Analysis situs, Cam
bridge Colloquium 1922, und die folgenden Arbeiten dienen: J. W. Alexander, Combinatorial analysis situs, Trans. Am. 
Math. Soc. XXVIII (1926); E. R. van Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualitatssatze, Disser
tation Leiden 1929. 
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hat also einen endlichen Rang und endlich viele Elementarteiler und ist durch diese 
Zahlen vollstandig bestimmt. Den Rang nennt man die i-te Bettische Zahl, die Elementar
teiler die i-ten Torsionskoeffizienten von e". Bei dies er Art von Definition ist es klar, 
daB dies topologische Invarianten von e" sind. Die genannte Endlichkeitseigenschaft 
beruht darauf, daB es in jeder Homologieklasse einen Zyklus gibt, der aus i-dimensio
nalen Zellen der vorgelegten Zelleinteilung von e" aufgebaut ist, (und in den Beweis 
dies er Tatsache ist bei der hi er skizzierten Darstellung die Schwierigkeit des Beweises 
der Invarianz von Bettischen Zahlen und Torsionskoeffizienten im wesentlichen ver
schoben). 

1st e" = M eine orientierte und geschlossene MannigfaItigkeit - wir iibergehen 
die verschiedenen Moglichkeiten und Schwierigkeiten bei der Mannigfaltigkeitsdefini-

tion -, so lassen sich 5) aus irgend zwei Homologieklassen H\ Hi der Dimensionen i, j 
Zyklen Zi, zi auswahlen, die aus Zellen von Unterteilungen der gegebenen Zelleinteilung 
von M aufgebaut sind und sich zueinander in allgemeiner Lage befinden; d. h. eine Zelle 
Zi von Zi und eine Zelle Zi von zi haben entweder keinen Punkt gemeinsam oder schneiden 
sich in einer (i + j - n )-dimensionalen Zelle einer weiteren Unterteilung; letzteres kommt 
nur in Frage, wenn i + j > n ist. Es gelten die Satze, daB der von diesen Durchschnitts
zellen gebildete Komplex selbst eine Zyklus is~ und daB die Homologieklasse, der er 

angehort, nicht von Zi, zi, sondern nur von den Klassen H\ Hi abhangt; sie wird mit 

Hi . Hi bezeichnet; dabei ist die Orientierung der Durchschnittszelle zweier orientierter 
Zellen in der orientierten M durch eine einfache Festsetzung gegeben. Die Schnitt
bildung ist bis auf das Vorzeichen kommutativ; die eben erwahnte Festsetzung liefert 
Hi . Hi = (- 1 )<"-i)("-i) Hi . Hi. Sie ist ferner distributiv; daraus folgt, daB man die 

Schnittklasse irgendeiner i-dimensionalen Klasse Hi mit irgendeiner j-dimensionalen 

Klasse Hi kennt, wenn nur die Schnitte der Elemente HL H;, ... einer Basis der i-dimen-

sionalen Homologieklassengruppe mit den Elementen H{, Ht ... einer j-dimensionalen 
Basis bekannt sind 6): 

(1) 11 i Hi '\"' U J'J k 
r' 8 '"""' "'"' a,. .1 U; 

U 

dabei durchlaufen die H~ eine k-dimensionale Basis mit k = i + j - n. Beim Obergang 
zu anderen i-, j- und k-dimensionalen Basen andert sich das Koeffizientenschema 
a~8' es besitzt jedoch gewisse Invarianten; eine solche ist z. B. der Rang der Gruppe 
derjenigen k-dimensionalen Klassen, die als Schnitte i-dimensionaler Klassen mit j-dimen
sionalen Klassen auftreten. Diese gegeniiber Basiswechsel invarianten GroBen sind bei 
homoomorphen Mannigfaltigkeiten einander gleich, sie sind also topologische Invarianten, 
die "Alexanderschen Schnittinvarianten" von M. 

Die Schnittbildung erfiillt auBer dem distributiven auch das assoziative Gesetz: 
Hh . (Hi. Hi) = (Hh . Hi) . Hi = Hh . Hi . Hi 7). Man kann nun die eben geschilderten 

5) Die Siitze uber die Schnitte von Zyklen in einer Mannigfaltigkeit sind im Teil I der in FuBnote 1 genannten 
Arbeit (a) von Lefschetz enthalten. 

6) Die Homologiesysteme (1) und die sich daraus ergebenden Invarianten sind von Alexander eingefiihrt 
worden: J. W. Alexander, New topological invariants expressible as tensors; On certain new topological invariants 
of a manifold; Topological invariants of manifolds; On the intersection invariants of a manifold. Proc. Nat. Acad. of 
Sciences U. S. A. 10 (1924), S. 99-103 und S. 493--494; 11 (1925), S.143--146. - Auf die in diesen Noten einge
fiihrten Begriffe "mod. n" gehen wir hier nicht ein; auf Grund von ihnen dtirfte sich ein Teil der Ergebnisse dieser 
Arbeit verschiirfen und verallgemeinern lassen. 

7) Die zum Beweis assoziativen Gesetzes notwendige Vorzeichenbetrachtung ist bei Lefschetz ausgelassen, 
aber leicht nachzuholen. 

11* 
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Schnittinvarianten, und gleichzeitig die Bettischen und Torsionszahlen, auch folgender
maBen zusammenfassend beschreiben: Wir betrachten nicht mehr wie bisher Zyklen 
und Homologieklassen einzelner fester Dimensionszahlen, sondern auch Zyklen gemischter 
Dimension und entsprechende Homologieklassen; wir betrachten also jetzt die Gruppe 
aller Homologieklassen, d. h. die direkte Summe der Gruppen der Homologieklassen 
der einzelnen Dimensionszahlen i fUr i = 0, 1, ... , n. In dieser additiven Gruppe ist 
auf Grund des distributiven Gesetzes und der Gleichungen (1) fur je zwei Elemente ein 
"Produkt", namlich die Schnittklasse, definiert, und diese Multiplikation genugt dem 
assoziativen und zusammen mit der Addition dem distributiven Gesetz. Die H omologie
klassen bilden nunmehr ein System hyperkomplexer Zahlen oder einen Ring mit einer end
lichen Basis. Die Aussage der topologischen Invarianz der Alexanderschen Schnitt
invarianten sowie der Bettischen und Torsionszahlen laBt sich in den Satz zusammen
fassen: Die Ringe homoomorpher M annigfaltigkeiten sind einander dimensionstreu-isomorph. 
Dabei ist klar, was unter der Dimensionstreue des Isomorphismus zu verstehen ist: jedem 
Ringelement reiner, d. h. ungemischter, Dimension muB bei dem Isomorphismus ein 
Element ebenfaIls reiner, und zwar derselben, Dimension entsprechen. 

Fur manche Zwecke ist es bequem und ausreichend, die Betrachtungen durch 
eine Modifikation des Homologiebegriffes zu vereinfachen: ein Zyklus z solI "divisions
homolog" 0, oder kurz: "d.-homolog" 0, geschrieben: z = 0, heiBen, wenn es eine von 0 
verschiedene Zahl a gibt, so daB az '" 0 ist. Rechnet man mit D.-Homologien statt mit 
gewohnlichen Homologien, so bedeutet das, daB man alIe "Nullteiler", - d. h. die im 
Fall der Existenz von Torsionskoeffizienten vorhandenen Klassen H mit H + 0, aH '" 0, 
a =l= 0 -, gleich 0 setzt; der Name "divisions-homolog" ist dadurch gerechtfertigt, daB 
aus aH = 0 stets H = 0 folgt. Die D.-Homologieklassen bilden ebenfalls bezuglich 
Addition und Schnittbildung einen Ring; man erhiilt ihn aus dem fruheren durch Null
set zen alIer NulIteiler, d. h. der neue Ring ist der Restklassenring des aus den NuIlteilern 
bestehenden Ideals in dem alten Ring. 

Wir werden uns im folgenden ausschlieBlich mit dem Ring der D.-Homologie
klassen beschaftigen und ihn kurz "den Ring von M" nennen. Er solI mit ffi(M), sein 
Rang, also die Summe aller Bettischen Zahlen, solI mit P(M), die einzelnen Bettischen 
Zahlen soIlen mit pi(M) bezeichnet werden (i = 0, 1, ... , n). 

ffi(M) besitzt eine Eins, namlich M selbst; denn es ist, wie aus der Definition 
des Schnittes unmittelbar hervorgeht, 

(2) 111 . z = z . M = z 
fur jeden Zyklus z. 

Wichtig sind die Dualitatseigenschaften von ffi(M): Nach dem Poincareschen 
Dualitatssatz 8) ist 

pi(M) = pll-i(M) (i = 0, 1, ... , n). 

Insbesondere ist pO(M) = pll(M) = 1; fur i = 0 und i = n gibt es uberdies keine Null
teiler; also ist jeder O-dimensionale Zyklus einem mit einer Vielfachheit versehenen 
Punkt homolog, und erst recht d.-homolog. In den Relationen (1) falIt daher fur i + j = n, 
k = 0 der Index u fort, und die Koeffizienten an bilden nach dem Dualitatssatz eine qua
dratische Matrix. Ihre Betrachtung liefert im Gegensatz zu den anderen Dimensions
zahlen keine Alexanderschen Invarianten von M. Nach einem Satz von Veblen 9) hat 

8) Beweise flnden aieh z. B. in dem Buch von Veblen und in der Arbeit von van Kampen (s. FuBn. 4). 
9) O. Veblen, The intersection numbers, Trans. Am. Math. Soc. XXV (1923); s. auch die Arbeit von van 

~~ . 
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namlich ihre Determinante stets den Wert ± 1, und daraus folgt, daB bei geeigneter 
Basenwahl die Schnittrelationen die Gestalt bekommen: 

H n - i . Hi 0 f" -l-. H n- i . Hi HO r s"" urr-r- s , r r"", 

wobei HO die durch einen positiv signierten, einfach gezahlten Punkt bestimmte O-dimen

sionale Homologieklasse ist. Diese Basis H~-i, H~-i, ... , H;ii heiBt die zu der Basis 

HL H~, ... , H;'i "duale" Basis; aus dem Veblenschen Satz folgt leicht, daB es zu jeder 
j-dimensionalen Basis eine und nur eine duale (n - j)-dimensionale Basis gibt. 

§ 2. AIgebraische Abbildungsinvarianten. 

Im folgenden sind stets M und fJ, zwei n-dimensionale, orientierte, geschlossene 
Mannigfaltigkeiten, und Mist einer eindeutigen und stetigen Abbildung t auf fJ, unter
worfen. 

Aus den am Anfang des § 1 genannten Tatsachen folgt unmittelbar, daB die I-Bilder 
homologer Zyklen in M homologe Zyklen in fJ, sind und daB das Bild der Sum me oder 
Differenz zweier Zyklen die Summe bzw. Differenz der Bilder der beiden Zyklen ist. 
Daraus ergibt sich, daB 1 eine eindeutige Abbildung des Ringes m(M) in den Ring m(fJ,) 
bewirkt und daB diese Abbildung ein additiver Homomorphismus ist, d. h. daB fur jedes 
Paar von Elementen H l , H2 aus m(M) die Gleichung I(H l + H 2 ) ~ I(Hl ) + I(H2 ) gilt. 

Da wir Eigenschaften dieser Ringabbildung untersuchen wollen, werden wir zwei 
Abbildungen I, g von M auf fJ, als nur unwesentlich voneinander verschieden betrachten, 
wenn sie dieselbe Ringabbildung bewirken, wenn also I(z) ~ g(z) fur jeden Zyklus z 
aus M ist. Die Gesamtheit all er Abbildungen von M auf fJ" die zu 1 in dieser Beziehung 
stehen, moge der durch 1 bestimmte "Abbildungskreis" heWen. Die Satze, die wir be
weisen werden, beziehen sich also auf Eigenschaften, die alIen Abbildungen des ganzen 
Kreises gemein sind und daher als "Kreisinvarianten" von Abbildungen bezeichnet 
werden konnen. Da sich die Homologieklasse eines Zykels bei stetiger Abanderung des 
Zykels nicht andert, gehoren zwei Abbildungen, die si ch durch stetige Modifikation aus
einander herstellen lassen, die also derselben "Abbildungsklasse" angehoren, erst recht 
demselben Kreis an; ein solcher zerfallt also im allgemeinen in ein System von Ab
bildungsklassen, und die Kreisinvarianten, die in der in der Einleitung gebrauchten Aus
drucksweise zu den "algebraischen" Invarianten der Abbildung gehOren, sind a fortiori 
"Klasseninvarianten" . 

Es ist leicht, numerische Kreisinvarianten anzugeben. Da die Ringabbildung ein 
additiver Homomorphismus ist, wird sie fur jede Dimensionszahl i durch eine lineare 
Substitution einer i-dimensional en D.-Homologiebasis z~, z~, ... , Z~i von M in eine i-

dimensionale D.-Homologiebasis n C~, ... , C~i von fJ, dargestelltj dabei ist pi(M) = pi, 

pi(fJ,) = ni gesetzt. Wechsel der Basen geschieht durch unimodulare Substitutionenj 
die gegenuber unimodularen Substitution en der Variabelnreihen invariant en GroBen 
einer linearen Substitution sind daher Kreisinvarianten der Abbildungen. Es sind dies 
der Rang und die Elementarteiler der Substitution. Der geometrische Sinn des Ranges 
ist klar: diejenigen i-dimensionalen Homologieklassen von fJ" die Bilder von Homologie
klassen von M sind, bilden eine Untergruppe aller i-dimensionalen Homologieklassen 
von fJ" und der Rang der Substitution ist der Rang dieser Untergruppe. Er heiBe der 
"i-te Rang yon I" und werde mit p; bezeichnet; fp} = Pt heiBe der "Gesamtrang von I"; 
die Elementarteiler mogen die "i-dimensionalen Elementarteiler von I" heWen und mit 
ci, c~, ... bezeichnet werden. 
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Fur i = 0 liefern diese Begriffe nichts; denn das Bild eines einfach gezahlten 
Punktes von Mist stets ein einfach zu zahlender Punkt von fl; es ist also immer 
p~ = 1, und es gibt immer einen und nur einen O-dimensionalen Elementarteiler CO = 1. 
Die Substitution der n-dimensionalen Zyklen wird, da die Mannigfaltigkeiten M bzw. fl 
hier Basen sind, durch 

(3) I(M) = Cfl 

dargestellt; hierin ist c = cn der Grad der Abbildung 10). Es wird sich zeigen, daB der Grad 
vor den anderen Elementarteilern wesentlich ausgezeichnet ist. 

Diese Invarianten beziehen sich nur auf additive Eigenschaften der Ringabbil
dungen und haben mit der Produktbildung in den Ringen, also mit den Eigenschaften, 
die M und fl als Mannigfaltigkeiten vor anderen Komplexen auszeichnen, nichts zu 
tun. ZweckmaBige Definitionen von Invarianten, die sich auf multiplikative Eigen
schaften der Ringe beziehen, liegen viel weniger nahe, und das durfte seinen Grund in 
dem Umstand haben, daB die Ringabbildung zwar, wie wir sahen, ein additiver, aber im 
allgemeinen kein multiplikativer Homomorphismus ist, d. h. daB im allgemeinen nicht 
die D.-Homologie I(Zl • Z2) = I(Zl) ·/(Z2) gilt; denn ist z. B. Zl = M und Z2 ein Punkt, 
so ist I(Zl • Z2) = I(Z2) = C, wobei C ein Punkt in fl ist, aber f(Zl) = CIl, also I(Zl) . I(Z2) 
= Cfl . C = cC; hiernach k6nnte man vielleicht vermuten, daB immer I(Zl)' I(Z2) = 
CI(Zl • Z2) sei; daB jedoch dies nicht zutrifft, zeigt das Beispiel einer Abbildung einer 
Torusflache auf eine Kugel; bei ihr sind die Bilder zweier geschlossener Kurven, deren 
Schnitt ein einfacher Punkt ist, homolog 0, also ist auch ihr Schnitt = 0; hier ist also 
I(Zl . Z2) :::I~ 0, I(Zl) • I(Z2) = 0, wenn Zl, Z2 die eben genannten Kurven sind. Es ist leicht, 
an weiteren Flachenabbildungen zu zeigen, daB die Bilder der Schnitte geschlossener 
Kurven sich sehr verschiedenartig zu dem Schnitte der Bilder der Kurven verhalten k6nnen. 

Es ist also wunschenswert, Gesetze aufzufinden, die einen Ersatz fUr den fehlenden 
multiplikativen Homomorphismus schaffen; es besteht ferner die Aufgabe, festzustellen, 
ob die oben auf Grund des additiven Homomorphismus definierten numerischen Inva
rianten voneinander unabhangig sind oder ob Bindungen zwischen ihnen bestehen. 
Die Satze, die im folgenden bewiesen werden, sind Beitriige zur Beantwortung dieser 
Fragen. Das erstrebenswerte Ziel ist, algebraische Abbildungseigenschaften anzugeben, 
die bei beliebigen Mannigfaltigkeiten M und fl notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafUr sind, daB eine vorgegebene Abbildung von ffi(M) auf ffi(fl) durch eine Abbildung I 
von M auf Il bewirkt wird. Dieses Ziel wird nicht erreicht, denn alle allgemeinen Satze, 
die hi er bewiesen werden, haben nur den Charakter notwendiger Bedingungen. 

§ 3. Der Umkehrungshomomorphismus einer Abbildung. 
Alle unsere Siitze folgen im wesentlichen aus der Tatsache, daB eine gewisse Ring

abbildung existiert, die eine Art "Umkehrung" der durch I bewirkten Ringabbildung ist: 
Satz I: Es gibt eine eindeutige Abbildung cp des Ringes ffi(fl) in den Ring ffi(M) 

mit den lolgenden beiden Eigenschalten: 
1} cp ist ein Ringhomomorphismus (d. h. additiver und multiplikativer H omomor

phismus) 11) ; 
2) lur jedes Element Z von ffi(M) und jedes Element C von ffi(fl) gilt 

(4) l(cp(C) ,z)=C . I(z). lla) 
----

10) L. E. J. Brouwer, "Ober Abbildung von MannigfaJ.tigkeiten, Math. Annalen 71 (1911). 
11) Dabei braucht nicht jedes Element von ffi(M) Bild eines Elements von ffi(,u) zu sein. 
tu) Der Satz ist trivial, wenn man Summe und Produkt nicht im algebraischen Sinne, sondern ala 

Vereinigung und Durchschnitt von Punktmengen in M bezw. ft auffaBt und q;(C) als die Menge derjenigen 
Punkte von M erkliirt, die durch t auf Punkte von C abgebiIdet werden. 
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Dem Beweise, der die Konstruktion von cp enthalt, schicken wir einige Folgerungen 
aus dem Satze voran, die von der Art dieser Konstruktion nicht abhangen und die wir 
spater hauptsachlich benutzen werden: 

Satz la: cp ist durch die in Satz I genannten Eigenschalten eindeutig bestimmt. 
Sind niimlich zL zt ... , Z~i bzw. cL c~, ... , C:i i-dimensionale Basen in ffi(M) bzw. ffi(,u), 
z~-\ z;-i, ... , Z;ii bzw. C~-\ C~-\ ... , C~ii ihre dualen Basen (s. § 1, SchluP) , und ist 

I(z;) ~ .r a~8 C!, 
s 

so ist 
( }"n-i) ~ 'P i n-i llb) cp \, 8 ~ kJ ars Zr . 

r 

Beweis: Es Sel 

( }"n-i) ~ 'P n-i n-i. cp \'a ~ kJ lXaQ Ze , 
Q 

dann folgt 

( }"n-i) i 'P n-i n-i i n-i 0 cp \'a . Zr ~ kJ lXa(J Ze . Zr ~ lXar Z , 
Q 

worin ZO die durch einen einfachen Punkt bestimmte Homologieklasse von ffi(M) ist, 
und, wenn Co die analoge Bedeutung in ffi (,u) hat, 

Andererseits ist 

also nach (4) 

I( ( }"n-i) i) n-i}"O cp \'a . Zr ~ lXar \, . 

}"n-i 1 ( i) 'P i }"n-i}"i i ffl \'a . Zr ~kJara\'a '\'s~ara"-, 
8 

n-i i 
lXar = ara · 

Satz I b: Fur jedes Element C von ffi (,u) ist 

(5) l(cp(C))~c', 

wobei c der Grad von 1 ist. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus (2), (3) und (4), wenn man in (4) Z = M 
setzt. 

Satz le: Wenn 1 eineindeutig ist, so ist cp die durch r 1 bewirkte Ringabbildung. 
Beweis: Wegen der Eineindeutigkeit ist die Ringabbildung r 1 ein Ringiso

morphismus; denn diese Tatsache ist mit der topologischen Invarianz des Ringes (§ 1) 
gleichbedeutend. Ebenso folgt aus der Eineindeutigkeit von 1 

1(I-1(C) 'Z)~ff-l(C) '/(z)~C ·/(z). 

Die Ringabbildung r 1 hat also die in Satz I von cp ausgesagten Eigenschaften und ist 
daher nach Satz I a mit cp identisch. 

Beweis von Satz I: Wir betrachten die Produktmannigfaltigkeit M X ,u und setzen 
die einfachsten Eigenschaften der Produktmannigfaltigkeiten als bekannt voraus 12); 
die Bezeichnungen sind dieselben wie bei Lefschetz; nur soll die Bildung des Schnittes in 
M X P, zur besseren Unterscheidung von den Schnittbildungen in M und ,u nicht durch 
einen Punkt, sondern durch einen kleinen Kreis angedeutet werden. Wir nennen zunachst 
einige einfache Tatsachen, die wir brauchen werden: 

11 b) AIs additiver Homomorphismus ist rp hierdurch vollstandig bestimmt. Die multiplikativ-homomorphe 
Eigenschaft ist fiir den Satz I a ohne Bedeutung. 

12) S. z. B. TeilU der in FuJ3n. 1 genannten Arbeit (a) von Lefschetz; wir brauchen aber nur die einfachsten 
Tatsachen und z. B. nicht die Bildung der Homologiebasen in dem Produktkomplex. 
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1) In M X I' ist durch dieOrientierungen von M und I' eineOrientierung ausgezeichnet. 
Sind t, t bzw. r,"T Zellenpaare aus "dualen" Zelleinteilungen von M bzw. 1', so ist 
die Gleichung 

(t X r) 0 (i x"T) = ± (t . t X r. "T) 

bis auf das Vorzeichen selbstverstandlich j die Orientierungsfestsetzungen liefern, wenn t 
a-dimensional, "T (i-dimensional ist, 

(t X r) 0 (i x"T) = (- 1)(1I-a)(n-<» (t . t X r ."T) 12~), 

also insbesondere, wenn t = t" n-dimensional ist, 

(t X r) 0 (t X i) = t" . t X r . i. 

• Hieraus folgt durch Summation tiber alle n-dimensionalen Zellen t" von M 

(M X r) 0 (t x"T) = t X r . T, 

und wenn ;It ein i-dimensionaler ptllyedraler Zyklus in I' ist, durch Summation tiber dessen 
i-dimensionalen Zellen r 

(6) (M X ;It) 0 (t X i) = t X ;It • i. 

Sind Cl' Ca zwei beliebige Zyklen in 1', so lie fern polyedrale Approximationen und noch
malige Summierungen 

(7 a) (M X Cl) 0 (M X C2 ) = M X Cl' C2 • 

Ferner ist 
(7 b) 

2) Jeder Punkt von M X P, ist in eindeutiger Weise durch x X ~ zu bezeichnen, 
wobei x, ~ Punkte von M bzw. I' sind. Ordnet man dem Punkt x X ~ den P.unkt ~ zu, 
80 ist das eine eindeutige und stetige Abbildung von M X I' auf 1', die wir mit F bezeich
nen: Sind wieder t, r Zellen von M bzw. 1', so ist 

(8) F(t X r) = r. 

3) Sind t;, t~, ... bzw. ri, -rt ... (i, j = 0, 1, ... , n) die Zellen von Zerlegungen 
von M und 1', so gibt es eine Zelleneinteilung von M X 1', deren Zellen die Produkte 
t: X -r! sind. Folglich ist jeder Zyklus in M X I' einer linearen Verbindung der t~ X -r! 
d.-homolog. 

4) Wir brauchen noch folgende Bemerkung, die sich nicht nur auf Produktmannig
faltigkeiten bezieht: M sei eine in einer Mannigfaltigkeit N gelegene Mannigfaltigkeit, 
Zl ein Zyklus in N, Z2 ein Zyklus in M. Die Schnittbildung in M bezeichnen wir durch 
einen Punkt, die in N durch einen Kreis. Dann ist klar, daB die Schnitte (Zlo M) . Z2 
und Zlo Z2 sich hOchstens urn das Vorzeichen unterscheiden; es gilt aber der Satz 13), 
daB auch die Vorzeichen ubereinstimmen, daB also 

(9) (Zlo M) . Z2 = Zlo Z2 

ist. Wenden wir dies an auf N = M X 1', Zl = M X Cl' Z2= (M X C2)oM, wobei 
Cl' ~2 Zyklen in 1', ZlI Za also Zyklen in M X I' sind, so ergibt si ch unter Verwendung 
des assoziativen Gesetzes 

«M X Cl)oM) ·«M X C2 )oM) = (M X CI)o(M X C2)oM, 

lIa) Lefsehetz (a), S.35, Nr.66; die dort unterdriiekte Vorzeiehenbetraehtung liJ3t sich auf Grund von (a), 
Nr. 68, leieht durehflihren. 

18) Lelsehetz (b), Nr.l. 
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also nach (7 a) 

(10) «M X CI)oM) ·«M X ( 2 )oM)=(M X C1 ·(2 )oM. 

Wir gehen zum Beweis yon Satz I liber. Die Punkte x X f(x) bilden, wenn x alIe 
Punkte yon M durchlauft, ein eineindeutiges Bild M yon M. Wir fassen f als Abbildung 
yon M auf p auf; dann ist 

f(x) = F(x X f(x». 

Wir setzen nun flir jeden Zyklus C aus p 

tp( C) = (M X C) 0 M. 

Aus dieser Konstruktion ist die Tatsache ersichtlich, daB tp die RolIe einer "Umkehrunglt 

yon f spielt. Wir haben zu zeigen, daB tp ein Ringhomomorphismus ist und (4) erflillt. 
Aus (7 b) folgt durch rechtsseitiges Schneiden mit M, daB tp ein additiYer, aus (10), 

daB tp ein multiplikatiyer Homomorphismus ist. 

Nach (9) ist, wenn zein Zyklus in Mist, 

tp(C)·z = «M X C)oM)·z = (M X C) oZ; 
die Behauptung (4) laBt sich daher schreiben: 

(4') F«M X C) oz) = C . F(z). 

1st z' ein Zyklus in M X p, so daB 

z' =z in M X P 

ist, so folgt, da Zyklen, die in M X P d.-homolog sind, durch F auf Zyklen abgebildet 
werden, die in p d.-homolog sind, die Behauptung (4') aus 

(4") F«M X n oz') = C • F(z'), 

wo wir auch C als aus Zellen einer Zerlegung yon p bestehend annehmen; (4") ist also 
flir einen geeigneten z' zu beweisen. 

tt tt ... , und 'tt it ... (i, j = 0, 1, .. " n) seien die Zellen yon Zerlegungen yon 
M und p. Wir konnen z' so wahlen, daB 

(11) z' = E ur.(tr X 1:.) r,. 
ist; dann folgt aus (9) durch Summierung liber r und s 

(12) 

Nach (6) und (11) ist 
(11') 

F(z') = E u., is' 
r,. 

(M X C)oz' = E UT. (tr X?;· 1:.); 
r,. 

C darf man als zu den 1:. in allgemeiner Lage befindlich annehmen; dann ist C . 1:. eine 
Zelle; aus (11') und (8) folgt durch Summierung 

F«M X C)oz') = E u .. C • 1:. = C • E UTI 1:8 , 
r,8 r,8 

also nach (12) die Behauptung (4"). 

§ 4. Satze liber algebraische Eigenschaften einer Abbildung. 

Die Satze dieses Paragraphen sind rein algebraische Folgerungen aus der Tatsache, 
daB es eine ringhomomorphe Abbildung tp des Ringes ffi(M) in den Ring ffi(p) gibt, 
die die Eigenschaften I a und I b besitzt. Weitere Eigenschaften yon tp werden nicht 
herangezogen, Gleichung (4) wird also nicht yoU ausgenutzt. c ist immer der Grad 

Journal filr Mathematik. lld. 183. Heft 2. 12 
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von f, und es gelten uberhaupt die im § 2 eingefUhrten Bezeichnungen. Es bedeute 
ferner m, die additive Untergruppe von ffi(M), die aus denjenigen Elementen besteht, 
deren f-Bilder :::::::: ° sind. 

Satz 11: 1st c =1= 0, so hat f folgende Eigenschajten: 
1) jeder c- fache Zyklus cC aus p, ist dem Bild eines Zyklus aus M d.-homolog; 
2) die (additi(.le) Gruppe derjenigen Elemente (.Ion ffi(M), deren Bilder c-fache Elemente 14) 

(.Ion ffi(p,) sind, - die also alle c-fachen Elemente (.Ion ffi(M) als Untergruppe enthiilt -, 
ist die direkte Summe der Gruppe m, und eines mit ffi(p,) dimensionstreu-isomorphen 
Ringes ffi,; 

3) der eben genannte Isomorphismus wird durch Ausiibung der Abbildung ~ I aul die Ele
c 

mente (.Ion ffi, (.Iermittelt; lur je zwei Elemente Zl' Z2 (.Ion ffi, gilt also 

oder, was dasselbe ist, 
(13) 

1 1 1 
- I(Zl) . - I(Z2) :::::::: - I(Zl . Z2) 
c c c 

Beweis: 1) Nach Ib ist c?;::::::::/(rp(?;)). 

2) Der Homomorphismus rp ist eineindeutig; denn aus 
rp(?;l) ::::::::rp(?;2) 

folgt nach I b 

also 

1;1:::::::: C2• 

Die Gesamtheit aller Elemente rp(C) ist also ein zu ffi(p,) dimensionstreu-isomorpher 
Unterring ffi, von ffi(M). 1st 

(14) I(z):::::::: cC, 
so ist nach I b 

I(z - rp(O) :::::::: ,0, 
also 

wobei 
y c:: m, 

ist. Mithin ist jedes z, das (14) erfullt, Summe eines Elements aus m, und emes 
Elements aus ffi,. Diese Summendarstellung, ist eindeutig bestimmt; denn aus 

Y1 + rp(Cl ) :::::::: Y2 + rp(1;2) 
mit YlI Y2 c:: 'R, folgt 

also nach Ib 

und daher 

14) Ein Element A heillt c-fach, wenn es ein Element B gibt, so da . .B A;::::, cB ist. 
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sowie 

Yl=Y2' 
Diese eindeutige Darstellbarkeit jedes Elements z, das (14) erfiillt, als Summe besagt, 
daB die Gesamtheit dieser Elemente die direkte Summe von 'in, und m, ist. 

3. Sind z, l; einander entsprechende Elemente von mt bzw. m(fl), so ist z = 9'('), 
1 

also nach I b: f(z) = cl;, l; = - f(z). 
c 

Satz lIa: 1st c=4=O, so ist 

und mithin 

Pj = P(fl)· 

(Die Bezeichnungen sind in den §§ 1, 2 erkIart.) 

(i = 0, 1, ... , n) 

Beweis: Die Gruppe der c-fachen, i-dimensionalen Elemente von m(,u) hat den 
Rang Pi(fl); nach Satz I1,1 sind alle diese Elemente Bilder. Folglich ist P} > Pi(fl), 
und da nach Definition von P} immer p; < pi(fl) ist, gilt die Bohauptung. 

Satz lib: 1st c = ± 1, so ist m(M) die direkte Summe der Gruppe 'inj und des mit 
m(,u) dimensionstrelL-isomorphen Ringes m/. 

Der Beweis ist in I1, 2 enthalten. 
Satz lIe: 1st fur jedes i pi(M) = pi(,u), - ist also z. B. M = fl, - und c =1= 0, 

so ist fur je zwei Zyklen Zl, Z2 
f(Zl) . f(zz) = Cf(Zl . Zz)· 

Beweis: Da die i-dimensionalen Elemente z, die (14) erfiillen, stets den Rang pi(M) 
und die i-dimensionalen Elemente von m, nach Il, 2 stets den Rang pi(,u) haben, haben 
die i-dimensionalen Elemente von 'inj nach I1, 2 stets den Rang pi(M)_ pi(,u), in unserem 
Fall also den Rang 0, d. h. 'inj besteht nur aus dem Nullelement. Da nach 11,2 stets 
cz c::: 'inj + mj ist, ist also unter unseren Voraussetzungen cz c::: ml fiir jedes Element z. Folg
lich ist nach 11,3 fUr zwei beliebige Elemente Zl' Z2 

c2 f(Zl) . f(Z2) = c3 f(Zl . zz), 
woraus die Behauptung folgt. 

Aus diesem Satz und aus 11, 1 folgt unmittelbar: 
Satz 11 d: 1st unter den Voraussetzungen von 11 c noch c = 1, so ist die Ringab

bildung f ein dimensionstreuer Isomorphismus zwischen m(M) und ffi(fl). Also bewirkt f, 
wenn sie M auf sich mit c = 1 abbildet, einen dimensionstreuen Automorphismus 
(.Ion m(M). 

In Satz 11,2 ist enthalten 
Satz Ill: Eine notwendige Bedingung fur die Abbildbarkeit mit von ° (.Ierschiedenem 

Grade von M auf ,u ist die Existenz eines zu m(fl) dimensionstreu-isomorphen Unterrings 
(.Ion m(M). 

Dieser Satz enthiilt den schwiicheren 
Satz IlIa: Notwendige Bedingungen fur die eben genannte Abbildbarkeit sind die 

U ngleichungen 
(i = 1,2, ... , n - 1). 

Hieraus ergibt sich die folgende Verallgemeinerung des Satzes von der topologischen 
Invarianz der Bettischen Zahlen: . 

12* 
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Satz IIIb: Zwei Manniglaltigkeiten, von denen man jede aul die andere mit einem 
von ° verschiedenen Grade abbilden kann, haben lur jede Dimension gleiche Bettische Zahlen. 

Ebenso ergibt sich aus II d eine Verallgemeinerung des Satzes yon der topologischen 
Inyarianz des Ringes einer Mannigfaltigkeit: 

Satz III c: H aben M und ft in jeder Dimension gleiche Bettische Zahlen, und kann 
man Maul ft mit dem Grade 1 abbilden, so sind die beiden Ringe dimensionstreu-isomorph. 

Nach Satz II a gibt es pi(",,) i-dimensionale Elementarteiler (s, § 2) yon I; sie seien 
in ihrer naturlichen Reihenfolge - c~, c~, ' , " C;i(/')' Unter den Voraussetzungen 

yon Satz II c besteht zwischen den i-dimensionalen und den (n - i)-dimensionalen 
Elementarteilern eine gewisse Dualitat: 

Satz IV: Haben M und ft in jeder Dimension gleiche Bettische Zahlen pi, - ist 
also z. B, M = ft, - und ist e =1= 0, so ist 

e;· e;Cr+1 = I e I (i = 0, 1, ' , "n; r = 1,2, ' , "pi). 
Beweis: Man kann i-dimensionale Basen z~, z~, ' , "Z~i und ,~, ,~, ' , " '~i in M 

und ft so wahlen, daB 

(r = 1,2, ' , " pi) 
, Ih d I B n-i n i n-' h "n-i "n-i "n-i d ' t 1st. re ua en asen selen Z1 ,zz-"", Zpi ZW."1,,,2, •• ""pi; ann IS 

nach I a 

(15 ) 

Es sei 

(16) 

( "n-i) i n-i q;"r ;::::::: erz, 

I( n-i) ~ t""' "II-i Zr ~ "'" a,s" • • 
wendet man I auf (15) an, so ergiht si ch nach II b und (16) 

"n-i i t""' "II-i 
e"r = Cr "",a"". , 

8 

also ist a,. = ° ffir r =1= s und e = e! arr, d. h. (16) hat die Gestalt 

(16') 

(r = 1, 2, ' , " pi). 

(r = 1,2, ' . " pi); 

(r = 1,2, ' , " pi), 

Da e; Teiler yon e;+l ist, ist ~ Teiler yon~. Schreibt man die Gleichungen (16') 
c~+l e~ 

in der umgekehrten Reihenfolge auf als hisher, also zuerst die Gleichung mit r = pi, 
zuletzt die mit r = 1, so hat man die (n - i)-dimensionale I-Substitution durch Ein
fiihrung neuer Basen auf eine Diagonalform gehracht, in der jedes Element durch das 
yorhergehende teilhar ist; dann sind aher die Elemente der Substitutionsmatrix bis auf 
das Vorzeichen die Elementarteiler der Substitution. Es ist also 

n-i I e I i n-i I I Cpi-r+l = e; , er' Cpi-r+l = e . 

Der folgende Satz ist ein Gegenstfick zu dem Satz II a: 
Satz V: 1st C = 0, so ist 

p; + p'i-i < i(M) = pi(M) +/n-i(]I;l) (i = 0, 1, ' , "n) 

und mithin 
1 

PI <"2 P(M). 
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Beweis: m: sei die (additive) Gruppe derjenigen i-dimensionalen Elemente von 

ffi(M), deren Bilder = ° sind. 1st Q3i die Gruppe aller i-dimensionalen Elemente von 
ffi(M), so wird die Gruppe der Restklassen (Faktorgruppe) von m} in Q3' isomorph auf 
die Gruppe der i-dimensionalen Bilder in lR(,u) abgebildet. Folglieh hat die Restklassen
gruppe den Rang p~, und da der Rang einer Untergruppe stets gleieh dem Rang der 

ganzen Gruppe, vermindert urn den Rang der Restklassengruppe ist, hat m} den Rang 

p\M) - p}. Andererseits sind infolge I b und c = ° alle Elemente <p( Ci ) in m} enthalten, 

der Rang von m' ist also mindestens gleieh dem Rang der i-dimensionalen <p- Substitution; 
del' letztgenannte Rang ist naeh I a gleieh dem Rang der (n - i)-dimensionalen I-Sub
stitution, also gleieh pt-i. Folglieh ist pi(M) - P} > Pt- i , w. z. b. w. 

Fur den Fall M = It und seine mehrfaeh herangezogene Verallgemeinerung seien 
die Satze I I a und V no eh einmal gegenubergestellt: 

Satz Va: H aben M und ,u m jeder Dimension gleiche Bettische Zahlen, ist also 
z. B. M = ,u, so ist entweder 

c =l= 0, p; = pi(JYJ) (i = 0, 1, .. . ,11,), Pt = P(M) 

odeI' 

Pi(M) + p"-i(M) 1 
c = 0, P} + pr i < pi(M) = 2 (i = 0, 1, ... , n), Pt <2 P(M). 

§ 5. BeispieI: die komplexen projektiven Raume. 

In diesem Paragraphen sind obere Indizes immer Exponenten, nieht Dimensions
zahlen. 

Kt> sei die Gesamtheit del' komplexen Punkte des n-dimensionalen projektiven Raumes, 
d. h. all er Verhaltnisse komplexer Zahlen Zo : Zl : ••• : Zn unter AussehluB des Verhalt
nisses ° : ° : ... : 0. Man zeigt leieht, daB K" eine 2n-dimensionale gesehlossene orien
tierbare Mannigfaltigkeit ist; die Orientierbarkeit folgt z. B. daraus, daB K" aus dem 
2n-dimensionalen euklidisehen Raum R211 dureh Hinzufugung eines K,,-l entsteht und 
eine Orientierung des R2" dureh Hinzufugung eines (211, - 2)-dimensionalen Gebildes 
nieht zerstort wird. 

Dureh das Gleiehungssystem 

Zm+l = Zm+2 = ... = Zn = ° 
wird in K" ein Km ausgezeiehnet, den wir kurz mit K", bezeiehnen. Wir behaupten, daB 
Km eine vollstandige 2m-dimensionale Homologiebasis bildet (d. h. daB Km + ° und daB 
jeder 2m-dimensionale Zyklus einem Vielfaehen von Km homolog ist), und daB es Homo
logiebasen ungerader Dimension nieht gibt (d. h. daB jeder Zyklus ungerader Dimen
sion --° ist). 

Fur n = 0, also fur einen Punkt Ko, ist die Behauptung richtig; wir nehmen sie fur Kn_1 

als bewiesen an. 1st dann Zein hoehstens (2n - 1 )-dimensionaler Zyklus in K", so durfen wir 
annehmen, daB der Punkt ° : ... : ° : 1 nicht auf Z liegt. Dann ist, wenn Zo : ... : Zn-l : z,. 
irgendein Punkt von Z ist, Zo : ... : Zn-l: tz,. fur jeden Wert von t ein Punkt in Kn. 
Wir deformieren Z, indem wir den eben eingefuhrten Parameter t von 1 bis 0 laufen lassen, 

in einen zu Z homologen, in K,,-l gelegenen Zyklus Z. Hat Z ungerade Dimension, so 

ist nach Annahme Z --° in K,,-l, also Z -- Z -- 0 in K". Hat Z die Dimension 2m, 
so ist naeh Annahme Z ,...." aKm in Kn- 1, also Z,...." Z ,...." aKm in KII ; wir haben noeh zu 
zeigen daB K". ~I~ 0 in Kt> ist. Ware Km ,...." ° in K", so gabe es einen von Km berandeten 
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(2m + 1)-dimensionalen Komplex Y in Kn, von dem wir wieder annehmen durften, daB 
der Punkt 0 : ... : 0 : 1 nicht auf ihm liegt. Wir konnten ihn durch das schon oben 

angewandte Verfahren in einen Komplex Y in Kn - 1 deformieren; dabei wurde an dem 

Rand Km von Y nichts geandert, Km wurde also Y in K,,-1 beranden, im Widerspruch zu 
der uber K n- 1 gemachten Annahme. Damit ist die Behauptung bewiesen; die Bettischen 
Zahlen von K" sind also 1 fur die geraden, 0 fur die ungeraden Dimensionszahlen. Tor
sionskoeffizienten sind nicht vorhanden, Homologien und D.-Homologien sind daher 
miteinander identisch. 

Kn- 1 hatten wir durch die Gleichung Zn = 0 definiert; ist K Il - 1 das durch Zn-l = 0 

definierte Gebilde, so ist Kn- 2 der Schnitt15) von Kn- 1 und KIl - 1; ferner sind Kn- 1 und 

K n- 1 einander homolog, da sie sich eineindeutig ineinander deformieren lassen; dabei 
haben wir die V orzeichen vernachlassigt. J edenfalIs ist 

K n- 2 ,....., ±[{~-1' 

AlIgemein ist, da jeder durch eine Gleichung Zi = 0 definierte Zyklus bis auf das Vor
zeichen zu Kn- 1 homolog und Km der Schnitt von n - m dieser Zyklen ist, 

Km""'" ± K~=~·. 
Die Potenzen von X = Kn- 1 bilden also eine Basis des Homologieringes von Kn; dabei 
sind aber von der (n + 1 )-ten Potenz an alIe Potenzen gleich 0 zu setzen, da die ent
sprechenden Schnitte nicht mehr existieren. Der Ring (Jon Kn ist isomorph dem Ring der 

ganzzahligen Polynome einer Variabeln X, die die Gleichung Xn+! = 0 erfiillt. 
Wir betrachten nun eine Abbildung f von Kn auf eine mit Kn homoomorphe Mannig

faltigkeit "n, die auch mit Kn identisch sein darf. Die den Km analogen Basiselemente 
in "n bezeichnen wir mit "m, und setzen "n-l = ~, so daB also bei geeigneterOrientierung 
der K,n und "m 

(17) (m = 0, 1, ... , n) 

wird, wobei Ko ,....., xn, "0 ,......, f' Punkte sind. Es sei 
(18) 

dann ist nach Satz I a, da KIl - m ZU ± Km, "n-m zu ± Xm dual ist, 

(19) If(xn- m) ,......, umKn- ,n , 

also nach (17) insbesondere 

If(~) ,......,u1X. 

Hieraus folgt, da If ein multiplikativer Homomorphismus ist, 
If(~l) ,.....,U~XI, 16) 

also nach (17), wenn wir Ut = U setzen, 

und nach I a 

(20) f(Km) ,....., umxm, d. h. Um = u'" (m = 0, 1, ... , n). 16) 

Die Gleichungen (20) sind notwendige Bedingungen fur f; die Gleichung mit m = n 
besagt, daB der Grad von f eine note Potenz sein muB. Es bleibt noch die Frage zu be-

15) Man hat hier und im folgenden streng genommen noch zu zeigen, daB die sich schneidenden Zyklen als 
Polyeder aufgefaBt werden konnen, die sich zueinander in allgemeiner Lage befinden; dieser Nachweis stoBt auf keino 
Schwierigkeit. - Hierzu vergl. man: B. L. van der Waerdcn, Topologischo Begriindung des Kalkiils der abzahlenden 
Geometrie, Math. Annalen 102 (1929), wo im "Anhang II" speziell K" betrachtet wird. 

16) Hier ist immer UO = 1 zu setzen, auch dann, wenn u = 0 ist. 
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antworten, ob es zu jedem u eine Abbildung f gibt. Diese Frage ist (fur n 2 1) zu be
jahen. Denn ist Un die Gesamtheit der Verhaltnisse Co : Cl : ... : Cn, so liefert fur u 2 0 
die Abbildung 

(21 a) C. = z':' , t (i = 0, 1, ... , n), 

fur u S;; 0 die Abbildung 

(21b) Ci=zY (i=O,1, ... ,n), 

wobei Zi die zu Zi konjugiert komplexe Zahl ist, je ein Beispiel der gewunschten Art. 
Denn in jedem Fall wird der - mit einer Kugelflache homoomorphe - Zyklus Kl1 
der durch Z2 = ... = Zn = 0 definiert ist, auf die entsprechende Flache in Un mit 
dem Grade u abgebildet, und dies bedeutet f(K1 ) ......, UU1• 

Wir fassen zusammen: 

Satz VI: Die Kreise der Abbildungen des komplexen projekti(Jen Raumes Kn auf 
einen gleichdimensionalen komplexen pro jekti(Jen Raum lassen sich (Jollstiindig au fZiihlen : 
sie werden durch die Abbildungen repriisentiert, die durch die Gleichungen (21 a), (21 b) 
gegeben sind. Als Abbildungsgrade treten nur n-te Potenzen auf. 

Auf Grund der Kenntnis dieser Abbildungskreise konnen wir einen Fixpunktsatz 
aussprechen, der bekannte Eigenschaften der reellen projektiven Raume ins Komplexe 
ubertragt : 

Satz VII: 1st n gerade, so hat jede Abbildung (Jon Kn auf sich einen Fixpunkt. 
1st n ungerade, so ist der einzige Kreis, der fixpunktfreie Abbildungen enthiilt, der (Jom Grade 
- 1, in dem also f(K",) ......, (- 1)'" K", (m = 0, 1, ... , n) ist. Eine fixpunktfreie Abbildung 
ist z. B. 

( . n - 1) 
~ = 0, 1, ... , -2- . 

Beweis: N ach der Lefschetzschen Fixpunktformel 1 ) und nach (20) hat die Summe 
n 

der Indizes der Fixpunkte den Wert 1: u"'; die se Zahl ist dann und nur dann gleich 0, wenn 
"",,0 

n ungerade und u = - 1 ist. - DaB die in dem Satz angegebene Abbildung fixpunktfrei 
ist, ist daraus ersichtlich, daB fur einen Fixpunkt f(Z2i) : f(Z2H1) = Z2i : Z2i+1, also 

1 Z2i 12 + 1 Z2i+1\2 = 0 fur i = 0, 1, ... , n 2 1, also Zj = 0 fur alle j sein muBte, was 

unmoglich ist. 

§ 6. Der Index und weitere algebraische Eigenschaften einer Abbildung. 
In diesem Paragraphen wird die durch f zwischen den Fundamentalgruppen von 

M und f.t hergestellte Beziehung in unsere Untersuchungen einbezogen; ein Teil der sich 
dabei ergebenden Satze - namlich die Satze VIII a, X a, X b - laBt sich aber ebenso 
wie die oben im § 4 bewiesenen Satze so aussprechen, daB nur von Homologiebegriffen 
die Rede ist. 

Es sei zunachst kurz uber einige Tatsachen berichtet, die an anderer Stelle 17) 
ausfuhrlich dargestellt word en sind. 

Zwei durch einen Punkt gehende geschlossene Wege heiBen "aquivalent", wenn 
man sie unter Festhaltung des Punktes ineinander deformieren kann; die zu einem Punkt 
gehOrigen Aquivalenzklassen reprasentieren die Fundamentalgruppe der Mannigfaltigkeit. 

17) In der in FuBn. 2 genannten Arbeit des Verfassers, §§ 1-3. Die im obigen Text formulierten Siitze (A), 
(B), (C) sind die Siitze I, VII, VII a der zitierten Arbeit. 
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Denjenigen unter den zu einem Punkt ~ = f(x) gehOrigen Aquivalenzklassen, die Bilder 
geschlossener Wege durch den Punkt x von M enthalten, entspricht eine Untergruppe U 
der Fundamentalgruppe f/J von fl,; U ist bis auf innere Automorphismen von f/J eindeutig 
bestimmt und von x unabhangig; der Index I von U in f/J heiBt der "Index von f". Die 
Uberlagerungsmannigfaltigkeit fl,* von fl" die man erhalt, wenn man unter den Wegen 
durch ~ nur diejenigen als geschlossen betrachtet, die zu U gehOren, hat I Bliitter; die 
durch die Uberlagerung gegebene Abbildung von ft* auf fl, heiBe 1fJIS). Man beweist leicht: 

(A) Es gibt eine Abbildnng f* (Jon M auf 1)'*, die den Index 1* = 1 hat, so da/3 
fiir leden Punkt Y (Jon M f(y) = 1fJf*(y) ist. 

Wenn I = CIJ ist, so ist 1)'* offen und f* hat den Grad 0; dann hat nach (A) auch f 
den Grad 0, also gilt: 

(B) 1st c =1= 0, so ist I endlich. 
Ferner folgt nach der Produktregel fur die Grade, nach der diese bei Zusammen

setzung von Abbildungen sich multiplizieren: 
(C) 1st c =1= 0, so ist I ein Teiler (Jon c, und zwar ist c = c* j, wenn c* del' Grad (Jon 

f* ist. 
Dies sind die Tatsachen, die wir brauchen werden. (B) ist ein Analogon zu Satz II a; 

denn die in diesem ausgesagte Gleichung p} = pi(fl,) bedeutet, daB die Gruppe derjenigen 

i-dimensionalen Homologieklassen, die Bilder i-dimensional er Homologieklassen von M 
sind, eine Untergruppe mit endlichem Index in der Gruppe aller i-dimensionalen Homo
logieklassen von fl, bilden. Dieser Index ist das Produkt der i-dimensionalen Elementar
teiler von t. 

Der Zusammenhang zwischen dem Index I und den fruher behandelten Begriffen 
wird durch den folgenden Satz vermittelt: 

Satz VIII: 1st I endlich - also z. B. c =1= ° -, so ist p} = pl(/t) und das Produkt 
del' 1-dimensianalen Elementarteiler ein Teiler (Jan j. 

Beweis: Die Zusammensetzung zweier Wege, also die gruppenbildende Operation 
der Fundamentalgruppe, wird im folgenden ebense wie die Zusammensetzung bei Homo
logien als Addition bezeichnet. Wir fassen die Aquivalenzklassen der geschlossenen 
Wege durch den Punkt ~ = f(x) dadurch in "A-Klassen" zusammen, daB wir bestimmen: 
zwei Aquivalenzklassen 5U1, 5U2 gehoren dann und nurdann zu derselben A-Klasse, wenn 
die Aquivalenzklasse 5U1 - 5U2 das Bild eines geschlossenen Weges durch x enthiilt. 
Nach Definition von j ist j die Anzahl der A-Klassen. FaBt man die Aquivalenzklassen 
nicht als Gruppenelemente, sondern als Mengen der in ihnen enthaltenen Wege auf, 
so liegt eine Einteilung aller geschlossenen Wege durch ~ in j A-Klassen durch die Be
stimmung vor, daB zwei Wege Cl' C2 dann und nur dann zu derselben A-Klasse gehoren, 
wenn Cl - C2 dem Bilde eines geschlossenen. Weges durch x aquivalent ist. Bezeichnet 
man die Gruppe der geschlossenen Wege, die den eben genannten Bildern aquivalent 
sind, mit m, die Gruppe all er geschlossenen Wege durch ~ mit Q;, so ist dies die Rest
klassenzerlegung von Q; modulo 5U. 

Stellt man die eben fur Aquivalenzklassen durchgefuhrte Uberlegung fur D.-Homo
logieklassen an, so kommt man zu einer Einteilung aller geschlossenen Wege durch $ 
in "B-Klassen" durch die Bestimmung, daB zwei Wege Cl' C2 dann und nur dann zu 
derselben B-Klasse gehOren, wenn Cl - C2 dem Bilde eines geschlossenen Weges durch x 
d.-homolog ist; diese Einteilung ist die Restklassenzerlegung von Q; modulo der Gruppe m 
derjenigen geschlossenen Wege durch $, die Bildern geschlossener Wege durch x d.-homolog 

18) A. a. O. hei.6t diese Abbildung 91; dieser Buchstabe bezeichnet aber in unserem § 3 eine andere Abbildung. 
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sind. Da jede 1-dimensionale D.-Homologieklasse von ft geschlossene Wege durch ~ 
enthalt, ist - ebenso wie oben die Anzahl der A-Klassen j war - die Anzahl der B
Klassen gleich dem Index der Untergruppe derjenigen D.-Homologieklassen, die_Bilder 
sind, in der Gruppe aller D.-Hon;lOlogieklassen, also entweder unendlich oder gleich dem 
Produkt der Elementarteiler. 

~ ist Untergruppe von m; daher kommt der Beweis von Satz VIII nunmehr auf 
den Beweis des folgenden gruppentheoretischen Tatbestandes hinaus: "m sei Unter
gruppe von Q;, ~ Untergruppe von m; die Indizes von ~ und m in Q; seien a bzw. b, 
a sei endlich; dann ist auch b endlich und Teiler von a". 

Gehoren Cl' Cz zu einer Restklasse modulo ~, so ist Cl - Cz c:::: ~ c:::: m, also ge
bOren sie auch zu einer Restklasse modulo m; somit lassen sich die Restklassen 
~l' ~2' ... , ~a, in die Q; mod. ~ zerf&llt, durch Zusammenfassung zu den Restklassen 
m1, mz, ... , mb vereinigen, in die Q; mod. m zerf&llt; folglich ist b endlich, (also pi = p1(ft». 
mi bestehe aus ri der Restklassen ~k' Es ist zu zeigen, daB r1 = rz = ... = rb ist; denn 
daraus ergibt sich a = rIb. 

m1 bestehe aus den Klassen ~H ~2' •.• , ~rl; Cl' C2 , ••• , CrI seien Elemente aus 

diesen Klassen; C' sei ein Element aus m2, und es sei C' = Cl + c. Dann gehoren die 
Elemente C(k) = Ck + C (k = 1, 2, ... , r1 ) zu verschiedenen Klassen ~k, da C(kl) - CCk,) 

= CTcI + C - C - Ck, = Ckl - Ck, cl:: ~ ist; sie gebOren aber alle zu derselhen Klasse m2, 

da die eben aufgeschriebene Differenz c:::: mist; folglich ist r z > r 1, und da sich ebenso 
rl > r2 ergibt, rl = r2 und allgemein rl = ri, womit alles bewiesen ist. 

Aus (C) und Satz VIII folgt: 
Satz VIlla: Das Produkt der 1-dimensionalen Elementarteiler ist em Teiler des 

Grades. 
Aus den S&tzen IV, Va und VIII folgt: 
Satz VIII b: H ab en M und ft gleiche Bettische Zahlen, - ist also z. B. M = ft -, 

und ist j = 1, so gibt es in M bzw. ft 1- und (n - 1)-dimensionale Basen z;, Z~-1 bzw. 
C!, C;--1 (r = 1,2, ... , pI), fur die die durch f bewirkten Substitutionen die Gestalt haben: 

(22 a) f(z;) ~ C; 
(22 b) f(Z~-I) ~ CC~-I. 

Satz IX: Es gebe in Mn (n - 1)-dimensionale Zyklen, deren (O-dimensionaler) 
Schnitt ;:::\::; 0 sei; dann ist bei jeder Abbildung (Ion M auf eine Mannigfaltigkeit ft mit den
selben Bettischen Zahlen - also z. B. auf M selbst -, bei der c =1= 0 ist, I c I = j. 

Beweis: Die in (A) genannte Mannigfaltigkeit ft* hat dieselben Bettischen Zahlen 
wie M und ft; denn einerseits ist, da f* (s. (C» einen von 0 verschiedenen Grad hat, 
nach III a pi(M) > pi(ft*); andererseits ist, da auch "p einen von 0 verschiedenen Grad 
hat, nach III a p'(ft*) > pi(ft) = pi(M). 

Folglich ist, da der Index von f* j* = 1 ist, nach VIII h, Gl. (22 b), das f*-Bild 
jedes (n - 1)-dimensionalen Zyklus ein c*-facher Zyklus in ft*, wobei c* der Grad von 
f* ist. Mithin gebOrt, in der Terminologie von Satz 11, 2, jeder (n - 1 )-dimensionale 
Zyklus von M zu m[* + ffi j*; da aber der i-dimensionale Rang von 91/* infolge des Iso
morphismus von ffi,* und ffi(ft*) stets gleich pi(M) - pi(ft*) ist, ist er in unserem Fall 0, 
mj* besteht also nur aus dem Nullelement, und jeder (n - 1 )-dimensionale Zyklus gehort 
daher zu ffi j *. Da ffi,* ein Ring ist, gebOrt auch jeder Schnitt (n - 1 )-dimensionaler 
Zyklen zu ffi j* und hat daher nach Satz 11, 2 einen c*-fachen Zyklus in ft* als Bild. 

Journal filr Mathematlk. Bd. 163. Heft 2. 13 
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Nach Voraussetzu~g giht es in M n (n - 1 )-dimensionale Zyklen mit 
Z~-l . Z~-l ... Z~-l = azo, a =1= 0, 

wobei ZO einen einfach gezahlten Punkt bezeichnet. N ach dem eben Bewiesenen ist 
f*(azO) = af*(zO) ein c*-facher Zyklus, also ist, da f*(zO) ein einfacher Punkt ist, a durch 
c* teilbar. 

Dieselb.e Betrachtung gilt fiir die k-te Iteration von f*; da diese den Grad (C*)k hat, 
ist a durch (C*)k teilbar. Dies ist, da k beliebig groB sein kann und a =1= ° ist, nur moglich, 
wenn I c* I = 1 ist. 

Dann ist nach (C) I c I = j. 

Unter der "Charakteristik" einer Mannigfaltigkeit versteht man die alternierende 
Summe der Bettischen Zahlen: 

n .. 
X(M) =£0(- 1)'p'(M). 

Die "Euler-Poincaresche Formel" 19) besagt, daB, wenn bei einer Zelleneinteilung von 
M ai i-dimensionale Zellen auftreten, 

n .. 
X(M) = . .1' (- 1)'a' 

.=0 
ist. 

Satz X: 1st X(M) =1= 0, hat p, dieselben Bettischen Zahlen wie M und ist c =F 0, 
so ist j = 1. 

Beweis: Wie im Beweis von Satz IX folgt, daB f1* dieselben Bettischen Zahlen 
hat wie M und f1; folglich ist X(f1*) = X(f1). Andererseits bewirkt eine Zelleneinteilung 
von f1, bei der a' die Anzahl der i-dimensionalen Zellen ist, eine Zelleneinteilung der 
j-blattrigen Uberlagerungsmannigfaltigkeit f1* von f1 mit j . ai Zellen fiir jedes i; daher 
ist mit Riicksicht auf die Euler-Poincaresche Formel X(f1*) = j . X(f1). Folglich ist, 
da X(p,) = X(M) =1= ° ist, j = 1. 

Aus den Satzen X und VIII b folgt: 
Satz Xa: Unter den Voraussetzungen ron Satz X gibt es 1- und (n - 1)-dimen

sionale Basen z~, Z~-l bzw. C~, ,~-1 in M bzw. p" fur die die durch f bewirkten Substitu
tionen die Gestalt (22 a), (22 b) haben. 

Aus den Satzen IX und X folgt: 
Satz X b: Die Charakteristik ron M sei ron ° rerschieden und es gebe in M n (n - 1)

dimensionale Zyklen, deren Schnitt nicht homolog 0 ist; p, habe dieselben Bettischen Zahlen 
wie M, es sei also z. B. M = p,; dann kommen als Grade fur Abbildungen ron M auf p, 
nur die Zahlen 0 und ± 1 in Frage. 

Da die geschlossene orientierbare Flache vom Geschlecht p eine von ° verschiedene 
Charakteristik hat, wenn p =F 1 ist, und da es auf ihr zwei geschlossene Wege mit einem 
einfachen Schnittpunkt gibt, wenn p =1= 0 ist, besagt dieser letzte Satz, daB die geschlossene 
orientierbare Flache vom Geschlecht p> 1 nur Abbildungen mit den Graden 0, + 1, 
- 1 auf sich zulaBt. Diese Tatsache ist in dem allgemeineren Satz enthalten, daB, wenn 
p > 0 ist, der Grad einer Abbildung der geschlossenen orientierbaren Flache vom Ge
schlecht p auf die vom Geschlecht q stets die Ungleichung I cl, (q - 1) < p - 1 erfiillt; 
diesen Satz, der von H. Kneser auf geometrisch-topologischem Wege bewiesen wurde 20), 
mit den in dieser Arbeit verwendeten "algebraischen" Methoden zu beweisen, habe ich 
vergeblich versucht. 

19) S. z. B. Gl. (10.6) der in Fu6note 4 genannten Arbeit von Alexander. 
110) H. Kneser, Die kIeinste Bedeckungszahl innerhalb einer KIasse von Fliichenabbildungen, § 7, 

Math. Annalen 103 (1930). 

Eingegangen 17. Oktober 1929. 
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