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Charakterisierung
der Signatur von Mannigfaltigkeiten
durch eine Additivitdtseigenschaft

Kvraus JANICH (Bonn)

§1. Einleitung

Es sei M eine orientierte kompakte differenzierbare 4 k-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit oder ohne Rand. Dann ist durch die Schnittzahl
eine symmetrische Bilinearform

Hlk(M’ R) X H2k(M’ R) -R

erklirt, deren Signatur mit t(M) bezeichnet wird. Ist dim M 0 mod 4,
so setzt man t(M)=0. Man nennt t(M) die Signatur oder den Index der
Mannigfaltigkeit M. (Sieche Thom [6, 7] und Hirzebruch [3].)

Wie zuerst von Novikov bemerkt wurde (vgl. [4], § 2), hat die Signatur
die folgende erstaunliche Additivitdtseigenschaft:

(A): Sind Y und Y’ kompakte berandete orientierte differenzierbare
Mannigfaltigkeiten und ¢: X — X' ein orientierungserhaltender Diffeomor-
phismus einer Vereinigung X von Randkomponenten von Y auf eine Ver-
einigung X' von Randkomponenten von Y', so gilt

(Y (= Y)=1(Y)—2(Y). (1)

Einen einfachen Beweis dafiir findet man in Atiyah-Singer [1], Pro-
position (7.1). Dort wird zwar angenommen, daB Z=7Y{ J,— Y’ unbe-
randet ist; aber abgesehen davon, daB sich der Beweis in [ 1] entsprechend
modifizieren lieBe, erhilt man (1) aus (7.1) sofort so: Falls das Komple-
ment von X in dY und das Komplement von X' in dY’ orientierte
Mannigfaltigkeiten Wund W’ beranden, erhiilt man (1), indem man (7.1)
statt auf Y und Y’ zuerst auf Y+ W’ und Y'+ W und dann auf Z und
W+(—W') anwendet. Nennt man die so erzielte Verallgemeinerung
von (7.1) einmal (7.17), so erhilt man schlieBlich (1) fiir den allgemeinen
Fall, indem man (7.1") auf Y+(—Y’) und Y’'+(—Y) anwendet.

In der vorliegenden Note prizisieren und beweisen wir die von
Hirzebruch geduflerte Vermutung, daB die Signatur im wesentlichen die

einzige Invariante mit dieser Additivitdtseigenschaft ist.
3'
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§ 2. Der Eindeutigkeitssatz

Wihlt man fiir jede Dimension k eine Zahl m (k) und definiert o (M*)=
m(k)T(M"), dann hat natiirlich auch ¢ die genannte Additivititseigen-
schaft. Unser Resultat ist nun:

Satz. Es bezeichne o eine reelle Invariante des orientierten Diffeo-
morphietyps kompakter berandeter orientierter differenzierbarer Mannig-
faltigkeiten. o habe die Additivititseigenschaft (A). Dann gibt es fiir jede
Dimension k eine Zahl m(k), so daf fiir alle unberandeten M* gilt :

o (MY =m(k) t(M¥).

Beweis. Aus der Additivitéitseigenschaft (A) fiir ¢ folgt natiirlich, daf3
o(@)=0 ist, und deshalb erhalten wir 6(—M)= —oc (M), wenn wir (A)
auf Y=X=0, Y'=M anwenden. Infolgedessen verschwindet ¢ fiir alle
Mannigfaltigkeiten, die einen orientierungsumkehrenden Diffeomorphis-
mus auf sich selbst zulassen. Diese Tatsache werden wir im Laufe des
Beweises sehr oft ausnutzen.

Wir beweisen zuerst, daB ¢ fiir Mannigfaltigkeiten ohne Rand eine
Cobordismusinvariante ist. Dazu benutzen wir einen Satz von Wallace
([8], Theorem 2, p.513; dieses Resultat wurde unabhingig auch von
Milnor bewiesen, vgl. [5], S.40), wonach zwei orientierte n-dimensionale
Mannigfaltigkeiten M; und M, genau dann dasselbe Element in Q,
reprisentieren, wenn M, durch eine endliche Folge von (orientierbaren)
sphirischen Modifikationen aus M, hervorgeht. Wir miissen also zeigen,
daB durch eine sphirische Modifikation die Invariante o nicht gedndert
wird. Was geschieht aber bei einer sphérischen Modifikation? Eine
gewisse n-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit 4 von M, wird
herausgenommen und durch eine n-dimensionale berandete orientierte
Mannigfaltigkeit B mit dB=0JA ,ersetzt”. Wegen der Additivitidtseigen-
schaft dndert sich bei diesem Vorgang die Invariante ¢ gerade um den
Betrag a(B)— o (A4). Bei einer sphirischen Modifikation kann man aber
stets 4 und B durch einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus ¢
der Rinder zur n-Sphire zusammensetzen, und deshalb ist 6(B)—o6(A4)=
o(Bl J,— A)=0(S")=0, weil $" einen orientierungsumkehrenden Diffeo-
morphismus gestattet. Damit ist die Cobordismusinvarianz von ¢ be-
wiesen.

Wir konnen nun also davon ausgehen, daB ¢ fiir unberandete Mannig-
faltigkeiten durch einen additiven Homomorphismus £, — R gegeben
ist. Nach den wohlbekannten Resultaten iiber 7 und die Struktur von
Q,®Q (vgl z.B. [3], zweites Kapitel) haben wir daher unseren Satz
bewiesen, wenn wir zeigen konnen, daf

o(P,;,(C)x - xP,; (C)
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fir alle (jy, ..., j,) nur von Y j,, also der Dimension dieses kartesischen
Produktes von komplexen projektiven Rdumen abhingt. Dazu geniigt
es natiirlich zu zeigen, daB fiir jedes gerade n und jede orientierte unbe-
randete Mannigfaltigkeit M

o(M xP,(C)xP,(C)=0(MxP,,,(C)) ()

gilt. Das wollen wir jetzt tun. Zuvor aber eine Verabredung: Sind ¥, Y’
und ¢ wie in (4) gegeben, dann ist natiirlich auch

(M x Y| iy xo—(Mx Y))=6(M x Y)—a(Mx Y,

und gestattet Y einen orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus, so
auch M x Y, und wir haben dann deshalb nicht nur ¢(Y)=0, sondern
auch o(M x Y)=0. Da der Beweis von (2) nur aus der wiederholten An-
wendung dieser beiden Bemerkungen besteht, erlauben wir uns, das M
dabei wegzulassen. Wir beweisen also statt (2)

o (P, (C)x P, (C))=0(P,,(C)), 2)

unter strikter Beschridnkung auf die genannten SchiuBweisen.

Einige Bezeichnungen: S2"*! bezeichnet nicht nur die (2n+1)-
dimensionale Sphire, sondern auch das S!-Prinzipalfaserbiindel $2"*! —
P.(C). N{" ist das Normalbiindel von P, (C) in P,,(C) und DN/" das zuge-
horige Disk-Biindel. Das Hopfsche Geradenbiindel N? bezeichnen wir
jedoch mit H. Wird B, (C) als S'-Mannigfaltigkeit aufgefaBt, so ist das
in bezug auf die durch Multiplikation in C™ via U(m)c U(m+ 1) definierte
Aktion auf P, (C) zu verstehen. Man hat dann P, (C) als Fixpunkt.

Nun also zum Beweis. B, (C)=DN" USN DN . _,, daher nach der
Additivititseigenschaft: ¢ (P, (C)) =6 (DN + ¢ (DN _,). Ist k=m/2, so
besitzt DN, _, aus Dimensionsgriinden einen nirgends verschwinden-
den Schaitt f: P, _,_,(C)— DN;"_,_,. Wenn wir dann in jeder Faser an
der zu f(x) orthogonalen (reellen) Hyperebene spiegeln, erhalten wir
einen orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus von DN™_ ,_, auf
sich, deshalb ist 6 (DNI"_,_,)=0, also

(P, (C)=c(DN™ fiir kg%

Insbesondere ist 6 (P, , ;)= 0 (DN %) =a(S*"*! x5 D*). Wir mochten nun
gerne, ohne o dabei zu verdndern, dieses D*-Biindel iiber P, zu einem
P,-Biindel iiber P, erginzen, damit wir besser mit P, x P, vergleichen
konnen. Als ein solches Biindel kiime S$2"*!x,P,=852"*!x,D*u
§2"*1 x DH in Frage, wir miiBten also

o (S?"*! xe DH)=0 3)
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zeigen. Das soll jetzt geschehen. Wir haben kanonische Diffeomorphismen
S xaDH=8*"*1 x4 (S xD?) =8> x1(S?"* ! x51 D?)=§3 x . DN/ 1,
Weiter ist S xg DNJ " ), 8% x D?""2=83x, P, ,, also erhalten wir
o (S?"* x DH)=0 (8> x5 P, ;) — 0 (S® x5: D?"* 2). Dieses letztgenannte o
verschwindet, weil S3 x5 D?"*2 (auBer in dem uns nicht interessierenden
Falle n=0) einen iiberall nichtverschwindenden Schnitt und damit einen
orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus zuliBt. Das nun noch zu
betrachtende §3 xg P, , ist ein Biindel X iiber $? mit unberandeter
Faser F. Zerlegen wir ein solches Biindel in seine beiden Einschrinkungen
auf die obere und untere Halbsphire, so erhalten wir wegen (A):

6(X)=20(D*>x F)=0, (4)

weil D2 x F einen orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus gestat-
tet. Damit ist (3) bewiesen.
Als letzten Schritt im Beweis von (2} haben wir also nun

o(P,xPy)=0(S*""! x5 P,) 5)

zu zeigen. Es ist P, =DN]'_,| Js2-1 D*". Wir schriinken zuerst beide Biin-
del, das triviale P,xP, und das nichttriviale $?"*! x5, P, auf DN"_,
ein. Dadurch dndern sich die Invarianten ¢ nicht, denn ¢ (D*" x P,)=0.
Uber dem nun entstandenen Rand SN ,=S$?""! sind beide Biindel
trivial. Deshalb kénnen wir sie zu einem orientierten Biindel B iiber
DN, 1U s2n-1— DNJ'_, zusammensetzen, dessen Invariante o dann gerade
o (P, xP,)—a(S2"*t xu P,) ist.

Die Basis DNJ'_; | Js2n-1 —DNJ_, ist selbst ein Faserbiindel iiber P, _,
mit Faser S2. Dadurch wird B zu einem Faserbiindel iiber P,_,, dessen
Faser X selbst iiber S gefasert ist. Wir behaupten, daB fiir ein solches B
die Invariante o verschwindet:

Lemma. Ist die geschlossene orientierte M annigfaltigkeit B Totalraum
eines differenzierbaren Faserbiindels B-» P, (C), dessen Faser X selbst
Totalraum eines Faserbiindels X — S? ist, dann gilt 6(B)=0.

Beweis. Induktion nach m. Fiir m=0 ist dies die Aussage (4). Beim
Induktionsschluf} vergleichen wir B mit P,, x X. Wir haben ¢ (P,, x X)=0,
weil mit X natiirlich auch P, x X iiber $? gefasert ist. Wie oben 4ndern
sich die jeweiligen Invarianten o nicht, wenn wir Bund P,, x X auf DN™_,
einschrinken, und wie oben heften wir diese Einschrinkungen zu einem
Biindel B’ iiber DN ,u—DN;_, zusammen, fir das ¢(B)=0(B)—
o (B, x X)=0(B) gilt. Dann ist B’ iiber B,_, gefasert, die Faser X' ihrer-
seits ist iiber S? gefasert, nach Induktionsannahme ist also o(B)=
ag(B)=0, ged.

Damit sind (5) und (2') bewiesen, und mit Bezug auf die ,,Verein-
barung® auch (2) und damit der Satz.
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§ 3. Ergiinzende Bemerkungen

Bemerkung 1. Zur vollstindigen Bestimmung aller Invarianten ¢ mit
der Additivititseigenschaft (A) fehlt nun noch die Bestimmung derjenigen
Invarianten 6, die die Eigenschaft (A) haben und fiir geschlossene
Mannigfaitigkeiten verschwinden. Man kann sich solche § z.B. ver-
schaffen, indem man fiir geschlossene zusammenhiingende orientierte
Mannigfaltigkeiten eine Invariante 4 des orientierten Diffeomorphietyps
mit der einzigen Bedingung

A(—X)=—A(X)
willkiirlich festlegt und danun §(M) als die Summe der 4 der Randkom-
ponenten von M definiert.

Herr Tits machte mich darauf aufmerksam, daf3 man so in der Tat
alle diese 6 bekommt. Um das einzusehen, wiihle man fiir jede orientierte
zusammenhingende geschlossene Mannigfaltigkeit X eine Zahl m+0
und eine ,Linearkombination” L von kartesischen Produkten gerade-
dimensionaler komplexer projektiver Riume, so daBl mX—L eine
orientierte Mannigfaltigkeit W berandet. Ist dann § gegeben, so erhilt

1
man durch A(X ):E o(W) ein dazu passendes 4.

Genauer kann man sogar sagen: Ist @ eine Menge orientierter
Diffeomorphieklassen zusammenhingender geschlossener Mannigfaltig-
keiten, in der M genau dann nicht vorkommt, wenn M= —M oder
M= +P,; (C)x --- xP,; (C) oder wenn bereits —Me @, dann stellt die
oben geschilderte Zuordnung 6 -4 einen Isomorphismus des reellen
Vektorraumes aller § auf R® her.

Bemerkung 2. Sei ein differenzierbares Faserbiindel gegeben, in dem
der Totalraum E, die Basis B und die Faser F kompakte zusammen-
hédngende orientierte Mannigfaltigkeiten ohne Rand sind. Die Orien-
tierung von E sei in der iiblichen Weise durch die Orientierungen von B
und F gegeben. Unter der zusitzlichen Voraussetzung, daB die Funda-
mentalgruppe von B trivial auf H*(F) operiert, gilt

H(E)=1(B) t(F),

wie von Chern, Hirzebruch und Serre in [2] gezeigt wurde. In unserem § 2
sind nun mehrere Beispiele dafiir aufgetreten, daB der Satz von Chern,
Hirzebruch und Serre nicht mehr allgemein richtig bleibt, wenn man F
als berandet zuldBt. Das einfachste Beispiel ist das in die Hopfsche
Faserung eingespannte Disk-Biindel DH: Es ist t(DH)=1(P,(C))—
T(D*)=1, aber 1(8?) 7(D?)=0, obwohl =,(B) und H*(F) in diesem Falle
verschwinden.

Problem. Wie beschreibt man fiir Biindel mit berandeter Faser die
Differenz 7(E)—t(B) t(F)?
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