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DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN
MIT RAND ALS ORBITRAUME DIFFERENZIERBARER
G-MANNIGFALTIGKEITEN OHNE RANDT

KrLAus JANICH

(Eingegangen 26. April 1966)

EINE KOMPAKTE Liegruppe operiere differenzierbar auf einer unberandeten Mannigfal-
tigkeit X. Sei ¥, der Normalraum an den Orbit Gx im Punkte x und G,— GL(V,) die
induzierte Darstellung der Standgruppe in diesem Vektorraum. Unser Gegenstand sind
G-Mannigfaltigkeiten (wir nennen sie “spezielle G-Mannigfaltigkeiten™), bei denen diese
Darstellungen ciner Bedingung unterworfen sind, die X/G in kanonischer Weise zu einer
berandeten differenzierbaren Mannigfaltigkeit macht. Wir verlangen némlich, daB G, —
GL(V,) direkte Summe einer trivialen und einer “transitiven” Darstellung ist, d.h. ¥V, =
F.® W,, und die Standgruppe lafit F, punktweise fest und operiert transitiv auf der
Sphire in W,. Ein Punkt x € X liegt dann in einem “Randorbit”, wenn dim W, > 0 ist.
Ist X/G unberandet, dann ist X Totalraum eines Faserbiindels, und die Operation von G
darauf stammt von einer transitiven, mit der Strukturgruppe vertriglichen Operation auf
der typischen Faser. Ist X/G berandet, so ist X ein Faserbiindel iiber dem Inneren von
X/G, aber am Rand sind die Fasern in geeigneter Weise “kleiner”, so daB sich X, statt
ebenfalls berandet zu sein, {iber dem Rand von X/G zu einer unberandeten Mannigfaltigkeit
schlieBt.

Unser Hauptresultat ist ein gewisser Klassifikationssatz fiir spezielle G-Mannigfaltig-
keiten mit vorgegebener Orbitmannigfaltigkeit X/G. Im Abschnitt 1 fithren wir unsere
Objekte, die speziellen G-Mannigfaltigkeiten ein. Im zweiten Abschnitt filhren wir eine
Vorklassifizierung durch, im dritten wird der Klassifikationssatz formuliert und im vierten
bewiesen. Der fiinfte Abschnitt enthélt einige einfache Beispiele, die zur Tllustration des
Begriffes und des Satzes gedacht sind. Fiir eine Anwendung in Hirzebruch {4] untersuchen
wir im Abschnitt 6 eine gewisse Klasse von G-Mannigfaltigkeiten mit Orbitraum D*, deren
Fixpunktmengen jeweils einen Knoten in $? darstellen und die im Komplement ihrer
Fixpunktmenge spezielle G-Mannigfaltigkeiten sind.

Ein zu dem Klassifikationssatz sehr nahe verwandtes Resultat wurde unabhéngig und
frither auch von W. C. Hsiang und W. Y. Hsiang gefunden. Es ist dies das Theorem 3in
ihrem Research Announcement [6] der zu erscheinenden Arbeit [7]. Die ersten fiinf Ab-
schnitte meiner Arbeit sind unabhéngig davon entstanden. Bei dem spiter hinzugefiigten

+ This research was supported by NSF Grant GP 4216.
301




302 KLAUS JANICH

sechsten Abschnitt habe ich mich an Theorem 5 in [6] orientiertt. Ich bin Herrn Professor
W. C. Hsiang fiir eine ausfiihrliche Diskussion, die ich inzwischen mit ihm flihren konnte, sehr
zu Dank verpflichtet. Herrn Professor J. Eells danke ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit.

§1. SPEZIELLE G-MANNIGFALTIGKEITEN
1.0.

Es sei X eine unberandete differenzierbare (d.h. C*® —) Mannigfaltigkeit und G eine
kompakte Liesche Gruppe. Unter einer differenzierbaren G-Aktion (von links) auf X ver-
steht man eine differenzierbare Abbildung G x X - X, geschrieben als (g,x) — gx, mit den
Eigenschaften (1) 1x = x fiir alle x e Xund (2) g;(g,%) = (919,)x fiir alle x € X und g, €G.
Der Orbit {gx |g € G} von x wird mit Gx, die Standgruppe {g | gx = x} am Punkte x mit G,
bezeichnet. 7: X — X" sei die Projektion auf den Raum der Orbits X ’, der mit der Quotien-
tentopologie versehen sei. Das Paar (X, G x X— X) heiBe G-Mannigfaltigkeit und wird
meist einfach mit X bezeichnet; Morphismen sind die G-vertriglichen (“dquivarianten’)

differenzierbaren Abbildungen zwischen G-Mannigfaltigkeiten.

1.1. Gefaserte G-Mannigfaltigkeiten

In dem folgenden Beispiel ist X der Totalraum eines Faserbiindels und die Orbits sind
die Fasern. Es sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G, N u der Normalisator von H
und I' = Ny/H. Dann operiert " von rechts auf G/H, vertriglich mit der G-Aktion (von
links) auf G/H. Es sei ferner M eine differenenzierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand und P
ein differenzierbares rechts-I" -Prinzipalfaserbiindel iiber 3/, Dann ist der Totalraum des
zu P assoziierten Faserbiindels G/H 1 x P offenbar eine G-Mannigfaltigkeit, deren Orbits
gerade die Fasern dieses Biindels sind.

Definition 1. Eine G-Mannigfaltigkeit X heif3t gefasert beziiglich H (oder einfach
gefasert), wenn es P und M so gibt, dall G/H - x Pals G-Mannigfaltigkeit zu X isomorph ist,

Bemerkung zur Terminologie: Wir unterscheiden zu gelegentlich bequemerer Formulie-
rung zwischen rechts- und links-Prinzipalbijndeln, je nachdem die Gruppe auf der Faser
durch Muitiplikation von rechts oder links operiert. Auf dem Totalraum eines rechts-
Prinzipalfaserbiindels operiert die Gruppe dann von links. Entsprechend schreiben wir
assoziierte Biindel als F . x P oder P x rF.

Bemerkung: Ist X der Totalraum eines rechts-Faserbiindels mit irgend einer Struktur-
gruppe G, und operiert G von links und vertriglich mit G auf der typischen Faser, dann ist
X mit der induzierten G-Aktion eine gesfaserte G-Mannigfaltigkeit im Sinne der obigen
Definition, denn die typische Faser ist dann als G-Mannigfaltigkeit isomorph zu G/H (H eine
der Standgruppen), und T ist universel] in Bezug auf G-vertrigliche rechts-Aktionen auf
G/H, d.h. die Aktion von &' auf G/H ist durch einen Homomorphismus G’ - T" gegeben.

Es spielt bei unserem Vorhaben eine besondere Rolle, daf eine gefaserte G-Mannig-
faltigkeit die Daten M und P reproduziert. Sei X eine beziiglich H gefaserte G-Mannigfal-

T Zusatz bei der Korrektur: Wie mir Herr Prof. W. C. Hsiang mitteilte, ist in [7] ebenfalls ein solches
Resultat enthalten. Es war aus Platzmangel in der Ankiindigung [6] nicht erwihnt, worden.
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tigkeit. Dann trdgt der Orbitraum X’, der ja in diesem Falle eine topologische Mannigfal-
tigkeit sein muB, in kanonischer Weise eine differenzierbare Strucktur: Die Einbettungen
offener Teilmengen von RY, deren Bilder in einem ihrer Punkte “slices” sind (vergl. z.B.
[8], [11]) und die transversal zu den Orbits sind, die sie treffen, erzeugen einen differenzier-
baren Atlas fiir X’. Die so erhaltene differenzierbare Mannigfaltigkeit sei mit M(X)
bezeichnet. Ist P(X) = {x € X |G, = H}, dann ist P(X)— M(X) in kanonischer Weise ein
differenzierbares rechts-I'-Prinzipalfaserbiindel (vergl. Borel [3], Abschnitt 1, “Some
fiberings™), und die durch ¢(gH,p) = gp definierte Abbildung G/H x P(X)— X ist ein
Isomorphismus der G-Mannigfaltigkeiten. Ist P ein anderes differenzierbares rechts-I'-
Prinzipalfaserbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M und  : G/H X P — X ein Isomor-
phismus der G-Mannigfaltigkeiten, dann induziert ¥ ~*¢ einen Diffeomorphismus M(X) —
M und einen Biindelisomorphismus zwischen P(X) und dem von !¢ induzierten

Biindel:
P(X) —» P

Die gefaserten G-Mannigfaltigkeiten kdnnen auch durch das Verhalten ihrer Standgrup-
pen charakterisiert werden. Es sei X eine G-Mannigfaltigkeit, x ¢ X. Dann ist Gx eine
differenzierbare Untermannigfaltigkeit von X. Seien T, X und 7,Gx die Tangentialrdiume am
Punkte x an X bzw. Gx. Die Standgruppe G, operiert auf 7. X mit T,Gx als invariantem
Teilraum. Bezeichnen wir T, X/T.Gx mit V,, so erhalten wir zu jedem x eine Darstellung
G, — GL(V,). Ist X cine gefaserte G-Mannigfaltigkeit, dann sind alle diese Darstellungen
trivial, Es gilt aber auch die Umkehrung: Ist X eine G-Mannigfaltigkeit mit zusammen-
hingendem Orbitraum, und ist fiir jedes x € X die Darstellung G, —» GL(V,) trivial, dann
gilt: (i) Die Gesamtheit der Standgruppen bildet eine Konjugiertenklasse und (ii) Ist H = G,
eine der Standgruppen, dann ist X eine beziiglich H gefaserte G-Mannigfaltigkeit.

1.2. Spezielle G-Mannigfaltigkeiten

Wir verallgemeinern den Begriff der gefaserten G-Mannigfaltigkeit, indem wir eine
schwichere Bedingung an das Verhalten der Standgruppen stellen. Eine Darstellung einer
kompakten Liegruppe H in einem n-dimensionalen reellen Vektorraum heiBle transitiv,
wenn ihere von {0} verschiedenen Orbits zu S"~! homeomorph sind. Eine im Nullpunkt
beginnende Halbgerade trifft dann jeden Orbit genau einmal, und mit der dadurch
erkidrten Abbildung der Halbgeraden auf den Orbitraum geben wir diesem seine
“kanonische” Struktur als (eindimensionale) differenzierbare berandete Mannigfaltigkeit.

Definition 2. Eine G-Mannigfaltigkeit X heifit speziell, wenn fiir jedes x € X die Dar-
stellung G, — GL(V,) direkte Summe einer trivialen und einer transitiven Darstellung ist.

Ist X eine spezielle G-Mannigfaltigkeit mit zusammenhidngendem Orbitraum X, dann
ist X’ eine topologische berandete Mannigfaltigkeit und ist in kanonischer Weise mit
einer differenzierbaren Struktur versehen. Bemerkung: Die Projektion X — X" ist genau an
den Punkten von ¢ }6X') nicht differenzierbar, sondern verhilt sich dort etwa wice
(Xps v os Xnar) = WX X)X (g -, Xy4,) am Nullpunkt.
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1.3. Spezielle G-Mannigfaltigkeiten iiber 1/

Der Hauptgegenstand unserer Betrachtungen sind die speziellen G-Mannigfaltigkeiten
mit vorgegebenem Orbitraum. Wir definieren dazu:

Definition 3. Sei M eine berandete differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine spezielle
G-Mannigfaltigkeit iiber M ist ein Paar (X, m), bestehend aus einer speziellen G-Mannig-
faltigkeit X und einer Abbildung 7 : X — M, die jeden Orbit auf einen Punkt von M abbildet
und dabei einen Diffeomorphismus von X’ auf M induziert.

Ist X gefasert, dann heiBe (X, ) gefaserte G-Mannigfaltigkeit tiber M.

Von nun an sei M immer als zusammenhingend vorausgesetzt, M, bezeichne das
Innere von M und {B,},., die Familic der Randkomponenten von M. Ist X eine spezielle
G-Mannigfaltigkeit iiber M, so ist ihre Einschrinkung X, auf M, eine gefaserte G-Mannig-
faltigkeit iiber M,. Ist daher H Standgruppe eines Punktes x mit n(x) € M, so bildet die
Gesamtheit der Standgruppen tiber M gelegener Punkte die Klasse (H)der zu H konjugierten
Untergruppen von G. Ebenso sind die Einschrankungen ¥, von X auf B, gefasert iiber B,,
die Standgruppen bilden jeweils eine Konjugiertenklasse (U,). Die Y, sind abgeschlossene
Untermannigfaltigkeiten von X. Die Zuordnung der Konjugiertenklassen (H) zu M, und
(U,) zu B, nennt man die “Orbitstruktur” von X. (Siehe z.B. [11].)

1.4.  Der Isomorphiebegriff

Unser Ziel ist eine gewisse Klassifizierung der speziellen G-Mannigfaltigkeiten tiber M.
Wir motivieren und formulieren jetzt den Isomorphiebegriff, nach dem dies geschehen soll.
Auf jeden Fall soll es fiir “isomorphe”’ G-Mannigfaltigkeiten X, und X, iiber M einen
dquivarianten Diffeomorphismus S Xy — X, geben, der dann natiirlich auf M einen Dif-
feomorphismus f” induziert:

X, L, X,
"IJ ,7!2

o
M_L M

Wir kénnten darauf verzichten, an firgendwelche weiteren F orderungen zu stellen, Das
wire der weiteste in Frage kommende Isomorphiebegriff. Wir wollen jedoch einen engeren
Isomorphiebegriff haben, bei dem es, wie bei der iiblichen Klassifikation von Faserbiindeln,
auch von Belang ist, wie X tiber M liegt. Es liegt also nahe, f* = Idy zu verlangen. Es zeigt
sich jedoch, daB dies im Falle o7 # (J, wo X kein Faserbiindel ist, eine ungeeignet scharfe
Einschriinkung ist. Wir betrachten dazu den cinfachsten, noch nicht vollig entarteten Fall:
G = Z, operiere auf X = S = C durch Spiegelung an der reellen Achse. Damit ist S* eine
spezielle Z,-Mannigfaltigkeit und wird z.B. mit (™) = 127 — 1] fiir 0 L1=1 zu einer
speziellen Z,-Mannigfaltigkeit {iber 7 = [0,1]. Istnun ¢ : 7 Iein Diffeomorphismus mit
©(0) =0 und (1) =1, dann gibt es genau zwei Aquivariante Homeomorphismen §*' — $*,
fiir die das Diagramm

Sl 51
o\, {/zpn

Y
I
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kommutativ ist, und sie sind beide genau dann am Punkte ¢" differenzierbar, wenn alle
geraden Ableitungen von ¢ am Punkte Null verschwinden. Wiirden wir also f* = Id verlan-
gen, so hitten wir zwischen unendlich vielen Isomorphicklassen von speziellen Z,-Man-
nigfaltigkeiten iiber I zu unterscheiden, was wohl nicht wiinschenswert wire.

Definition 4. Zwei spezielle G-Mannigfaltigkeiten (X, 7;) und (X,, 7y) liber M
heiBen isomorph, wenn es einen dquivarianten Diffeomorphismus f: X; — X, gibt, so daB
der von f induzierte Diffeomorphismus f*: M — M zur Identitit auf M stark diffeotop ist,
unter einer Diffeotopie, die den Rand von M punktweise festldft.

Dabei ist (vergl. Milnor [9]) eine starke Diffeotopie F: M x I - M eine differenzierbare
Abbildung, bei der jedes F, ein Diffeomorphismus ist.

§2. ORBIT-STRUKTUR UND ORBIT-FEINSTRUKTUR
2.0.

Sei wieder {B,},.4 die Familie der Randkomponenten von M.

Definition 5. Eine zuldssige S tandgruppenauswahl (H, U ;) iiber M istein Paar, bestehend
aus einer abgeschlossenen Untergruppe H von G und einer Familie U, = {U_ },es von H
enthaltenden abgeschlossenen Untergruppen von G mit der Eigenschaft, daB fiir jedes o
A eine transitive Darstellung von U, existiert, bei der H als Standgruppe eines von Null
verschiedenen Punktes vorkommt.

Definition 6. Zwei zuldssige Standgruppenauswahlen (H, U,) und (H’, U,") heien
fein-diquivalent, wenn es ein g € G und fiir jedes « € 4 ein g, € Ny gibt, so dall H "=gHg™!
und U, = (ga,)UjJga,)~*. Die “fein-Aquivalenzklassen” [H, U,] heiBen zuldssige Orbit-
Feinstrukiuren tiber M.

Definition 1. (H, Uy) und (H', U,') heillen dquivalent, wenn fiir die Konjugiertenklas-
sen gilt: (H) = (H') und (U,) = (U,)) fiir alle o. Die Aquivalenzklassen [[H, U,]] heiBen
zulissige Orbit-Strukturen iiber M.

2.1.

Jetzt sei X eine spezielle G-Mannigfaltigkeit iiber M. Sei E, das Normalenbiindel von
Y, = n~%(B,). Durch die induzierte Operation von G in E, wird E, zu einem G-Vektor-
raumbiindel (Atiyah-Segal [1]), und es gibt einen dquivarianten Diffeomorphismus einer
offenen invarianten Umgebung des Nullschnittes von E, auf eine offene invariante
Umgebung von Y, in X. Sei H Standgruppe eines Punktes iiber M, und y e Y,. Die
Darstellung G, —» GL(E,,) ist transitiv, und die Standgruppen dieser Darstellung sind
auch Standgruppen der Aktion von G auf E, und fiir v 0 folglich zu H konjugiert.

Definition 8. H beriihrt y, wenn H eine der Standgruppen von G, - GL(E,,) ist.

Offenbar gibt es in jedem Y, ja sogar in jedem Orbit iiber B, einen Punkt y,, den H
berithrt, weil in jedem Orbit iiber M, alle zu H konjugierten Gruppen, insbesondere H
selbst, als Standgruppen vorkommen. Wihlen wir fiir jedes o einen solchen Punkt y, und
setzen U, = G, ,soerhaltenwireine zuliissige Standgruppenauswahl (H, U,) tiber M. [[H, U4]]
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ist von der Wahl des # und der y, natiirlich unabhingig und nichts anderes als die Orbit-
struktur von X.

Definition 9. [H, U,] ist von der Wahl des H und der y, unabhingig und heifit die
Orbit-Feinstruktur von X.

Beweis der dabei gemachten Behauptung: Es seien (H, U,) und (H', U,’) zwei in der
oben beschricbenen Weise zu X gehorige zuldssige Standgruppenauswahlen. Beriihrt A
den Punkt y, dann beriihrt gHg ™! den Punkt gy, und G, = gG,g~'. Daher diirfen wir
H = H' annehmen. Es geniigt, die Unabhéngigkeit von der Wahl der y, fiir ein einzelnes
o zu zeigen, sei also Uy = Uy fiir f € 4 — {«}. Sei £]b die Einschrinkung von E, auf den
Orbit iiber dem Punkte b € B,. Wir fiihren in E, eine G-invariante Riemannsche Metrik
ein. Dann ist {v € E|b | ||v|| = 1} ein Orbit der G-Aktion auf E,, und wenn v die Stand-
gruppe H hat, dann haben in {v € E|b | |jv|| = 1} genau die Punkte von Nyv ebenfalls die
Standgruppe H, und wenn daher y der Fullpunkt von v ist, so sind es genau die Punkte von
Nyy, die in Gy liegen und von H beriihrt werden. Deshalb dndert sich [H, U ] nicht, wenn
¥, durch ein y, im selben Orbit ersetzt wird, und so erhalten wir fiir jedes b € B, eine
zuldssige Orbit-Feinstruktur. Wegen des Zusammenhangs von B, geniigt es zu zeigen, dafl
jedes b e B, eine Umgebung besitzt, in der diese Orbit-Feinstruktur konstant ist. Dazu sei y
von H beriihrt. Da es sich nur um eine lokale Aussage handelt, diirfen wir statt X das
Normalenbiindel ¥ des Orbits Gy in X betrachten. Sei V, die Faser am Punkte y und F,
der Fixpunktraum von G, — GL(V,). Fiirv € F, giltdann G, = G, und H berlihrt v. Folglich
ist die Orbit-Feinstruktur in einer Umgebung von & konstant. Q.E.D.

Offenbar ist die Orbit-Feinstruktur eine Isomorphie-Invariante.

Definition 10. Ist [H, U,] eine zuldssige Orbit-Feinstruktur iber M, dann bezeichne
S{H, U,] die Menge der Isomorphieklassen spezieller G-Mannigfaltigkeiten iiber A,
deren Orbit-Feinstruktur [H, U,] ist.

Unsere Klassifikationsaufgabe soll in der Bestimmung von S bestehen, also in der
Klassifizierung der speziellen (-Mannigfaltigkeiten iiber M mit vorgegebener Orbit-
Feinstruktur.

2.2,

Sei (H, U,) eine zuldssige Standgruppenauswahl! tiber M. Wir sagen dann, [H, U,] sei
eine Feinstruktur von [[H, U,]]. In den meisten Féllen scheint eine zuldssige Orbitstruktur
nur eine einzige Feinstruktur zu besitzen, so daBl man dann nur von der Orbitstruktur zu
sprechen braucht. Mir ist kein Beispiel einer Orbitstruktur mit mehreren Orbit-
Feinstrukturen bekannt. Wir geben einige hinreichende Bedingungen fiir [H, U ] =
[[H, U,]] an: Unmittelbar aus der Definition folgt, daB [[H, U,]] nur eine Feinstruktur
gestattet, wenn, H normal in G oder alle U, normal in G sind. Nichttriviale Beispiele,
wo weder H in U, noch die U, in G Normalteiler zu sein brauchen, erhalten wir durch
Anwendung bekannter Sitze iiber transitive Transformationsgruppen auf Sphiren (vergl.
Tits [14], p. 166 oder dic Resultate von Montgomery und Samelson [10], Borel [2] und
Poncet [12] liber kompakte zusammenhingende Liegruppen, die transitiv und effektiv auf
Sphiren operieren; zusammengefait in Abschnitt 1 von [5]). Man kann folgern: Ist
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(H, U, eine zuldssige Standgruppenauswahl und ist fiir jedes o entweder U, ein
Normalteiler in G oder U, zusammenhéngend und die Aktion von U, auf U,/H effektiv,
so ist [H, U ]l =[H, Uyl

§3. KLASSIFIZIERUNG DER SPEZIELLEN G-MANNIGFALTIGKEITEN UBER M MIT
VORGEGEBENER ORBIT-FEINSTRUKTUR

3.0.

Wir geben zuerst eine fiir unsere Zwecke geeignete Beschreibung von X = X — Tuben-
umgebung einer Untermannigfaltigkeit. Es sei X eine differenzierbare G-Mannigfaltigkeit
ohne Rand und Y eine geschlossene G-Untermannigfaltigkeit. Das Normalenbiindel von
Y in X ist dann ein G-Vektorraumbtiindel iiber Y.

Definition 11. Unter einer G-Tubenabbildung verstehen wir eine Abbildung 7': {v € £ |
loll £ 1} > X, wobei | .. | irgend eine G-invariante Riemannsche Metrik in E bezeichnet,
die die Eigenschaften hat:

(i) T ist ein dquivarianter Diffeomorphismus auf eine abgeschlossene Umgebung von
Y in X und

(i) T stimmt auf dem Nullschnitt mit der Inklusion von Y in X iiberein.

Bs gibt immer G-Tubenabbildungen, ist z.B. eine G-invariante Metrik auf ganz X
erklirt und die Metrik in E davon induziert, dann ist fiir gentigend kleines ¢ die Hintereinan-
deranwendung der Multiplikation mit & und der Exponentialabbildung eine G-Tubenab-
bildung. Ist eine Tubenabbildung gegeben, so definieren wir eine berandete differenzierbare
G-Mannigfaltigkeit X und eine dquivariante differenzierbare Abbildung p: X — X wie
folgt: Sei SE={veE||lv| = 1}. Wir erhalten X, indem wir [0, 1) x SE und Xo =X — Y
langs (0, 1) x SEund T({re £ 0 < lvl < 1}) zusammenkleben. Die Identifizierungsab-
bildung (0, 1) x SE — X, ist durch (7, v) — T(1v) gegeben. Wir fassen [0, 1) x SE und X, als
Teilriume von X auf und definieren p : X — X als die Inklusion auf X, und als die Biindel-
projektion SE — Y auf {0} x SE. Fir diese Konstruktion gilt die folgende Eindeutigkeits-
aussage: Bs sei £ mit zwei verschiedenen Riemannschen Metriken ausgestattet, wir
schreiben E, und E, fiir die Biindel mit Metrik. Seien 7, und T, zwei Tubenabbildungen
beziiglich dieser Metriken. Die Identitdt auf X 148t sich dann, wenn iiberhaupt, natiirlich
nur auf eine weise zu einer stetigen Abbildung X, » X, fortsetzen.

Lemma. (i) Id : Xo — X, ldft sich auf genau eine Weise zu einer differenzierbaren
dquivarianten Abbildung X, - X, fortsetzen.

Dies ist dann also ein Diffeomorphismus, der mit den p; vertriglich ist, folglich ist die
Einschrinkung auf den Rand ein fasertreuer dquivarianter Diffeomorphismus 4: {0} x
SEI - {0} X SEz.

(ii) Sind zusdtzlich die Darstellungen G, — GL(E,) transitiv fiir alle y, so ist A die Ein-
schrdnkung eines isometrischen Isomorphismus der G-Vektorraumbiindel E; und E,.
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3.1.

Der Einfachheit halber soll von nun an M als kompakt vorausgesetzt werden. Es sei
(H, U,) eine zuldssige Standgruppenauswahl iiber M und X eine spezielle G-Mannigfaltig-
keit iiber M mit der Orbit-Feinstruktur [/, U,]. Es ist I' = Ny/H und wir definieren fiir
jedes o eine Untergruppe von I':

Definition 12.  Q, = Ny Ny, [H.

Wir erkliren ¥ =7n"'(0M) und Y,=n""(B,). Y ist eine abgeschlossene invariante
Untermannigfaltigkeit von méglicherweise nicht konstanter Dimension. Die Standgruppen
G, fiir y e Y operieren durch transitive Darstellungen G, — GL(E,) auf den Fasern des
Normalenbiindels E von Y in X. Wir wihlen eine invariante Metrik in £ und definieren
p: X - X wie in 3.0.

Definition 13. {x € X |G, = H}-~ M ist in kanonischer Weise ein differenzierbares
rechts--Prinzipalfaserbiindel P iiber M. Wir bezeichnen P | B, mit P,.

Die charaketerisierenden Daten fiir X, die wir definieren wollen, bestehen gerade aus
diesem Biindel P und jeweils einer differenzierbaren Reduktion o, des Biindels P, auf die
Strukturgruppe Q,. Eine solche Reduktion ist ein Schnitt in dem Faserbiindel P,/Q,
liber B,.

Definition 14. Sei b € B,. Dann erkliren wir
o (b) ={X€eP,,l Gp(j':) =U,}
BEHAUPTUNG. 0,(b) + & und fiir % € o,(b) gilt 0,(b) = Q,X.

Beweis. Sei p:SE,— Y, die Biindelprojektion. Nach Konstruktion ist P,=
{veSE,|G,=H} uns es ist p(v) = p(v). Sei E,|b die Einschrinkung von E, auf den
Orbit iiber 5. Nach Voraussetzung beriihrt H einen Punkt y e z7'(b) mit G, = U,, und
deshalb ist o,(b) nichtleer. Seinunv € a,(b), p(v) = yund g € Ny 0 Ny,. Dann ist p(gv) = gy,
G,, = Hund G, = U,, also ist Qv a,(b). Seiandererseits v’ € g,(b) und p(v') = )'. Dann
gibtesein g € G mit gv =v', weil SE,|b ein Orbit ist. Dann ist aber G, = gG,g~' = H,
also g € Ny, und ebenso U, = gU,g ™", also gH € Q,, daher ist 6,(b) = Q,0, qed.

o,: B,— P,/Q, ist ein differenzierbarer Schnitt. Fiir (P, 6,4) = (P, {0,},e4) folgt aus
dem Lemma in 3.0, (ii): Sind 7' und 7" zwei Tubenabbildungen und (P, ¢,) bzw. (P, o)
die mittels T bzw. T" konstruierten Daten, dann induziert der kanonisch gegebene Isomor-
phismus von P | M, auf P’ | M, einen Isomorphismus P — P’, der die Reduktionen g, in o,
iiberfithrt. Wir nennen nun zwei Paare (P, o) und (P, ¢’y) von differenzierbaren rechts-I"-
Prinzipalfaserbiindeln iiber M mit Reduktionen auf Q, iiber B, isomorph, wenn es einen
Isomorphismus P — P’ gibt, der die Reduktionen respektiert und bezeichnen mit II(T', Q)
die Menge dieser [somorphieklassen. Unsere Konstruktion ordnet dann jedem X mit der
Orbit-Feinstruktur [H, U,] ein wohlbestimmtes Element A(X) = [P, o4] € II(T, Q) zu.
Dariiber hinaus hangt A(X) nur von der Isomorphieklasse [X] e S[H, U,] ab, A definiert
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also eine Abbildung S[H, U] - II(T, Q). Beweis: Sei [X,] = [X,] € S[H, U] und

X, X,

|, |

M -LoMm
ein Isomorphismus. Wir wihlen eine Tubenabbildung 7} fiir X; und erkliren T, als mit f
vertriiglich. Dann induziert feinen Isomorphismus Py = f"*P;, der die Reduktionen respek-
tiert; und weil /7 zur Identitit stark diffeotop ist (9M dabei festlassend), so gibt es einen
Isomorphismus f"*P, = P, der iiber oM die Identitit ist. ged. Wir kdnnen nun unser
Ergebnis formulieren, der Beweis wird in Abschnitt 4 gegeben.

KLASSIFIKATIONSSATZ. A : S[H, U] —=TI(T, Q) ist bijektiv.

3.2.

Wir machen noch eine Bemerkung iiber TI(T, Q,). Es sei BI' ein klassifizierender
Raum fiir T und ET — BT cin universelles rechts-T-Biindel. Dann ist 8Q, = ET/Q,
klassifizierender Raum fiir Q,, und wir haben ein Biindel BQ, — BT mit Faser ['/Q,. Sind
f: M- BT und g, : B,— BQ,, a € A, stetige Abbildungen, so daB} die Diagramme

B,— BQ,

bk

kommutativ sind, so bedeutet o, eine Reduktion iiber B, des von f induzierten T'-Biindels
auf die Strukturgruppe Q,; und wenn [M, B,; BT, BQ,] die Menge der Homotopieklassen
solcher kommutativer Diagramm-Familien {f; 0,},.4 bezeichnet, dann gibt es eine kanoni-
sche bijektive Abbildung II(T', Q) = [M, B,; BT, BQ,], so daf also der Klassifikations-
satz auch als

S[H’ UA] = [Ms BA’ Br: BQA]
formuliert werden kann.

$4. BEWEIS DES KLASSIFIKATIONSSATZES
4.0.

Wir erkliren eine Umkehrabbildung C: TT— S. Sei [P, ¢,] € II(T', Q ). Esist klar,
daB der iiber M, gelegene Teil des zu konstruierenden X als gefaserte G-Mannigfaltigkeit
iiber M, zu G/Hy x (P|M,) isomorph sein muB. In diesem Abschnitt geben wir an, wie
man auch ¥ und sein (G—) Normalenbiindel E aus den Daten [P, @ 4] zu konstruieren hat,
und in 4.1 definiteren wir X durch Zusammenkleben von X, mit einer Umgebung des

Nullschnittes in E.

Sei o e A. Nach Voraussetzung gibt es eine transitive Darstellung von U,, bei der H
als Standgruppe vorkommt. Wir diirfen die Darstellung als orthogonal annehmen: U, —
O(k,) und uns Hals Standgruppeam Punkte ¢, = (0, ...,0,1) e S ! denken. Wirmontieren
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R* vermdoge dieser Darstellung an das U,-Prinzipalfaserbiindel G — G/U, und erhalten ein
G-Vektorraumbiindel F, = G x v, R tiber G/U, mit einer invarianten Riemannschen
Metrik. Der Totalraum des Sphérenbiindels SF, = G x 4,8 ! von F, ist ein Orbit unter G,
die Zuordnung g - (g, ¢,) induziert einen dquivarianten Diffeomorphismus von G/H auf
G xy, S¥='. Wir kénnen daher I'" mit der vom rechts operierenden Gruppe dquivarianter
Diffeomorphismen von SF, auf sich identifizieren. Ebenso ist Ny /U, die von rechts ope-
rierende Gruppe #dquivarianter Diffeomorphismen auf G/U,. Die geometrische Bedeutung
von ), im Zusammenhang mit F, ist die folgende: Da U, transitiv auf S*~ ' ist, kann man
jedes Element von G x v, R¥ durch ein Paar (g, Ae), A = Oreprisentieren. Istw e Ny Ny,
dann wird durch (g, 1e,) - (o, Ae,) ein dquivarianter Diffeomorphismus von F,=G x o, R*
auf sich definiert, der offenbar nur von [wle Ny Ny /H = Q, abhingt. Auf diese
Weise operiert Q,: (1) von rechts durch dquivariante Diffeomorphismen auf F,und zwar so,
daB (2) jede Faser linear und isometrisch auf eine andere Faser abgebildet wird. (Es zeigt
sich sogar, daB3 dies ein Isomorphismus von Q, auf die durch (1) und (2) definierte Gruppe
ist.) Die Inklusion Q, < I" und die kanonische Abbildung Q, » Ny, /U, sind vertriglich mit
den Aktionen von Q,, I" und W, v./U, auf F,, SF, und G/U, respektive. Es sei nun Z, das von
o, bestimmte rechts-Q,-Prinzipalfaserbiindel iiber B,. Dann erkldren wir:

E,=F,q xZ,
und
Ya = G/UaQ,,X Ea;

und mit der kanonischen Projektion ist E,— Y, ein G-Vektorraumbiindel iiber Y, mit
einer invarianten Reimannschen Metrik. £ — ¥ bezeichne die disjunkte Vereinigung der
E, -7,

4.1.

I" operiert von rechts auf G/H, und die Einschrinkung dieser Operation auf Q, T ist
gerade die oben beschriebene Operation von Q, auf SF, = G/H. Weil o, cine Reduktion
von P,=P|B, ist, so haben wir einen kanonischen dquivarianten Diffeomorphismus
Iy SF,q %X Z,— G/H - x P,, der mit den Projektionen auf B, vertraglich ist. SF, g, % X, ist
gerade das Sphirenbiindel SE, von E,, und die zu konstruierende G-Mannigfaltigkeit wird
im wesentlichen {v € E | |v|| < 1}0; (G/H - x P)sein. Da wir jedoch auf die differenzierbare
Struktur und auf die Projektion auf M Riicksicht zu nehmen haben, gehen wir so vor:
Wir wihlen einen Kragen «, das ist ein Diffeomorphismus von M x I auf eine abgeschlos-
sene Umgebung von oM in M, wobei oM x {0} — M die Inklusion ist. Seip: oM x I — oM
die Projektion. Dann ist p*(P | M) = ©*P, und wir wihlen einen solchen Isomorphismus
aus, der iiber 0M die Identitit ist. Damit haben wir alle Requisiten fiir das folgende kom-
mutative Diagramm genannt:

e Elvl <1} > {ve E|0 < |v] < 1} 25 SE x (0, 1) 214,
l(l)
M x[0,1) > M x(0,1)  —— M x (0,1) ——
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(G/H x P|dM) x (0,1) =— G/H rx P|x(0M x (0, 1)) =« G/H  x P,

IM x (0, 1) LI k(OM % (0, 1)) o M,
Dabei ist (1) durch die Projektion auf dM und ||.. || gegeben und (2) durch v — v/|v]| % ||v]
definiert.

Definition 15. X - M enstehe aus der disjunkten Vereinigung von {v e E||v] < 1} -
OM x [0,1) und G/H x Py M, durch identifizieren einander entsprechender Punkte
unter

(weE|0< o] <1} —— G/H rx P,

OM % (0,1) —— M,

Damit ist X eine spezielle G-Mannigfaltigkeit iiber A mit der vorgeschriebenen Orbit-
Feinstruktur [H, U,].

4.2.

Wir zeigen jetzt, daB} die Isomorphieklasse [X] e S[H, U] nur von [P, ¢,] abhingt.
Danach k6nnen wir definieren: C{P, o] = [X].

Wir haben folgende Auswahlen getroffen:

(a) Darstellungen U, - O(k,)

(b) Einen Kragen x und einen Isomorphismus p*(P | M) = *P
(c) Représentanten (P, o) € [P, 04].

(a): Es geniigt zu wissen, daB3 je zwei solche Darstellungen (d.h. transitiv und mit
gegebener Standgruppe) dquivalent sind. Dies kann ebenfalls aus den in 2.2 zitierten
Resultaten gefolgert werden.

(b): Seien x; und i, zwei Kragen von M und & : p*(P|0M) = xtP und h, : p*(P|
OM) = k5P zwei Isomorphismen, die tiber M die Identitit sind. Wir wihlen einen Diffeo-
morphismus f: M — M, der zur Identitét stark diffeotop ist (dabei dM punktweise festlas-
send), so daB fik, = k,. Dann gibt es einen Isomorphismus fzwischen f*P und P, und wir
haben ein wiirfelférmiges kommutatives Diagramm:

PP oML P OM x I-Xis M

hz‘lflul l]‘ - I{Il lj‘

p*(PloM)-L25 P OM x I %25 M
Ist nun allgemein P ein Prinzipalfaserbiindel iiber M, U eine Umgebung von 034 und
@o: PJU~—P|U ein Biindelisomorphismus, dessen Einschrankung auf 04/ die Identitit

ist, dann gibt es einen Isomorphismus ¢ : P — P, der iiber einer Umgebung ¥V < U von oM
mit ¢, iibereinstimmt. In unserem Falle konnen wir uns deshalb fso gewihlt denken,
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daB k3 'fh, iiber einer Umgebung von dM die Identitit ist. Schreibt man die Diagramme
in4.1 fur x,, h; und x,, h, iibereinander, so induziert F eine kommutative “Abbildung” des
einen Diagramms auf das andere. Die so definierte Abbildung von X; auf X, ist dann
der gesuchte Isomorphismus der beiden G-Mannigfaltigkeiten iiber M. Bemerkung: Die
identische Abbildung P, — P, induziert einen dquivarianten Homeomorphismus X, — X,,
der jedoch im allgemeinen nicht differenzierbar ist (vergl. Abschnitt 1.4),

(©): Sind (Py, g, 4) und (P,, 0, ) isomorphe Ausgangsdaten, so hat man nur x,, /, und
K3, hi, mit einem Isomorphismus (P, o) = (P,, 0,,4) vertriglich zu wihlen, um einen
Isomorphismus X; & X, zubekommen. Damitist nun durch C[P, 04] = [X]eine Abbildung
C: 1T, Q,) — S[H, U,] definiert. Wir zeigen nun, daB C die zu A inverse Abbildung ist.

43. (1) CA=1d,

Zunichst eine Bemerkung zur Bezeichnungsweise: Bei der Definition von A hatten
wir zu X das Biindel E — Y und schlieBlich P und ¢ 4 definiert. Bei der Definition von C
hatten wir die analogen Stiicke mit denselben Symbolen benannt. Um jetzt umsténdliche
Benennungen wie Y(P, o) zu vermeiden, bezeichnen wir so: Wir beginnen mit X und
konstruieren daraus E, Y, (P, o), E, ¥, X. Dann haben wir [X] = [£] zu zeigen. In E sei
eine invariante Riemannsche Metrik gegeben. Wir definieren eine Abbildung £ — E wie
folgt: Bsist E, = (G x v, R¥) a, X X, Wegen der Transitivitit der Darstellung U, — Oo(k)
konnen wir jedes Element von E, durch ein Tripel ((g, ley), e) représentieren, wobei g € G,
2z0,6,=(0,..,0,1) e S* ' und e € £,. Dann ist durch ((g, Aey), €) —> gle eine Abbildung
E - E gegeben, die ein dquivarianter Diffeomorphismus ist, jede Faser isometrisch und
linear wieder auf eine Faser abbildet und dabei einen dquivarianten Diffeomorphismus
V- Y induziert. (Dabei muB wieder ausgenuizt werden, dal U, im wesentlichen nur
eine transitive Darstellung mit H als Standgruppe zuldBt.) Nun wihlen wir eine Tubenab-
bildung T: {ve E||lv| £1} - X. Wir definieren {veE|v| £1}>0M x [0, 1] durch
v—(y, [lv]), wobei v -y unter £ — Y. Dann erhalten wir durch

veE|pl =1} X

J

oM x 1 - M

nicht nur einen Kragen x in M, sondern mittels SE x [0, 1= {veE||v] £1} = X auch
gleich noch einen Isomorphismus p*(P | 0M) = x*P. Erklirt man X mit diesen Daten, so
erhilt man den gewiinschten Isomorphismus X — X durch die oben erklirte Abbildung
E— E fiir die Punkte £ € {vr € E|[v] <1} und durch (g9, @) »ga fir die Punkte %=
[(9, @] € G/H p x Py,

(2) AC = Id;.

Zur Bezeichnungsweise: Wir beginnen mit Daten (B, & 1) und konstruieren daraus tiber
E, ¥ die G-Mannigfaltigkeit X, aus der wir £, ¥ und schieBlich (P, 0 ,) erhalten. Wir miissen
dann [P, o 4] = [P, 6 ,] zeigen.
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In kanonischer Weise ist ¥~ Y und £ = E, wir {ibernehmen auch die Riemannsche
Metrik von £. Dann definiert {v € E||v|] £ 1} = X eine Tubenabbildung fiir E. Definieren
wir X wie in 3.0 durch diese Tubenabbildung, dann ist in kanonischer Weise G/H pXx
P =~ X, und die durch p — (1, p) gegebene Abbildung P — X induziert einen Isomorphismus
P—P={3xeX|G;= H}, der die Reduktionen &, und o, respektiert.

Damit ist der Klassifikationssatz bewicsen.

§5. BEISPIELE
5.0.

Der Klassifikationssatz besagt insbesondere, daB es zu jedem M und jeder zuldssigen
Orbit-Feinstruktur iiber M spezielle G-Mannigfaltigkeiten tiber M mit dieser Feinstruktur
gibt. Wir wollen in einigen einfachen Beispielen feststellen, welche Mannigfaltigkeiten es
sind, die als spezielle G-Mannigfaltigkeiten iiber M vorkommen. Die dabei auftretenden
Orbitstrukturen lassen jeweils nur eine Feinstruktur zu, so daf wir nur von der Orbit-
struktur zu sprechen brauchen. Wir unterschlagen keine interessanten Fiélle, wenn wir
nur spezielle G-Mannigfaltigkeiten betrachten, bei denen G effektiv operiert. Da wir M als

zusammenhéngend annehmen, operiert G auf X genau dann effektiv, wenn () gHg ™~ T={1}.
geG

Ist G abelsch, dann geniigt es also, die Fille mit H = {1} zu betrachten. Es gilt dann Q, =
I' = G, so daB man die Reduktionen vergessen kann. Der Klassifikationssatz besagt dann:

KOROLLAR 1. Ist G abelsch und H = {1}, dann ist
S[H, U] = TG, {G},.4) = [M, BG].

Ist also M auch noch zusammenziehbar, so gibt es bis auf Isomorphie jeweils genau
eine spezielle G-Mannigfaltigkeit mit vorgegebener Orbit-Struktur. Es sei, um das einfachste
Beispiel zu nennen, M = I und G eine endliche abelsche Gruppe. Wenn es eine effektive
spezielle G-Mannigfaltigkeit iiber M gibt, dann muB G ein Element der Ordnung 2 besitzen.
Seien ¢ und b Elemente der Ordnung 2. Dann ist [{1}, {1, a}, {1, b}] = [H, U, U,] eine
zuldssige Orbit-Struktur. Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten der (eindimen-
sionalen) Mannigfaltigkeit X ist dann: $Ordnung(G) fiir ¢ = b und $Ordnung(G) fiir a # b.
Offenbar ist fiir jedes einfach zusammenhingende M die “Verdoppelung” die einzige
spezielle Z,-Mannigfaltigkeit tiber M.

Wenn G = S ist, so kommen als U, nur Z, = {1, —1} und S* selbst in Frage. Fiir
M =1 gilt

KOROLLAR 2.
U =U,=5* =X =52

U, =Z,, Uy = S' = X = reelle projektive Ebene
U, =U,=2, = X = Kleinscher Schlauch.

Setzen wir M = D", so haben wir nur ein U zu wihlen. Im Falle U = S* ist X = $"*!; im
Falle U =Z, kann man X so beschreiben: Man erhilt X, wenn man in $"7'x P die
(n — 1)-Sphire S"~1 x {pt} durch “surgery” entfernt.
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5.1.

Es sei G=8"x S und M =I. Dies scheint der einfachste Fall zu sein, bei dem
unendlich viele verschiedene Mannigfaltigkeiten als X auftreten. Als U, kommen nur die
drei Untergruppen von der Ordnung 2 und die zu S* isomorphen Untergruppen in Frage.
Wir wollen hier die Mannigfaltigkeiten X fiir den Fall bestimmen, da3 sowohl U, als auch
U, zu S* isomorph sind. Fiir teilerfremde p,q e 7 sei Up, q) ={e*™" x et |t e R).
Die U(p, q) sind genau die zu S* isomorphen Untergruppen von S* x S 1 und wir setzen
Uy = U(py, ¢1) und U, = U(p,, q,). Wendet man die Konstruktion C : IT — S an, so ergibt
sich, dal man X erhilt, indem man S! x D?, IxS'x S*und D? x S! an den Réndern
durch gewisse Automorphismen des Torus zussammenklebt. Stattdessen kann man aber
auch $*x D? und D? x S! mittels eines geeigneten a: S' x S'— S x ST aneinander

kleben. a ist durch eine ganzzahlige Matrix (;‘Z ) gegeben, deren Determinante 41 ist:
a(eZnit % eZnis) — eZn:i(xt+ps) % eZni(yt+qs).

Definition 16. Da die so entstehende Mannigfaltigkeit nur von p und ¢ abhéngt,
bezeichnen wir sie mit X(p, g).

Es seien x, und y, ganze Zahlen und x,q, — V2p2 = 1. Die Berechnung von a ergibt:

KoOrOLLAR 4(i). Fur U, = U(p,,q,) und Uy =Upas q2) gilt X = X(x,q, — y,p,,
P29t — 42P1)-

Es bleibt also iibrig, die X{(p, ¢) genauer zu bestimmen. Man erkennt leicht, daB
X, q) = X(—p, —q) = X(p + 2q, q) fiir . € Z. Deshalb diirfen wir oBdA. g =0 und fiir
g > 0auch 0 < p < gannehmen, und wegen gx — py=+£lauch0 < pfiirg > 1. Unmittel-
bar zu sehen ist

Kororrar 4(ii).
X(1,0) =S x §?
X(0,1) =83,

Fiir die tibrigen: Es ist wohlbekannt, dal man jeden dreidimensionalen Linsenraum in
zwei Volltori mit gemeinsamem Rand zerlegen kann ([13], p. 216), und es stellt sich in der
Tat heraus, daB unsere X(p, q) fiir ¢ 5 0 sémtliche dreidimensionale Linsenrdume sind,
nédmlich so: Es moge S* x St in der iiblichen Weise auf $° < C2 operieren. Mit der Pro-
Jektion (zy, z,) — (2/m) arcsin |z, | ist S° eine spezielle ST x S'-Mannigfaltigkeit tiber 7. Nun
sei Z(1, p) die zyklische Untergruppe der Ordnung ¢ von U(l, p) = S x S'. Dann ist
S%Z (1, p) der Linsenraum L(g, p). Die Gruppe S* x S'/Z (1, p) operiert auf S31Z (1, p),
und auf diese Weisewird L(g, p) zueiner speziellen effektiven ST x SYzZ (1, p)-Mannigfaltig-
keit iiber 1. Ferner ist aber S* x $7/Z (1, p) = S' x S%, so daB nun L(g, p) als spezielle
effektive S* x S*-Mannigfaltigkeit iiber 7 erscheint, d.h. mit H = {1}. Berechnet man (nach
Wahl eines bestimmten Isomorphismus S* x §1/Z(1, p) & S* x ') die Standgruppen U,
und U,, so erhdlt man U, = U(p, ¢) und U, = U(1,0), und aus (i) folgt daher

KOROLLAR 4(iii).  Fiir g # 0 gilt X(p, ) = L(q, p).
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5.2.

SchlieBlich wollen wir noch zwei Fille betrachten, bei denen Q, # T ist und die Reduk-
tionen ¢, wirklich eine Rolle spielen.

(a) G sei eine endliche Gruppe und M = I. g, und g, seien Elemente der Ordnung 2,
wirsetzen H = {1}, U; = {1, a,} und U, = {1, a,}. Q, und Q, sind hier die Normalisatoren
von U, und U,. Die Reduktionen o, und o, kénnen wir uns einfach durch Angabe je eines
Elements b, € 6,(0) und b, € 0,(1) gegeben denken. ¢,(0) und o,(1) sind dann die Neben-
klassen Q.b; und Q,b,.

KOROLLAR 5. Unter diesen Umstinden ist die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von X gleich

Ordnung(G)
2 - Ordnung(b; *a b b;  ash,)

(b) Sei G = 0(2), M = D*, H= {1} und das U fiir die einzige Randkomponente sei
O(1). Dann ist T'=G und Q= N, = O0(1) x O(1) =0(2). Da M zusammenziehbar ist,
reduziert sich S[H, U,] einfach auf [S!, G/Q] = [S*, 0(2)/0(1) x O()] =~ Z. Der so
erklirte Isomorphismus S[H, U,] = Z ist bis aufs Vorzeichen cindeutig bestimmt, es be-
zeichne p den Betrag der X €S zugeordneten Zahl. Weil die Mannigfaltigkeit X nur
von p abhiingt, sei sie mit X(p) bezeichnet. Die Durchfithrung der Konstruktion C ergibt

KOROLLAR 6.
X(0) =St x $2
X(p)=L(p,1) fiirp>0.
86, KNOTEN-G-MANNIGFALTIGKEITEN
6.0.

Es sei G eine kompakte Liegruppe und p : G — O(n), n = 2, eine transitive Darstellung
mit der folgenden Eigenschaft: Die Strandgruppe U am Punkte ¢, =(0,...,0,1) e S""!
operiert transitiv auf S"~2, und die Standgruppe H dieser U-Aktion am Punkte e,_;
operiert transitiv auf S"73. Wir betrachten die Diagonaldarstellung G — O(2n) von p: G
operiert auf R” x R" durch (x, ) = (gx, gy). Dadurch wird $?~! zu einer speziellen G-
Mannigfaltigkeit. Um eine Abbildung S*"~! — D? ={z e C||z] £ 1} anzugeben, mit der
S2~1 7y einer speziellen G-Mannigfaltigkeit {iber D? wird, identifizieren wir zuerst den von
e, und e, _; aufgespannten Teilraum von R" mit C, und zwar indem wire, = lunde,_; =i
setzen. Dann fithren wir in C x C < R?" die orthonormale C-Basis {1 /\/ E(I, 0,1 /\/ E(I, -0}
ein, beziiglich derer wir die Punkte von C x C als Paare (z;, z,) schreiben. Dann ist

83 ={(zy, ) [121)* + |2,/* = 1} = 877,
und durch
zytzy flr |z] <z,

(215 23) = o .
Zp1 2y fir|z4] 2 |z,
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ist eine Abbildung S* - D? gegeben, die sich eindeutig zu einer G-invarianten Abbildung
S2~1 5 D? fortsetzen 146t und dabei $2"~! zu einer speziellen G-Mannigfaltigkeit iiber
D? macht. Projizieren wir D? stercographisch auf die obere Halbsphire S? <R} =
{(z, )|z € C, t = 0}, so erhalten wir daraus eine Abbildung 7 : §2"~1 - $%  die wir homogen
zun T R*— R} fortsetzen.

6.1.

Die von rechts operierende Gruppe @ der mit G vertriglichen Isometrien von R?* auf
sich ist O(2). Identifizieren wir einmal R* durch (x, y) — x + iy mit C”, SO(2) mit S* und

setzen 1 =((1) __(1)), so operiert {eS'=® = 0(2) durch Multiplikation auf C* und

7 € ® durch Konjugation. Die dabei auf R*/G = R3 induzierte Aktion von @ heiBt:
{(z, ) = (al? ) fiir { € S und 1(z, 1) = (3, 7).

6.2.

Wir betrachten nun differenzierbare G-Mannigfaltigkeiten X mit den drei folgenden
Eigenschaften:

‘ (i) Ist F die Menge der Fixpunkte von X, so ist X-F eine spezielle G-Mannigfal-
tigkeit,

(i) Fir jedes x e F ist die induzierte Darstellung G — GL(T,) direkte Summe einer
eindimensionalen trivialen Darstellung und einer 2n-dimensionalen Darstellung, die zur
Diagonaldarstellung G — O(2n) von p dquivalent ist.

(ili) X/G ist zusammenhingend und F ist nicht leer.

X/G ist dann eine berandete vierdimensionale Mannigfaltigkeit und F entspricht darin
einer eindimensionalen Untermannigfaltigkeit X des Randes. K und X, /G — K sind in
kanonischer Weise mit einer differenzierbaren Struktur versehen. Eine differenzierbare
Struktur fiir ganz X/G, vertriglich mit der von Kund X, /G — K, kénnen wir auf die folgende
Weise erhalten: Wir wihlen im Normalenbiindel E von Fin X eine G-invariante Riemann-
sche Metrik. Sei BE={veE||v]| <1} und T: BE — X eine “Tubenabbildung” wie in
3.0. BE ist ein rechts-Faserbiindel mit Faser D?* und Gruppe ® = O(2). Sei Q das zu BE
assoziierte rechts-®-Prinzipalfaserbiindel. Dann haben wir durch das kommutative Dia-
gramm

BE=D¥,x Q. T, X

l

D} ox Q —s X/G
einen Homeomorphismus von D3 4 x O auf eine Umgebung W von K, der auf dem Null-
schnitt die Inklusion ist und das Komplement des Nullschnittes diffeomorph auf W-K

abbildet. Wir legen die differenzierbare Struktur auf X /G durch die Forderung fest, daB die
ganze Abbildung ein Diffeomorphismus sei.
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Wiihlen wir eine andere Metrik und eine andere Tubenabbildung, so erhalten wir im
allgemeinen eine andere differenzierbare Struktur (d.h. die Identitit auf X/G ist kein
Diffeomorphismus), aber die beiden Strukturen sind diffeomorph, und man kann zu jeder
Umgebung von K einen Diffeomorphismus finden, der auf K und auBerhalb der Umgebung
die Identitit ist. Der Diffeomorphietyp von (X/G, K) ist also wohldefiniert.

Definition. Eine solche G-Mannigfaltigkeit X heiBt Knoten-G-Mannigfaltigkeit, wenn
X/G diffeomorph zu D* ist und K einen Knoten in S3 bildet, d.h. zusammenhéngend ist.

Zwei Knoten-G-Mannigfaltigkeiten sollen isomorph heiflen, wenn sie als G-Mannig-
faltigkeiten isomorph sind, also wenn es einen Aquivarianten Diffeomorphismus zwischen
ihnen gibt. Sei & die Menge der Isomorphieklassen von Knoten-G-Mannigfaltigkeiten
und o die Menge der Isomorphieklassen differenzierbarer Knoten in §3. Offenbar haben
wir durch X — (0X/G, K) eine Abbildung A: & -~ ‘

SAaTZ: At & - A ist bijektiv.

6.3.

Die folgenden Abschnitte dienen nur noch dem Beweis dieses Satzes. Sei K ein differen-
zierbarer Knoten in $°. Wir wihlen und benennen zuerst cinige beim Beweis zu benutzende
Gegenstinde. Sei 0 <e<d<1. Wir withlen einen rotationssymmetrischen Kragen von
S2 und setzen ihn homogen zu einem Kragen von R3 — eD?3 fort. Fernersei N das Norma-
lenbiindel von Kin S mit der induzierten Metrik und B(N x R)={xeNxR,|lx| 1}
Wir wihlen einen Diffeomorphismus ¥ von B(N x R.) auf eine abgeschlossene Umgebung
yon K in D* der auf dem Nullschnitt die Inklusion ist und definieren fiir a <bh=1:
M=y ({xe BN x Ry)la<|x]| <b}) und M,=D"—y({xeBWN x Ry |Ix] = a}).
Das sind berandete Teilmannigfaltigkeiten von D*. Der Kragen von R} — ¢D% induziert
mittels ¥ einen Kragen von M?, und wir wihlen fiir M, einen Kragen ic: oM, x I - M,,
der auf oM? x I mit diesem Kragen iibereinstimmt.

6.4.

Wir benutzen wieder die Bezeichnungen I' = Ny/H und Q = Ny " Ny/H. Ty = St x
1u{0} x S'eCxCc R?" (Inklusion wie in 6.0) ist nach unseren Annahmen iiber p
gerade die Menge der Punkte mit der Standgruppe H in dem Orbit 771(0, 1) der speziellen
G-Mannigfaltigkeit $?'~* tiber S. T operiert von links frei und transitiv auf Iy, und
indem wir (1,0) — 1 e T festlegen, erhalten wir eine bijektive Abbildung y: T, — I'. Diese
benutzen wir nur, um eine weitere Abbildung ¢ :0(2) T zu definieren: Es sei ¢({) =
y(¢, 0)fiir { € St und @({n) =9(0, ). ¢ ist dann tatsichlich ein Isomorphismus der Gruppen
O(2) und T, den wir benutzen um von nun an I' mit O(2) zu identifizieren. Es ist dann
Q={1, 1,7, =t} = 0(1) x O(1) = OQ).

Sei M eine berandete Mannigfaltigkeit mit einem Kragen. Eine Abbildung o:0M —
0(2)/0(1) x O(1) (Rechtsnebenklassen) definiert dann eine Reduktion des trivialen I™-
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Biindels iiber M7 auf die Gruppe Q, und mit der in 4.1 beschriebenen Konstruktion erhalten
wir aus diesen Daten eine wohlbestimmte spezielle G-Mannigfaltigkeit iiber M. Ist insbe-
sondere M = S% und g, : S - 0(2)/0(1) x 0(1) durch oo(0) = (0O(1) % 0(1))\/degeben,
so erhalten wir eine zu S%"~! isomorphe G-Mannigfaltigkeit iiber $2. Wir kénnen den
Isomorphismus f so wihlen, daBl auf S% x T folgende Operation von ® induziert wird:
® = 0(2) operiert auf I" = O(2) durch Multiplikation von rechts und auf S% in der in 6.1
beschriebenen Weise. o, ist dann ein unter dieser Aktion invarianter Schnitt in 0S% x IT'/Q.
Wir benutzen o, um I'/Q mit S* zu identifizieren und geben Abbildungen in IT/Q als Abbil-
dungenin S*an. Istaz e, OM? < S3und o : 4 — S! differenzierbar auf OM?, so bezeichnen
wir mit X%(o) die zugehorige spezielle G-Mannigfaltigkeit {iber M2,

Sei jetzt SN das Sphérenbiindel von N, das ist der Rand von M = S(N x R,). Sei
0:SN—>S'"=T/Q eine differenzierbare Abbildung, die jede Faser isometrisch auf St
abbildet. Dann erhalten wir eine spezielle G-Mannigfaltigkeit X tiber S(N x Ry), und £
induziert einen Aquivarianten Diffeomorphismus X — K x $2'"1 5o daB das Diagramm

X K x §21

S(N xRy)—%» K x 352
kommutativ ist. Dabei ist & auf jeder Faser die isometrische Fortsetzung von o,

Eine differenzierbare Abbildung o : §3 — K — S habe die Eigenschaft (*), wenn sich die
durch oy gegebene Abbildung {xeBN|[0 < x| < 0} — St als o'r schreiben 14Bt, wobei r
die durch x — x/||x| gegebene Abbildung auf SN ist und o jede Faser von SN isometrisch
auf S* abbildet. Fiir solche Abbildungen ¢ haben wir dann einen kanonischen Isomorphis-
mus zwischen X?(¢) und K x {x ¢ D?* le < x| <8}, Wir kdnnen daher eine G-Mannig-
faltigkeit X(o) definieren, indem wir in der disjunkten Vereinigung von X,(¢) und X x {xe
D*||lx|| < 6} die einander entsprechenden Punkte von X%¢) und K x{xeD*|g <
x| < 6} identifizieren. X(¢) ist dann eine Knoten-G-Mannigfaltigkeit mit dem Fixpunkt-
knoten K. Wir haben nun noch die drei folgenden Aussagen zu beweisen: (1) Es gibt ein ¢
mit der Eigenschaft (¥), (2) Haben oy und o, die Eigenschaft (*), so sind X(oy) und X(o,)
isomorph und (3) Ist X eine Knoten-G-Mannigfaltigkeit mit A[X] = [K], so ist X isomorph zu
einem X(o).

6.5.

Sei i: S — SN eine Isometrie auf eine Faser. Dann représentiert i ein erzeugendes
Element in H,(S® - K) >~ Z, und deshalb gibt es genau zwei Homomorphismen von
m(S® — K)in 7, (SY), die [yi] e 7 (S® — K) in ein erzeugendes Element abbilden. Diesen
beiden Homomorphismen entsprechen zwei Homotopieklassen von Abbildungen S° — K —
S, die sie realisieren (Satz von Bruschlinsky). Seio: 8% — K- S! eine solche Realisierung.
Die durch oy gegebenen Abbildungen der Fasern von SN in S* sind dann alle vom Grade
+1, und daher kann ¢ leicht als homotop zu einer Abbildung mit der Eigenschaft ™
erkannt werden, Damit ist (1) gezeigt. Es mdgen nun oy und o, die Eigenschaft (*) haben.
Fiir den Beweis von (2) geniigt es, die folgenden beiden Fille zu betrachten:
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(i): o, ist homotop zu o, (ii): 0,(x) =10,(x), wobei 7: S > St die Spiegelung an der
recllen Achse ist. Wir haben X(o;) = X(o,) zu zeigen. (i): Sei a: S3 — K- S* durch
a(x) = o,(x) " to,(x) gegeben. a ist zur konstanten Abbildung homotop, daher gibt es eine
differenzierbare Abbildung b : S® — K — S* mit b(x)* = a(x). Fiir x € 0M, hingt b(x) nur
vom FuBpunkt k € Kab. Wir setzen b zu einer Abbildungc : (S 3 — K)u M§— S* fort, so
daB diese Eigenschaft auch in M} noch gilt. Da die Abbildung dann natiirlich immer noch
nullhomotop ist, kann man ¢ zu einer differenzierbaren Abbildung d : D* — K — S fortset-
zen. Wir fassen nun d(x) als Element in O(2) = @ auf. Die Multiplikation von rechts mit d
definiert einen Biindelautomorphismus von (D* — K) x I" auf sich, der o, in o, iberfiihrt
und dabei einen Isomorphismen der G-Mannigfaitigkeiten X,(0,) und X (o,) iiber M, in-
duziert. Die Einschrinkung auf X%(c;) - X2(c,) ist aber gleichzeitig ein Isomorphismus
von K x {x e D*|e < |x|| <&} auf sich; und dieser Isomorphismus ist fiir festes k € K
durch d(x) = d(k) € ® gegeben und 148t sich daher zu einem isometrischen dquivarianten
Biindelisomorphismus von K x {x € D* | ||x]| <6} auf sich fortsetzen. Damit ist der
gesuchte Isomorphismus X(a;) — X(o2) hergestellt.

(ii): Der durch Rechtsmultiplikation mit t gegebene Isomorphismus von M, xI" auf
sich fiihrt o, in o, iiber, und der induzierte Isomorphismus X,(o,) — X,(o,) ist vertriglich
mit dem durch 7 e ® gegebenen Isomorphismus von K x {x € D™ |{x| < 6} auf sich.
Damit ist (2) bewiesen.

6.6.

Nun sei also eine Knoten-G-Mannigfaltigkeit X gegeben mit A[X] = [K] e #". Sei F die
Fixpunktmenge in X und K’ ihr Bild in X/G. Wir wihlen eine invariante Riemannsche
Metrik und eine Tubenabbildung BE — X fiir das Normalenbiindel E von F. Mit der
dadurch erklirten differenzierbaren Struktur ist dann (0X/G, K') zu (S®, K) diffeomorph.
[somorphe differenzierbare Knoten in .S 3 kdnnen jedoch auch stets durch einen Diffeomor-
phismus von D* auf sich ineinander tibergefiihrt werden. Daher ist auch (X/G, K') diffeo-
morph zu (D*, K). Dariiber hinaus kénnen wir diesen Diffeomorphismus so wihlen, dal3
(vergl. das Diagramm in 6.2) D3} ox Qauf y(B(N x R,)) abgebildet wird und die dadurch
gegebene Abbildung D3 5% Q- B(N x R,) jede Faser isometrisch auf die entsprechende
Faser abbildet. Sei mit 7: X — D* eine derart festgelegte Projektion bezeichnet. Das
Biindel Q ist trivial, weil das Normalenbiindel von K in S3und daher auch Q/Z, trivial sind
(Z, = {1, =1} = SO(2)). Wir wihlen eine feste Trivialisierung von Q und identifizieren
auf diese Weise 7 1(W(B(N x R,))) mit K x D*". =~ '(M,) 1aBt sich durch ein rechts-T™-
Prinzipalfaserbiindel P tiber M, und ¢ine Reduktion ¢ : M, — (P | 6M,)/Q beschreiben. Die
Trivialisierung von Q bewirkt auch eine Trivialisierung von P | M?, die man zu einer Triviali-
sierung von ganz P fortsetzen kann. So wird ¢ zu einer Abbildung von dM, in T/Q = S mit
der Eigenschaft (*) und X(o) ist isomorph zu X. Damit ist der Satz bewiesen.
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