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t. Um die Art der hier vorzufihrenden Untersuchung zu ver-
anschaulichen, betrachten wir zunachst als Beispiel das in der Fig. 1 a
dargestellte Komplex von @, =4 Punkten und a,'=35 Strecken. Der
Wert der Wechselsumme ist hier

Wenn wir die Strecken mit Dicke versehen, so dafs sie in Bande
(Elementarflichen) iibergehen, etwa so wie in der Fig. 1 b, so entsteht

mentarflichen, dessen Wechselsumme
a,’—a,"+0a,"=10—16+5=—1

denselben Wert hat.

Und wenn wir die Verdickung in eine dritte Dimension fortsetzen,
indem wir die Elementarflichen in Elementarraume utberfihren, etwa
so wie in der Fig. 1 c, so entsteht ein Komplex von "= 18 Punkten,
a,”=39 Strecken, @,”=25 Elementarflichen und @;”=5 Elementar-

riumen, dessen Wechselsumme
oy —a," +a," —oa"=18—39+25—5=—1

auch denselben Wert hat.
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Man wird vielleicht einwenden, dafs man die Bander in der Fig. 1 b
auch in vielen anderen Weisen hitte zusammenheften kénnen, und dafs
eine noch verwickeltere Mehrdeutigkeit bei der Bildung der Fig. 1c¢
vorhanden ist. Man versuche aber das Zusammenheften anders zu
gestalten! Es wird sich zeigen, dafs die Wechselsumme auch dann den
Wert —1 annimmt, wohlgemerkt, wenn man (anschaulich gesprochen)
keine neuen Zusammenhinge einfithrt und keine alten Zusammenhinge
weglafzt.

Durch dies Beispiel wird die Hoffnung erregt, dafs man einen
Satz tber die Invarianz der Wechselsumme gegeniiber Dimensions-
anderungen aufstellen darf. Es soll im folgenden gezeigt werden, dafs
ein solcher Satz wirklich gilt.

2. Von jetzt an sollen unsere Entwicklungen exakt sein. Wir
miissen deshalb zunichst die Dimensionsinderung genau definieren,
und zwar mufs in dieser Definition die (anschauliche) Forderung der
Nicht-Einfihrung neuer Zusammenhinge sowie die Nicht-Weglassung
alter Zusammenhinge irgendwie enthalten sein. — Wir setzen die
kombinatorische Grundlegung der Topologie voraus'.

Definition: FEine elementare Erweiterung eimmes gegebenen Kon-
tmuums C heifit die Hinzufiigung von emem [E, {Elementarkontinuum
n-ter Dimension), das mit dem Kontinuum C ein E,_| (und weiter
nichts) gemeinsam hat (vgl. Fig. 2).

Eine elementare Zusammenziehung des Kontinuums C heifit
umgekehrt die Wegnahme von einem E,., das wmit dem Rest cin E,_
(und weiter nichts) gemeinsam hat.

Line Dimensionsanderung /heifit eine Folge von elementaren
LErweiterungen und Zusammenziehungen (oder eine einzige elementare
Erweiterung oder eine einzige elementare Zusammenziehung oder gar
keine Anderung).

Es wird natirlich bei einer Dimensionsinderung nicht immer
die Dimensionszahl des Gesamtkontinuums geindert (vgl. Fig. 2).

Wenn wir die Dimensionsinderungen des Kontinuums C nicht
nur abstrakt fassen, sondern verlangen, dafs sich alles innerhalb eines

! Enzykl. d. math. Wiss. IIl AB3: Dehn und Heegaard: Analysis Situs.
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gewissen umfassenderen Kontinuums K vollziehen soll, so sind unter
den Dimensionsanderungen von C innerhalb &K unter anderen alle stetigen
Deformationen (Homotopien) von C innerhalb X (vgl. Fig. 3) sowie alle
,gleitenden“ Deformationen von C innerhalb K (vgl. Fig. 4) enthalten.

3. Wir betrachten nun ein beliebiges Kontinuum (Fig. 5a), das
sich in gewdhnlicher Weise durch die Angabe von @, Punkten (%),

Fig. 3. . ' Fig. 4.

a, Strecken (£)), o, Elementarflichen (£,) u.s. w. kennzeichnen lafst,
und bemerken, daf3 ein beliebig gewaiahlter Punkt dieses Kontinuums
entweder einer der a, Punkten ist, oder im Innern einer der
a, Strecken liegt, oder im Innern einer der a, Elementflichen liegt,
u.s. w. Wir kénnen uns deshalb vorstellen, dafs unser Kontinuum in
a, Punkten (/;), a, Streckeninneren (/;), @, Elementarflicheninneren
(£;) u.s.w. zerlegt ist (Fig. 5b), und zwar haben wir hier mit einer
wirklichen Zerlegung zu tun, bei der jeder Punkt des urspriinglichen
Kontinuums nur einem der Teile angehort.

Die Wechselsumme a,—a, + .. .. kann man sich dadurch gebildet
denken, dafz jedes 7/, (Punkt) den Beitrag 4 1 liefert, jedes 7, (Strecken-
innere) den Beitrag —1, jedes /, (Elementarflicheninnere) den Beitrag
+1, u.s.w., kurz dadurch, dafi jedes 7, den Beitrag (—1)" liefert.
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Und die bekannte Tatsache, dafz diese Wechselsumme von der
Zerlegungsweise unabhingig ist, beruht bei dieser Auffassung letzten
Endes darauf, dafy diese Zahl bei der Zerlegung von einem 7, in
zwel [, und ein Z,_; (vgl. Fig. 6) ungedndert bleibt. Denn mit Hilfe

von diesen speziellen Zerlegungen laf3t sich jede Weiterzerlegung einer
gegebenen Zerlegung  ermitteln, und je zwei gegebene Zerlegungen
haben (in der kombinatorischen Topologie) eine Weiterzerlegung ge-
" meinsam.

Natiirlich kann man auch umgekehrt zwei /7, und ein 7,_, (wenn
sie in der richtigen Weise zusammenstof3en) in ein einziges 7, zusam-
menfassen. Und es ist zu bemerken, dafz diese Zusammenfassung viel
weiter getrieben werden darf als man sich gewéhnligl vorstellt (vgl.
¥ig. 5¢). Das wesentliche bei der ZLerlegung ist ndmlich (erstens), daf
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Jeder Punkt des Komplexes genau  einem der Teils angehirt, wund
(zweitens) daf jeder Teil ein I, ist.

4. Wir wollen jetzt eine beliebige elementare Erweiterung (s. De-
finition oben) betrachten. Diese 146t sich als Hinzufiigung von einem
In und einem 7,_; auffassen (vgl. Fig. 7). Bei dieser Operation bleibt
aber die Wechselsumme ungeindert; denn der Beitrag von dem 7, ist
(—1)" und der Beitrag von dem 7,_, ist (—1)*~!; und diese beiden
heben einander auf. — Eine andere Weise diese Invarianz der Wechsel-

summe einzusehen ist die folgende: Das, was bei einer elementaren
Erweiterung hinzugefiigt wird, ist ein £, von dem ein E, ; weg-
genommen ist. Nun hat aber die Wechselsumme sowohl fiur das £,
wie fur das £,_; den Wert + 1 (was man durch Betrachtung von
einem Simplex sieht), und fir ein Lp—FE, 1 also den Wert 0.

Ganz analog sieht man ein, dafs die Wechselsumme auch bei einer
elementaren Zusammenziehung ungeindert bleibt. Es gilt folglich der

Satz: Die IWechselsumme UGo=ay + .... eines Komplexes ist (nicht
nur gegentiber Anderung der Zerlegung, sondern auch) Segeniiber
Dimensionsinderung invariant.

5. Durch Dimensionsinderung kann die Dimensionszahl eines
Kontinums offenbar erhsht werden. Dagegen kann sie nicht beliegig
heruntergedriickt werden; eine geschlossene Fliache z. B. kann nicht
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eindimensional werden (was jede berandete Fliche kann). Uberhaupt
gilt folgendes: Wenn ein Kontinuum eine singularitatenfreie (d. h. sich
selbst nicht schneidende) 7z-dimensionale geschlossene Hyperflache ent-
halt, so kann dessen Dimensionszahl nicht kleiner als 7 gemacht
werden.

Wenn wir an Stelle der homdomorphen Abbildungen die ab-
strakten Dimensionsinderungen setzen und an Stelle der stetigen
Deformationen (Homotopien) innerhalb eines Kontinuums die Dimen-
sionsanderungen innerhalb desselben setzen, so erhalten wir eine
dimensionenfreie Topologie, in der keinem Kontinuum eine bestimmte
Dimensionszahl zukommt. Wohl aber hat jedes Kontinuum eine be-
stimmte kleinste Dimensionszahl.

Von Invarianten eines Kontinuums in dieser dimensionsfreien
Topologie kennen wir auf3er der betrachteten Wechselsumme noch die
PoincariscHE Fundamentalgruppe sowie die mehrdimensionalen Ver-
allgemeinerungen derselben®. Schlieilich sei erwihnt, dafs bei einer
Dimensionsinderung eines Kontinuums auch alle Uberlagerungskon-
tinuen blofie Dimensionsinderungen erleiden.

1 Siehe Kerékjarto: Topologie, S. 12 ff.

Gedruckt 24. Mai 1932.
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