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LA DÉFORMATION DES SURFACES;

PAt M CAM~n JORDAN,
tngënteardesMtne*,Docteurtt «t~nce*.

( Ettftitdu/p«fn<<deM«M!M«~«M~«fMf<~<t«~«,t*tértt,tomeXI,t8C6.)J

Un des problèmestes plus connus de la Géométrie,est le suivant

TVoMtw/M<w<<w M~c~Mfr~et ~oMf~Me </<?M.r~M/*

y~c~ oM/?or<<o/~</e
jK~ce~p~e~<Kt~MM ~Mwc~<~c~.

/M~ ~'M~esur ~M</e M~M~c~ Mf~M~c~fe.

On peut se proposerun
prob~èn~M~~?~? ~posant au coo-

traire que les surfaces considerëee~ient extensit~sà votonte. I.a

questionainsi s!mptinperentre dansI~nMtrte~e situation, et nous
allons la résoudreen démontrant le théoren~*suivant

THEORtME.– P~Mr~MCdeux ~M~CM ou /0/M </e~M(/<ÏCC~
~C~M et M~f/Mt~/M<TVO/OM<~M~< <t~C~M /'MMC~Mf/'<ÏM<r<
MM~déchirureni ~M~/C<ï<Mr~~//y<!M< ~%<

t" ~Mle /M~~ CO~~OM~~«r~f ~Mt~M<C~rc~<'<<M~<
c~ deux ~<ww de wr~cMjo<< le ~t~. (Si ~Kr/<ïCMcoH~r/~r~

M/!<ycr/M~~ce MOM~reest ~M~.)

Que le MOM~~eM/t~tMM~des COM<OMr~~i?/M~ne sc ~<Ï~~MM<M/

~M~w~MMni /n«<Me~M~<MM~/epart, que/'OM~CM<tracer <Mrt~-
CM~cdesdeux ~Hr/~CM~<ï~la /M/ <7<*M~r~/on~ ~«r~, M/<
le fM~tede~r< et ~M<

t" On voit aMementque les conditions ci-dessus sont nécessaires.

Soiten effetS une surfacequelconque; soientm le nombredes con-
tours qui la limitent, n le nombredes contours fermésnese traversant

pas mutuellement, qu'on peut tracer sans la diviseren régions sé-

parées. DéformonsS d'une manièrequelconque par flexionet cxtcn-



(~)
sion il estclair que si deux lignesquelconques tracéessur S ne se cou-

pent pas, leurs transformées ne se couperont pas. Celaposé, les Mtcon-

tours limites auront pour transformés m nouveaux contours qui
formeront la limite de la surface transformée S\ et les n contours

fermés intérieurs C,C, €“ auront pour transformés contours

fermés intérieurs à S', C', (~ C~ Ces nouveaux contours ne s~

traverseront pas eux-mêmes ni mutuellement. D'autre par), ils ne par-

tagent pas S' en deux régions distinctes, car C, C, C, ne parta-

geant pas S en deux régions, on peut joindre ensemble deux points

quelconques de S par une ligne L qui ne traverse aucun de ces con-

tours. La transformée de L, L', qui joint les points correspondants
'te S', ne traversera aucun des contours C', C* Cn-; on peut donc

sans traverser cescontours, joindre ensemble deux points quelconques
deS'.

Soient maintenant le nombre des contours qui limitent S'; le

nombre maximum des contours intérieurs (ne se traversant nutte part)

qu'on peut y tracer sans la-partager en deux régions. On voit par ce

qui précède, que est au moins égal à naet /<' à /t. Mais réciproque-

ment, on peut passer de S' à S par une déformation convenable; donc

et sont au moins égaux à et n'. Donc w = n/, n = n'.

2° It reste à prouver que ces conditions sont suffisantes, Nous nous

appuierons pour cela sur le principe suivant qu'on peut regarder
comme évident, et prendre au besoin pourdéfinition

Deux ~ur~tCMS, S' sont applicables l'une sur l'autre si ~'0~peut les

~cco<npoMren éléments ~<< petits, (/e telle sorte ~M'of/M élé-

y/!c/ quelconquescontigus de S corre~w/en< f/M~~<c~~ co~<n~

~S'f].
Soit maintenant S unesurface timitéepar m contours A, A, A,

et telle, qu'ou puisse y tracer n contours fermés C, C, C< qui rie

se traversent pas, sans la partager en deux régions distinctes. On peut

[*] Le<diverses nappes de la surface considérée t'ourrat~nt se réunir en certains

points singuliers, comme par exempte au sommet d'un c<~nc,ou iiecouper mutuelle-

ment suivant des lignes singulièrcs. Ponr éviter toute dif6cu)te de re genre, nous con-

viendrons de ne tenir aucun compte de ces liaisons accidentelles, et de ne pas considérer

commecontigus deux points mêmetrès-rapprochés, pris sur des nappes difr'teutes.
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décomposer S en étéments, de la manière suivante Supposons cette

surface coupée suivant les contours C, C, €“-« on obtiendra ainsi

une nouvenc surface T encore d'une seule pièce, mais tp)c tout con-

tour fermé K partage en deux régions distinctes; car n cela n'avait

pas lieu, on pourrait tracer simultanément sur ta surface S les n+con-

tours C, C, €“ K sans la diviser en régions distinctes, ce qui est

contr.ure à notre hypothèse. ï.a surface T est cl'ailleurs nnnt(''e par
la + a/t contours, à savoir A, A, A, et les deux bords des sec-

tions faites le long de chacun des n contours C, € (~ Soient D,

!), deux quelconques de ces m + 2~ contours (Jig. '); !a surface 'l'

étant d'une seule pièce, on pourra y tracer une transversale L joignant
un point quelconque a de D à un point quelconque a, de D,, et qui ne

se coupe pas elle-même. En coupant la surface T suivant cette trans-

versale, on aura une nouvelle surfaceT, encore d'une sente pièce; car

si et v sont deux points voisin: situés de part et d'autre de la trans-

versale, on pourra passer de t un à l'autre en suivant la transversale,

puis le contour D, puis l'autre côté de la transversale. Cette surfaceT,

est limitéepar les mêmescontours que T, sauf que le systèmedes deux

contours distincts D, D, est remplacé par un contour unique, formé

de D, D, et des deux bords de la section faite suivant la ttansvers:))<.

(Ce contour est indiqué par les flèches sur ta~. t.) Ainsi le nomhrt

des contours qui limitent T, n'e~t plus que in + a~ – <.Soient

deux points pris arbitrairement sur deux de ces contours, on j'ent tes

joindre ensemble par une transversaleL, et en coupant T, suivant cette

transversa!e,onaura une nouvellesurface T, )imitécp:u ~!+a~–a con-

tours. Poursuivant ainsi, on arrivera une surface U, limitée par xo

sout contour; d'ailleurs tout contour fermé tracé sur M est par ):t
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Tmême tracé sur T. Il divisedonc T, et par suite U, en deux régtom

distinctes.

Soientmaintenant e,~denx pointsquelconquespris sur le contour

<!eU on peut les joindre par une transversaleA (~. a). Cettetran~-

F)C.<.
pl-

versalepartage U en deux régionsdistinctes, car le contour fermé/<
étant tracé sur U, ne coupe aucun des contours D, D, qui limitent

T. It partage donc conjointementavec ces derniers contours la sur-

~<ceTen deux régionsdistinctes.Sidonc et v sont deux pointsinfini-

ment voisins,situésde part et d'autre de la transversale,on ne pourra

passerde l'un à l'autre sans traverserou ef, ou ou quelqu'un des

contoursD,D, maiscesdernierscontours, ainsique epf, font partie
du contour uniquequi limiteU. On ne peut donc passerde à v sans

traverserou le contour de U ou la transversale donc celle-cidivise

Uen deux régions, 2 et E,.
Soientg, h deux pointsprit arbitrairement sur le contour de t'unc de

cesrégions, 2 par exemple(~. a), on peut les joindre par une nou-

velle transversaletracée sur I, laquelle divisera nécessairement 1 en

deux régionsdistinctes.En effet, la transversaleghe partage, comme

nousvenonsde le voir, la surfaceU en deux régionsdistinctes,de telle

sorte qu'on ne puisse passer d'un côté à l'autre de cette transversale

sans la traverserou sans sortir de U. Pour passer d'un côté de gh à

l'autre, i)faut donc, ou sortir de U et a fortiori de X,o~)traverser eh,

ce qui fait encore sortir de E, ou enfin traversergh; donc gAcoupe
en deux régions distinctes. Chacune de ces deux régions sera par-

tagéede même en deux autres par une nouvelle transversale,etc. En

muttiptiant [ndénnimentles transversales,on arrivera à décomposer
la surfaceconsidéréeen élémentsinfinimentpetits.
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Soitmaintenant S' uneautre surface limitéepar~ contours A', A'
A~et telle, qu'on puisse y tracer n contours fermasC, C' Cn-x
ne se traversant ni eux-mêmesni mutuellement, sans la partager en ré-

gions distinctes. Coupons S' suivant les contours (7, C' C~ La

nouvelle surface T' ainsi obtenue sera limitée comme l'était T pat
w+ 2n contours, à savoir A', A' A~ et tes deux bords des

sections faites suivant les contours C', C~ Cn- Soient par

exemple F' et A' les deux bords de la fente faite suivant C/; chaque

point de S' situé sur C' peut être considéré comme résultant de la jonc-
tion de deux points de la surface T, situés, l'un sur F', l'autre sur A'.

De la même manière, chaque point de S situé sur C pouvait être con-

sidéré comme résultant de la jonction de deux points situés sur les
contours r et A, qui tous deux limitent la surface T.

Cela posé, faisons correspondre respectivement les contours A',

A' A~ r, r'r~aux contoursA, A, A~F, r,

F, de telle sorte que deux points consécutifs pris surA, par exemple,
aient respectivement pour correspondants deux points consécutifs

pris sur A'. Faisons encore correspondre A', A' An-,a A, A,
de telle sorte que les points correspondants de Aet de A'~par

exempte, soient ceux qui seconfondent avecdes points correspondants
de F et de r'.

A ta transversale L, qui joint ensemble les points a, n,, faisons cor-

respondre une transversale ï/ joignant lespoints correspondants a',

chaque point de L' pouvant d'ailleurs correspondre à un point quel-
conque de L, avec cette seule restriction, que les points correspon-
dants se suivent respectivement dans le même ordre sur chacuue de

ces deux lignes. De même à la transversale L,, qui joint ensemble b,
faisons correspondre une transversale I/, joignant ensemble les

points correspondants & A la transversale A qui joint e à/,
faisonscorrespondre une transversale A' qui joigne e' à/, etc.

Le réseau de transversales ainsi tracé sur S' décomposecette surface
en éléments respectivementcorrespondants à ceux de S, et il est clair,

d'après notre mode de procéder, qu'à des éléments contigus de Scor-

respondent des éléments contigus de S'.

Le théorème est donc démontré.

Chtton-ntr-S~nt, février )M6.



(6)

(*t«M<M<ttt~~M'M~ <tM~M~<M~MWW*~WW~*M*WW~WtWttWW~~Mff<MtM~W~

MS

CONTOURS TRACÉS SUR LES SURFACES;

PAtIl. CAMtLLEJORDAN
tne<n)ot'r<et Minet.

Deux contours fermés quelconques, tracés sur une surface donnée,

seront dits y~c~/c-t l'un à Fautre, si l'on peut passer de i'un à

('antre par une déformation progressive.
Deux contours quelconques tracés sur un plan sont toujours réduc-

tibtes l'un à l'autre; mais il n'en est pas de même sur toute surface

ainsi, par exemple, il est clair que dans un tore un méridien et un pa.

rallèle forment deux contours irréductib!es.

Nous nous proposons ici de déterminer dans quel cas deux con-

tours, tracés sur une surface donnée, sont réductibles t'un à l'autre.

ï.

La surface considérée peut avoir diverses nappes qui pourraient se

réunir en certains points singutiers, comme au sommet d'un cône, ou

se couper mutuellement suivant des lignes singulières, Nous convien-

drons de ne tenir aucun compte de ces Haisont accidentelles, et de ne

pas considérer comme contigus sur la surface deux points innniment

voisins, mais pris sur deux nappes différentes.

LEMMEL Soit R une région de la M~ce~ /r«yMC/ ~o~co~M~-
ment limitéepar un contour ferméC qui ne se traverse /«<wc

part. ~M/)/K)Mn~enoutre que toute <<ï/!jferj<ï/etracée sur Rentre deux

~o/ <~M/<w~M~de C diviseR en deux parties séparées aet b ~<<ï~

deux points pris arbitrairement sur C, /e<deux portionsacb, adb dans

/<'M«c//c~ils partagent ce contour sont /~</MC</A/M/'M/<c l'autre par
une ~/Or~!a~(MÏqui /<?/M<'lespoints a et b invariables.
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Soient en effet c un point arbitraire choisi sur la portion acb du

contour C(fig. 3); det e deux points arbitraires pris sur t'autre moitié

he.ï.

du contour. Traçons sur R, de c à < une transversale A qui nf se

<oupe pas ette-otéme. Eile partage R en deux régions distinctes quf

nous désignerons par R, et par p. Chacune de ces deux régions c~t

d'aitteurs partagée elle-même par toute transversale en deux régions

séparées. Soit en eftet/F par exemple une transversate tracée sur R,.

Latransversale~~ partage par hypothèse Hen deux régions distinctes

on ne pourra donc passer d'un côté à l'autre de~g sur Rsans traverser

ou gd, ce qui fait sortir de Rf, ou fg donc partage H, en deux

régions séparées.
Cela posé, supposons pour fixer les idées que le point e soit dans lit

région (~. 3). Traçons dans cette région une transversale A, entre

les points c et e, elle partage ,oen deux régions R, et R,; R se tronv<

ainsi partagé en trois régions, Ri, R~, R,.

Si le lemme est vrai pour chacune de ces régions partiettes, il le

sera pour R. En effet, ac sera réductible par hypothèse à <!<'<<'t< à

cdb acb sera donc réductibte a ~ecf~, ou, comme ecd est réductib)<

;<<*<acb le sera à adb.

Pour démontrer la proposition pour l'une des régions p;trtiet)t"~
telle que Ri, on la décomposera de même en trois autres, et l'on conti-

nuera ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à des régions innniment petites.

Mais pour ces dernières, le théorème devient intuitif, la nappe à ta-

quelle appartient la région considérée se confondant avec son plan

tangent (ou plus généralement avec une nappe de cône tangente).
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LEMMEIl. SoientC un <W!<OMr~M&W!~M;p un point arbitraire

de la ~M~cc; a et b</CM.rpoints infinimentvoisinspris sur C; ap, bp
r/eM~r/M /<o!e/!< voisinesmenées</ecespoints à p, de manière/<

ne se </<ï~rjcrM<e//e~MM ~(MM<MC//e~!e~<;ab est réductibleà apb,
et par suite le contour C est réductible ~Mcontour /~<M~ par les

~~(~).
F)6 4.

1-

En effet, la choseserait évidentesi la surfaceconsidéréeétait ptauc,

ou, ce qui revient au même,développable; mais la surfaceseconfond

dans la zone infinimentétroite apb avec la surface développablequi
lui est circonscritesuivant < (Noussupposons pour simplifierque
cette ligne a été tracée de manière à éviter tfà points singuliers.)Le

lemmeest doncdémontré.

Lespoints a et b étant infinimentvoisinsl'un de l'autre, le contour

substitué à C en vertu du lemme précédent est formé de C et d'une

ligneap, qui se,trouveparcourue deux foisde suite en sensdifférents.

Nousdironsque cette ligneest adjointe au contour c par la déforma-

tion ci-dessus.

Deux (W!<OM~qui /Mdifférentl'un de l'autre quepar une ligne<ï/

bitraire décritedeuxfois de suite c~ sens contraires sont doncréduc-

tibles l'un à l'autre.

SoientS lasurfaceconsidérée, Mle nombredescontoursdistincts A,

A, A~-tqui forment sa limite(~! pouvant se réduire à zéro, si la

surfaceest fermée).Soit de plus n te nombremaximumdes contours

fermésdistinctsne se traversant pas eux-mêmesni mutuellement,que
l'on peut tracersur la surfacesans la partageren deux régionsséparées.
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vant (

y a

Imaginonsla surfaceScoupée suivant chacun de cescontours C, (:

C~ ï~anouvelle surface T ainsi obtenue est d'une seule pièce; tout

contour fermé la partage en deux régions distinctes; enfin elle est li-

mide par~!+ a~ contours, à savoir A, A, A~ et tes deux bords

C, C C' C' des sections faites respectivementsuivant C, (:

C. (p. 3).

Soient D, D' deux quelconques de ces in + contours; a, deux

points pris respectivement sur D et D', on peut tes joindre par une

transversale située sur T et qui ne se coupe pas elle-même. En cou-

pant T suivant cette transversale, on aura une nouvelle snrf;<ceT,

d'une seule pièceet Hnutéepar les mêmescontoursque T, exceptaqu'n

la place des deux contours distincts D, D' onaura un contour unique K

formé de D, D' et de la transversale, décrite deux fois en sens con-

traire (p. 3). Supposons maintenant que l'on choisisse pour D et t)

les deux bords C' et C" de la section faite suivant C, et pour a, tes

deux points qui correspondent à un même point de C la transversale

devient alors un contour fermé r qui coupe en a le contour C et n<

traverse nulle part ailleurs tes contours C, C, C, Le contour K

sera alors forme du contour C. du contour r, du contour C décrit en

sens inverse du primitif, puis du contour F décrit en sens inverse du

primitif.

On voit qu'un contour C étant donné, il y a lieu de distinguer t uu

de l'autre les deux sensdans lesquelsil peut être décrit. Nous convien.

drons de désignerpar C le contour décrit dans un certain sens choisi ¡.

volonté, et par C-' le même contour décrit en sens inverse. On aura

alors entre le contour K et les quatre contours composants C, F, C-

F'' la relation symbolique R = CrC-1r*

La surface T, étant encore tout d'une pièce, soit a, uu point situ<

sur le contour C,, on voit comme tout à l'heure qu'on peut déter.

miner un contour F, ne se traversant pas lui-même, traversant C, en

et ne traversant nulle autre part les contours qui limitent T,. En cou-

pant T, suivant F, on aurait une autre surface T, encore tout d'une

pièce.

Poursuivant ainsi, on voit qu'on peut <e/~<;r une suite </p r~t-

tours ~oMt'MM~F, F., .oMMMM<n~ JM/tW</M
r n
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)" Chaque contour r, r, ne se coupe /M(-w~< n«//c ~ïf<et ne

coupenon~M~nullepart ceux de la ~< suite.
a" traverseen MMseulpoint le contourcorrM/M~~a/de la suiteC,

C, et ne traversenullepart lesautres co/!<oK~de cc~e suite.

(~ conditionsétant remplies,lesystèmedes contours

~tt-"< C~.j,
A"-1T~T~ r' "t t "<n-)t )<"t t)-«

sera insudfjsant,comme nous l'avons vu, pour partager la surface en
deux régionsdistinctes.

Soientre~e<c~M< a, «, ~~o~~ <('/t<~pc</o/!de C €<

r, ~eC, r, de C< et r~ points n/M/rM pris
r<ec<<f~Me/!<sur A, A~ p un pointquelconquede la surface,CM

~Mrr<ï/o~r/re ce point aux précédents par une série de lignes pa,
/)~ ~<ï~ qui se ~M~~M~ ni ~C~MM ni
mutuellementM aucunpoint, et qui ne traversent non plus nulle part
lesCO/t~OM~

C, C,, C~
A~ AIII-l'pt Tl« '< H-tt
"t t "H)-t

En effet, soitT' la surface obtenue en coupant S suivant les contours

C, C, C, r, r, r, Cettesurfaceétant encore d'une seule

pièce,on pourra y tracer une ligne pa joignant le point intérieure au
point a situé sur le contour. Coupons maintenantT' suivant M la
nouvellesurfaceobtenueT'sera encored'une seulepièce; car soientM,
~3deux points voisinssitués de part et d'autre de pa, on pourra passer
de a à p sans sortir de T", en suivant la ligne pa jusqu'en a, décri.
vant ensuite le contour CrC-T" puis l'autre côté de la ligne ap
jusqu'en ~3.

On pourra maintenant joindre p au point a, par une lignepa, ne
se traversant pas eHe-meme,et tracée sur T*de telle sorte qu'elle ne
traverseni pa ni les contours C, C, F, r,et l'on continuera t<-
raisonnementqui précèdejusqu'à ce qu'on ait tracé toutes les lignes

/M! ,p~, de manièreà satisfaireauxconditionsénoncées.
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Nousdonnerons le nom de <w<<c«~~MM~M a ceux qui s'ob-
tiennenten adjoignantà l'un des contours

C,C),C~-< Ar' r' T~ "t t**m-)'
*<*«''t*/t–tt

celle
dcstignes~<qui y aboutit. Ainsi

pa.C.ap, par exemple,sera le contour élémentairecorrespondantà C.
Nous le désigneronspar la notation[C].

LtMMEHï. Tout contourE /MM<?~<par p qui ne se ~nfp~p o~~
/«<Me et netraversenulle ~r< contours~neM~<ï<rM~est r~/MC-

<e de </pM~manières~r~it~ un systèmede <w~o«~ c/t~-
<<re~.

t" Et d'abord, le contour E partage S en deux régions distincte.
Eneffet,ce contour étant fermé, partageT en deux régionsdistinctesp
et p'. Soient C/, C~les deux contours limitesde T qui correspondent
au contour unique C; si ces deux contours n'appartenaient pas à la
mêmerégion, la transversaleF qui joint un point de C' à un point deC"

passeraitde l'une des régions sur l'autre, et par suite traverserait E,
contrairement à l'hypothèse. Donc C' et C"appartiennent à la même

région. Demêmepour C, et C, Celaposé, passonsde la surface T
à la surfaceS en rejoignanttespartiesqui ont été séparées.Lesparties
que l'on rejoint appartenant toujours à une même région, les deux

régions resteront encore séparées donc E diviseSen deux régionssé.

parées, commenousl'avons annoncé.

Soit p l'une de cesrégions supposonspour fixer lesidéesqu'elle
contienne dans son intérieur les contours A,C, C, et non tes con-

tours A, C, ellecontiendraen entier lescontoursélémentaires~Aj,
[C], [C<], puisqu'elle en contient une partie, et que par hypo-
thèse, aucunde cescontoursne traversela limiteE; ellecontiendrade

même les contours [r], [Ft], qui ont une partie communeavec ks

précédentes, et que E ne coupe pas. Par les mêmesraisons, les

contours [A;), [C~], [r~], seront entièrement situés sur l'autre

région.



( '~)
3" Soit maintenant pu la tangente au contour E au point p (~. 5).

Supposons, pour fixer les !déM, qu'un observateur partant d'un

point situé sur cette lignedans le voisinagedep et se mettant à tour-

ner autour de ce point dans le sens direct,

par exempte, rencontre les tignes~ ~t,, etc., (tans t urdreoù

ellessont écries. I~escontours

[.\j. ~t.crc-'r- ~c,r.C7'r7'.<ï,

forment par leur réunion un contour ferméF qui repasseplusieursfois

au pointa, mais qui ne se traverseévidemmentlui-mèmenulle part.
Le contour E est réductible au contour F. En effet, considérons le

contour total qui résulte de la réunion des deux contoursE et F'' il

ne se traverse lui-mémenulle part, et limitecomplètementune région
de la surface(car il ne traverseaucun contour élémentaire).En outre

toute transversaleqr menée dans cette région (~. 5) la partage en

deux portions séparées.Eneffet, le contour fermép~r~,joint aux con-

tours C, C" C~ qu'il ne traversepas, doit par hypothèsepartager
Sen deuxrégionsdistinctes,7et y,. Soientd'aitteurs et ydeuxpoints
très-voisinssituésde part et d'autre de ~r. Onne pourra passer de
à y sur la surface S sans traverser le contour ou l'un des con-

tours C, C,, C~, or est situé sur la régionp, on ne peut donc

;dterde ce pointà C, sans traverserE; d'autre part, si l'on traverse C,

C, on traverse par cela même F, dont C, C" font partie;

ennn fait partie de E et rp de F. On ne peut donc passerde à y

sans traverser E, F ou ~r, ce qui démontrenotre proposition.
it résultede là(lemme I) que la partie E du contour est reductibteà

la portionF, ce qu'il fallaitdémontrer.

/~tM/~c. – Dans le cas où la région p ne contiendrait aucuh de~
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nnftttfcontours étémentaires, le raisonnement précédent appliqué au cou-

tour E montre que toute transversalecoupep en deux riions dis-

tinctcs; donc (lemme I) si l'on partage E en deux portions quelcon-

ques, ettesseront réductibles l'une à l'autre; Ese trouveraalorsréduit

à une simple ligne,décrite deux fois de suite en sensOj'posés,ou, eu

supprimant cette ligne, ce qui est permis (lemme H), à un simp!f

point.

Chacundes contours partielsqui composentF est un contour élé-

mentaire tel que [A]ou un contour tel que~.Ct C'' P* qui peut
être réduit à un systèmede contours élémentairespar l'adjonction ré-

pétée de la ligne ap. En effet, le contour ci-dessusest réductible au

suivant

/M.c.r.c-r-=[cj[rj[c]-'[rj-

Il est donc démontréque le contour E peut être réduit à un certain

systèmeforméavecles contours élémentairesque renfermela région&.
On pourrait mêmele réduire à un systèmedes contours élémentaires

que renfermel'autre régionp'.
Le lemmeestdonc démontré.

Pour éviter toute ambiguïtédans l'expressiondu contour E, nous
choisirons le système réduit relatif à celle des deux régions qui ne

contient pas l'un des contours élémentaireschoisi arbitrairement, [Ct1

par exemple.

Nous allons démontrer maintenant qu'un contour~c~co~M~M

peut être réduità M/tsystèmede contourstels <?«eE, M/ à des co~-
tours élémentaires.

<" On peut admettre que tous les points où le contour proposa
coupe les contours étémentuuessont situés sur les tignes~ pa,
~d,En effet,supposonsqueMcoupe C, par exemple,en un points
autre que a (~. 6).

Soient M,M,deux points de M infinimentvoisinset contenant M
entre eux deux. Soientam la portion du contour C compriseentre a
et w; an, <M,deux lignes infinimentvoisinesde am et né traversant
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pas cette ti~ue. On pourra réduire w<,à MC~,(teunneU); et par t<u(e

M .r <<*rédmt à .KM,r. qui, au lieu de couper C en M,

FM.e.

le coupeen «, point situésur la lignepa. D'ailleurs na, n, a étant infi-

niment voisinsde C ne traversent nulle part les autres contours élé-

mentaires. Ainsi les autres intersectionsdu contour propottéavec les

contours élémentairesn'auront pas varié par cette défoFHtation.A la

limite,tes points n, n, se confondentavec M, le nouveaucontour au-

quel on a réduit te proposésera le suivant

.n<HFtr.

Le contour ainsi transformé peut être réduit commeil suit à un

s)sternede contours partielspassant par p et coupantchacunen deux

points au plus lescontours élémentaires.

Soienta, ot,,a:), lespointsd'intersectiondu contour avecles con-

tours élémentaires.Ces points étant situés sur les lignes pa, pa' y

adjoignonsau contour proposé .y~ (fig. y) les tronçons de ces

F«.7

lignes compris respectivemententre tes points o<,0: c: et Le

nouveaucontour obtenu aéraévidemmentla sommedet tuivants

~,r<x~

Chacunde cet contour<partiett passepar p, et commetêt ti~ne~a,
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ya,, font partie de certains contours élémentaires et ne coupent

pas les autres, le contour partiel ~c:~«,~ ne pourra couper aucun

contour élémentaire, si ce n'est aux deux points a, ?,. De même

pour les autres contourspartiels.

Remarque. Cette réduction n'a pas lieu si le contour proposé M

ne coupe aucun contour élémentaire.Maissoit alors Aun point quel-

conque du contour; on peut le joindre à p par une,ligne qui ne tra-

verseaucun contour élémentaire,et cette lignekp étant adjointe à M

donneraun contour réduit Nqui passeparp et ne traverseaucun con-

tour élémentaire.

3" Soit N= ~oc,~ un des contours partiels ci-dessus détermines

Leslignes~o:,~o:,ne se traversent paset ne sont traverséesnulle part

par aa" par construction; mais il se peut que la ligne a~, se coupe
elle-même.Dans ce cas, le contour ~cco~ peut être réduit à un sys-
tème de contours plus simples. Imaginonsen effet tin observateur

parcourant le contour dans le senspaa, p. Soit(3 le premier point oo

cet observateur traverse le chemin qu'il a déj~tparcouru (,fig.8). En

Ftc.8.

adjoignant au contour la ligne ~c: on le rcduit évidemment aux

deux suivants:

~y~x~ N' et N\

On doit remarquer que chacun de cesdeux contours est formé exclu-

sivement de portions empruntées à N; comme N, il ne coupera donc

nulle part les contours élémentaires, sauf peut-être aux points o:,<x,

d'ailleurs le contour N' ne se coupe lui-même nulle part, par construc-

tion quant au contour N", il ne peut se couper tui-mémeque t~ où N
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se coupe lui-même,d'ailleurs il ne Mcoupe pas eu ou N se coupe.
Lenombre desintersectionsde N*avec tui-mémeest donc inférieur au

moinsd'une unitéà celui des intersectionsde N aveclui-même.

SiN"se coupe tui-méme,on pourra le décomposerde la mêmema-

oit're que N, et continuant ainsi, on arrive à un systèmede contours

réduitsqui ne se traversent eux-mêmesnulle part. Tous ces contours

ont un premier tronçoncommunpa sur la lignepa; le dernier de ces

contours passe en outre au point or,,et a pour dernier tronçon K,p;
tous les autres reviennentau point a, et ont pour dernier tronçono:
Cescontours étant d'ailleurs exclusivement formésde portions em-

pruntéesà N, ne traversent les contours élémentairesnulle part, si ce

n'est peut être en a et o!<d'ailleurs à partir de ces points, ils suivent

sans les traverser les lignespa, pa, ils ne traversent donc nulle part
lescontours élémentaires,si a ou a, ne se confondentpasaveca ou a,.
Maissi o:se confond avec a, chacun des contours réduits considérés

pourra traverser en ce point ou C, ou F, ou ces deux contours a la
fois.De même, si <x,se confondaveca,, le contour réduit qui y passe

pourra traverser en ce point l'un ou l'autre des contours C,, F,, on

tous lesdeux. Nousallons voirque dans tous les caschacun des con-

tours réduits résulte de la combinaison de contours élémentaires

avecun autre contour de l'espèceconsidéréeau !emmeÏIL

Soit en général f.,==~o{~ un contour qui ne se traverse pas tui-

même,et dont les premier et dernier tronçonsooc,a, p appartiennent
à des lignesde la série pa, pa" pa' (nous n'excluons pas )e cas

où a, seconfondraitaveca), tandis que le tronçon intermédiaire~x,

ne traversenulle part lescontours élémentaires.

Supposons polir fixer les idées que le point « se confondant

;)\ec (~g. 9), la ligne pab traverse en ce point le contour C, sans
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traverser F. Adjoignons à pab la ligne <ï~ !a ligne pab se trouve

ainsi transformée en/M~Mt~~ et se trouve ainsi réduite à deux

antres, dont la première n'est antre que le contour étémentaire [F]'
tandis que l'autre ne traverse plus ni Cni F au point «. D'ailleurs cette

dernière ligne ne se traverse pas elle. même,et ne traverse ni &6t,pni

.tncnn contour <t<~mentaite;car les portions ajoutées à /M~ qu'elle

contient, ne sont autres que le contour r, lequel ne traverse ni

ni aucun contour élémentaire, saufen a.

On voit de même que si pab traversait F en a sans traverser C, on

pourrait réduire cette ligue au contour ct~mentahe [(~ joint a nne

antre ligne /?<ïWMr!laquelle ne traverse plus ni ~«t~, ni aucun con-

tour élémentaire.

Supposons enfin que pab traverse Cet r en (~. to). Adjoignons

)~ t0.

à cette ligne la tigne elle se réduit au système des deux sui-

vantes, Mav~ et ~Mtw~ dont la première est te contour élémen-

taire fT]* tandis que l'autre ne traverse plus C, mais traverse en-

core F. Cette dernière pourra être décomposée en deux autres t" te

contour étémet'taire [C]" 2" une nouvelle ligne qui ne traverse ptus

ni ~oc,pni aucun contour etémentaire.

Ainsi, dans tous les c.'s, la ligne ~oc~peut être réduite à une autn

ligne de la forme suivante, [r]~[C]~.R, R étant une ligne menée de/'
a b et qui ne traverse ni &o't/ ni aucun contour élémentaire, et qui ne

se coupe pas elle-même, et .r, étant chacun é~at suivant le cas :)

zéro ou a –i.(Le symbole [r]* exprimant en générât que le c<'n*

tour fr] est décrit x fois de suite dans le sens direct, le symbole [r]"

exprimera que l'on ne décrit pasce contour.)

On voit de la même manière que ~ot,~ se réduit dans tous les c.'s :<

une ligne de la forme [t~' [C,p. K,, R, ne se coupant pas lui-même,
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et ne coupant en outre ni R ni tes contours élémentaires, et par suite

~c(,~ se réduit à ta tigne R~'[C,]~'[r, Le contour ~aAo: se ré-

duit donc au suivant:

[r]~c~.RR,'[c.]~[r.]-

lequel est composé de contours étémentaires et du contour RR~ ce

dernier satisfaisant d'ailleurs à toutes les conditions du femme Ill,
sera réductible à un simple point, ou à un système de contours élé-

mentaires.

Tout contour pouvant être réduit à on système de contours tel

'~ucr, nous pouvons énoncer le théorème suivant

THÉORÈMEt. Tout contour est r~T/MC/t~~ un simplepoint CM

M~système de co/!<OM/j'élémentaires.

!t.

H nous reste à chercher dans quel cas deux systèmes de contours

ètémentaires sont réductibles l'un à l'autre.

Considérons un contour fermé ne se traversant pas lui-même, ne

traversant aucun contour élémentaire, et tracé d<;telle sorte que l'une

des deux régions qu'il détermine dans la surface contienne les con-

tours(~et r, tous les autres contours A, C,, F, faisant partie de

t'autre région. Nous avons vu que le contour donné est réductible

d'une part à [C][rj[C]''[r]-' ==A, d'autre part à un système formé

de«contours [A], [C,J,[P, ], ainsile contour Aet son inverse A''

sont réductiblesà des systèmesformésdescontours [A], [C,], [F,],
Soient maintenant S et S' deux systèmes à comparer entre eux. Si S

ou S' contient l'un des contours A, A* on le remplacera par le con.

tour dérivé de [A], [C,], [r, auquel il se réduit. Les opérations
de ce genre étant exécutées, S et S' se trouveront respectivementra-

menés à deux nouveaux contours S, et S'~également formés de con-

tours élémentaires.

Cela posé, nous allous démontrer que S<et S', sont irréductibles /'M~

à l'autre s'ils ne«~< /Mt~OrM~ des M~M CO/!<OM/~éléinentaires

crits <~a~~ ~~e ordre, en un ~to~, ne sont pas /~<<~MM.Pourr
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établir cette proposition, nous remarquerons en premier lieu que si

l'on applique à S, et a S', la méthode de réduction indiquée plus haut,

on verra que chacun de cescontours est déjà réduit. En effet, soit pour
fixer les idées S, =[C][A][(;,]. Le contour [Cj coupe au point a te

contour étémentaire [f]; [A] ne coupe aucun contour élémentaire;

[C,jcoupe [j\j au point o,. Les points d'intersection successifsde S,

avec les contoursétémeutairessont donc a, <ïf, Adjoignonsau con-

tour en ces points les lignes ap, a, p, suivant la m<'tt<odeindiquée

plus haut, puis décomposons S, en contours partit'ts. Cetui de ces

contours qui pnssepar a et a, est le suivant

/~[A]/C..<

il ne se traverse pas lui-même, et la méthode indiquée le réduit aux

deux suivants

R=~[A]./Mï,C~'C,<ï,p et [C,].

Le premier de ces deux contours est formé du contour A joint a des

lignes ~ï et pa, C, qui sont parcourues deux foisde suite eu seuscon-

traires, et se réduit évidemment au contour [Aj. Le contour partie)

proposé se réduit donc à [A][C,] de même p0)'. les autres. Donc tr

contour S, = [Cj [A][CJ. est déjà réduit.

Nous allons établir en second lieu que la méthode de réduction

donnée plus haut étant appliquée à deux contours quelconques ré-

ductibles l'un à l'autre donnera toujours le même contour réduit. En

prouvant ce second point, nous aurons démontré notre proposition:
car tes contours S, et S~étant tous deux réduits et différents, ne pour
ront être réductibles l'un à t'autre. D'ailleurs il sufnra d'établir ce se-

cond point pour deux contours infiniment voisins )')))) de t autre,

puisque deux contours étant réductibles un à l'autre, on pourra tou-

jours, par définition, passer de l'un à l'autre par uue suite de con-

tours dont chacon sera infiniment voisindu précédent.
Soient donc M, M' deuxcontours infiniment voisins (~g. <t); appti-

quons-teur simultanément la méthode de réduction

C t
)°Si te contourMcoupe t'un des contours C,parexemp)e,t, i ),

t
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)-t~eo no point M autre que a, on le transforme par l'adjonction de la

tt6." 1.

ti~ne /wt eu un contour .<M~ = M, qui traverse C en au lieu

de le traverser en M M' traversera eu général C en un point inn-

niment voisinde //<(nous examinerons tout à t'heure tea cas d'excep-

tion), et l'adjonction de la ligne fM'atransformera M'==.M'r' en

un contour .r' ==M' qui traverse C en a, et qui sera par-
tout infiniment voisin du contour M,.

a" Soient ~<,<x,deux points d'intersection successifsdu contour M,

avec les contours étémentaires; on peut admettre, d'après ce qui pré-

cède, que ces points sont situés respectivement sur les lignespa, pa,
on pourra décomposer M, en contours partiels tels que ~~a, Le

contour M' innniment voisin de M,, coupern en générât les mêmes

contours élémentaires en des points ce',a:\ infiuiment voisinsde «, «,,

et situés respectivement sur les mêmes lignes pa, /M,, et la portion du

contour M, comprise entre ceet et, ne traversant nulle part les con-

tours étémottaues, ta portion de M'~comprise entre <x'et <x\,laquelle
est infiniment voisine de la précédente, ne coupera en générât nuHe

part les contours élémentaires. (Nous reviendrons tout à l'heure sur

les cas d'exception.) Si donc on décompose M', en contours partiels
suivant la méthode indiquée, ~K'a:==N', innniment voisin de

~xx,~ = Nsera l'un de c~scontours.

Si le contour N se coupe lui-même en un point jS(/< o), le

contour voisin se coupe en général lui-mêmeen un point innni-

ment voisinde (nous reviendrons tout a t'heure sur les cas d'excep-

tion.) t.e contour N étant alors décomposé dans les deux suivants,

et ~<z~M, ia même méthode appliquée à N le décomposera
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en deux contours ~«'ct'~ et ~<) infiniment voisinsde ceux-
là. Poursuivant cette réduction, de manière à décomposer N et N' en
contours partiels qui ne se traversent nulle part, on voit que chaque

t'K-.H.

contour partie] de N' sera infiniment voisin du contour correspon-
dant de N. D'ailleurs (sauf les cas d'exception sur lesquels nous re-

viendrons tout à l'heure), si N traverse en a ou en a, quelque contour

élémentaire, N' traversera le même contour, et réciproquement. Si

donc on réduit N à

[r~[c~.RR7'[c.]-~[r.]-

par la méthode indiquée, la même méthode réduira N' a

[r~[C]~R'[C.]-~[r.]-

R'R' étant un contour infiniment voisin de RR~ et qui, comme c~

dernier, ne se traverse pas lui-même et ne traverse aucun contour élé-
mentaire.

Notre démonstration sera achevée si nous démontrons queRR~' et

KR' se réduisent nécessairementà un mêmesystèmede contours é)é-
.uentaircs. En effet, soient et j9', tes régionsque ces contours dé-
terminent respectivementdans la surface. Lesdeux régions correspon-

dantes p et renferment les ntémes contours A, carsicetu

n'av.ut pas lieu, ces contours n'étant pas coupés par RR~' ni p~r
R'R' quelques-uns d'entre eux au moins seraient compris entre
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deux. Cela est évidemtnent impossible pour A; car la surface étant h-

mitée à ce contour, on ne peut y tracer aucune ligne de l'autre côté d<*

celle-là. Quant aux contours C et r (fig. )3), soient n), w' deux

points infiniment voisins pris respectivement sur RR~' et R'R, et

supposes situésde part et d'autre de r, par exempte. Lesdeux contours

ci-dessus étant infiniment voisins l'un de l'autre, seraient infiniment

voisinsdu contour intermédiaire r. Celapeut bien se faire jusqu'en a;

mais a partir de ce point, les deux contours considérés ne pouvant

couper C comme le fait r, s'éloigneraient nécessairement de F et par
suite l'un de t'autre, résultat inadmissible. !t est donc prouvé que les

régions p et p' d'une part, p, et p', d'autre part, contiennent les mêmes

contours élémentaires.Si donc p est celle des régions p, p, qui ne con-

tient pas C et que l'on réduise RR~' à un système formé des contours

élémentaires qui limitent la région la même méthode, appliquée à

R'R, le réduira au même système de contours.

Notre démonstration est donc terminée. Mais nous avons admis que
si l'un des deux contours considérés M, M' se coupe toi-même, ou

coupe un des contours élémentairesen un point quelconque, l'autre se

coupera tui-méme ou coupera le même contour élémentaire en un

point infiniment voisin de cetui-tà. Cette hypothèse, vraie en gcnéra),
souffre quelques casd'exception que nous devons examiner.

Supposons en premier lieu qu'une portion or du contour M ne tra-

versant pas tes contours élémentaires, la portion correspondante o'
de M' traverse C, par exemple (fig. t4). Si l'on déforme progressive-
ment M pour le changer en M', qr en se déformant deviendra tangent
à Cavant de le couper, comme le fait <y'r' coupe donc nécessai.

rement C en deux points très voisins, ~ety. Soit ~o~f0[,/? le contour
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partiel deM dont qr fait partie, la portion correspondantedeM' for.

Ftc.

'uera les trois contours partiels

po~ ~a~~a/), ~ctjmnvot'j,

Le second de ces contours se décompose lui-même ainsi, d'après la
méthode indiquée,

/=[r]'r.~)~a.r'[rj,

t't a pour réduite un simple point; car le contour/r.<.tu)/7ra~r"'<ïo
formédes deux lignes infiniment rapprochées ~.r.~ï~ et aa~r-'au
et ne traversant aucun contour élémentaire M' réduit à un simple
point. Cette réduction faite, il reste les deux contours [rj-' et (r] qui
sedétruisent.

Le contour ~K,<r'<x,/? a donc mêmeréduite que

~'«',<M~r'o;

ou, en supprimant la ligne /M~ qui est décrite deux fois de suite en
sens contraire, mêmeréduite que

~'a'frvr'o:

Ce dernier contour, in6niment voisin de Met ne traversant plus <
aura même réduite. Donc Met M' ont même réduite.
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Supposonsmaintenantque la portionqr de Mne coupepastes con-

tours [C]et [F] (/ t5), maissoit très-voisinede a et que ~'r' passe

'te l'autre côté de ce point. Les deux contours C, F et ta ligne pa for-

ment en ce point cinq angles pak, ial, lan, /< et qr est situe

dans un de ces angles. Admettons,pour fixer les idées,que ce soit dans

t'.tngte~«~; </r' coupera successivementpa, Cet r aux points /<,

i, k. Si l'on décompose maintenant A!et M' en contours partiels, on

aura dans l'expression de M', au lieu du contour partiel unique f~
tes six contours partiels

~W!/M~, panlap, paliap, ~Ar~.

Or, il est aisé de voir que chacun de cescontours partiels, sauf le pre-
mier et le dernier, se réduit à un point. Prenons par exemple le con-

tour panlap. Il se réduit par la méthode indiquée plus haut a

[r]-M.r.<ï.r-<y[r];

mais ~.r.r'a~, formé des deux lignes innniment voisines

/r.et /<! 1* qui ne coupent aucun contour élémentaire, s<

réduit à un simplepoint; d'autre part, [F]*' et [F] se détruisent :~<(//)
se réduit donc à un simple point.

Le contour M' a donc même réduite que ~'M/n~A/'D, ou, en

supprimant la ligne y~, même réduite que ~'7K~A/ m.us ce det.

nier contour, infiniment voisinde pqrp, et qui ne traverse plus les con-

tours élémentaires, a la même réduite que
En dernier lieu, supposons que deux portions du contour M, <y/
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7, 4

et st (~. 16) ne M traversant pas mutuellement, les portions corres-

pondantes de M', ~'r', ~<' se traversent. t~r~qn'on déformera Mpour

F)(..tC.

obtenir M', qr et st deviendront tangents l'un àr<MiU~~ant de

prendre les positions q'r', s't', où ils se coupent y'r' et ~'<'se cou-

peront donc nécessairement en deux points voisins et v. Cela posé,

décomposonsM par la méthode indiquée en contours partiels qui ne se

traversent pas eux-mêmes. Si qr et st n'appartiennent pas au même

contour partiel, on pourra décomposer M' en contours partiels cor-

respondants à ceux de M, et q'r', ~'<' appartiendront respectivement a

deux contours partiels différentsqui se couperont à la vérité en et y;

mais cette circonstance est indifférente. !t n'en est pas de même si

et st appartiennent à un même contour partiel ~r~M~. En effet, la

portion correspondante de M', ~'r'~<'M~, traitée par la méthode in.

diquée, ne se réduit plus à un seul contour partiel, o'ais au système

des trois suivants

~<

Or le contour po't~P, formé des deux lignes innmment voisines~'v
et ~7tu.pqui ne se coupent pas mutuettemcnt, se réduit un simple

point, t.a réduite de M'est donc la même quecelle de

~'r'-t'M~,

ou, en supprimant la ligne la tréme que cette de Mais
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fAfUS -<MPX)MP)UE DE CAUTmER-Vtt.LAKS, SUCCESSEUR t)E MALLET-JUCHH~R,

f~e~eScit.eSt;n(-<~er)n<in,<o,~r<'s)'tr~tit~

ce ucrutcr contour ne se traverse ptu< tut-tuéme, et H est mtuuttteut

voisinde M it a donc même réduite.

Notre démonstratiou est ainsi terminée, et nous pouvons couclure

en énou<;tut le 'héorone suivant

ÏHÉORÈMKH. ~MJL~<~MM de contours C/~C/M sont «TP'

//MC<<c~,si «w/ remplacé //<ï/~l'expression de cA~tM~<r

les contours cow~~ [rj fcj [r]-' [cj-' ~=A<'<[c] frj fcj-' ft~ =-A-

/Mr<<~<<où ils se~r~c~/e~~ par leur expression e~~o~c~'OMdes autres

contours élémentaires et supprimé tous les contours ~CH~ deux /OM
de suite en ~e/~ c<M<~< ils /<e'sont/~<t~ des w~M contours

élémentaires décrits dans le mêmeordre.

~ew~Me. – Si tout contour intérieur à la surfaceconsidérée la par'

tageait en deux régions distinctes, il n'existerait aucun contour tel que,

[C] ou [r], et pour comparer deux systèmes de contours étémen-

taires, on éHtnineraitde leur expression les contours

tAj==A et [A]-'=~

Ennn si de plus la surface était fermée, tout contour tracé sur elle se

réduirait à un point.

Cbtt~twr~t~ee, jtnrttr <8C6


