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Résumé
Nous montrons comment obtenir la thénr1e des A-anneaux E3] a part1r de )
wza colle des s-anneaux [4]. La suite d'opérataons (A lneN) est remp1acée par L

une suite d'opérations (6 lp nombre prem1er) satlsfa1sant A des 1dent1tés

explicites, En conséquence nous pouvons exh1ber pour chaque neN une base

remarquable des caractbres du groupe symétrique Sn,

1- G§-ppérations sur un A-anneay

Soit (¥ inx1} la suite d'oparaticas d'Adams en thdorie des A-anneaux.
On sait que ¥ a5t un endomorphisme d'anneau et que

"™ pour tout n,@zls

Pour chague nombre premier p soit c? tropsration de puissance cyclique d'or-

dea p (13, On vérifie 1'identite

o

peylx) = K f_(p;15¥p(x5;
Posons

dp(x) = wPix) - ePlx).
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On a alors

Wixy =xP +p 5p(x)

Comme le X-anneau libre sur un genéréteur 'est sans p-torsion et que ¥ est un
en&@rphime. on conclut que 1'opération dp donne 3 cet anneau une structure
de §-anneau [41. Plus généralement, on voit que tout l-anneaw est un §-anneau
relativement 3 chaque nombre premier p. Nous désirons expligiter Tes relations

entre"Sp et 5. pour des nombres premiers distincts " et pye.

So‘lent g = p] et g, = ;;\2 ol p1 et py sont des nombres premiers dis-

._tiucts. ; 501t A un anneau commutatif muni de deux opérations unaires 61 et

'62. Un suppose que (A 6 } est un &-anneau relativement 2 (p1,q1) et que (A,
62) est un’ s-anneau re1ativement a (pz,qz)
DEFINIT!ON Les opérations 61 et 62 sont permutables si 1*{dentité suivante
est vérifiée
L ‘ B
. q2-1 q, 92 1 1(‘-'!2'”
N e
8 (8,(x)} + py - 1 & x} “ v ifi b (12} 6 (x) X
. -—--—p2 R
: g -1 q 9! i(q 1 gpla-1) g
= 62(61(x)) +py -1 Gz(x) + 151 5- 'l)pz Bz(x) ® (&
|

La permutabilité des opératfons &; et 8y entratne 1a commutation des en-
q q
domorphismes de Frobenius fy{x} = x ', p]G.I(x) et fz(x) =x 24 pzﬁz(x).
Réciproquement, sl A est sans plpz-tbrsion. la relation 1, = 'I’Zf1 entratne

1a permutabilité de §; et &,.
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2~ P-annealx

Soit P un ensemble de nombres premiérs.

DEFINITION Un P-anneau A est un anneau commutatif muni d'une obératfqn_ﬁnéiré
6p: A » B pour chaque peP. On demande que ﬁoient'réa1i§ées Tes condi;joﬁs.sﬁj-
vantes:

i} A muni de 5p est un §-anneau relativement au couple (p,p)

1i} Gp et 5, sont permutables pour tout couple d'&l&ments::

L
distincts p,£eP

Exemple 1 Tout A-anneau est naturellement muni dfune structure de P-anneai ob

P est 1'ensemble de tous les nombres premiers.

Exenple 2 Soit n un entier = 1 et soit ¢ eQune racine primitive n-itme de
Tlunité. Soit R, 1'anneau des entiers du corps cyclotomique Q(gn). Soit P,
1'ensemble des nombres premiers ne divisant pas n, Pour chaque PEPys soit fp

T'unfque automorphisme de R tel que {5 } = cp. On-a pour tout XeR ,
n n n IRt
£ (x) =xP  mod pR
p n

Ceci montre que R, est un s-anneau relativement au couple {p,p).’ Comme

fpfﬂ = fgfp pour tout p,ﬂeRn, on conclut qué Rn est un P -anneau,

Un morphisme de P-anneaux est un homomorphisme d'anneaux qui préserve
chaque opération sp(peP). On vérifie que chaque endomorphisme de Frobenius

fp(peP) est un morphisme de P-anneaux.

Soit A un P-anneau et soit M{P) 1'ensemble des suites finies d’&léments. -

de P. Pour chaque ¢ = (p],u..,pn)eH{P), posens
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" pgsignons par C{P)cM(P) Te sous-ensemble des suites croissantes pour 1lor-

dre naturel de P,

THEQREME 1  Solt A = ZExclceC(P)] Ytanneau des polyn8mes sur des indétermings

k;(céC(Pfi. 11 y a une seule structure de P-anneau sur A pour laguelle 6U(x0)

% % POUT tout geC{P). Muni de cette structure, A est le P-anneau libre sur

K

‘pesignons par A la catfgorie des anneaux et par. PA celle des P-anneaux,

THEOREME 2 Le foncteur oubliant U: PA ~ A possBde un adjoint A droite

CORDLLAIRE Le foncteur Vest représentable par 1'anneau I[xgﬁcac{?)]. Ona

une .bi jection. natyrelle. .

w(n) = AP

3~ A-anneaux

Dans ce qui suit nous supposerons que P est 1'ensemble de tous les nom=-

bres.premiers. Pour tout entier nzl.on définit un endomorphisme de Frobenius

g

™ r
ot p‘lo..pkk est une décompesition de n en facteurs premiers.

PROPOSITION 1 On peut définir en théorie des P-anneaux une suite unigue d'o~

pérations unaires o ,0,.. vérifiant les identités

fn(x) = Lr ar(x)n/r {nzl1)
rin
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PROPOSITION 2 11 y a sur Z[Aq,hy,...] une seule structure de P-anneaux pour

Jaquelle “n(A1) = A, pour tout nzl. Muni de cette structure, ILA;,A,,...3

est un P-annegu tibre sur A;.

THEOREME 3 Lorsque P est 1tensemble de tous les nombres premiers, tes concepts

de P-anneaux et de A-anneaux sont Squivalents,

la démonstration de ce théorme utilise 1'approche de Cartier [21.

Exemple 3 Soit Rn 1tanneay de T'exemple 2. On peut munir Rhtlln] dfine struc-
ture de A-anneau. En effet, i1 suffit de définir fp = jdentité pour ptPn. En

particulier, Z[1,1] est un A-anneau,

Le A-anneau A[x3 libre sur un générateur est un anneau de.§o1ynumés 2%,
Ax,Azx,..,]. on introduit sur Afx] une graduation naturelle en posant deg Ahx =
pour tout neN. Cet anneauy gradué peut encore se décrire en utiljsaﬁp la ™
théorie des caractdres des groupes symétriques Sn(nzo) ;1}7 Soit ggsn)_le”grou-
pe des caractires de Sn‘ Considérons t'inclusion SnxSmCSn+m' On défiﬁit une

opération bilindaire
R(S,} * R(S.) » R(S,xS,) + R(S, ..}

et par suite, une structure d‘anneau gradué sur

D risy)

nz0

Cet anneau est isomorphe & AIx] [5]. Soit maintenant I[SU(X)IGEC(P)] 1*tanneau
des polynbmes mentionné dans le théorime 1. On introduit unegraduation sur cet

anneal en posant

deg 6d(x) = PPy Py

n
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lorsque o= (p].pz.--,P )

CGROLLAIRE Les anpeaux_gradués @R(S ) et I8, {x)loet{P}] sont isomorphes.

[11

(21
£33
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