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§-AMNEAUX ET VECTEURS DE WITT

ANDRE JOYAL
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Résumé

Nous donnons 3 Ta théorie des vecteurs de Witt une formulation noivella”
en utilisant les méthodes de 1'algtbre universelle et dé T4 ‘théorié des caté-
gories. On introduit une structure alg&brique, celle de §-amneau. Un g-an-"
neau est un anneau commutatif muni d'une opération umaire supplémentaire sa-
tisfaisant 5 des identitds algébrigues simples. Le résuitat prinéipa]IEOﬂéfs-
te 3 montrer que le foncteur oubliant de la catégorre “des “s-dtneaix ‘vers et
Te des anneaux commutatifs posside un adjoint.2 drojte W. Un calcul explici-
te permet 1'identification de W(A) avec 1'anneau des vecteurs de Witt sur A.
On donne des démontrations ptus conceptue]les de p1u51eurs résuitats de Ta-

théorie des vecteurs de Witt (7,2],

-t §=anneaux

Fixons une fofs pour toute un nombre premier p:ét:une”ﬁdfssancé:q”;'pr'"

{r=0),

DEFINITIGN 1 Un S-anneay A est un anneauncnmﬁutafif muni d'uné opération

unzire §: A +~ A satisfaisant aux identités suivantés:
i) slxry) = 8(x) + (y) g (“)x‘ a1
S i=1.

1) slxy) = x%(y) + 6(x)y® + p8(x)8ly) , 61 =



174

Ay Joyal
: _Noué- d'lrbn_s aussi que A est un S-anneau relativement au couple {p,q}.

Ces conditions entratnent que 1'opération unaire f{x) = x3 + pé{x) est un

éndomorphisme de 1‘anneau A:

CF{xey) = f(n) + £y}
flxy) = f{x}fly}
f{1) =1

“Nous dirons _que f est 1'endomorphisme de Frobenfus, Inversement, soit f un en-
dn.)_r'ﬂq:_r_ph_tsgne= d'un anneau commut.gt_if A sans p-torsion, Suppesons gque pour tout

K
£y = x% mod pA
| On .olé{énf_gﬁés.ﬁ:r.llc.tt..:re _:de_:G-a:l;nea._t.l_ sur ..Al_en.cl.efinis.sar_;'.c.ﬁ comme suit:
ey = ) - XY

Exe’mgIg _l .. L'anneau Z admet une seule structure de $-anneau puisque le seul

endomorphisme de Z est 1'identité.

Exemple 2 Soit L une extension galoisienne d'un corps K. Soit BeL un anneau
de valuatfon discrite et soit A = BoK. On suppose queé p = p-1 est une.unifor-
misante pour B et qug_AlpA_'—"_Fq. On sait montrer [1] 1'existence d'une substi-

tution de Frobenius ocGalols (L/K} caractériséé har

1) o(B) =8 ,
i) olx) =x9 mod pB

Un morphisme de §-anneau est un homomorphisme d*anneaux qui préserve &,
Nous direns aussi que ¢'est un s-morphisme-. On vérifie que 1 endomorphisme

de Frobenius est un &-morphisme.

sl



A. Joyal

THEQREME 1 Soit I[xo,x1,...] 1'anneau des polynGmes sur une suite.infinie

d¥indétermings. 11 y a une seule structqrflde s-anneau sur ztxo;x];.:.j"gggr”

1aque11e_6(xn} = X ,p pour tout n. Muni’ de cette stricture, on,x]...] est

un §-anneau libre sur xU.

fasignons par A la catdgorie des anneaux et par SA celle des S-anneaux.

IWEOREME 2 Le foncteur oubliant U: 5A + A posside un adjotnt & drofts’
Wi A+ BA. '
La théorie deé'ﬁétégorie'%ﬁj-met.énhéQ%deﬁcé.T'éﬁuiﬁaTenté'ehtreé1eﬁ{héé—

réme précédent et Te suivant:

YHEOREME 3 Sodent A > B et A + C des morphismes dé s-anneairx, Considarons -

le carré

A = .C
4 + t2

.11 y a sur BAC une seule structure de -§-anneaux. pour laguelle i, gE_iz sont

des S-morphismes.

6n _peut donner une demons tration. directe de ces théorgmes ou encore. utili-

ser {8,9]. Comme conséquence, On &:

COROLLAIRE -~ Le foncteur W: A —~ 8A est représentable par 1'anqeag_2[x0,x1,...1.

1% yoa.une bijection natureile:

vy WA 3 a¥
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La bijection YA 5! exp’h’cite comme sult:

R

_ "_u(A) Hom,s(ltxo,xpo.-ﬁ. H(A))
= Hom (l[xﬂ,x1,...], A)
o~ AN

2- Yecteurs de Witt

pour voir que W{A) est isomorphe & 1'anneau des vecteurs de Witt sur A,
A1:suffira d'utﬂ'lser une descriptinn différente du §-anneau 1ibre sur un gé«

nérateur. Cette description est basée sur le résultat suivant.

PROPOSIT[M 1 On peut définir dans 1a theorie des §-anneaux une suite inique

d'opérat'lons unaires 60,61, osen vérifiant les identités

M{x} = éo(x)q + p61(:|c)q Foaes t P 6n(x) {n=0)
Les deux premiers termes dela _s:q.i'_te sont Go(x) = x et Gl(x) = §{x).

PROPOSITION 2 11 y a sur ZEYO,Y.l.Yz....] une seule structure de S-anneau

pour hguell_e Gn(\‘o) ='Yn_ ‘pour- tout 20, Muni de cette structure, {4 PY8 S PP

est un S-anneau libre sur Yu.

THEOREME 4 ~Si-q=p 1'anneau W(A) s'identifie & 1'anneau des vecteurs de Witt

sur A,

* A chaque &lément xeW(A) correspondant un vecteur de Wi tt.wA(x)sA". La
description de m, est semblable 1 celle de vy mais elle utilise plutdt le- S-an-

néau. tibre 20Y¥q,Y, _..._._].
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W u
- +

i'endofoncteur composé A - §A + A est upe co-monade [6,3,23 sur A, Pour
simplifier, nous noterons encore ce foncteur par W, On a des transformations

natureiles
[Fy EA
wA) > A WA 5 wN(AD
satisfaisant & des conditions dassociativité et_q‘unité. L'homomorpﬁisme Ep
est &troitement relié & Y'exponentielle de Artianasse [31. Ume struétﬁre de
S-anneau sur A ¢quivaut § une structure de co;a1gEbre (6] 6: A ~ Q(A), HCe11e-c{

se décrit comme suit: pour tout xeh on a mé(x) = (85(x), & (x),...).

Remarques

1} Soit A un anneau sans p-torsion muni d'qnhegdomorphjsmg_f tel que pour tout

xeh, £(x) = xV mod pA. Le lemme de Dieudonné-Cartier {4, page 508] affir-
me 1'existence d’un homomorphisme sf:_A + W(A). Ce résultat §ﬁ1ntérprete
comme suit dans le contexte présent: Tles hypqth§§§s entra?nent 1'éxistehce

dtune structure de &-anneau sur A et on vérifie que. sg = 8

2Y Sous les hypothBses de la remarque précédente, on donne une’ description

particulizrement simple de W(A) [51." Posons

. N - n+i.
B = {{a )eh ta,, # fa,) mod p ¥n}

On vérifie que B est un sous-anneau de 1'anneau produit AN. L!opérateur

de transtation t((a})) = (anél) est un endamorphisme de B et pour tout

xeB,
t({x) = T mod pB

Comme B est sans p-torsion, on a une structure de §-anneau sur B poun_la-

quelle t est 1'endomorphisme de Frobenius. On vérifie ensuite directement
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zoqu'avec Ia_'pmjection_B + A, B devient le S-anneau co~1ibre sur 1'anneau

Ay done. c{u_e BH(A). -
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