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Darstellung der Funktionen eines algebraischen
Korpers zweier unabhingigen Verinderlichen @, y
in der Umgebung einer Stelle x—a, y—b.
Von Herrn Heinrich W. E. Jung in Marburg (Bz. Kassel).

Einleitung.

Es sei durch f(z,,y) =0 ein algebraischer Koérper K zweier un-
abhingigen Verinderlichen definiert. Dann kann man die Funktionen des
Korpers entweder in der Umgebung irgend einer irreduktiblen Kurve
A (z,y) = 0 betrachten oder in der Umgebung einer Stelle x=a, y=254. Die
erste Aufgabe ist von Herrn Hensel behandelt in einem Aufsatze: Uber eine
neue Theorie der algebraischen Funktionen zweier Variablen (Act. math. 23,
1900). Er beweist dort folgendes: Ist y, eine Wurzel von A(z,y)=0, so
kann man jede Funktion £ aus K nach Potenzen von y—y, entwickeln mit
Koeffizienten, die algebraische Funktionen von x sind, und zwar erhilt man
eine endliche Anzahl solcher Entwicklungen. Dabei schreitet die Ent-
wicklung im allgemeinen nach ganzen Potenzen von y—y, fort und nur
fir eine endliche Anzahl von Kurven, die sogenannten Verzweigungskurven,
nach gebrochenen Potenzen von y —y,. '

Ist 2=a ein Wert von # und wird fiir ihn y,= & und betrachten wir
eine der Entwicklungen der Funktion £ in der Umgebung der Stelle a, b,
so konvergiert die Entwicklung im allgemeinen in einem Gebiete |z —aj<<r,
ly—bl<<s. Geht aber durch die Stelle @, die Projektion einer oder
mehrerer Verzweigungskurven oder Unendlichkeitskurven der betrachteten
Funktion, so konnen die Koeffizienten der Entwicklung z—a im Nenner
enthalten. . Dann aber 1i8t sich fiir jede der Entwicklungen eine positive
Zahl ¢ so bestimmen, daB man. die Entwicklung als Reihe nach ganzen
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oder gebrochenen Potenzen von —QEZ;;, darstellen kann mit Koeffizienten, die

(=
gewohnliche Potenzreihen von 2 —a oder einer gebrochenen Potenz von 2—a
gind. Die Reihe konvergiert dann in einem Gebiete

Y—¥Y%
lx —al <7, e—ay

<s.

Der Konvergenzradius der Reihe wird dann, wenn wir sie als Reihe nach
Potenzen von y—y .auffassen, gleichzeitig mit |z —a| unendlich klein. Wir
bekommen also durch die Entwicklungen nicht die ganze Umgebung der
Stelle a, b. Es ist daher fir die Stellen, wo sich zwei oder mehrere Ver-
zweigungskurven schneiden, die Henselsche Darstellung zu ergiinzen.

Die Aufgabe, die hier behandelt werden soll, ist also, die Funktionen
von K in der Umgebung einer Stelle x=a, y=04 darzustellen. Wir konnen
und wollen die Stelle =0, 6=0 nehmen. Diese Aufgabe ist schon ofters
behandelt, zuletzt eingehend von Herrn Black in der Arbeit: The parametric
representation of the neighborhood of a singular point of an analytic surface.
Proceedings of the American Academy of Arts and Sciences. Vol. 37, Nr. 11,
Boston. Aber die Darstellung von Herrn Black ist nicht einfach und 1d8t vor
allem nicht hervortreten, wie die notwendigen Transformationen von der
Art der singuldren Stellen abhingen. Nun kann man mit Benutzung der
Henselschen Resultate die Aufgabe einfacher und klarer losen und dabei
eine deutlichere Einsicht in die Art der singuléren Stellen gewinnen. Die
Vereinfachung des Beweises besteht vor allem darin, daB es mir gelingt, mit
Transformationen zwischen den unabhiéingigen Verinderlichen auszukommen.

Das Resultat ist folgendes: Man kann Funktionenpaare u, v des
Korpers K bestimmen derart, daf3  und y gewohnliche Potenzrethen von u, v
werden, die fir uw=v=0 verschwinden, wdhrend alle anderen Funktionen
von K entweder gewiohnliche Potenzreihen von w, v werden, oder Quotienten
solcher. Eine endliche Anzahl solcher Funktionenpaare und Entwicklungen
gentigt, die Funktionen von K fir die ganze Umgebung von x=0, y=0 dar-
zustellen. '

New an dem Resultat ist, soviel ich weiff, daff man die Hilfs-
grofen u,v als Funktionen des Kiorpers K wdhlen kann.*)

*) Man kann iibrigens die Darstellung von Herrn Black leicht so umformen, daf
auch aus ihr folgt, daB u, v als Funktionen des Kérpers gewidhlt werden konnen. Ich -
gedenke an anderer Stelle darauf zuriickzukommen.
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Betrachten wir eine dieser Darstellungen. Alle Funktionen aus K
sind also entweder gewohnliche Potenzreihen zweier passend gewiihlten
GroBen u,v des Korpers oder Quotienten solcher. Setzen wir nun u=v=0,
80 nehmen die Funktionen von X zum Teil bestimmte Werte an, zum Teil

werden sie ganz unbestimmt (%) Wir nennen die Gesamtheit der so sich

ergebenden Werte, (wenn wir g- der Kiirze halber auch mit Wert bezeichnen

diirfen), eine Stelle des Korpers X, und ferner die Werte, die wir fiir kleine
Werte von u, v bekommen, die Umgebung dieser Stelle oder auch ein
Element des Korpers oder algebraischen Gebildes. Eine Stelle ist natiirlich
nicht immer bestimmt durch Angabe der Werte, die zwei oder auch mehr
Funktionen an ihr annehmen, wohl aber durch Angabe der Entwicklungen
von drei passend gewidhlten Grofen nach den HilfsgroBen w, v.

1. Die Funktionen von K in der Umgebung von x=0, y=0.
§ 1.

Wir konnen annehmen, daB z eine ganze Funktion fiir die Umgebung
von 2=0, y=0 ist. Es sei Q die Diskriminante von f(z, z,¥) in bezug
auf z und es sei -

Q=2"(Y—t)(y—t) ... (y—t.) E,
wo E eine Einheit fir =0, y=0 ist und wo die ¢, Potenzreihen von « sind,
die fir =0 verschwinden. Die Projektionen der Verzweigungskurven, die
durch die Stelle x=0, y=0 hindurchgehen, sind dann unter den Kurven
y=t, enthalten, wozu noch =0 kommen kann.

Wir beschrinken « auf das Gebiet |z| << » und y auf das Gebiet
]y\ <Cs, wobei wir uns vorbehalten, 7 und s noch passend zu wihlen. Geben
wir x einen konstanten Wert, so wird 2 eine algebraische Funktion von y
allein, und diese Funktion hat, wenn wir » und s hinreichend klein wihlen,
im Gebiete [y| <s als Verzweigungspunkte nur Stellen, die unter den Stellen
y =t; enthalten sind, und bei geniigend kleiner Wahl von » konnen wir
auch erreichen, daf diese Stellen fiir alle Werte von z, fiir die |2|<<r, alle
im Gebiete [y|<<s bleiben. Fiir einen bestimmten Wert von z innerhalb
lr)<<r konnen wir z als algebraische Funktion von y auf einer Riemann-
schen Fliche ausbreiten. Von dieser Fliche betrachten wir nur das Stiick,
fir dessen Stellen [y|<<Cs. Dies bezeichnen wir, da seine Gestalt von =z
abhiingt, mit B(z). Die Fliche R kann in mehrere nicht zusammenhingende

Journal fir Mathematik Bd. 133. Heft 4. 39
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Sticke R, R®, ... zerfallen. Die Gesamtheit dieser einzelnen Stiicke ist
durch z eindeutig bestimmt. Beschreibt x im Gebiete |z << » eine ge-
schlossene Kurve 7, so geht daher die Gesamtheit der Flichen R, R™, ...
wieder in sich selbst iiber. Geht dabei z. B. R in eine andere Fliche iiber,
s0 muB innerhalb y ein Punkt « liegen derart, daB, wenn 2 auch nur den
Punkt ¢ in einem kleinen Kreise umlduft, dann schon R in eine an-
dere Fliche iibergeht. Dann aber muf z—o=0 eine singulire Kurve
fir z sein, also, da es andere Singularitiiten nicht gibt, eine Verzweigungs-
kurve. Wir nehmen nun » so klein an, daB innerhalb |z/<<» auBer etwa
r=0 keine solche Verzweigungskurve liegt. Dann kann hochstens B
in eine andere Fliche iibergehen, wenn die Kurve y, die x durchliuft, den
Nullpunkt umschlieBt. Ist nun x=0 eine Verzweigungskurve und umlinft
x den Nullpunkt einmal, so wird unter den 2, BV ... eine Permutation ein-
treten. Diese 148t sich in Zyklen ordnen; einer von diesen sei B, R®,... RV,
80 daB also nach c-maligem Umlauf von # um den Nullpunkt die Fliche B
wieder in sich selbst iibergeht. Dabei braucht aber nicht etwa z wieder
denselben Wert anzunehmen, da eine Stelle von R sehr wohl in ein anderes
Blatt hineingeraten kann, auch wenn y bei der Bewegung von z konstant
bleibt, da die Verzweigungsschnitte sich unter y fortbewegen kionnen.
§ 2.

Die Fliche R sei 0-blittrig. Dann gehbren zu einem Werte = und
einem Werte y 6 Werte z von dem auf der Fliche 1 ausgebreiteten Zweige z.
Diese Werte seien z,, z,,...2,. Bilden wir

g=0G—2)(z—2)...(2—2),
80 ist g eine ganze rationale Funktion von 2z und ihre Koeffizienten sind
fir die Umgebung von y=0 eindeutige Funktionen von y. Dagegen konnen
die Koeffizienten nicht eindeutige Funktionen von z sein fiir die Umgebung
von =0, wenn ¢>>1 ist. Denn wenn 2z den Nullpunkt einmal umkreist,
miissen die z,, 2, ... 2, in andere Funktionen iibergehen, da die Fliche R
in die von ihr verschiedene Fliche R™ iibergeht; erst nach c-maligem Um-
lauf von 2 um den Nullpunkt geht g wieder in sich selbst iiber. Es‘ werden

daher die Koeffizienten von g gewohnliche Potenzreihen von 2°. Sind
29,29, ... 2{" die Werte, die aus z,,2,...2, hervorgehen*), wenn z den

*) In welchen der Werte 2{”, 25, ... 2" dabei z.B. 2, iibergeht, hingt von dem

Werte ab, den y hat.
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Nullpunkt z-mal umkreist, so ist
9P =(—2") (z—2)...(z —2{)

die Funktion, die aus g hervorgeht, wenn 2 denselben Weg durchliuft.
Das Produkt

ﬁ’:g g(l) g(z) cee g(c"‘)

wird eine ganze rationale Funktion von z vom Grade bc¢ und ihre Koeffi-
zienten sind gewohnliche Potenzreihen von z,y. Wir nennen nun eine ganze
- rationale Funktion von z, deren Koeffizienten gewihnliche Potenzreihen von
z,y sind, zerlegbar fiir den Bereich von =0, y=0, wenn sie sich in ganze
rationale Funktionen von z zerlegen ldft, deren Koeffizienten wieder ge-
wohnliche Potenzreihen von x, y sind. Dann ist die Funktion F unzerlegbar.
Denn angenommen, F zerfiele in zwei Faktoren G und / der eben an-
gegebenen Art, und es sei 2z, eine Wurzel von (, dann wiirde z, bei be-
liebigen Umldufen von z und y in |2/<<7, |y|<<s immer wieder in eine
Wurzel von G iibergehen, da sich ja dabei G nicht dndert. Andererseits
aber kann dadurch z, in jede der bc Wurzeln von F iibergefiihrt werden.
Es muB daher 7 bis auf einen konstanten Faktor mit I identisch sein. Die
bc Wurzeln von F'=0 hingen in der Umgebung von =0, y=0 mit ein-
ander zusammen,
Sind durch die Flichen R, R", ... R“™" noch nicht alle Flichen R
erschopft, so gilt fiir die anderen Analoges. Und wir bekommen das Re-
sultat: Fiir den Bereich von 2=0, y=0 zerfillt die Funktion f(2), durch
~ deren Nullsetzen der Korper K definiert wird, in irreduktible Faktoren,

f(2)=FF,...F,_,.

§ 3.

Es geniligt, einen der Zweige von z, die durch die Gleichungen F'=0,
F,=0,... F,_,=0 definiert werden, zu betrachten, etwa den durch die
Gleichung F'=0 definierten. Wir verstehen also im folgenden unter z
jimmer den Zweig von z, der der Gleichung F=0 geniigt und auf den
Flichen R(z), R®(2),... B~V (2) ausgebreitet ist.

Die Verzweigungspunkte der b&-blittrigen Fliche R (x) seien
t(2), ,(2),... 4, (¥). Es gilt dann folgender Satz: Liegt an der Stelle { ein

39*
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Verzweigungspunkt der Orduung «—1, so ist ¢ ein Teiler von b und es
liegen g Verzweigungspunkte der Ordnung e¢—1 an der Stelle ¢ tiber ein-

ander. Die Fliche R (z) ist also mit anderen Worten eine Fliche, wie sie
zu einer Galotsschen Gleichung gehort. Zum Beweise nehmen wir an, daB an der
Stelle ¢, Verzweigungspunkte der Ordnungen «—1, #—1, ... iiber einander
liegen. Dann zerfillt die im Anfang von § 2 definierte Funktion g, auf-
gefaBt als Funktion von 2z und y, fir den Bereich von y=¢# in Fak-
toren vom Grade o, /3, ... in z mit Koeffizienten, die ganze Potenzreihen
von y—t, sind, und diese Faktoren sind insofern irreduktibel, als sie sich
nicht in Faktoren derselben Art zerlegen lassen. Aber die einzelnen Fak- -
toren lassen sich innerhalb des Gebietes |2/ <<, |yl<<Ts, in dem auch ¢ liegt,
in einander tiberfiilhren, da in diesem Gebiete die Wurzeln von ¢ alle mit
einander zusammenhingen. Das aber ist nur moglich, wenn die einzelnen
irreduktiblen Faktoren denselben Grad haben. Also ist, wie behauptet wurde,
o=/3=-... Ebenso folgt, daf auch x=0 fiir den von uns betrachteten
Zweig ¢ nur Verzweigungskurve einer Ordnung sein kann, etwa der Ordnung
a—1. Da dann bei einem.c-maligen Umlauf um den Nullpunkt R(z) in
sich selbst iibergeht, so ist @ ein Vielfaches der oben definierten Zahl c.
§4.

Es sei P(z,y) diejenige ganze rationale Funktion niedrigsten Grades,
- die die Faktoren y—¢,(x), y—t,(x), ...y—t(z) enthdlt. Ist dann y—¢ ein
Faktor von P von der Art, daB ¢ fir 2=0 verschwindet, so muf ¢ eine der
Funktionen ¢ sein. Ist ndmlich A die ganze wreduktible Funktion, die
y—t als Faktor enth#lt, so ist A ein Faktor von P, und wenn y—-¢ keine
Verzweigungskurve wiire, so konnte A fortgelassen werden und es wire I
nicht von moglichst niedrigem Grade. Sind die Glieder niedrigster
Dimension von P bei der Entwicklung nach Potenzen von z,y durch z teilbar,
und ist ferner x=0 eine Verzweigungskurve, so setzen wir D=xzPF, in allen
anderen Fillen D=P und nennen die so definierte Funktion D die zu R (2)
gehorende Verzweigungsfunktion. Sind die Glieder niedrigster Dimension
von D bei der Entwicklung nach Potenzen von x,y von der Dimension w,
so nennen wir 4 den Rang der Verzweigung von R.

Wir werden in Abschnitt III. zeigen, daB wir die Fille, wo u>1
auf die Fille ©«=0 oder w=1 zuriickfilhren konnen. Diese Fiille aber be-
handeln wir in Abschnitt II.
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II. Die einfachsten Fdlle.

§ 1.

1.) Es sei u=0. Es ist dann D=P und es muB P=1 sein. Die
Fliche R hat keinen Verzweigungspunkt. Die weitere Behandlung erfolgt
unter 2.).

2.) Es sei u=1. Es ist dann sicher D=PF und P enthilt bei der
Entwicklung nach Petenzen von z,y Glieder erster Dimension, also “das
Glied mit y oder x (oder beide). Kommt das Glied mit y vor, so setzen
wir P=y und nehmen als neue Veréinderliche z,y. Da y aus der Gleichung
P=Yy sich als gewthnliche Potenzreihe von z,y ergibt, so wird durch diese
Transformation nichts Wesentliches geéindert, und wir konnen daher von vorn-
herein annehmen, es sei P=vy. Es hat dann die Fliche B nur den Ver-
zweigungspunkt y=0. Dieser mufl von der Ordnung b--1 sein, weil sonst
die Blitter von [ nicht znsammenhingen wiirden. Unser Zweig 2 hat dann
die Verzweigungskurve y=0 und vielleicht noch die Verzweigungskurve 2=0,
sonst aber keine in der Umgebung von =0, y=0.

Kommt das Glied mit y in P nicht vor, so kommt sicher das Glied
mit # vor, es ist also das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension durch 2
teilbar, und daher ist xt=0 keine Verzweigungskurve; denn sonst wiire D=ax P
und also » gegen unsere Annahme gleich zwei. Wir fiihren statt 2 durch
die Gleichung P=z die neue Verdinderliche z ein. Dadurch wird wieder
nichts Wesentliches geiindert. Vor allem bleiben die Zusammenhangsver-
hiiltnisse der einzelnen z-Zweige ungeiindert, wihrend sich die Fliche R
allerdings #ndern wird. Unser Zweig 2z hat dann nur die Verzweigungs-
kurve =0 in der Umgebung von 2=0, y=0. Wir schreiben fiir Z
wieder . .

Alle in diesem Abschnitt zu behandelnden Fiélle konnen wir hiernach
dahin zusammenfassen, daB der von uns betrachtete Zweig z in der Umgebung
von 2=0, y=0 als Verzweigungskurven nur haben soll =0 und y=0. Die
erste sei von der Ordnung «— 1, die zweite von der Ordnung 6—1, wobei
nicht ausgeschlossen sein soll, daf « und & den Wert 1 haben,

Es wird unser Zweig z eine eindeutige endliche, stetige Funktion

1

von a° yz, also in eine gewohnliche Potenzreihe dieser Grofen entwickel-
bar, die uns alle Werte unseres Zweiges 2 fiir die Umgebung von 2=0,
y=0 liefert. Diese Potenzreihe schreiben wir so:
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. a f#
A1) 2=3, Q%5 Y5,
wo die a,, gewohnliche Potenzreihen von &,y sein sollen, und wo ferner
(2.) 0<e<<a—1, 0<<p<<b—-1.

In (1.) konnen einige der GrofBen a,, Null sein. Diese denken wir. uns
fortgelassen und verstehen also unter o, nur solche Zahlenpaare, denen
in (1.) wirklich vorkommende Glieder entsprechen. Die iibrigbleibenden
Zahlen «, /3 haben die Eigenschaft, daf der groBte gemeinschaftliche Teiler
der Zahlen o teilerfremd zu @ ist und der der Zahlen 5 zu 4. Denn sonst
wiren die Kurven 2=0, y=0 nicht Verzweigungskurven der Ordnungen
a—1, b—1, sondern niedrigerer Ordnung.

Fiir ein gegebenes Wertepaar 2, ¥ kann z offenbar hschstens ab Werte
annehmen, aber natiirlich in besonderen Fillen auch weniger. Nimmt 2
genau a b verschiedene Werte fiir gegebenes x,y an, so setzen wir einfach

3.) r=u y=1r’

Dann wird z eine gewihnliche Potenzreihe von wu,v.

Die hier benutzten HilfsgroBen w, v gehdren im allgemeinen nicht
dem Korper K an. Aber man kann statt ihrer immer Funktionen des
Korpers einfiithren. Es 146t sich nidmlich zeigen, daB es unter denjenigen
Funktionen des Korpers, die sich als gewohnliche Potenzreihen von u, v
darstellen lassen, immer solche gibt, deren Glieder niedrigster Dimension
sich auf » oder v reduzieren. Eine Funktion der ersten Art sei u,, eine
der zweiten v,, Da dann u, v gewohnliche Potenzreihen von u,, v, werden, so
konnen wir statt u, v die Grofen u,, v, einfihren. DaB sich die GroBen w,, v,
in der angegebenen Weise bestimmen lassen, miochte ich bei einer anderen
Gelegenheit beweisen.

§ 2.
Ist die Anzahl der verschiedenen Werte von z aus der Reihe (1.) des

vorigen Paragraphen fiir gegebenes z,y kleiner als a b, so kann es unter
Umstéinden brauchbar und praktisch sein, und zwar wegen der groSen Ein-
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fachheit, auch zu setzen

—_—a b
r=ut, y=1r"

aber es konnen dann zu verschiedenen Wertepaaren u, v dieselben Stellen
des Gebildes gehoren, und es ist infolgedessen sicher nicht moglich, u und v
in der Art wie eben durch Funktionen des Korpers zu ersetzen. Wir miissen
daher anders verfahren. Dabei benutzen wir zunichst GroBen, die nicht
dem'KGrper K anzugehoren brauchen. Damit wir diese aber einfach durch
GroBen des Korpers ersetzen konnen, wihlen wir sie immer so, daf zu
verschiedenen Werten der benutzten Hilfsgrofen verschiedene Stellen des
Korpers gehoren.

Es sei m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und d der groBte
gemeinschaftliche Teiler von «, . Es sei ferner a=da'd, b=0'd, so daB
also o', ' teilerfremd sind. Dann setzen wir zuniichst

@) v=af, y=yi,

so daB wir bekommen

- P
®.) Z=20p 0 V21 Yl
Das diirfen wir; denn zu verschiedenen Wertepaaren z,,y, gehoren auch

verschiedene Stellen z,y,2. Es gehore niimlich etwa zu den Wertepaaren
a,y, und 7, vy, dieselbe Stelle. Dann folgt aus (4.)

=08, Yi=0Y,

wo w, eine ¢'-te und w, eine b'-te Einheitswurzel ist. Sollen nun aber die
beiden Stellen tibereinstimmen, so miissen sie auch in allen zugehorigen
Werten von z fibereinstimmen. Daraus folgt, da fiir alle in (5.) vor-
kommenden Zahlenpaare e, 3

al

CRE

wl w2=1

sein muB. Erheben wir dies zur Potenz 0'd, so folgt w{*=1. Da aber
der griofBte gemeinsame Teiler der ¢ und ebenso &' zu a' teilerfremd sind,
so geht das nur, wenn w,=1 ist. Ebenso folgt, daB w,=1 ist, so da8 also
=2, y,=y, wird. '
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Wir konnen jetzt die Reihe fiir z etwas einfacher schreiben, nimlich

a
(6') 2=2,4 baﬁ'/‘”'f ¥4

wo die b gewdhnliche Potenzreihen von 2, y, sind und wo die Exponenten
a, (3 jetzt den Bedingungen

(7 0<e<d—1, 0<B<<d-1

geniigen. Da die fritheren Zahlen o die Eigenschaft hatten, daB ihr groBter
gemeinsamer Teiler zu a teilerfremd war, so haben die in (7.) vorkommenden
Zahlen o die Eigenschaft, daB ihr grofter gemeinsamer Teiler zu d teiler-
fremd ist. Ebendie Eigenschaft haben die /.

Es sei ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel. Dann sind alle Werte,
die z fiir gegebenes z,, y, annehmen kann, in der Form enthalten

a__ ' .
8. 2, ==, 50,58 TH#F Y yp, (Lu=01,...d-1)

Von diesen ¢* Werten sind dann und nur dann zwei z;,, und 2, einander
gleich, wenn fiir alle in (6.) vorkommenden Zahlenpaare «, [

(=i ot (W —u)F=0 (@),

Es sind also unter den d? Griofen (8.) so viele immer unter einander
gleich, als es Zahlenpaare 4, u gibt, deren beide Zahlen nicht negativ und
kleiner als d sind, und fiir die

9) hatuB=0 (d).

Es seien 4, u; A, py; ... diese Paare. Der grofte gemeinsame Teiler, den die
GroBen A, 4;,... mit d gemeinsam haben, sei ' und es sei d=J'd. Dann
ist der groBte gemeinsame Teiler, den die GroBen u,u,,... mit d gemeinsam
haben, auch ¢'. Denn aus (9.) folgt, daB J' in w3 aufgeht, also in pu,
da der groBte gemeinsame Teiler der 7 zu d teilerfremd ist. Daher ist die
Kongruenz (9.) nur so zu losen, daB A und w« durch O’ teilbar sind. Wir
setzen

(10) ‘ "”-1:56’7 ‘yl':’]""

Das diirfen wir; denn zu verschiedenen Wertepaaren §,n gehoren verschie-
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dene Stellen des Gebildes. Gehort nimlich zu den Wertepaaren &, 7% und

E, 7 dieselbe Stelle =, Yy, %, 80 folgt zuniichst aus (10.), daB &= éw*, 7 =nw*
sein muB, wo w eine J'-te Einheitswurzel ist. Ferner miissen aber auch die

verschiedenén Werte von z, die zu &7 und &, 7 gehoren, ‘einander gleich
sein. Daraus folgt, daB fiir alle in (6.) vorkommenden Zahlenpaare «, /3
die Kongruenz

ratup=0 (d)

bestehen muB. Das aber ist, wie wir gesehen haben, nur so moglich, da8
4 und u beide durch &' teilbar sind, so daB E=¢& und =7 wird.

§ 3.
Wir konnen jetzt die Reihe fiir z wieder etwas einfacher schreiben,
nimlich in der Form

(11.) o=, 0., VE7

wo die ¢ gewohnliche Potenzreihen von & 7 sind und wo die Zahlen «, 3
jetzt den Bedingungen

0<e<<d—1, 0<<B<O-1

geniigen. Dabei haben sowohl die in (11.) vorkommenden Zahlen ¢ als
auch die 3 die Eigenschaft, daB ihr grioBter gemeinsamer Teiler teilerfremd
zu O ist. Ferner gibt es nach dem vorigen zwei unter sich und zu J teiler-
fremde ganze Zahlen [, m, so daB fiir alle in (11.) vorkommenden Zahlen-
paare o, 3 die Kongruenz

(12.) la+mpB=0 ()
gilt. Die 0° Werte, die 2 fiir gegebenes §,7 annehmen kann, ergeben sich
hieraus zu je J einander gleich, sodaB nur J von einander verschieden sind,

und es folgt also, daB z fiir gegebenes x,y statt ab nur ab. verschiedene

J
Werte hat.

Wollen wir & 7, 2z als ganze Potenzreihen zweier Griofen u, v dar-
b
stellen, so ist es am einfachsten, wir setzen

(13.) §=utvh, p=uruvm,
Journal fir Mathematik Bd. 133. Heft 4. 40
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WO 4, Ay, p, i, ganze positive Zahlen sind, die so zu bestimmen sind, daB
z eine ‘gewohnliche Potenzreihe von wu, v wird und da8 zu verschiedenen
Wertepaaren u, v verschiedene Stellen des Gebildes gehoren. Dazu ist zu-
niichst notwendig, da8 die Kongruenzen bestehen '

a4 atuB=0 (9), hetwpB=0 (),

und zwar fiir alle in (11.) vorkommenden Zahlenpaare e, 3. Diese Be-
dingungen konnen wir in eine zusammenfassen. Da der grofte gemeinsame
Teiler der o zu O teilerfremd ist, lassen sich ganze Zahlen g,; so be-
stimmen, daB '

A==, 59,50

zu o teilerfremd ist. Setzen wir ferner

bzza,ﬁgaﬁﬁ)j
so folgt aus (12.) :

(15.) la+mb=0 (J)

und daraus, daB auch b zu J teilerfremd ist. Wir konnen dann die Be-
dingung (14.) durch die Bedingung '

(16.) la+ub=0 (J)

ersetzen. Denn aus (15.) und (16.) folgt, da a und b teilerfremd zu J sind,
daB die Determinante ‘

(17.) lu—mi=0 (J).
Hieraus und aus (12.) ergibt sich |
m(ietu)=luct+muBf=u(leat+mp)=0 (),
also, da m zu ()‘ teilerfremd ist, die Bedingl;ng (14.). Setzen wir daher
(18) C=VEp,

g0 wird durch (13.) z dann und pur dann eine gewohnliche Potenzreihe von
u, v wenn durch (13.)  rational wird, wenn also 2, ,, u, u, den Kongruenzen
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(19.) ra+ub=0 (), Hatub=0 ()

geniigen. - : _ -
Nun sollen aber auch zu verschiedenen Wertepaaren u, v verschiedene
Stellen des Gebildes gehoren. Da die in (11.) vorkommenden Wurzeln

(;/W bis auf ganzzahlige Potenzen von § und 7 gleich Potenzen von I
sind, so ist diese Bedingung erfiillt, wenn zu verschiedenen Werte-
paaren u, v verschiedene Wertetripel §, n, gehoren. Das ist :sicher der
Fall, wenn durch &, 7, { die GroBen u, v eindeutig bestimmt sind, wenn es
also ganze Zahlen a, b, c; ay, by, ¢, gibt, so daB

(20.) u=Enl, v=gughia

wird. Um die Bedingungen dafiir aufzustellen, schreiben wir die Kon-
gruenzen (19.) als Gleichungen in der Form

(19') hatub=rd, rsatub=»Jd.
Dann wird
(18') C=u"v™,

Die Gleichungen (20.) sind nun identisch mit

ak +bu +cv =1, ad +bu +cv.=0,

21. ,
@1 ab+bu,+cvi=0, ad+bu,+cv,=1.

Sollen diese Gleichungen losbar sein, so ist notwendig und hinreichend, daB
die Unterdeterminanten der Matrix '

Y 1/>
22.
(22.) (11 Loy ¥y

keinen gemeinsamen Teiler haben. Es heife die Unterdeterminante, die
durch Fortlassen der ¢«ten Kolonne entsteht, #,. Dann ist nach (19'.)

(23.) dya=—4,0, 45=d,0.

Es muB also 4; durch O teilbar sein. Hiitte aber 4; noch einen anderen

- Faktor, so ginge dieser in 4, und 4, auf, wiire also gemeinsamer Teiler

von 4,, 4,y 4,. Daher ist 4;=+J. Dann aber haben 4,, 4,, 4, keinen
40*
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gemeinsamen Teiler; denn aus (23.) folgt jetzt a=F 4,, b=+ 4,, und a und b
sind teilerfremd zu J=+.,. Wir nennen zwei Zahlenpaare a,u; i, u,,
die allen Anforderungen geniigen, zu einander adjungiert, und zwar nennen
wir, wenn 4;=Aip,—lpu=+0 ist, 2, das erste und i,,u«, das zweite Paar.

§ 4
Nun liefert uns aber eine Entwicklung, wie wir sie fiir z mit Hilfe
von (13.) erhalten, nicht alle Werte von 2. Es geniigt aber, wie wir jetzt
zeigen wollen, eine endliche Anzahl derartiger Entwicklungen. Wir be-
weisen zunichst folgenden Satz. Es seien i, # zwei ganze Zahlen, die
folgenden Bedingungen geniigen

1) A>0, >0,
(24.) 2.) La+ub=vd, wo » eine ganze Zahl,
3.) 4, u, v teilerfremd.

Dann liBt sich zu i, « als erstem Paar ein adjungiertes 4,, u, als zweites
80 bestimmen, daB 0 <<, <<, 4;>0 ist. Um diesen Satz zu beweisen,
haben wir nach dem vorigen die Zahlen A,, #, 80 zu bestimmen, da8 sie
den Bedingungen geniigen

L) 0<<i, <<, p,>0,
(25.) IL) a4 u,b=0 (J),
IIL) Apy— 4, =34,
Die Zahlen 4,4 konnen einen gemeinsamen Teiler J; haben. Dieser muf
aber ein Teiler von & sein, da. aus (24.) 2.) folgen wiirde, daB er sonst
auch in » aufgeht. Dieser Teiler ist nach (24.) 3.) teilerfremd zu ». Es
sei 0=10,0,, A=24'd,, u=u'd,.
Es seien A%, u zwei ganze Zahlen, die der Bedingung

1:”'(0)_“'1(«1):0\2
gentigen. Sie seien so gewiihlt, daB 1’ nicht negativ und moglichst klein,

also kleiner als 4, ist. Dann liBt sich jede Losung von (25.) IIL) in der
Form schreiben

(26) =04l =g,

wo g eine ganze Zahl ist. Hieraus folgt



Jung, algebraische Funktionen von x,y in der Umgebung von z=a, y="5. 308
(27.) La+4u,b=2a+u®b ‘|"g"2 v.
Es ergibt sich aber aus den Kongruenzen

pOV—1Ou =0 (&), ak+bu'=0 (d),

1

da ', u' zu d, teilerfremd sind, daB die Determinan_te

A0+ u®b=0 (d,).

Daher ist nach (27.) 1,a+4u,b jedenfalls durch J, teilbar. Da aber » zu
J, teilerfremd ist, so 1iBt sich in (27.) g so bestimmen, da8 A,a+ «,b durch
d,0,=4 teilbar wird. Dabei konnen wir noch annehmen, da8 g kleiner als J,
und nicht negativ ist. Die sich so ergebenden Zahlen 4,, u, erfiillen dann
gsicher die Bedingungen (25.) 1.) und IIL), aber auch die Bedingung I1.); denn
zuniichst ist 2, >0 da 2°>0 und ¢>0, ferner ist aber 2"<T1', g<<d,,

- also 4, =4" 4 g4'<<1 =0, und schlieBlich folgt aus IIL), daB u,= 6'“ frhl—o.

Damit ist aber unser Satz bewiesen.
Wir gehen nun von dem Zahlenpaare

=0, wu,=0

aus, das die Bedingungen (24.) erfiillt, und bestimmen dazu ein zweites ad-
jungiertes Paar 1,,,, so daB 4,<Zi. Ist 2,40, so konnen wir, da dann
auch 4, 4, den Bedingungen (24.) gentigen, zu ,, u, ein zweites adjungiertes
Paar i,, 4, bestimmen, und zwar so, daB 4,<<4,. Istauch 4,40, so konnen
wir fortfahren. Wir erhalten auf diese Weise eine Reihe von Zahlenpaaren
A;, Uz, von denen immer zwei auf einander folgende zu einander adjungiert sind,
und zwar ist immer von zwei adjungierten Zahlenpaaren das frithere das
erste und das spitere das zweite Paar. Diese Reihe muB abbrechen, da
die positiven Zahlen ; immer kleiner werden, so daB schlieSlich ein , auf-
tritt, das Null ist. Dies sei 4,. Setzen wir

R VRPN ¥ -
E—-u'.‘ lvit, n= u:“s I'U‘F', (i=1,2,...n)

1

so wird fir jede dieser » Annahmen z eine gewohnliche Potenzreihe von
u;, v;. Diese Entwicklungen von z nennen wir der Reihe nach die erste,
zweite, bis n-te Entwicklung von z. - ‘



304 Jung, algebraische Funktionen vori z,y in der Umgebung von &=a, y=6'.

Es konvergiere die Reihe fiir z in dem Gebiete [5|<<g, |7|<<o.
Dann miissen wir die GroSen wu,, v, so beschriinken, daB &, 7 sicher in dem
Gebiete |§<<g, [7|< o bleiben. Das ist' der Fall, wie man' sich leicht
durch Ausrechnung iberzeugt, wenn wir die Grofen v, v; den Bedingungen

‘ufi(’é G—li.('*m’ ’v.*'aé ghi—1 M-

unterwerfen, Geben wir § einen festen Wert im Gebiete [§/<To, so liefert
uns die ¢-te der Entwicklungen fiir z alle Werte von z fiir diejenigen
Werte von 7, die den Bedingungen

M
749

u)® = %,go‘lgp“i, d. h. lnlgalg
- i1
'viléz g-[;::: Saii—xg-—m_x, d. bh. W'é“'s' A1

geniigen. Wir setzen der Ubersichtlichkeit halber

)
Ti:o_lé Ty - (i=0,1,...n)

e

so daB also wegen u,=0 und 4,=0
=0 und 7,=0

wird. Da allgemein 4,_, ¢, —u,_, 1, =7, so folgt

Pi _Mima O
Ai Aimr o Aidiey
und, da alle GroBen positiv sind,
M Hiza
[ T
Daher ist fiir £l <o
el Hi—1
- o
Ti—1 (] !

G=T(l>Tl>T2>'">Tn=O'

Die erste Entwicklung fir z gibt uns daher, wenn § im Gebiete [§| <<¢
gegeben ist, alle Werte von z fiir diejenigen Werte von n, fiir die
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o=z,
die zweite Entwicklung fiir diejenigen Werte von 7, fir die
| n>h=n
usw. und schlieBlich die n-te Entwicklung fiir diejenigen Werte von #, fiir die
T s >[7|=>0. |

Alle Entwicklungen zusammen geben uns also fiir irgend einen Wert von &
in §<o alle Werte von z fiir-die Werte von # in |n<Zo.

Es sind noch die GroBen wu;, v; durch GroBen des Korpers K zu
ersetzen. Nun gelten folgende Sitze, die ich bei anderer Gelegenheit be-
weisen mochte. Es lassen sich Funktionen &, #,,5, aus K so bestimmen,
daB sie sich von &, 7, um Faktoren unterscheiden, die sich, wenn wir fiir z
die Reihe (1.) des § 1 einfiihren, als gewdhnliche Potenzreihen von za, 4 dar-
stellen lassen, die fir x=y=0 nicht verschwinden. Nun waren aber die
HilfsgroBen w;,v; so gew#hlt, daB sie sich in der Form darstellen lieBen

ui=§gi77hi;ki’7 vi=§a,-776,-'gc,-’
wo die Exponenten von §&,7,( ganze Zahlen sind. Setzen wir
w=&ini v =&y,

so wird

I

i=u:‘Eli7

<

=”iE2.',

i

wo B, und E,; gewohnliche Potenzreihen von wu,, v; werden, die fiir v,=v,=0
nicht verschwinden. Daher werden die w«;, v; auch gewthnliche Potenzreihen
von u;, v; und konnen durch die Funktionen v, v, des Korpers K ersetzt
werden.,

§ 5.

Ein einfaches Beispiel hierzu ist
c=i/F7.

Hier haben wir /=5, a=3, b=1. Wir finden der Reihe nach
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=0, 4=3, Ai=1, i;=0,
”0=07 Hl=19 ‘ .“z,§2, : .u3=51

haben also zur ganzen Darstellung von  in der Umgebung von =0, =0
die drei Entwickelungen:

I.) ' \§=uiv}1 7]= vl_’ §=u§v}1
II-) §=u§v,, '17=u,v§, C—‘——ugvh
I1L) E=u; , n=u3v}, T=usv;.

III. Der allgemeine Fall.
§ L

Es sei kurz an die Definitionen des § 4 des Abschnittes I erinnert.
Es seien ¢ (2) die Verzweigungsstellen von E(z). Es sei wieder P(z,y) die
schon am Ende von Abschnitt I. definierte ganze rationale Funktion niedrigsten
Grades, die die Faktoren y—i(z) enthilt. Ist das Aggregat der Glieder
niedrigster Dimension von P bei der Entwicklung von P nach Potenzen
von z,y durch x teilbar und ist ferner £=0 eine Verzweigungskurve, so
setzten wir £ P=D, in allen anderen Fillen P=D und nannten die so de-
finierte Funktion D die zu E(2) gehirende Verzweigungsfunktion. Die
Glieder niedrigster Dimension von D in 2, y seien von der Dimension .
Diese Zahl u« nannten wir den Rang der Verzweigung, Die Fille u=0
oder =1 haben wir im Abschnitt IT erledigt.

Wir nehmen daher #=1 an und zeigen, dal man diesen Fall auf
die einfachen Fille des Abschnittes II zuriickfilhren kann.

Wir fiihren statt x,y neue Veriinderliche & n ein durch eine lineare
Transformation mit nicht verschwindender Determinante, Der Umgebung
der Stelle 2=0, y=0 entspricht dann eindeutig die Umgebung der Stelle
§=0, n=0. Auch sind die Zusammenhangsverhiltnisse der z-Werte fiir die
beiden Umgebungen dieselben. Dadurch gehe D in 4 iiber. Die Trans-
formation soll so gewihlt werden, daB in o die Glieder mit &, #* vor-
kommen. In dem Falle, wo in D das Glied * vorkommt, nehmen wir
bei der Transformation x=§; wir konnen dann immer noch erreichen, da8
in 4 die Glieder mit &, 7* vorkommen.
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Fir die neuen Verinderlichen gelten dieselben Uberlegungen wie
fiir die Vertinderlichen z, y. Die Projektionen der Verzweigungskurven fiir
die neuen Verinderlichen werden uns, soweit sie durch die Stelle §=0, =0
hindurchgehen, bei unseren Festsetzungen tiber D und die lineare Trans-
formation, gegeben durch 4 =0, wozu noch §=0 kommen kann.

Wir beschriinken &, n auf ein Gebiet |§|<<g, |y <<o und denken uns
die Werte von z fiir einen bestimmten Wert von & wieder auf einem Stiick
einer Iiemannschen Fliche, das den Punkt n=0 umgibt, ausgebreitet. Wir
bezeichnen dies Stiick mit P(§). Es habe 3 Blitter. Die Verzweigungs-
punkte dieser Fliche P finden wir durch Zerlegung von 4. Es sei

d:"(’l"‘%)@ =) =9 E,

wo E eine Einheit fir §=0, n=0 ist und wo die 9; fiir §=0 verschwinden.
Dann sind die $; die Verzweigungspunkte von P, wenn nur ¢ und ¢ passend
gewihlt sind. ‘

Nach unseren Voraussetzungen beginnen die Potenzreihen &; mit der
ersten Potenz von § Im genaueren sei

=08+ a; 8+ a;, 8% + -, a<<a<ls<..)

wo die «; nicht Null sind.

Wir setzen
17 = §w.

Dadurch wird die Fliche P auf eine Fliche abgebildet, die die
w-Ebene in der Umgebung des Nullpunktes 3-fach iiberdeckt. Wir bezeichnen
sie mit W(&). Die Abbildung besteht in einer Drehung um den Nullpunkt
und einer Ahnlichkeitstransformation und ist natiirlich von & abhiingig. Die
Verzweigungspunkte von W entsprechen den Verzweigungspunkten von P,
sind also die Stellen §~'9; oder, wenn wir setzen

a;, 57 ay, §‘““+---=t§1), - G=1,2,... 1)

die Stellen ¢+ .
Die u GroBen o; konnen alle oder zum Teil einander gleich sein. Es
seien etwa die ersten 4 unter einander gleich, also gleich @, und die letzten
Journal fir Mathematik Bd. 133. Heft 4. 41
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u—14, also gleich a,. Dieser Fall gentigt, um den allgemeinen Fall deut-
lich zu iibersehen. Da die Funktionen ¢" fiir § =0 verschwinden, so liegen
die Verzweigungspunkte in der Umgebung der Stellen «;, mithin der beiden
Stellen @, und a,. Wir konnen daher um diese Punkte Kreise mit den
Radien 7} und 7, beschreiben, so da8 fiir |§|<C¢ die Punkte §'9,,5§7'9,,...§7'%,
innerhalb des ersten und die Punkte §7'9,,,,§7' 9, ,,...§7'3, innerhalb des
zweiten Kreises bleiben. Ferner zeichnen wir einen Kreis mit dem Ra-
dius 7, um den Nullpunkt, der die beiden anderen Kreise einschlieft. Wir
wollen die beiden Kreise um @, und a, so w#hlen, daB sie sich nicht
schneiden, was bei hinreichend klein gew#hltem ¢ moglich ist. Es seien
ferner 7, und ¢ so gew#hlt, daB fiir |w| <7} und |§ <Co sicher |y <<o wird.
Die drei Kreise denken wir uns jin der Fliche W in jedem ihrer [ Blitter
gezeichnet. Das von den 3 /3 Kreisen eingeschlossene Gebiet heile G'.
Wir zeichnen ferner um die Punkte a,, ¢, und den Nullpunkt Kreise mit
den Radien 7, >7{,7,>7, und »,<7;, die sich nicht schneiden, und deren
letzter die beiden ersten einschlieft. Das von ihnen begrenzte Gebiet
heiSe G. Die Gebiete G, G' bestehen aus 3 kongruenten in den
(3 Bldttern von W tiber einander liegenden Stiicken. Ihre Gestalt ist von &
unabhiingig. Dem Gebiete G' entspricht in der Fliche P ein Gebiet, das
wir I' nennen; es besteht auch aus 3 kongruenten Stiicken, deren jedes
von drei Kreisen begrenzt wird, nimlich von drei Kreisen um die Stellen
a,§, @,§ und den Nullpunkt mit den Radien »,§,,§,7,§ Dies Gebiet hiingt
von & ab und wird gleichzeitig mit [ unendlich klein. Es liegt zufolge der
iiber 7, und ¢ gemachten Voraussetzung fiir jedes §, fiir das |§ <<, ganz im
Gebiete l7]<<o. Wir bezeichnen ferner das durch die [ Kreise mit dem
Radius 7, um @, begrenzte Gebiet von W mit G, und das durch die 3 Kreise
um ¢, mit dem Radius 7, begrenzte Gebiet von W mit G,. Die G,, G,
in P entsprechenden Gebiete nennen wir 7y, I,. Das Gebiet von P, das
noch nicht benannt ist und das auBerhalb der 7 um den Nullpunkt mit dem
Radius 7,/¢| beschriebenen Kreise liegt, heiBe I},

) § 3.

Das Gebiet I Wir konnen das Gebiet G mit einer endlichen An-
zahl von Kreisen ganz tiberdecken, die zwar die Grenze von G schneiden,
aber nicht die von G'. Es liegen dann in keinem dieser Kreise flir |§/<<¢
Verzweigungspunkte, da diese nach unseren Voraussetzungen fiir |§ <C ¢ nicht
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aus den Gebieten G,, G, herauskonnen. Einer dieser Kreise sei 4. = Im
Innern. dieses Kreises ist z eine algebraische Funktion von w und &, die
hochstens die Verzweigungskurve §=0 hat. Wir haben also den Fall 1.)
von Abschnitt II, § 1. Die Entwicklung, die wir nach dem dort angege-
benen Verfahren fiir z bekommen, kann uns iibrigens unter Umstéinden auBer
den in dem Kreise £ ausgebreiteten Werten von z auch solche Werte von z
liefern, die in einem oder mehreren der tiber oder unter £ liegenden, mit &
kongruenten Kreise ausgebreitet sind. Denn, wenn auch diese einzelnen
Kreisflichen fiir konstantes & nicht mit einander zusammenhingen, so ist es
doch nicht ausgeschlossen, daB sie durch Variieren von ¢ in einander iiber-
gefithrt werden konnen. Da fiir jeden der das Gebiet G iiberdeckenden
Kreise Gleiches gilt, so konnen wir alle im Gebiete G, also auch alle im
Gebiete I', ausgebreiteten Werte von z in der am Schlusse der Einleitung
angegebenen Weise darstellen, und zwar fiir jedes §, fiir das |§<<eo.

Das Gebiet I, Wir konnen nach den Resultaten von Herrn Hensel
einen Teil des von uns betrachteten Zweiges 2z nach Potenzen von § ent-
‘wickeln mit Koeffizienten, die algebraische Funktionen von # sind. Da §=0
eine Verzweigungskurve sein kann, so kann diese Entwicklung nach ge-

* brochenen Potenzen von & fortschreiten, etwa nach Potenzen von ’g‘ﬁ. Die
Koeffizienten lassen sich nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von #
entwickeln und konnen negative Potenzen von 7 enthalten. Denken wir uns
7 als konstant, so wird z eine algebraische Funktion von § allein. Die Ver-
zweigungspunkte dieser Funktion bekommen wir, indem wir die Funktion 4
in folgender Weise zerlegen '

A=(E=0)E=0)...G—0)E,

wo E eine Einheit ist und wo die 6, Potenzreihen von # sind, die fiir =0
verschwinden. Dann sind die Verzweigungspunkte die Stellen 6;, zu denen
noch, wenn §=0 eine Verzweigungskurve ist, die Stelle §=0 kommt. Es
ist aber

0,.=a;'17)+...’

wo die ¢; die in den Entwicklungen der Verzweigungspunkte (&) von P

vorkommenden Anfangskoeffizienten sind. Da die GroBen «; der Bedingung

la << 7, geniigen, so kann man o so klein gewihlt annehmen, daB
41*
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fir Jyl << o alle Verzweigungspunkte auBer & = 0 auBerhalb des um den
Punkt §=0 mit dem Radius |7/ beschriebenen Kreises liegen. Die Reihe
fir z konvergiert dann innerhalb dieses Kreises, d. h. also wenn

& <<|nl75*  oder

$
n

<7t Inl<<o.

Schreiben wir daher die Reihe als Potenzreihe von % und ihre Koeffizienten

als Potenzreihen von 7, so wird sie eine im allgemeinen nach gebrochenen
Potenzen dieser GroBen fortschreitende Reihe, die aber keine negativen
Potenzen mehr enthilt, da sie sonst nicht in dem ganzen angegebenen Gebiet
konvergieren konnte. Wir setzen ’

. .
El“”n N=Y1,

dann wird z eine Potenzreihe von z,,7,, und diese stellt uns Werte von z
dar, die in dem Gebiete

<o, Il > |&r

ausgebreitet sind, also im Gebiete 7|, Jedoch bekommen wir eventuell nur
die auf einem oder mehreren, aber nicht allen, der A Bliitter, aus denen I,
besteht, ausgebreiteten Werte von z. Fir die auf den anderen Stiicken aus-
gebreiteten Werte z gilt aber analoges. Die so erhaltene Reihe -ist nach
Abschnitt IT weiter zu behandeln.

§ 4.

Die Gebiete I', und I',, Es geniigt, von diesen beiden Gebieten eins
zu betrachten, da fiir das andere analoges gilt. Wir betrachten das Gebiet
I, oder statt dessen das Gebiet G,. Damit dem Mittelpunkte a, des Gebietes
der Nullwert der Variablen entspricht, setzen wir w=a, 4y, und der Gleich-
miBigkeit wegen §=z,. Das Gebiet G, kann in mehrere fiir konstantes z,
nicht zusammenhiéngende Teile zerfallen, die aber eventuell zum Teil oder
alle in einander iibergefilhrt werden konnen durch Variieren von ;. Diese
Teile sind einander kongruent, da die Fliche ¢; nach dem am Schlusse
von § 2 des Abschnittes I bewiesenen Satze folgende Eigenschaft hat.
Liegt an einer Stelle von G, ein Verzweigungspunkt der Ordnung «—1, so
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ist o« ein Teiler von 3 und es liegen an der Stelle g Verzweigungspunkte

der Ordnung «—1 iiber einander. Wir betrachten eins der Gebiete, in die
G, bei konstantem z, zerfillt, und nennen es R, (x,). Fiir die anderen Teil-
gebiete von G, gilt analoges wie fiir R,

-Das Gebiet £, hat vollkommen die wesentlichen Eigenschaften des
-Gebietes B (2). Die zugehorige Verzweigungsfunktion erhalten wir aus 4,
indem wir darin fiir & # die neuen GroBen z,,v, einfihren. Es ist

§=ua,, n=a,(a,+y,).
Fiithren wir dies in 4 ein, 8o wird # durch a# teilbar. Es sei
4= P, (%, y,)-

Die Funktion P, entspricht dann der fiir das Gebiet B mit P bezeichneten
Funktion. Wir setzen wieder, wenn z,=0 eine Verzweigungskurve ist und
das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension in z,,7% von P, durch =z
teilbar ist, 2, P,=D,, in allen anderen Fillen P,=D, Es ist dann D,
_ die Verzweigungsfunktion von R,. Es handelt sich noch darum, den Rang p,
der Verzweigung des Gebietes R, zu bestimmen, Es seien die Glieder
niedrigster Dimension von P, von der Dimension 4, Nun sind die Glieder
der niedrigsten Dimension in 4

M—a§)—ad) ... (1—q,f)
oder nach unseren Annahmen fiiber die Grofen ay,a,,...a,
(’7““15)2(77_“/: EH—*,

Fihren wir hierin z,, y, ein und lassen den Faktor z% fort, so bekommen
wir folgende in P, vorkommenden Glieder

A u—1

3/1(“1"“,4"('%) .

Daraus folgt 4,<<a, Ist nun i,=A, so kommt in P, das Glied mit y» vor,
es sind also die Glieder niedrigster Dimension nicht durch z, teilbar, so
daB in diesem Falle D,=P, ist und der Rang u,=1. Ist 4,<<A, so kamn
D,=x,P, sein. Es ist aber jedenfalls «,<<i. Wir finden also u,<<2, und
da A<u, so wird :
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Das Gleichheitszeichen kann nur stehen, wenn i=gu ist, wenn also
die Glieder niedrigster Dimension in # die u-te Potenz einer linearen
Funktion von &,% sind und also die in D die u-te Potenz einer linearen
Funktion von &,y Ist u,<u, so ist eine Vereinfachung eingetreten. Das
Grebiet R, ist nun genan 8o zu behandeln, wie das Gebiet Z. Konnen wir
zeigen, daB der Rang der sich aus R, ergebenden Gebiete schlielich gleich
Null oder Eins werden mu8, so ist damit gezeigt, da8 wir schlieBlich auf
die Fille des Abschnittes II zuriickkommen, die sich auf die dort angegebene
Art behandeln lassen. Da der Rang, wie wir geschen haben, nicht gréBer
werden kann, so geniigt es zu zeigen, daB er nicht fortwihrend konstant
bleiben kann, Wir beweisen also im niichsten Paragraphen, daf es auf
einen Widerspruch fithrt, wenn wir annehmen, da8 der Rang fortgesetzt gleich
1t bleibt,

§ b.

Es sei also der Rang von R, wieder gleich x«. Das kann auf zwei
Arten eintreten. Zuniichst muf jedenfalls A=y sein. Ist dann die Dimension
der Anfangsglieder von P, auch u, so kommt in P, das Glied mit y¥ vor
und es ist dann D, =P, Das ist die erste Art. Ist ferner die Dimension
der Anfangsglieder von P, gleich u—1 und z,=0 eine Verzweigungskurve,
so ist D,=x, P,, und der Rang von R, wird auch 4. Das ist die zweite Art.

Wir zeigen zuniichst, daB die zweite Art hochstens einmal eintreten
kann, wenn der Rang fortwihrend gleich w« bleiben soll. Es geniigt, anzu-
nehmen, da8 die zweite Art gleich im Anfang auftritt. Es sei also D,=ux, P..
Da der Rang bei weiterer Transformation gleich u bleiben soll, so muB,
wie wir in § 4 sahen, das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension in D,
die u-te Potenz einer linearen Funktion sein, folglich, da D, den Faktor ,
enthédlt, von der Form cazi, wo c eine Konstante ist. Die Transformation,
die zu P, und D, fihrt und die der Transformation entspricht, die von z,y
(iiber &,7n) zu x,,vy, fihrt, konnen wir dann in der Form annehmen

x, =x; Y2y Y=, (Y, + konst.).

Soll der Rang auch bei der niichsten Transformation gleich x bleiben und
wieder der zweite Fall eintreten, so mu8 D,=ux, P, werden und es muf gerade
wie oben das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension gleich einer Kon-



Jung, algebraische Funktionen von z,y tn der Umgebung von x=a, y=>b. 313

stanten mal 2} sein. Das ist aber nicht miglich, da D, durch =z, teilbar ist
und also P, durch y,. Es tritt also der erste Fall ein, d. h. es wird D,=F,
und es enthiilt D, das Glied mit y4. Da aber die Glieder niedrigster Di-
mension in D, sich wieder auf die Potenz einer linearen Funktion von ,, v,
reduzieren missen, so sind sie also gleich einer Konstanten mal y%. Die
folgende Transformation kann daher in der Form angenommen werden

Xo=T3y Ys=2T3Y;.

Es wird dann die neue Funktion P, durch y, teilbar, so daB wieder nicht
der zweite Fall eintreten kann. Es wird D, = P;, und die Glieder niedrigster
Dimension in D, reduzieren sich auf y{ mal einer Konstanten. Es verhiilt
sich alles wieder genau wie bei D, und es kann daher auch bei der fol-
genden Transformation nicht der zweite Fall eintreten. So wiirde es weiter
gehen, und man sieht, wenn der Rang gleich s bleiben soll, so kann der
zweite Fall iiberhaupt nicht mehr eintreten.

Damit ist gezeigt, da8 der Rang nur dadurch konstant bleiben kann
daB unendlich oft der erste Fall eintritt. Wir zeigen jetzt, daB auch das nicht
moglich ist. Es sei also D,==PF,, und D, enthalte das Glied mit v}, so daB
der erste Fall vorliegt. Die Transformation, die zu P, und D, flihrt, ist
nach fritherem in der Form anzaunehmen

2 =8, 3/1:(CI§+77)’
§=£2, n =§(C2+3/2)1

wo ¢, und ¢, passend zu wihlende Konstanten sind. Daraus folgt

Ty =Ty, 3/1=(;y2+ bvx)wzy

wenn wir ¢;+¢,=b, setzen.

Es wird i
D=t P,.

Da wiederum der erste Fall eintreten soll, so enthilt P, das Glied mit 33
und es wird D,=PF,. Die nichste Transformation ist wieder von der Form

Xy =13, ?/2=(y3+ bz)xa,
und es wird
D2=%P3=.Z‘§‘D3.
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So geht es fort. Wir bekommen also folgendes Resultat. Es gibt eine un-
endliche Folge von Transformationen

Xy =1aq,, 3/1"—'—'@/2'*‘ bl)xﬂ
&y =1q73, 3/-2=<3/3+b2)w3,

&, =301y Y=+ b),,
o
aus denen folgt
D,=atD,, D,=atD;,... D,=w’,‘+1D,+,,
oder, da ja z, ,=a, ist,
Dy (2 y)=at" D, ;1 (®yy Yy 41)-

ag’“ =27” und daher
K3

Aus den Transformationsformeln ergibt sich

OD: _ -y 9Duis
— a0y IDre1

_5% OYr+1
Nun hat aber D und also auch D, nach Voraussetzung keine mehrfachen
Faktoren. Mithin konnen wir zwei ganze rationale Funktionen p und ¢
von ,,y, 80 bestimmen, daf

8D,
PD1+9—,9I =g(x)

gleich einer ganzen rationalen Funktion von z, allein wird. Fiihren wir hierin
die ersten » Transformationen ans, so wird die linke Seite mindestens teilbar
durch z7*—?, wihrend die rechte Seite unverindert bleibt. Da wir aber
die Zahl v und damit » (u —1), wenn @1, beliebig gro annehmen konnen,
so ergibt sich ein Widerspruch.

Es muB also schlieBlich der Fall eintreten, da8 man nur noch Gebiete
zu behandeln hat, deren Rang gleich Null oder Eins ist. Damit ist aber
der am Schlusse der Einleitung aufgestellte Satz bewiesen.
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