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SOUS-GROUPES DÉRIVÉS DES GROUPES DE NŒUDS 1

par J. C. Hausmann et M. Kervaire

Rappelons la caractérisation algébrique des groupes de nœuds en grandes

dimensions. Soient n un groupe et d un entier supérieur ou égal à 3. D'après

[K], il existe un nœud différentiable k: S
d

-> S d+2 avec

si et seulement si

(1) n est de présentation finie;

(2) n est clôture normale d'un de ses éléments;

(3) H x (n) = Z et H2H
2 (n) = 0.

Dans cette note nous étudions les groupes qui possèdent ces propriétés
et nous donnons une caractérisation de leur groupe dérivé [n, n].

La principale difficulté est d'élucider la condition de finitude imposée à

G = [n, n] par l'existence d'une présentation finie de n.

Ce problème est résolu à l'aide de la notion de présentation dynamique

que nous exposons dans un contexte plus général.
Le problème correspondant pour les groupes d'enlacements reste ouvert.

§1. Présentations dynamiques

Soient Hun groupe, /un ensemble d'indices et L = L r H
le groupe libre

sur l'ensemble { x i>a } avec iel,aeH.
Le groupe H opère sur L par translation du deuxième indice des géné

rateurs.On notera cette action S : H -» Aut (L), i.e.

i e /, a, b e H

Définition. Soit H un groupe. Une présentation H-dynamique de G

est une présentation de G de la forme

*) Présenté au Colloque de Topologie et d'Algèbre, Zurich, avril 1977.



telle que

On dira que la présentation dynamique est finie si les ensembles d'in
dicesI et J sont finis.

Remarque. Une présentation i7-dynamique d'un groupe G fournit
une action de H sur G induite par l'action de H sur le groupe libre LTL

T H .

Supposons maintenant que H soit de présentation finie. On a alors:

Théorème 1. Soit G un groupe muni d'une action du groupe H. Le

produit semi-direct n = G x H est de présentation finie si et seulement si G

possède une présentation H-dynamique finie qui induit l 'action donnée de H

sur G.

Preuve. Supposons d'abord n de présentation finie. On voit facilement

que l'on peut trouver une présentation de ndela forme n = <xu ..., x m ,

zlsz

l5 ..., z
n :Ru ..., R

r > telle que x u ..., x m représentent des éléments de G

et z u ..., z
n

des éléments de H.

Soient Xle groupe libre sur x l9 ..., x m
et p: X*H->n la projection

évidente. Soit Lle groupe libre sur l'ensemble { x ia }, i= 1, ..., metaeH.
On définit un homomorphisme X\L -» X * H par A,(x i>a

) = axfC
1

.

Il est clair que pX (L) c G. En fait, X est un isomorphisme de L sur

/?"
x

(G) a X*H.En effet, /?"
x

(G) coincide avec le noyau de la projection
X*H-»H. Donc tout élément de p"

1

(G) s'écrit de façon unique sous la

forme

avec 1? ..., gX-{ <? x }, a l9 ..., a N eHet a 2 , ..., / e H .

On va définir un inverse fi: p
x

(G) -+ LdeX. Sur X, /i est donnée par

fi (x t
) = x ie ,

où e=eH est l'élément neutre de H. Pour wep~
1

(G)

quelconque, on écrit w sous la forme canonique ci-dessus, et on définit

Comme X (S a x) =aX (x) a1 pour tout xeL,on vérifie immédiatement

que Xji = 1. De même fiX = 1.

Il en résulte en particulier que pX: L -> G est une surjection et que les

opérations de H sur L induisent la conjugaison dans n, donc l'action donnée

de H sur G.

Soient maintenant Zle groupe libre sur zlsz

l5 ..., z
n

et q: X*Z->X*//
la projection naturelle surjective. On a q (Rj) ep'

1

(G) pour j = 1, ..., r.



Donc il existe un unique élément R je = fiq (Rj) eL tel que X (R j>e
) =q (RJ).

On pose ensuite R jb =Sb (R jte ), de sorte que S
a

(R jib ) = R j>ab .

Assertion: G admet la présentation if-dynamique

avec projection de présentation pX.

Il s'agit de démontrer que Ker^A est exactement la clôture normale des

éléments R jtb9 j=l, ..., r, beH.
D'abord

Ensuite, si weKer/?A, il existe un élément Re X* Z tel que l'on ait

Aw = qR, puisque q: X * Z-»X* H est surjective. La relation pXw

= pqR = 1 montre que R représente 1 dans n, donc R est un produit de

conjugués des éléments Rj,j = 1, ..., r et de leurs inverses. Donc Xw = qR

est un produit de conjugués des q (Rj) =X (R jte ) et de leurs inverses.

Pour chaque terme UX(Rj
zJ) U' 1

, on peut écrire U= a 0
A

1 a 1 ...
ANA

N a N

avec Ai e X et a i e H. En utilisant

et

et l'injectivité de X, on voit que w est un produit de conjugués des Rj >a9

j = 1, ..., r, ae H, e = + 1.

Inversement, si G possède une présentation if-dynamique finie, soit

G=< x Ua
: Rj b>,i=l, ..., m, j=l, ..., s, qui induit l'action donnée

de H sur G, et si l'on se donne une présentation finie de H, soit H =

< zlsz

l5 ..., z
n

: i£ s+l , ..., R
r >, on obtient pour 7i = G x if la présentation

où a. est l'image de z • eZ par la projection de présentation Z H.

Soit :ii-^Zun système de représentants des éléments de H avec
W (e) =1. Les relations x Ua =W (a) x i>e

W (a)'
1

qui résultent des rela
tionsci-dessus permettent de se limiter aux seuls générateurs x u ..., x m9

z l9 ..., z
n avec x t

= x Ue .

Soient alors R*
tb

les relateurs obtenus à partir de Rj b par substitution
de Y (a) x t

W (a)' 1

pour x^ fl . Les relations S
a (R j>b ) = R jab entraînent

que R*
tb

= zRl e
z- 1 mod Ker {Z-+H}, où zeZ représente beH.



(On notera que les relations ux-u
1 = vx-v

1

,
si u et veZ représentent

le même élément de H, sont évidemment conséquences de Rs+l,R

s+l , ..., R
r

qui définissent H.) Il en résulte que n admet la présentation n — < x1?...,x

1? ..., x m ,

z1?z

1? ..., z
n

: R l9 ..., R
r >, où jR,. = i?*

e pour z = 1, ..., s.

§2. Groupes de nœuds

Il est maintenant facile de caractériser le sous-groupe dérivé d'un groupe
de nœud.

On note C le groupe cyclique infini de générateur z.

Théorème 2. Un groupe G est sous-groupe dérivé d'un groupe de nœud,

i.e. d'un groupe satisfaisant aux conditions (1), (2), (3) de l'introduction,
si et seulement si G admet une présentation C-dynamique finie avec auto
morphismeinduit a: G -> G tel que

(I) G est engendré par les éléments de la forme x.a(x x

), xeG;

(II) H2H
2 (G) est un Z C-module parfait, i.e. -1: H 2

G -> H 2
G

est surjective.

Note. La condition (II) s'exprime homologiquement par H o (C, H 2 G)

= 0. C'est sous cette forme que nous l'utiliserons.

Preuve. Soient n un groupe de nœud et z e n un élément dont la clôture

normale est n tout entier. On a n = G x C, où G = [k, n] et C est infini

cyclique engendré par z.

Comme n est de présentation finie, il résulte du théorème 1 que G

possède une présentation C-dynamique finie avec automorphisme a: G

- G donné par <r (x) = zxz' 1

.

On va voir que o satisfait aux conditions (I) et (II) du théorème 2.

(I) Si geG,g est un produit de conjugués de zetz x

,i.e.g = n^z B^ \

XiETt, avec S
f e^ =0. Comme x^zxf

1 = x^zz"^" 1

, on peut supposer
x t e G pour tout z. Or, avec xeG,ona

II en résulte facilement que tout élément de G s'écrit comme produit
d'éléments de la forme x . a (x" 1

) et de leurs inverses.



(II) La suite spectrale de Hochschild-Serre pour l'extension 1 -* G

-+ n-*C-*l,où H t (C, M) =0 pour / 2et pour tout Z C-module M,

fournit la suite exacte

où H 2
G est un Z C-module par l'action de C sur G définie plus haut.

(Cette action dépend du choix de z mais on sait que l'action induite sur

H* (G) ne dépend que de l'extension.)
Comme % est groupe de nœud, on a H2H

2 (ri) = 0, et ceci entraîne

H o (C, H2H
2 (G)) =o,ce qui équivaut à H 2

G parfait.

Réciproquement, si G possède une présentation C-dynamique finie

< xl>a,x

1>a , ..., x m>a
: R ltb , ..., R nb > satisfaisant aux conditions (I) et (II)

du théorème 2, on obtient comme au § 1 une présentation finie de n =

G x C de la forme

où x l9 ..., x m représentent des éléments de G, z engendre Cet l'automor
phismea: G -+ G induit par la présentation dynamique est donné par
g (x) = zxz~ x

.

Comme G est engendré par les éléments de la forme x . a(x
1

)

= xzx~ 1

z~ 1

,
il en résulte que n est la clôture normale de z, et aussi G

c [n, n].

Comme n s'envoie sur C avec noyau G, on a G = [n, n] et H 1 (ri) = Zj.

Il reste à vérifier que H2H
2 (ri) = 0.

La suite spectrale de l'extension l->G->7i-*C-»l fournit encore
la suite exacte

Mais H 1 (C, H 1 (G)) = 0 par un théorème de W. Dwyer [D], et la

condition (II): H o (C, H2H
2 (G)) = 0 entraîne H2H

2 (n) = 0.

Le groupe n satisfait donc aux trois conditions (1), (2), (3) de l'intro
duction.

Note. Le théorème de Dwyer est beaucoup plus général que le cas

particulier considéré ci-dessus, et sa démonstration utilise d'ailleurs la

démonstration directe de ce cas particulier.
Si M désigne le Z C-module H 1 (G), la condition (I) sur G implique

que M est un Z C-module parfait, i.e. c-l: M->M -> M est surjective.
D'autre part M est de génération finie sur Z C (finitude de la présentation



dynamique), et comme Z C est un anneau noethérien, il en résulte que
d

<j - 1 :M- M est aussi injective. Or, la résolution 0-^ZC-^ZC
AZ-+O, où rf(l) = z - 1 montre que H 1 (C, M) = Ker {a-1 :M
-* M } = 0.

L'assertion résulte aussi du fait que C est un groupe à dualité. (Cf.

[8.-E.].)

§3. Exemples

Quels groupes abéliens peuvent être sous-groupe dérivé d'un groupe de

nœud ?

Dans ce paragraphe on dira qu'un automorphisme g : G - G d'un

groupe abélien G est admissible si a—l:G->Geta—l: H 2
G -» i/ 2^

sont surjectifs.

Rappelons que H 2
G et la deuxième puissance extérieure A 2 G sont

fonctoriellement isomorphes. En effet, si l'on définit H 2
G par la formule

H 2
G =R n[F, F]/[R, F], où 1->R-»F->G-1 est une présentation

de G, alors [F, F] cz R pour G abélien et donc H 2
G = [F, F\/[R, F]. On

définit alors un isomorphisme /: A 2
G -> H 2

G par la formule f(g A g')

= [x, x'] mod [i?, F], où x, x' e F représentent g, g' e G respectivement.
La condition sur H 2

G est donc équivalente (pour G abélien) àla sur

jectivitéde A 2
a -1: A 2 G ~> A 2

G.

Considérons d'abord les groupes abéliens de type fini.

Notations. Si G est abélien de type fini, on notera T son sous-groupe de

torsion et F= G /T. On aT= ®
p

T
p , p premier, où T

p
est un /?-groupe,

et on notera

r G
= rang de F,

r G (P
n

) = nombre de facteurs isomorphes à Z/p n Z dans T
p

.

Théorème 3. Un groupe abélien de type fini G se présente comme sous

groupedérivé d 'un groupe de nœud si et seulement si

(1) r G # 1,2,

(2) r G (2 n
) / 1,2 pour tout n, et

(3) r G (3
n

) n 'est égal à1 que pour une valeur de n au plus.

Exemples. Z/2Z © Z/2Z et Z/3Z © Z/9Z ne sont pas des sous-groupes
dérivés d'un groupe de nœud. Par contre J. Levine démontre que ces groupes



apparaissent comme G /[G, G] avec G= groupe dérivé d'un groupe de

nœud. (Voir [L], et aussi [L2] pour d'autres résultats reliés au théorème 3.)

Il s'agit de démontrer qu'un groupe abélien de type fini possède un

automorphisme admissible si et seulement si il satisfait aux 3 conditions

du théorème.

On peut construire des automorphismes admissibles comme suit.

Soient /= f^-aj" 1 ' 1 - ... - a 2
t -a1 un polynôme à coefficients

entiers et a f l'endomorphisme de Z m donné par

où e u ..., e
m

est la base canonique de Z m
.

/ est le polynôme caractéristique de a f qui est donc un automorphisme
si et seulement sif(o) = aa

1
= ±1.

Dans ce cas, soit M f
le Z C-module Z m muni de l'action de C définie

par F automorphisme o f . On aMf =Z C/(/(z)).
Il est clair que a f - 1 est surjective (donc un automorphisme) si et

seulement si/(l) = ± 1.

On notera/* le polynôme (unitaire) réciproque de/, i.e.

Lemme 3.1. Soient f et g deux polynômes comme ci-dessus, i.e. / g

eZ [t], et /(0), g (0),/ g (1) = ± 1. Supposons qu'il existe des poly
nômesU, VeZ [t] tels que Uf* + Vg = \.

Alors, M f ®Mg muni de V automorphisme o f ®ag est parfait.

En particulier, si/ = g on conclut que A2A
2 M f , quotient du Z C-module

parfait M f ® M f ,
est lui-même parfait.

Preuve du lemme. Le polynôme caractéristique de a f ®ag est F

= Uij (t-oCiPj), où oouc v ..., oc
m resp. p l9 ..., fi

n
sont les racines de / resp. g.

Il s'agit de démontrer que F{\) = ± 1. Soit Kle corps des racines de/, g.

Les éléments alsa
l5 ..., a

m ,
j8 1? ..., F$

n
sont des unités de l'anneau A des entiers

de K. Il suffit de démontrer que F (Y) est également une unité, i.e. F{\) $P
pour tout idéal premier de A.

Or, UijÇi-oCiPj) = ± nn
u (a f

1-j1

-jS </
). Les éléments a x \ ..., a" 1 gA

sont les racines de/* dans K. Dire que II v (af
x - j8

y
) appartient àP c'est

dire que/* et g ont une racine commune dans le corps résiduel A/P, exten
sionde F

p ,
où Z

p =PnZ. Ceci contredit l'équation L/* +Vg= 1

lue mod />.



Cet argument montre que si l'on a seulement Vf* +Vg=c 0,

alors (M f /p m M f ) ® (M g
/p n M

g
) est parfait pourvu que p ne divise pas c.

On considère les 3 polynômes

et les modules correspondants M f ,
M

g , M h
de dimensions 3, 4, 5 respec

tivement.Ces modules sont parfaits. On les notera M 3 ,
M 4 ,

M 5 . De

plus,/, #, h satisfont à l'hypothèse du lemme. D'abord tout/ fc
= t2k+lt

2k+1

- t
k + 1 satisfait à l'identité

or f= fi, h = f 2 . On vérifie ensuite l'identité

et celles-ci:

qui montrent que tous les produits tensoriels M t ® M j9 i,j = 3, 4, 5 et

les puissances extérieures A2A
2 M h

i = 3, 4, 5 sont des Z C-modules par
faits.

Nous avons encore besoin du module M2M
2

= Z e-^ +Ze2 muni de

l'automorphisme o^ défini par G
(j)

e
1

= <??
2 > °><?2 =ei ~ei de polynôme

caractéristique (p = t2t
2 +t- \eZ [t].

Le module M2M
2 est parfait et on a y[ 2

7i/2 = Z avec l'automorphisme
AA

2

o^ =—1. Donc, a^ est admissible pour M 2 /3
n M 2 pour tout entier

positif n.

Soit alors G = F © T un groupe abélien satisfaisant aux hypothèses
du théorème 3. L'entier r G

= rang F, s'il est non-nul, est 3et peut donc

s'écrire sous la forme r G
= 3m

3
+ 4m 4 + 5w

5 avec m 3 , m^, m5m
5

0.

On munit F de la structure de Z C-module définie par m3m
3 M 3

+ m 4m
4 M 4

+ m 5m
5 M 5 . De même pour T2T

2 =©„rG (2
n

) . (Z/2 n Z), on a pour tout «,

r G (2
n

) =oou 3. On peut donc choisir une décomposition r G (2") =3a
+4b+sc avec a, b, c entiers 0. On imprime sur r G (2

n
)

. (Z/2"Z) la

structure de Z C-module définie par a (M 3 /2 n M 3
) + b (MJ2"M 4

)

+ c (M 5 /2 n M 5 ).



Pour T 3T
3 on procède de même avec les facteurs r G (3

rt
)

. (Z/3 n Z) lorsque

r G (3") 3. Si r G (3") = 2, on prend M 2 /3
n M 2 . Enfin, si r G (3") = 1,

ce qui ne peut arriver que pour une seule valeur de n au plus, on définit

a: Z/3"Z -> Z/3"Z par a (x) = - x.

Finalement, pour r p , /> 5, on utilise le lemme suivant.

Lemme 3.2. Pcwr towf nombre premier p 5, z7 wtz ewft'er a
p

#0,1,-1 mod /? te/ gn/e f(a p
) #o,#(^=£o, et h (a

p
) #0 mod p.

On définit p- p
: T

p
-> r

p par or
p

(x) = aa
p

x

.x mod/? e

, oiip e est l'exposant
de T

p . On voit que T
p

et yl 2 T
p

sont parfaits.

Preuve du lemme. Le polynôme/, g .
/z de degré 12 a au plus 12 racines

dans F
p

.
Si /? 17, il existe donc a

p #0,1,-let également différend

mod p des racines éventuelles de / '. g.h dans F
p . Pour p = 5, on prend

<z5z
5

= 2. Pour/> = 7, 11 ou 13 le nombre a
p

= 3 convient.

Il reste à vérifier que l'automorphisme a: G ->• G somme directe des

automorphismes construits ci-dessus, est admissible.

D'abord G est somme directe de modules parfaits, donc G est parfait.
A 2 G est somme directe de Z C-modules qui sont tous des quotients de

modules de l'un des types suivants, où z, j = 3, 4 ou 5:

(i) M t ®Mj 9 (v) (M 2 /3 m M 2 ) ® (Z/3"Z) ,

(ii) M, (g) (M 2 /3
n M 2

)
, (vi) yl 2^ pour/? s,et

(lii) (M 2 /3 W M 2 ) ® (M 2 /3
n M 2 )

, (vii) M t
(x) T

p pour p 5.

(iv) M, ® (Z/3"Z) ,

(Le type (Z/3 m Z) ® (Z/3"Z) n'apparaît /?o.y en vertu de la condition (3)

du théorème.)
Dans cette liste, les produits tensoriels M i ® M7M

7
- sont parfaits en vertu

du lemme 3.1. Ceux du type (ii) sont parfaits car/*, g*, h* sont premiers à (/>

mod 3" comme on le vérifie facilement. Pour ceux du type (iii), on utilise
l'identité

Pour les types (iv) et (v), on remarque que/*, #*, /z* et 0* prennent en - 1

(la valeur propre de a sur Z/3"Z) des valeurs premières à 3.

A2A
2 T

p
est parfait car A2A

2
a

p
est Phomothétie de rapport a

p
2=é0,1 mod p.

Enfin les modules M £ ®Tp sont parfaits, car f(a p
), g (a

p
) et /? (a

p
) sont

inversibles mod p
1

par le lemme 3.2.

Le module A 2
G est donc parfait.



Réciproquement, les conditions du théorème 3 sont nécessaires pour

que G possède un automorphisme admissible.
On observe d'abord que si G est un Z C-module satisfaisant H o (C, H±G)

= 0, H o (C, H 2 G) = 0, il en est de même de tout module quotient. La

formule H 2
G =Rn [F, F\/[R, F], où 1->7?->F->G-»1 est une

présentation de G, montre immédiatement qu'une surjection G -> G' de

groupes abéliens induit une surjection H 2
G -> H2H

2
G f

. Cela résulte évi
demmentaussi de la suite spectrale de Hochschild-Serre. Ensuite, comme

on l'a déjà observé, tout module quotient d'un module parfait est par
fait.

Si G est un Z C-module parfait et de type fini, alors tout sous Z dé

moduleG o
de G est également parfait. (Regarder la suite croissante de sous

modulesG t
= {xeG | {o—ïfxe G

o }.) Il en résulte que si G est un

Z C-module de type fini tel que H o (C, H X G) = 0 et H o (C, H 2 G) = 0 et

si G
o a G est un sous Z C-module de G et un Z-facteur direct, alors

H o (C, HXH
X

G
O

) = 0 et /7
0 (C, # 2

G
0 ) = 0. Il suffit de remarquer que

H2H
2

G
0 est sous Z C-module de H 2

G qui est de type fini.

Soit maintenant G un groupe abélien de type fini muni d'une structure
de Z C-module telle que Get H 2

G soient parfaits.
Comme le sous-groupe de Z-torsion T c G est un sous Z C-module,

F= G/T possède un automorphisme admissible. On a donc rang F 1, 2.

(Car H2H
2 (Z xZ) Z.) C'est la condition (1) du théorème 3.

Pour obtenir les conditions (2) et (3), on observe d'abord que H o (C, T
p

)

= 0 et H o (C, H2H
2

T
p

) = 0 pour tout p. De même, avec V = Tp/pT

p /pT
p , on a

en vertu des remarques précédentes H o (C, V) = 0 et if 0 (C, H 2 V) = 0.

D'autre part l'action de C sur X se factorise par l'action d'un groupe
cyclique fini C

m
d'ordre m. Soit m q . s avec q=pf et s premier à /?.

L'action d'un /^-groupe sur V étant unipotente, Vne peut être un Z Cm

moduleparfait que si s > 1 et H o (C s , F) = 0, où C
s

est le sous-groupe
d'ordre sde C

m . Comme s est premier àp,V est un F
p

C
s
-module semi

simple.Une famille de sous-modules de V est fournie par les images dans V

des noyaux Ker {p n
: T

p
-> T

p
}. Soient F o =ocFx cV2 c ... ces

images. On notera que dim VJV nn _ 1
= r G (p n

). Comme F est F
p

C
s
-module

semi-simple, il en résulte que V est somme directe de sous F
p

C
s
-modules

U
n

9é VJV n - ± avec dim U
n =rG (/>"). On a donc i/ 0 (C s ,

U
n

) =0 et

7/ 0 (C s , if 2
C/

n
) = 0 pour tout n.

Pour p = 2 cela fournit immédiatement la condition (2).

Pour /? =3,0n observe que si dim U
m

= dim C/
n =1 pour m n,

le générateur t = o^ de C
s opère nécessairement par t (x) = - x, et le



produit tensoriel U
m ®Un est sous-module trivial de H 2

V ce qui contredit

la condition H o (C s , H 2 V) = 0.

Dans le cas où G n'est pas de type fini nous sommes loin de pouvoir
faire une analyse complète et nous nous bornons à quelques remarques.

D'après un théorème de D. W. Sumners (Théorème 2.1 de [S]), tout

Z C-module parfait de génération finie G possède un sous-module G
o

d'indice fini de la forme

Comme G
o est évidemment parfait, on doit avoir f t (1) = ± 1 pour

tout i = 1, ..., r et G o est sans Z-torsion.
Le Z C-module G o est lui-même sous-groupe dérivé de groupe de nœud.

En effet, si H 2
G est un module parfait, il en est de même de H2H

2 {GIT),

car le sous-module de Z-torsion T d'un Z C-module parfait de type fini est

fini et donc Z-facteur direct. L'inclusion G
o -» G/T induit une injection

H2H
2

G
0 -> H2H

2 (G/T). Donc H2H
2

G
0 est parfait.

Enfin, il est facile de vérifier que si G admet une présentation //-dyna
miquefinie est si G

o est un sous-groupe d'indice fini de G invariant par
l'action de H, alors G

o admet aussi une présentation //-dynamique finie.

(On se ramène au cas classique en considérant G
o x H-Gx H.)

Proposition. Le Z C-module

admet (comme groupe abélien) une présentation C-dynamique finie induisant
l'action donnée de C sur G

o si et seulement si le produit f ± . ... f r a son

terme dominant ou son terme constant égal à + 1.

(Les éléments f t eZ C sont supposés écrits comme polynômes de terme

constant non-nul.)

Exemple. Si /i =z2 +az+betf2=z3 + ocz
2 + /te +y,le groupe

G
o

= Z C/(f x
) + ZC/(/ 2 ) avec l'action naturelle de C admet la présenta

tionC-dynamique suivante:

Générateurs :

représentant z
m dans le premier et deuxième facteur respectivement



Relateurs :

Nous laissons au lecteur le soin de traiter le cas général. La nécessité de la

condition résulte du théorème C de [8.-S.].

Compte-tenu de la classification des groupes abéliens de rang 1, ceci

donne :

Le seul groupe abélien de rang 1, sans Z-torsion, qui se présente comme

groupe dérivé d'un groupe de nœud est le groupe Z [-J-]. L'automorphisme
est alors nécessairement la multiplication par 2 (ou son inverse).

En rangs n 2, on peut classer les modules G
o

= ZC/(f) admissibles,
où /= z

n + a 1 z
nn ~ 1 + ... + a n pour les petites valeurs de n.

La condition que G
o soit parfait donne

(i)

Pour le groupe H o (C, H2H
2

G
0

) on trouve la matrice de présentation
(à n- 1 lignes et n- 1 colonnes) :

obtenue en substituant z = 1 dans une matrice de présentation de A2A
2 G

0

sur les Z C-générateurs 1 A z, ...,
1 A z"" 1

.

La condition H o (C, H2H
2

G
0 ) = 0 donne

(2)

Pour n — 2, on a X f
= (a 2

— 1). On obtient le système

Seules solutions: a t
= -4, -2 et a2a

2
= 2 qui donnent deux modules

tous deux isomorphes à Z [^] © Z [^] comme groupes abéliens.



Pour n = 3,

Il est facile de vérifier que les seuls polynômes /=z3+ a x
z

2 + a 2
z

+ a3a
3

tels que

sont ceux de la liste suivante
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