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LES NEUDS DE DIMENSIONS SUPERIEURES ;
PAR

Micuer A. KERVAIRE (*).

Un nceud de dimension n, ou n-nceud, est un plongement différen-
tiable f : S*— S"*+* de la sphére de dimension n dans la sphére de dimen-
sion n + 2. Comme on le sait, S*~>*— f(S”) a toujours I’homologie du
cercle S' mais n’est pas en général du type d’homotopie de S'. En parti-
culier, le groupe de Poincaré =,(S"*2*— f(S")) n’est pas nécessairement
infini cyclique.

Dans le premier chapitre, on étudie le probléme de caractériser algé-
briquement les groupes qui sont isomorphes au groupe de Poincaré de
Iespace complémentaire S*+2— f(S®) d’'un n-nceud [ : S*— St+i
Le théoréme I.1 fournit un résultat complet pour n > 3. On observe
que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un groupe soit iso-
morphe au groupe de Poincaré de I’espace complémentaire d’'un n-nceud,
n> 3, est indépendante de n. Pour n = 2, on obtiendra un résultat
partiel (théoréme I.3). Le probleme (classique) pour n = 1 échappe a
nos méthodes et n’est pas considéré,

Au chapitre II, on étudie le premier groupe d’homotopie de S$**+2— f(S")
qui differe du groupe correspondant de S!, i.e. on suppose que
m(SP2— f(S7) =~ m;(SY) si 1Z1< q pour un certain entier g>. o,
et I'on se propose de caractériser algébriquement le Z[J]-module
A =7, (S**—f(S"). (J désigne le groupe (multiplicatif) infini
cyclique 7, (S*) de générateur canonique £, et Z[J] son anneau de groupe

sur les entiers.) Pour ¢ << én, on obtient des conditions algébriques
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relativement simples (théoréme II.1). Pour ¢q = én ou q = ;(n + 1),

les conditions portent sur les présentations de A et permettent tout au
plus de dresser une liste des modules considérés (théorémes I1.2 et II.3).
J’ignore comment ces conditions peuvent se traduire en conditions
intrinseques. On sait que si m(S"7— f(S"?)) >~ 7;(S') pour tout

iéé(n +1), le nceud f : S§"— S*+* est difféotope 4 un nceud de la

forme ih : S*— S"+2, o h: S*— S” est un difféomorphisme et i : §” — S"+2
est le plongement canonique (cf. [11]). Il n’y a donc pas lieu de consi-

dérer le cas g > ;(n + 1). [On suppose ici n>x4.]

Les résultats du chapitre 11, pour ¢ = ;n ougq = é (n + 1), permettent

d’aborder I’étude du cobordisme des n-nceuds (chap. III). Il se présente
deux définitions possibles de la notion de cobordisme de n-nceuds qui
généralisent toutes les deux cette notion pour n = 1. On dira que deux
nceuds fo, fi: S*— S"+2 sont concordants s’il existe un plongement diffé-
rentiable f: §” X I - S"*2 X I en «bonne position» tel que f(z, o)=(f,(z), o)
et f(x, 1) = (fi(x), 1). Deux nceuds fo, fi:S8*—S"** sont cobordants
s’il existe un difféomorphisme h : S"— S" de degré + 1 tel que f,h
et f, soient concordants. Si deux nceuds fo, f1 sont cobordants, il existe
une sous-variété V»+'c S§#+2x I dont le bord est constitué par les images
fo(S") €S2 x (o) et f,(S")c §"+2x (1) et qui se rétracte par déformation
sur f,(S%) et f,(S"). 1l suffit de prendre V = f(S" x I). Réciproquement,
pour n 3 2, 3, l'existence de V (satisfaisant a une condition de bonne
position) implique le cobordisme de f, et f; (via les théorémes de
SMALE [20]) et pourrait servir & définir cette notion. On retrouve ainsi,
pour n = 1, la définition usuelle du cobordisme des 1-nceuds (cf. R. Fox
et J. MiLNor [4]). Nous adoptons la définition donnée ci-dessus (a 1'aide
de la concordance) pour éviter les problémes de Poincaré en dimen-
sions 3 et 4.

Concordance et cobordisme sont des relations d’équivalence et les
ensembles de classes de concordance et cobordisme de n-nceuds, notés G,
et G, respectivement sont munis de structures de groupes abéliens.
On a un homomorphisme surjectif G, — G, dont nous déterminerons
le noyau (théoréme III.3).

Le groupe G, introduit par Fox et MiLNor n’est pas de type fini
(cf- [4]). On verra qu’il en est de méme de tous les groupes Gz (k> 1). Si
un neceud f: S — S§**+1 satisfait & 'hypothese m;(S*+! —f(S**—1)) >~ 7,(S")
pour i < k, le Z[J]-module A = 7;(S***'— f(S§**~')) a une présentation
d’excés o, c’est-a-dire une présentation avec un nombre égal de géné-
rateurs et de relateurs (z, ..., Tx; Ri, ..., Ra). Les relateurs R; ayant

la forme Ri=2ai,-x,-, avec a;;€Z[J], on peut définir le déterminant
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A, () = dét(a;j) qui s’avere étre (a la multiplication par un élément
inversible de Z[J] pres) un invariant du module A. Ce déterminant
joue un role analogue a celui du polyndéme d’Alexander d’un 1-nceud.
En particulier, on a A(f) = == £m A(t") et pour que le nceud donné f :
St — §2+1 50it de classe de cobordisme triviale, il faut que A soit de
la forme R(f). R(f~'), ou R(f) est une fraction rationnelle en ¢ a coeffi-
cients rationnels. En utilisant le théoréeme II.3, on peut ainsi construire
une infinité d’éléments indépendants dans G.;,.

Par contre, C.; = o pour k> 1. La démonstration s’appuie sur la
technique des modifications sphériques (cf. [10]).

CHAPITRE 1.

Le groupe de Poincaré.

1. Les nceuds de dimensions n>. 3.

Soit f: S§"— §"** un n-nceud et © = 7, (S*+*—f(S")) le groupe de
Poincaré de son espace résiduel. On va tout d’abord dégager quelques
propriétés de @ qui seront donc des conditions nécessaires pour qu’un
groupe donné arbitrairement soit le groupe de Poincaré de I’espace
résiduel d’un n-nceud. Le résultat principal de ce chapitre sera la démons-
tration de la suffisance de ces conditions.

En fait, ces conditions seront nécessaires pour que 7 soit groupe de
Poincaré de I’espace résiduel d’un plongement différentiable f: V*— M»+2,
n> 1, o V et M sont des variétés différentielles compactes, sans bord,
pourvu que V soit connexe, que M soit 2-connexe, et que I'une au moins
des deux hypothéses suivantes soit satisfaite :

(i) V est simplement connexe, ou

(i) n = 1.

Nous nous placons donc dans ce cas plus général.

(1) Le groupe = admet une présentation finie (par générateurs et
relateurs). En effet, = = m,(M"+* — f(V)) est le groupe de Poincaré
du complexe fini obtenu en triangulant ’espace complémentaire M — U
d’un voisinage tubulaire ouvert U de f(V) dans M.

(2) On a lisomorphisme =/n’~Z, ou 7' désigne le sous-groupe
engendré par les commutateurs de #. En effet,

H(M—U)~H,(M,M—U)~H.,(U, bU)~ H(U) >~ H"(V) ~ Z.

(3) Soit H,(mw) ’homologie de = & coefficients entiers, Z étant consi-
déré comme Z[rn]-module trivial. On a H.(7) = o. En effet, d’apres
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H. Horr [6], si X est un complexe dont le groupe de Poincaré est iso-

morphe & 7, on a
H.(r) = Ho(X)p 72(X),

ol o désigne 'homomorphisme de Hurewicz. En prenant X = M — U,
on trouve H,(m) = o. La suite d’isomorphismes

H,V>~H~=V~H=(U)~H,(U, bU) >~ H,(M, M—U)

montre en effet que I'une ou l'autre des hypothéses (i), (ii) ci-dessus
entraine la surjectivité de HyM — H;(M, M — U) dans la suite exacte
d’homologie de (M, M — U). D’ou H,(M — U) = o.

Avec les notations qu’on vient d’introduire, on écrira la condition (2)
sous la forme H,(m) =2 Z.

(4) Enfin, G étant un groupe == {1}, on désignera par w(G) le plus
petit des entiers k tels qu’il existe un ensemble de k éléments de G dont
I’adhérence normale soit G.[L’adhérence normale (S) d’un sous-ensemble S
de G étant le plus petit sous-groupe normal de G contenant S.] Par conven-
tion, w ({ 1}) = o. L’entier w(G) sera appelé le poids de G.[S’il n’existe
pas de sous-ensemble fini de G dont I’adhérence normale est G, on posera
w(G) = o0.] On verra sans peine que si 7 est groupe de Poincaré de
I’espace résiduel d’'un plongement différentiable f : V2 M=+, ou V
et M satisfont aux hypotheéses ci-dessus, alors w(rm) = 1.

TutorEME I.1. — Soit n un entier > 3. Le groupe m est groupe de
Poincaré de U'espace complémentaire d’un n-neeud f: S*— S**2 si et seule-
ment si = admet une présentation finie, H,(n) >~ Z, H,(1) = o et w(r) = 1.

Avant de démontrer () que les conditions énoncées sont suffisantes
nous démontrons que w(mw) = 1 est nécessaire.

LemuME 1.2, — Soient M™+* une variété différentielle simplement connexe
el V* une sous-variété connexe de M. Le poids de m,(M — V) est inférieur
ou égal a 1.

Si, en outre, V est compacte, sans bord, et si M est 2-connexe, le
poids de 7, (M — V) est supérieur ou égal, donc égal a 1.

Pour établir le lemme, il s’agit de démontrer qu’il existe un élément
du groupe de Poincaré de M — V dont I'adhérence normale est tout
le groupe.

Soit @, un point de V et soit T un voisinage tubulaire de V dans M.
Appelons Q le disque de dimension 2, fibre de T' passant par a, et soit x,
un point du bord de Q. Nous prendrons x, comme point base pour le

(1) La démonstration ci-dessous u théoréme I.1 est reproduite de [8] avec une
petite amélioration.
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groupe de Poincaré de M — V. Le bord de Q (orienté de facon arbitraire
mais fixe) détermine un élément o de m (M —V, x,). Je dis que
I'adhérence normale de « est m, (M — V, z,). Pour le voir, soient
ten!(M —V,xz,) un élément arbitraire de w, (M — V,x,) et f :
(84, a) > (M —T, z,) une application différentiable représentant £.
Puisque M est simplement connexe par hypothése, on peut prolonger f
en une application F : (D?, S')— (M, M —T) qu’on peut supposer
différentiable et transverse a V. L’intersection F(D*)nV est alors
formée de points isolés, en nombre fini puisque D* est compact. Pour
chacun des points by, ..., b,€D? avec F(b)€V, on peut supposer
quil existe un petit disque D; de centre b; contenu dans int D* tel
que F(D;) soit le disque fibre de T passant par F(b;) = a;. (On réalisera
cette condition en modifiant 'application F dans le voisinage de b; si
cela est nécessaire. On peut supposer en outre que les D; sont disjoints.)
Soient maintenant w,, ..., w, des chemins sur V joignant a, & a;, ..., a,
respectivement. (On peut modifier F pour que les a; soient distincts,
mais cela n’est pas nécessaire.) En utilisant w,, ..., w,, il est alors
facile de modifier F' dans chaque D; de sorte que pour un disque E; CintD;
on ait

F(E)=Q et FDi—E)cbTcM—V.

[On définit la nouvelle application F dans E; de maniére que F(E;) = Q,
et on la prolonge & D,— E; en remarquant que w; fournit une homo-
topie sur bT entre le bord de Q et F(bD;).] Soit y; un point du bord
de E; tel que F(y;)) =%, i =1, ..., ¢. Un chemin # de D? joignant a
[le point base de S'cD?] a y;, disjoint de intE; pour tout j, fournit
par l'application F un lacet représentant un élément 7, €, (M — V, ).

En choisissant les f; mutuellement disjoints dans D>, ona = I I‘:,.‘1 ofiTy,
i

avec ¢;= F1. Donc £€(x), ce qui achéve la démonstration du

lemme I.2.

Passons a la suffisance des conditions du théoréme I.1.

Soit m un groupe de poids 1 tel que H,(m) =~ Z. Supposons qu’il existe
une variété différentielle M"+* compacte, sans bord, orientable, telle
que m,M ~n, H/M =o0 pour 2 =q<n. Si n> 3, on peut alors
construire un n-nceud f : S*— S*+%, avec m =~ m,(S** — f(S")) de la
maniére suivante. Soit ¢, : S'— M un plongement différentiable repré-
sentant un élément « € m, M dont ’adhérence normale est m, M. (L adhé-
rence normale étant invariante si ’on remplace « par un élément conjugué,
il est inutile ici de préciser le point base.) Comme M est orientable, le
fibré normal de ¢, est trivial et il existe un plongement différen-
tiable ¢ : S'XD*+'— M qui prolonge ¢,. (Pour obtenir ¢ on munit M
d’'une métrique riemannienne.) Soit alors =7*+2 la variété obtenue a
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partir de M par la modification sphérique y(¢). On obtient = & partir
de la réunion disjointe de M — o(S'xintD*+') et D?>x S"* en iden-
tifiant (r, y)eS'xS*cD*x S*, avec o(x, y)€M — ¢(S' xintD"+),
On sait que = peut étre munie d’une structure différentielle naturelle
(cf. [13]). On notera ¢’ : D*x S* — =7*2 I’inclusion qui est alors un plon-
gement différentiable.

Le théoreme de Van Kampen (cf. [3]) fournit
mexT M[(@)={1},

en tenant compte de ce que, pour n > 1, inclusion de M — ¢ (S' x D"+)
dans M induit un isomorphisme des groupes de Poincaré. On va voir
que H, = >~ H, (S*+?). La variété ="+* a donc le type d’homotopie de S"+2,
I1 suffit d’écrire les suites exactes d’homologie des paires (=, ¢'(D*x S%))
et (M, o(S'xD"+')). On obtient

H,M >~ H,(M, ¢(S' x D"+)) pour q> o,

car ¢|S!' X (o) représente un générateur de H, M =~ Z. Or, par excision,
on a
H; (M, 9(S'xD"") = Hy (2, 9,(D* x §"))

pour tout ¢. D’ou la suite exacte

H,(D*xSY—~H,;s—>H,M—H,_,(D*>x 8"
pour ¢ > 2. Il s’ensuit

H,z=o0 pour 2--q<n,

et comme = est une variété de dimension n 4 2, on conclut

H*E ~ H¥ (S/z+2).

Puisque D?>x S* est différentiablement plongé dans =, en prenant la
restriction de ce plongement a (O)x S” on obtient un plongement diffé-
rentiable ¢ : S*"— 3"+% On a

R (E— g(S) 2 7 (2 — ¢ (D*x §7) = 7y (M — 9(S! x D)) >, M =~ .

(Pour obtenir I'avant-dernier isomorphisme, on utilise n > 2). En modi-
fiant la structure différentielle de = dans le voisinage d’un point de
= — ¢(8”) on peut obtenir S$”+* pourva que n > 3. (Cf.[30]. 11 suffit
de former = — U, ou U est un disque plongé dans =— ¢g(S”) et de
recoller s — U et U par un difféomorphisme bU — b(z — U) conve-
nable.) On obtient ainsi un plongement différentiable f : S — S+
satisfaisant m, (S"*— f(S")) >~ 7.
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Pour démontrer le théoréme 1.1 il suffit donc de construire une variété
orientable, compacte, sans bord M"+* telle que H,M = o pour 2 =~ q < n
et dont le groupe de Poincaré soit le groupe = donné satisfaisant aux
conditions du théoreme.

Soit (xi, ..., Tx; Ry, ..., Rg) une présentation finie de = par géné-
rateurs et relateurs. On part de la variété

Moy = (S'X S¥1) £ (S'X SH) A (S X S+

somme connexe de o copies de S'x S$**'. On va obtenir M par modifi-
cations sphériques successives de M,. Le groupe de Poincaré de M,
est un groupe libre a o générateurs que nous identifions avec x;, ..., Z,.
(I est commode de prendre comme « point » base dans M, un ouvert
contractile.) Soient alors ¢i, ..., 93 : S'— M, des plongements diffé-
rentiables dont les images sont disjointes et qui représentent les élé-
ments Ry, ..., Ry du groupe libre sur x,, ..., Ts. Puisque M, est orien-
table, les ¢; ont des fibrés normaux triviaux et, par suite, ils se pro-
longent en des plongements diftérentiables ¢; : S' x D" — M, d’images
disjointes. On notera M, la variété obtenue a partir de M, par la modi-
fication sphérique multiple y (¢, ..., ¥g). La variété M, étant stable-
ment parallélisable (fibré normal trivial dans un espace euclidien de
grande dimension), on peut choisir les prolongements ¢; des ¢; de maniére
que M, soit également stablement parallélisable (cf. [10], lemma 6.2).
On a des plongements U} : D?x §* — M, dont les images sont disjointes, et

M= <M0— \J (s intD’l+')> v v @ x s,

avec 4;| S'X §" =, | §'x §" Le théoréme de Van Kampen déja cité
fournit

g (M1) >,
Il reste & calculer I'homologie de M,. A cet effet, on examine les
suites exactes d’homologie des paires <M0, U i (St ><D"+')> et
<M1,UH"§ (D*x S")>. La suite de la premiére paire fournit liso-

morphisme

H, (M)~ H, <M0, U (s D"+‘)\)

pour ¢>-3 et montre que H, ( M, U i (S ><D"+‘)> est abélien libre.

\
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En utilisant le fait que les groupes relatifs des deux suites sont iso-
morphes par excision, la suite de la deuxiéme paire donne

H,(M,)>~ H,(M,) =o pour 3<Lq<Zn-—r1.

Le groupe H,(M,) est abélien libre, mais pas nécessairement nul. Pour
obtenir la variété M désirée, il suffit donc de tuer H,(M,) par modifi-
cations sphériques sans changer le groupe de Poincaré ni introduire de
classes d’homologie en dimensions 3, ..., n—1.

Observons tout d’abord que I’homomorphisme de Hurewicz
p : o (My) —H,(M,) est surjectif. En effet, d’aprés le théoréme de Hopf [6]
déja cité, H.(m) = H,(M,)Jp mo(M,), et H,(m) est nul par hypothése.
Il est donc possible de représenter toute classe 7€ H.(M,) par une
application ¢, : S*— M,. Puisque dim M,=n -4 2 > 4, on peut en
fait représenter £ par un plongement différentiable que nous noterons
encore ¢,. (On sait que 'hypothése dim M, 4 est utilisée ici de fagon
essentielle. Cf. [9].) Ensuite, M, étant stablement parallélisable par
construction, ¢, a un fibré normal trivial. Quelle que soit e H,(M,),
il existe donc un plongement différentiable ¢ : S?x D"— M, repré-
sentant £.

Soient alors ¢, ..., % une base ‘de H,M,, et ¢, ..., ¢, des plonge-
ments différentiables de S? x D" dans M, représentant &;, ..., 7. respec-
tivement et dont les images sont disjointes. On opére la modification
sphérique multiple ¥ (¢4, ..., ¢,). Soit M la variété ainsi obtenue.
On a des plongements différentiables

9;: DX S§S'—>M

Ti

M= <M1 — U 9;(S* X B”)>U U 9 (D*x S*),

ou B"= intD",
La variété M est la variété cherchée. En effet,

(M) = m<M —\J @ 0x S’H)>,

-

et

et
(M)~ 7, <M1— \J &% D")>,

i

car n> 3. On a donc
T, (M) > Ty (Mi) >~ T,
Posons

N =M1—U (S x BY) = M —\_J ¢ (B’ x $*).
i i
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On a la suite exacte

H, M, % H,, (M, N)-H,N->H,M, > H,(M,, N).

Par excision, H, (M, N) gEHq (§*xDr, §2x S*1). Donc, pour ¢<<n—-1,

on a H,N >~ H,M,. Pour ¢ =n— 1, H,(M,, N) ~ rZ (somme directe
de r copies de Z), et si ne€H,(M,), I'image de j,n dans rZ s’écrit
(Ei1.my ooy Brem), ol E.m est le coefficient d’intersection (%€ H.,M,).
D’aprés le théoréme de dualité de Poincaré, H.M, n’ayant pas de
torsion, j, : H,M, - H,(M,, N) est un isomorphisme. On a donc
H,N ~ H,M, pour q =~ n— 1. Donc, pour n> 3, H,N est engendré
par les classes & représentées par [¢;(S*x Q,) dans bN, ou Q,€bD",
Or, ¢; (D*x Q,) représente une classe de H;(M, N) qui s’envoie sur Z
pard : H;(M, N) — H,N. Ces groupes ayant le méme rang, il en résulte
que d est un isomorphisme. La suite exacte

H,..(M, Ny H,N - H,M - H,(M, N)-% H,N

fournit alors H;M = o pour 2 £ q=<n—1. La nullit¢ de H,M en
résulte par dualité de Poincaré. Le théoréme I.1 est donc démontré.

2. Les nceuds de dimension 2.

Comme nous l'avons vu au paragraphe 1, les conditions énoncées
au théoréme I.1 sur le groupe m sont nécessaires pour l'existence d’un
neeud f : S$?— S* avec m,(S*— f(S?) = n. En examinant la démons-
tration de la suffisance de ces conditions on observe que I'hypothése n > 3
a été essentiellement utilisée en deux endroits.

1° Lorsqu’'on a obtenu un plongement ¢ : S"— =", avec
T (22— ¢ (§7)) @ 7 on a modifié la structure différentielle de ="+
pour en faire la sphére canonique S"*+.

20 Lorsqu’on a opéré les modifications sphériques sur M, en dimen-
sion 2.

Nous négligerons la difficulté 1° en admettant les plongements S*— =*
dans une variété différentielle du type d’homotopie de S'. (J’ignore
complétement si les sphéres d’homotopie de dimension 4 ont la méme
« théorie des nceuds » que S*.) On va voir qu’on peut trivialement éliminer
la difficulté 2° en imposant des conditions algébriques plus fortes (non
nécessaires) sur le groupe 7.

TutoriME 1.3. — Soil ™ un groupe ayant une présenlation finie de
la formem = (X1, ..., a3 Riy ..., Ray) ettel que w (v) = 1 et Hi(7) >~ Z.
Il existe alors une 4-sphére d’homolopie différentielle =* et un plongement
différentiable f : S*->=* tel que ™, (*— f(S?)) >~ =.
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La démonstration suit pas & pas les raisonnements du paragraphe
précédent. On démontre tout d’abord qu’il suffit de construire une
variété différentielle M*' compacte, sans bord, orientable, telle que
(M) ~n et H,(M)=o. On obtient alors =* et le plongement f :
$?— z* en opérant une modification sphérique associée a un plonge-
ment ¢ : S'XD?— M* représentant un élément «em, (M) dont I’adhé-
rence normale est tout le groupe m,(M).

Pour construire une variété M* avec les propriétés désirées, on part
de M, = (S'xS%) #...# (§' x §*), somme connexe de « copies de S' x S,
On construit ensuite ), comme au paragraphe précédent. Le fait que
la présentation de 7 utilisée ait exactement un générateur de plus que
le nombre des relations [joint & I'hypothese H, (7) >~ Z] implique que M,
satisfait alors automatiquement a la condition H.(M,) = o. On peut
donc prendre M = M, et le théoreme 1.3 est démontré.

Remarque. — 11 existe des groupes de Poincaré d’espaces complé-
mentaires de o-nceuds f : S*— S' qui n’ont pas de présentation de la
forme (z, ..., a3 Ry, ..., Rxy). Par exemple, le groupe de présen-

tation (a, z; @, axax ') (cf. [8]).

CuariTre II.

Groupes d’homotopie supérieurs.

Soit f : S"— S"* un n-nceud. Le fibré normal en spheres de f, de
fibre S!, est plongé dans X = S"+*— f(S*). Dans ce chapitre, on se
restreint aux nceuds satisfaisant a I'hypothese suivante :

(H,) L’inclusion de la fibre S' — X induit un isomorphisme 7;(S") —m;(X)
des groupes d’homotopie de dimensions i << q pour un certain entier q > 2.

Soit J le groupe multiplicatif infini cyclique de générateur {. On iden-
tifie 7, (S") et =, (X) avec J. Le groupe m,(S"+*— f(S")) admet alors
une structure de Z[J]-module, ou Z[J] est I'anneau de groupe de J
sur les entiers.

On se propose de caractériser algébriquement les Z [J]-modules qui
se présentent comme groupes d’homotopie m,(S"+*— f(S")) pour un
n-nceud f satisfaisant (H,).

Soit A un Z[J]-module. On notera D : A —~ A I’homomorphisme de
Z [J]-modules défini par D (a) = (t — 1) a. Comme d’habitude, AY et A4
désignent noyau et conoyau de D respectivement. Un module est de
type fini s’il admet un nombre fini de générateurs.

TatoriME 1I.1. — Soit A un Z[J]-module et q, n des entiers tels que

1< g < %n. Il existe un n-neeud f: S"— S"+2, avec 7w, (S')=m;(S"*—f(S"))
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pour i < q et A > 7, (S"*—[f(S")) si et seulement si A est de type fini
et AJ: O.

(L’isomorphisme A =~ 7,(S"+*— f(S”)) étant bien entendu un iso-
morphisme de Z [J]-modules.)

J. LEvINE a démontré que si f: S”"— S+ est un nceud avec n>.
et m;(S') = 7 (S"*—f(S")) pour i % (n 4+ 1), il existe un difféo-

morphisme h: S*— S" tel que fh soit difféotope au plongement cano-
nique. En particulier, les hypothéses de LEVINE entrainent que
7i(SY) > 7 (S"*—f(S") pour tout i. Il reste donc & compléter le

théoreme II.1 par des théorémes analogues pour ¢ = ;n etq = %(n + 1).
TuEoreME II.2. — Soient A un Z|[J]|-module et q un entier . 3.
Il existe un nceud f : S*7— S§*7+2 avec m;(S') =~ m;(S*+*— f(S*’)) pour

i<<qet A=m,(S*2—f(S*)) si et seulement si Az= o et A posséde
une présentalion de la forme

/
(xl, ceey g E (ta;;j— b)) x;, d,-x,->>
i

oi1 les mairices entiéres carrées a, b satisfont a la relation
dia;j+ (—1)™d;b;;=o0 dreZ)
pour tout couple d’indices (i, j), avec 1 i — o, 1 Zj = a.

On trouvera a la fin du paragraphe 4 quelques remarques sur ces
modules. Leur étude algébrique reste a faire.

Pour étudier le cas ¢ = ;(n + 1), il est nécessaire d’admettre les

plongements f : =2—'— S+, ol =~ est une sphere d’homotopie
différentielle de dimension 2g — 1.

TutoriME I1.3. — Soit A un Z [J]-module el q un entier > 3. Il existe
une (2q — 1)-sphére d’homotopie différentielle 57— el un plongement f :
22— S+ avec  w (S — f(27Y) > w(S')  pour i<<gq el
7 (SM ' — f(2)) = A si et seulement si A= o et A posséde une présen-
tation de la forme

<.’111, vy Ty 2 (la,-,- + (—1)’/a,-l-) 113/‘> .
/

REMARQUE. — Pour ¢ pair, on peut dans ce théoréme remplacer z2/—!
par la sphére S$*—! munie de la structure différentielle canonique pourvu
qu'on ajoute aux conditions sur A la restriction suivante : La forme
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quadratique définie par la matrice (unimodulaire) symétrique a + a’ doit
avoir une signature divisible par 2" (2*"~'— 1) Bpjn@n.m-!, ou

m= éq. (Cf. [10], § 7, form. (1) pour les notations.)

Pour ¢ = 3 ou 7, on a nécessairement 227~ = $§29—* dans le théoréme
ci-dessus. Pour ¢ impair, différent de 3 et 7, la question de savoir si I'on
peut prendre x*9—!= $27—! dans le théoréme II.3 est liée au probleme
de linvariant d’Arf. (Cf. [10], ou le probléme est posé, et [1], ou il est
partiellement résolu.) Si A, tel que Ay= o, a une présentation de la

Al . 3
forme <x,, coes Tas Z (ta;;— ay) x,->, la matrice a—a’ est uni-
J

modulaire. La formule Q () =2 £;a;;8; mod 2 définit alors une forme
L7

quadratique non dégénérée sur l'espace vectoriel F}. Si l'invariant
d’Arf de Q est nul, il existe pour tout q impair > 3 un (2¢ — 1)-nceud f :
S§27—1— §20+t satisfaisant (H,) et tel que =, (S7+'— f(S$*7')) =~ A.

On verra en effet que dans les deux cas (g pair ou impair), =2/~ est
le bord d’une variété stablement parallélisable V27, (¢ — 1)-connexe,
ayant une base %, ...,t,€H,V telle que %.%5,=a;+ (— 1)7a.
Pour ¢ pair, la remarque ci-dessus résulte alors immédiatement de
([10], theorem 7.5). Pour ¢ impair, la forme quadratique Q s’identifie
a Vopération ¢ de ([10], § 8) et la remarque résulte de ([10], lemma 8.4).

1. Préliminaires algébriques.

Nous aurons besoin d’un analogue pour les modules du théoréme de
Tietze. On appellera transformation élémentaire d’une présentation finie
(@1, ..., T4; Ry, ..., R3) d’un module (unitaire sur un anneau commu-
tatif A) I'une des transformations suivantes.

(1) On ajoute un générateur z,,, et un relateur Rs,, de la forme
Ry, =2y — W (@, ..., T,), o W est une combinaison linéaire
des xi, ..., Ty a coefficients dans A.

(2) On supprime un générateur x, qui ne figure que dans un seul
relateur Rg de la forme Rg= xo— W (z), ..., T2), €t l'on supprime
également ce relateur.

(3) On ajoute un relateur Rg.. conséquence des autres relateurs,

c’est-a-dire de la forme R§+1=Z a;R;, avec a;€A.

1

(4) On supprime un relateur qui est conséquence des autres relateurs.
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LemMme 1I1.4. — Soient
@R =@, ..., Ry, ...,Rg) e (@S)=s....n;8S,...,Su)

deux présentations qui définissent des modules isomorphes. Il existe une
suile finie de transformations élémentaires qui conduit de (x;, R) a (y; S).

La démonstration est essentiellement la méme que celle du théoréme
de Tietze en théorie des groupes. Soient

h(x) =Xi@1s - -» ) et 9N =YY@ ..., xa)

les formules qui expriment un isomorphisme et son inverse entre les
deux modules L,/(R) et L;/(S). On passe d’abord de (z; R(z)) a
(x, y; R(x), y— Y (xr)) par suite de transformations de type (1).
Comme S(y) représente O dans (y;S), il s’ensuit que ¢S(y)=S(gy)=S(Y(x))
est conséquence de R (x). Donc, S (y) est conséquence de R et y — Y ().
On peut donc passer & la présentation (z, y; R (), S (y), y — Y (2)) par
des transformations de type (3). On considére maintenant les expres-
sions ;— X;(W1, ..., Y). On a gh(x) = x;mod (R) dans L,. Donc
Xi(Y (x)) —x; est conséquence de R. Il s’ensuit que X;(y) —x; est
conséquence de R et y — Y (z). Autrement dit, en utilisant des trans-
formations du type (3), on passe a la présentation (z, y; R (), S (),
y— Y (x), x — X (y)). 11 suffit alors d’opérer en sens inverse, c’est-a-dire
d’utiliser les transformations de types (2) et (4) pour passer a la présen-
tation (y; S).

Appelons excés d’une présentation (zi, ..., T; Ry, ..., Rg) la diffé-
rence 3 — a. Si (x; R) est une présentation d’exces nul, les R; s’expriment

par R,«:Zai,-x,-, les a;;€A formant une matrice carrée. On appellera

J
déterminant de la présentation le déterminant de cette matrice.
Le déterminant est essentiellement un invariant du module.

LemuMmEe I1.5. — Soient (x; R) et (y; S) deux présentations d’excés nul
qui définissent des A-modules isomorphes. Soient a et b les malrices des
deuz présentations. Si A n’a pas de diviseur de zéro, on a det(a) = ¢.det (b),
ol ¢ est un élément inversible de A.

Le déterminant n’est autre qu'un générateur de I'idéal élémentaire
(principal) &, de la matrice de la présentation (notations de [3], p. 101).
Une transformation élémentaire de la présentation ne change pas &,.
D’ou la conclusion du lemme.

Dans la suite de ce paragraphe nous supposons que A = Z [J]. Rappe-
lons que Z [J] est un anneau noethérien, et, par suite, tout Z [J]-module
de type fini est noethérien. Nous utiliserons les deux conséquences
suivantes de cette remarque.
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LemME I1.6. — Tout Z [Jd]-module de lype fini admet une présentation
finie.

LemMmE I1.7. — Si A est un Z [J]-module de type fini tel que Az= o,
alors A= o.

Autrement dit, si D : A — A est surjectif, D est un automorphisme
de A.

Enfin nous utiliserons le lemme suivant qui sera d’ailleurs redémontré
par voie topologique.

LemMmE 11.8. — Si A est un Z [J]-module de type fini tel que Ay= o,
le sous-module T (A) des éléments d’ordre fini (*) est fini.

Par contre, A/T (4) n’est pas en général un groupe abélien de type
fini. [Exemple : Z [J]/(2t — 1).]

On observe tout d’abord que D induit un automorphisme de T (A).
11 est donc suffisant de démontrer le lemme lorsque A = T (4). Comme A
est de type fini, il existe un entier m tel que mA = o. Par récurrence
sur le nombre des diviseurs de m, on se raméne au cas ot m = p est
un nombre premier. Le dévissage se poursuit par une récurrence sur le
nombre des générateurs de A. Si A est engendré par x,, ..., T, on pose
A= (x,) et B= A/A,. Comme D (A,)CA,, il sensuit que D |A, et Dy :
B — B sont des automorphismes, et 'on est ramené au cas ou A (tel
que pA = o) est monogene, engendré disons par x. Comme D : A — A
est un automorphisme, il existe un élément f(f)eZ[J], tel que

r=>Ct—1)fQ@) .
Il existe donc un entier m > o tel que
trx=(Ff—r1)(a+ at+... +at’)z,

avec n>o et a, ..., a,€Z/pZ. Cette relation n’étant pas identi-
quement satisfaite, i. e. T"— (T —1) (@ +...+ a.T") = o dans Z,[T],
il existe un entier r > o tel que

all'l' - (b0+ b] l +. .. + b/-_] tl._l) ,’E,
ou ae€Z|pZ est différent de o, donc inversible, et bo, ..., b, €Z/pZ.
Ainsi #'x s’exprime comme combinaison linéaire de z, fx, ..., "'z a

coefficients dans Z/pZ. Le méme raisonnement fournit un entier s > o
tel que {—x s’exprime en fonctionde 'z, ..., "'z, x. Donc, les éléments

t—+'x, ..., t'x, xz, tx, ..., lUx

engendrent A comme groupe abélien, ce qui achéve la démonstration.

(*) Un élément a€ A est d’ordre fini s’il existe un entier m # o, tel que ma = o.
Dans ce chapitre, torsion signifie Z-torsion.
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2. Décomposition en anses de certaines variétés.

Soit f : §”— 8" un nceud avec n>. 3. Supposons que l'inclusion
S§t— §"2—f(S"), ou S' est la fibre du fibré normal de f, induise un
isomorphisme 7;(S') — m;(S"*— f (S")) pour i < ¢, avec q = ;')—(n 4+ 1).
On va démontrer que A = 7, ((S"**— f(S")) est un Z[J]-module de
type fini tel que Ay=o.

Comme f a un fibré normal trivial, il existe un plongement o :
S xD*— §"+* prolongeant f. Soit M = y(S***, 9) la variété diffé-
rentielle obtenue par modification sphérique. On a m,M >~ J, ;M = o
pour 1 <i<<gq, et m,M =~ A. D’autre part, H;M = o pour 2 = i =~ n.

Nous nous proposons d’étudier les décompositions en anses des variétés
de ce genre.

Lemme I1.9. — Soient M*+* une variété différentielle connexe, orien-
table, compacte, sans bord, de dimension > 5 et q un entier lel que

1 << qé%(n + 1). Supposons que
T M>~d, et M=o pour 1<<i<gq.

11 existe une décomposition en anses de M ne comportant qu’une seule anse
d’indice o, 1, n + 1 et n 4 2, el aucune anse d’indice k pour 1 < k < q
et n—q+2<k<n-+1.

Si X+ est une variété a bord et ¢ : S¥' x D**+*>— pX un plongement
différentiable, on notera X -+ (¢*) la variété obtenue en attachant a X
Ianse (¢*) d’indice k par le plongement ¢. Avec cette notation, le lemme
affirme I’existence d’une décomposition en anses de M de la forme

M =D 4 (3) + (91) + - .+ (95) + .-

(@) (1) () ()

On appliquera ce lemme en prenant pour M la variété »(S'2, o)
obtenue ci-dessus. La décomposition en anses de M fournit une présen-

tation finie de A >~ m,M. Les anses (¢9), ..., (9%) d’indice g fournissent
les générateurs z,, ..., z, et les anses (97"'), ..., (¢4"") d’indice ¢ + 1
les relateurs R,, ..., Rg d’une présentation de A. La condition A;= o,

c’est-a-dire A/DA = o, est équivalente & H,M = o. Le lemme II.9
implique donc la nécessité des conditions (1) A est de type fini,
(2) Ay= o des théorémes II.1, 1I.2 et II.3.

Pour démontrer le lemme II.9, prenons sur M une fonction de Morse-
Smale ¢ : M — R, i.e. une fonction différentiable sans point critique
dégénéré, avec un seul minimum et un seul maximum, et telle que si z, y
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sont des points critiques d’indice r, s respectivement, avec r < s, alors
p(@) < p(y). Soit

M=D""*4 (o)) +...+ @) + (@) +. ..+ (93) +. ..
la décomposition en anses ordonnée de M associée a .. (Cf. J. MIiLNOR [12].)

Notations. — On désignera par X;_, la réunion des anses d’indice < k,
et par Y,_, le bord de X;_,. La notation

X+ (@5 4. ..+ (9F),

ou toutes les anses écrites ont le méme indice signifie toujours
que les anses (¢f) sont attachées a X;_, par des plongements o} :
St=tx D"—*2—Y; , dont les images sont disjointes, i. e. on demande
que les anses d’un indice donné soient attachées simultanément. Il est
bien connu, et facile de voir qu’on peut toujours se ramener & ce cas.

Si (9f) est une anse d’indice k attachée par le plongement of :
St=tx Dr—*+2 5 Y, . on désignera par S+, resp. D} %+2, les images
de (0) x S*=*+, resp. (0) x D*+2, dans ’anse (¢/). Les sous-variétés Sp—*+!
et D%+ seront appelées la sphére et le disque lransverses de 'anse (¢))
respectivement. L’dme de I'anse (¢f) est I'image Af du disque D*x (O)
dans (¢}).

On dira que l'anse (9f) est frivialement attachée si

‘*Pf ¢ Skt Dk s Y,

se factorise par le plongement canonique S*—!'XxD"%+2— R+ et un
plongement R*+'— Y,_,. L’anse (¢}) est presque (rivialement aftachée
si ¢f se factorise par des plongements

4, . Sk—1 XD"_'H'?%R’H* et R"'H_>Y/.~_1,

ou | S*'x (o) est le plongement canonique. Avec ces notations nous
passons & la démonstration proprement dite du lemme II.9.

La décomposition en anses de M ci-dessus fournit une présentation
(@1, ..., Ta; Ry, ..., Ry) du groupe de Poincaré de M. Soit W (zi, ..., Za)
une expression d’un générateur de m, M =~ J. On attache & X, une
nouvelle anse (¢1) d’indice 1 trivialement attachée, et I’on désigne par x,
le nouveau générateur de 7, (X, + (¢;)) correspondant a (¢;). On attache
a X,+ (9;) une anse (¢;) d’indice 2 par un plongement

95 i S'XD > b(Xi+(90))
représentant x, W, tel que ¢;(S*'x (o)) rencontre la sphére transverse
de (93) en un seul point (transversalement), et

93 (S'XDY) N3 (S'XDY) =@ pour j=i1,...,0.
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On sait que X, -+ (9;) + (¢;) est difféfomorphe & X, par un difféo-
morphisme de degré + 1. Nofation X, ~ X + (¢3) + (93) (cf. SMALE [20]).
Ce difféomorphisme induit I'identité sur le groupe de Poincaré. D’autre
part, on peut former la variété X+ (99)+ (93) + (¢1)+-. ..+ (9)-
Dans T'intention de faire disparaitre les anses (9}), ..., (¢%), considérons
des anses (Y}), i =1, ..., a, trivialement attachées a X, + (¢;), dis-
jointes de (¢7), (91), ..., (93). On peut former

X+ (98) + (92) + 28 (02) + Z2(4),

et comme les anses ({;) sont trivialement attachées, on peut attacher
a la variété ci-dessus des anses (V}), k=1, ..., a, telles que

X+ (90) + 2593 ~ Xi 4 (98) + 2R(93) + 23 (L) + 23 (YD)

Pour tout i =1, ..., «, il existe une expression x;x7 qui est consé-
quence de R, ..., Rg et 2, W. Il en résulte que la famille de plongements

$i 2 S D = b(Xi+ (95) + 20(97))
est difféotope dans le complément de U 9%(S'x D) a une famille de

]
plongements {; dont les images sont contenues dans b (X (¢;)) et
représentent x;xyi. [Le groupe de Poincaré de b (X,+ (v;)) est iso-
morphe par inclusion au groupe de Poincaré de X, (9%).] On obtient {§;
par lopération bien connue, due & SMmALE, qui consiste a faire passer
I'image du plongement ; par dessus certaines anses (¢7) par une difféo-
topie dans b (X4 (9;) + Z'E(cp?-)). Cette opération permet de multi-
plier I'élément de 7, (b (X (¢;)) représenté par le bord de I'anse ({})
par n’importe quel produit de conjugués des éléments R,, ..., Rg, x, W
représentés par les bords de (¢7), (¢3), .., (¢3). Comme dim b (X +(¢5)) >4,
on peut supposer que §; (S' X (o)) rencontre la sphére transverse de (9,;)
en un seul point et ne rencontre pas la sphére transverse de (9})
pour k 3£ o, i. (Deux plongements différentiables homotopes de S' dans
une variété de dimension > 4 sont difféotopes. Il existe en effet une
immersion de S'x I dans la variété qui fournit une homotopie régu-
liére entre les deux plongements. On se débarrasse des points de self-
intersection en les « poussant » au-deld du bord.) Dans leur nouvelle
position, les anses (9;) et (/) se détruisent mutuellement et l'on a

X+ (90) + 214 & D"+ (940)-
On obtient ainsi pour X, une décomposition en anses de la forme
Xom D' 4 (9Y) + 20(9F) + 2T,

ou les anses (¢7) sont presque trivialement attachées.

BULL. SOC. MATH. — T. 93, FASC. 3. 16
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On applique alors le méme raisonnement & la décomposition en anses
duale associée a la fonction — p, ce qui réduit & 1 le nombre des anses
d’indice n 4+ 1. Si ¢ =2, le lemme est démontré.

Si ¢ > 2 (ce qui implique dim M X 7), il reste & faire disparaitre
les anses d’indices 2, ..., ¢— 1. Supposons par récurrence que M
admette une décomposition en anses de la forme

M =D+ (9") 4+ (9%) +...+ (95) + @) +...,

avec 2 = k < ¢, ou les anses (9%), ..., (¢4) sont presque trivialement
attachées. Tout d’abord, puisque m.M=...=mM =0, on a
H;M = Hi(J) =0 et H*M =o. Donc M est stablement k-parallé-
lisable (cf. J. MiLNoR [13], § 5). Autrement dit, X; est stablement parallé-
lisable. Il résulte alors facilement du lemme 6.2 de [10] que les
anses (¢%), ..., (¢5) sont nécessairement trivialement attachées.

Considérons maintenant X;.,. Puisque (¢}) est trivialement attachée
(i=1, ..., ), on peut attacher des anses (Jf*') 4 X; de sorte que
Xi+ Z2(f+1) =D 4 (9'). On peut supposer les anses (yf*') dis-
jointes des anses (¢5*'), car 2k<<n+1. On peut donc former
Xirr + ZH(EY) et

Xos + T U1 2 D2 (@) + @)+ @F )

D’autre part, mi(Yi:+1) = o0, car mx(Xi+1) = m(M) =o, et X, peut
étre obtenu a partir de Y., en attachant des anses dont les indices

n—k-+41,n—k +2etn + 2sont plus grands que k + 1 (k<qé§(n+1)

entraine 2k < n). 11 en résulte que les applications $f**| S x (O) sont
homotopes 4 O dans Y., et comme 2k << n, les anses ({}**) sont presque
trivialement attachées a X;.,. En remplacant, si cela est nécessaire, le
plongement f*!' : S¢x D"#+'— Y,,, par un plongement défini par la
formule f+!(x, «(x).y), (x, y)€ S* x D*—*+1, avec un choix convenable
d’une application différentiable a : S*—- SO,_t+.:, on peut supposer que
les anses (yf*') sont trivialement attachées a X.,. Il existe alors des
anses ({£+?) telles que

Xieos ¥ X+ 2 + 2@,
On en conclut

Xira 2 D2+ (91) o+ @) o (9571) A7) o (G87),

D’ou une décomposition en anses de M sans anses d’indice k. Comme
dans la décomposition en anses ci-dessus les anses (¢ *') sont presque
trivialement attachées (2k <<n), le raisonnement par récurrence est
terminé.
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On fait disparaitre les anses d’indices k =n—gq + 3, ..., n en appli-
quant le méme procédé a la décomposition duale. Le lemme II.9 est
ainsi démontré.

3. Suffisance des conditions du théoréme II.1.

On proceéde essentiellement comme au chapitre I. Il s’agit de cons-
truire une variété orientable M"+* compacte, sans bord, connexe, telle
quem, M >~ J, ;M = opour2 =i < q, 7, M = A comme Z [J]-modules,
et H;M = o pour 2 =i = n. On obtiendra un n-nceud satisfaisant aux
conditions du théoreme II.1 en opérant la modification sphérique y(¢),
ol ¢:S'x D*'— M représente un générateur de m, M.

Soit (x, ..., Tx; Ry, ..., Rg) une présentation finie du Z [J]-module
donné A de type fini (lemme II.6). Soit M, la somme connexe de
St x §*+1 avec « copies de S7 X S*—7+2, On prendra pour point base dans M,
un ouvert contractile qui contient la i*™® copie (P X Q); d’un point
PxQeS7x S+2 pour tout i =1, ..., «. On identifie z; avec I'élément
de m,M, représenté par le plongement de S’ xQ dans la i®™® copie
(S7 x §"—1+2); de §7 x S"—'+2. Le Z [J]-module libre engendré par z,, ..., Ty
s’identifie alors & m, M,. Soient ¢; : S7— M, des plongements différen-
tiables représentant les éléments R, de w,M,, j=r1, ..., 3. Les plon-

. .. I ..
gements ¢; ont un fibré normal trivial, et comme g -~ , non peut choisir

des prolongements Y, : S7 X D*—7+*— M, de sorte que la modification
sphérique multiple y($1, ..., Yg) soit une modification avec champ
(cf. [10], lemma 6.2). On obtient ainsi une variété stablement parallé-
lisable

M,= <Mo— \J (7% B"—V+2)> v J @0 x o)
J j

dont il est facile de vérifier que les groupes d’homotopie satisfont aux
conditions =, (M,) >~ J, m;(M,) = o pour 2 =i <gq, et n,(M,) >~ A par
un isomorphisme de Z [J]-modules. <On utilise ici I'inégalité q — ; n.)
On a, en effet,

Tfi<Mo— U (87 % B’l—'l”)) > 7 (M) pour 1=i<n—q-+1,

]

m(Ml-— U b (D7+ X S"—’7+‘)> ~ (M) pour 1=1i<gq.

J

D’autre part, en désignant par W la variété de bord M, + (— M,)
construite dans ([13], § 2), on a

M, ~n, W pour ¢g<n—q +1,
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et
771.,W >~ quo/(Rl,. ey R(j) >~ A.

En utilisant les suites exactes d’homologie des paires
( Mo, | 45(5 B"—‘7+2)> et <M., \J 4@ x S""I+‘)>.
\ j j

on trouve H;(M,)=o0 pour 2-Li<gq, q+2=i=n—q et
n—gq -+ 2 <i<n. L’hypothése A/DA = o entraine

Hyq2 (M) = Hy (M) = o.

De plus, les suites exactes mentionnées ci-dessus montrent que H,., (M)
est abélien libre de rang y = 3 — o pourvu que ¢ < ;n.

Il reste donc a tuer le groupe d’homologie H,.,(M,). On observe tout
d’abord que I'homomorphisme de Hurewicz » : 7, (M,) — Hgy (M)
est surjectif. En effet, soient M, le revétement universel de M, et

Ei,~ H(3; H,(M,)) > G H,.,(M,)

sa suite spectrale de Cartan-Leray en homologie (cf. [18]). Comme E; ;= o
pour r > 2, cette suite spectrale est triviale. D’autre part,

Tger (M) = Hyoy (M)

est surjectif d’aprés le théoréme de Hurewicz, et la composition des
homomorphismes

Tyos My —> Tges M= Hy s ML — Hy (35 Hy ML) S H,y o M,

s’identifie a ’homomorphisme de Hurewicz 7, M, — H,., M,. [Dans cette
suite, 7, M,— 7, M, est I'isomorphisme canonique, 7,., M, — H,.., M,
est '’homomorphisme de Hurewicz dans M,, H,.,M,— H,(J; H,.,M,)
s’identifie & I’'homomorphisme canonique H,.,M,— H,.,M,/DH,., M, et

% HO(J; H([+1M1) = E‘(';,,,+1—>E3°,q+1: Jo,q+1 CH/;+1M1

est ’homomorphisme canonique dans la suite spectrale considérée.]
La surjectivité de m,.,M,— H,.,M, est donc équivalente a la surjec-
tivité de z. Il suffit donc de vérifier que E} = H,(J; H,M,) = o.
Or, l'action de J sur H,M, s’identifie a I'action de =, M, sur ©,M;, et

H.(3; H,M,) =H,(J;A) =A® =0 (lemme I1.7).

On choisit alors des bases &, ...,k etn, ..., nyde H, . M, et H, ;.. M,

respectivement telles que %,.7m;= d;;. Les classes fi, ..., ., peuvent
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A . . I
étre représentées par des plongements ¢; : S7+'— M,, car ¢ << -n.
2

De plus, les plongements ¢; ont un fibré normal trivial. Il existe donc
des prolongements ¢; : S+ x D7+ — M, des ¢; dont les images sont
également disjointes. On opére la modification sphérique y(Yi, ..., Yy).
Il n’y a pas de difficulté a vérifier que la variété M = (M, $i, ..., by)
ainsi obtenue satisfait aux conditions requises.

4. Variétés minimales d’'un n-nceud.

On peut également aborder le calcul de 7, (S***— f(S7%)), ou f est un
neeud satisfaisant I’hypothése (H,), en utilisant les variétés V»+tc Sn+2
dont le bord bV coincide avec f(S7).

LemMmeE I1.10. — Soient =" une sphére d’homotopie différentielle de
dimension n et f : 3"— S"** un plongement différentiable. Il existe une
sous-variété orientable V*+' c S*+* dont le bord est égal a f(=").

Ce lemme est bien connu. Rappelons-en bri¢vement la démonstration.
On observe tout d’abord que f a un fibré normal trivial. Soit U un voisi-
nage tubulaire de f(2?). On a un difféomorphisme ® : U — 5" x D>
Soit a€ S' un point du bord de D>, 11 suffit de démontrer que ®' (2" X a)
est le bord d’'une sous-variété orientable de I’adhérence de S*+*— U.
L’application @ fournit une application ¢ : T — S', composition de
® | bU (bU = T) avec la projection sur le deuxiéme facteur. Il s’agit
de prolonger ¢ : T — S' en une application ¢ : S —int U — S
En effet, si ¢ existe, on pourra supposer que ¢ est différentiable et
admet a comme valeur réguliére. La variété J—' (a) est alors la variété
cherchée. L’existence de ¢ se démontre en utilisant la théorie des
obstructions.

Soit f:z*— S un plongement différentiable et V“+! une sous-
variété orientée de S+ telle que f(=%) = bV. On notera v(x) la normale
positive & V dans S"*?enxeV, et v,, v_: V> S*+>—V les applications
données par les formules v . (x) =z +c.v(x) et v_(x) =xz—c.v(),
ou : est positif et assez petit (inférieur au rayon d’un voisinage tubu-
laire de V). On notera également v., v_ : H,V - H,(S"— V) les
homomorphismes induits par ces applications.

On doit 4 J. LeEviNE [11] le lemme suivant qui affirme I'existence d’une
variété V*+'c S§** en un certain sens minimale, telle que bV = f(Z").

Lemme II.11. — Soit f : ="— S*** un plongement différentiable.
Pour n>3, la condition =;(S"— f(z") >~ n;(S') pour i<gq, ou

q <= é (n + 1) est équivalente a Uexistence d’une variélé orientée et (¢ — 1)-
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connexe V™1 c §m+2 telle que bV = f(2"). En oulre, si n > 4, la variété V
peut éfre choisie telle que

vi: H,V—>H,(S"*—YV),

v_: H,V—H,/(S§"—YV)
soient injectifs.

Pour la démonstration, nous renvoyons le lecteur a I'article de LEVINE
déja cité.

On peut alors calculer m,(S"**— f(2?)) comme suit. Soit
Y = §*+*— N(V), ou N(V) est un voisinage tubulaire de V. Le revé-
tement universel (infini cyclique) X du complémentaire X d’un voisi-
nage tubulaire de f(=") dans S"+* s’obtient a partir de la réunion dis-

jointez Y, ou Y, est une copie de Y et ol k parcourt les entiers, en
k
identifiant V} avec V; ., pour tout k. (Viet Vi sont les copies de v, (V)
et v_(V) dans Y; et l'identification est donnée par v,.vZ'.) On a un
isomorphisme de Z[J]-modules entre 7, X et H,(X), et ’on peut calculer
ce dernier en utilisant le théoréme de Mayer-Vietoris et un passage a la
limite. On observe que H,V et H,Y sont isomorphes. Soient %;, ..., £
des générateurs de H,V, et (x\, ..., %s; diTs, ..., d2Z,) une présentation
de H,(Y). Le Z[J]-module m,(S""— f(=")) admet la présentation

(xj)- cos Toy v () — v*(ii)’ d;z;).

On va voir que pour ¢ = én et ¢ = é(n + 1) on peut préciser la forme
des relateurs fv. (%) — v_(%).

Tirons tout d’abord quelques conséquences des remarques ci-dessus.
Si I'on demande I'injectivité de v, et v_ (en supposant n > 4), le sous-
groupe de torsion de m,(S"** — f(2")) est isomorphe au sous-groupe de
torsion de H, Y. Il est donc fini, et I’on retrouve le lemme II.8 en uti-
lisant le théoréeme II.1. D’autre part, si m,(S**— f(z")) n’a pas
d’éléments d’ordre fini, il en est de méme de H,Y et la présentation
ci-dessus se réduit a

<x,,. s xa;z (ta;; — bij) x,~>,
J

ou les matrices entiéres carrées (a;;) et (b;) sont définies par

v (%) =Z a;;x; et v_(%) =Z bi;z; respectivement. En utilisant encore

J J
le théoréme II.1, on obtient
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LemMme II1.12. — Soit A un Z[J]-module sans ftorsion, de type fini
ef tel que Ay= o. Alors A admet une présentation d’excés nul de la forme

(x“. co xa;Z (ta;;— bi,-)x/>a
J

out les matrices carrées entiéres a et b sont non singuliéres.

(La derniére assertion résulte de l'injectivité de v.. et v_.) J’ignore la
démonstration algébrique de ce lemme.

I1 est par ailleurs facile de vérifier que si A, tel que Ay= o, admet
une présentation d’excés nul, alors A est sans torsion.

»

5. Démonstration du théoréme II.2.

Soit f: §?7—> $*7+2 un 2¢-nceud satisfaisant a (H,), ¢ > 3. Soit V c §27+2
une variété orientée (¢ —1)-connexe de dimension 2q 41 telle que
bV = f(S%). D’aprés S. SMaLE [20], il existe une décomposition en
anses de V de la forme

V=D 4 (90) 4.+ (94) + (o7*") +.. . 4+ (94*),

ou I'homomorphisme bord d : H,..(V, X,) - H,(X,;, D*¥+') s’exprime
(relativement a la décomposition cellulaire ci-dessus) par la matrice
diagonale d = diag(d,, ..., ds). (X; est la réunion de D*7+' et des anses
d’indice ¢.) On peut en outre supposer que d, divise d», d. divise d;, etc.
Comme V est stablement parallélisable, les anses d’indice ¢ sont trivia-
lement attachées. (Ceci résulte de [10], lemma 6.1.) La sous-variété

X, = D+ +2 (¢7) est donc difféomorphe a la somme connexe le long

i
du bord (cf. [10], § 2, Addendum) de « copies (S7 X D7*');, i =1,..., &,
de S7x D7+, Soit V, cette somme connexe et h : V,— X, un difféo-
morphisme. On peut supposer que h préserve l’orientation.

Soit alors S7 'image par h de (S7 X (0)):C V,, et soient Ef et E; des
(¢ +1)-disques immergés dans S?7*2, { =1, ..., @, dont les intérieurs
sont disjoints et tels que

(i) bE;j = bET= S7;

(i) (intE)nX, =0, (intE))nX,= G,

(iii) le champ de normales (intérieures) & S7 dans Ef, resp. E;, est v | S/,
resp. — v | S/, ol v est définie comme au paragraphe 4.

Pour voir que E; et E; existent, il suffit de remarquer que

h ( U (87 % (0)): est difféotope au plongement canonique dans S$*7+2.

On désignera par ;€ H,V la classe d’homologie de S7.
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Soit maintenant =% une sphére plongée dans S*7+*— V, bord d’un
(g +1)-disque qui ne rencontre pas X,, et dont le coefficient d’inter-
section avec A;, 'ame de I'anse (¢7™'), est d;. Soit x; € H,(S*7+*— V)
la classe d’homologie représentée par =7. Si

F:(Dr+1, §7) > (8%, §¥+2— V)

est une application différentiable dont I'image ne rencontre pas X, et
coupe A; transversalement pour tout k =1, ..., «, la classe d’homo-
logie représentée par F(S7) dans H,(S***>— V) est donnée par la

formule ¥\ (F(D7+). A
k
On a donc avec les notations précédentes

. Q) .

’J.._(Q):Zdﬁfl?j, ou a,-,-:E,-*.A,»,
j

) =X bz o by=E, A
j

v,, v_ étant définies comme au paragraphe 4.

On obtient une relation entre les matrices a, b, d en écrivant que
A;.Aj=o. Soit C;cX, une (¢ +1)-chaine de bord bC;,= d;S/— bA.
Soit F; le complémentaire dans E; d’un voisinage de bE; = S/. Alors
Zi=d;F} —v.(A)—v.(C) est un cycle. On iva calculer Z;.A; de
deux maniéres différentes. D’une part

Zi.A,<=d,»a,«,~——o—(u+Cl~).A,-= diai,-,

car A;.A;,= o. D’autre part, comme Z; est un cycle ‘qui ne rencontre
pas le bord de A, le coefficient d’intersection Z;.A; ne dépend que du
bord de A;. On a donc

Zi.0;=Z.(d; Uj + ¥, ei(Po X D)),
k
ou U; est un (¢ +1)-disque voisin de E; tel que bU; = (S7 X Qu),, et
o bA; est homologue dans bX, a d;(S7x Q)+ X ei(Pox S
k
(On identifie X, avec V, par le difféomorphisme h mentionné précé-
demment.) On remplace dans cette expression Z; par d; Ff — v A ,— v, C..
Un calcul facile montre que tous les coefficients d’intersections sont nuls

excepté (v4A;).U;= (—1)7"'b;;. On obtient donc Z;.4;,=(—1)7d,b;;
et en comparant avec I’expression précédente on obtient

diaij + (—1)7'd;bji=o.
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Il est d’autre part facile de voir que les classes x; de H,, (S*7*— V)~ H, V
satisfont aux seules relations d;z;=o0, i =1, ..., a.

Il résulte alors des remarques du paragraphe 4 que le Z[J]-module
7, (S*7+2— f(S?7)) admet la présentation

(%) <x1,. ey xa;z(tai;— bij) x;, dixi>,

7/
ou les matrices entiéres carrées a, b, d satisfont a la condition
(Cy) da+ (—1)rb'd =o.

Réciproquement, pour démontrer I’existence d’'un nceud f: S* — S*7+2
tel que m;(S*7+*— f(S*7)) =~ m;(S') pour i < ¢, et 7, (S* 72— f(S*)) >~ A,
ou A et q satisfont aux conditions du théoréme II.3, on part de V,,
somme connexe le long du bord de « copies de S7 X D7*' canoniquement
plongée dans R*¢+!cC R+ Soit R}7** le demi-espace de R*/** tel que
la normale a R27+! intérieure 4 R27*? suivie de vecteurs donnant I’orien-
tation de R*'+! fournisse l'orientation de R*7+2. On garde les notations
du début du paragraphe. En particulier, S/ C V, est la sphere (S7 X (o)),
EF et E; sont des disques plongés dans R*¢+* dont les intérieurs sont
disjoints entre eux et disjoints de V,, et tels que bE;, = bE, = S/,
la normale a S dans Ef, resp. E;, étant v, resp. — v.

On pose e =a’'—b'. La condition (C,) entraine

de' + (—1)yed = d(a—b) + (—1)7 (@ —b)d’
=da + (— 1)+ b'd + (— 1)/ (da + (— 1)y b dy

= 0.

On désignera par u;, v;€ H,(bV,) les classes d’homologie représentées
par (87 x Qu): et (P, x S7); respectivement. On a u;.v; = 9;;. Il résulte

de la relation de’ 4+ (—1)7ed’= o que les classes ¢;= d;u; +2€ikvk
k

sont représentables par des plongements différentiables ¢; : S7— bV,
dont les images sont disjointes. On se propose de prolonger les ¢; en des
plongements différentiables F; : D7+!'— R**+>*—intV, dont les images
sont disjointes (i =1, ..., @). Soient

F;: Di+t > R*7+2

des plongements qui prolongent ¢; et tels que les dérivées radiales
de F; le long de S coincident avec le champ de normales intérieures
a bV, dans R*>+!' (R27"® = R*+2— int R} 7"*.) Les théorémes classiques
de Whitney fournissent des immersions complétement réguliéres F;.
On obtient des plongements en éliminant les points de self-intersection
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par un procédé bien connu également dit & WHITNEY. (Cf. [22], démons-
tration du théoréme 3, et [19].) En général, F;(D"+')nF;(Dr+) # 0.
Soient S%*' des sphéres plongées dans R>+2— V, telles que Ef.S; = d;;.
On remplace F; par des immersions F; : D7+ — R+ telles que

F,(D7+1) = F} (D7+) #Z auS{H,
k

de maniere que F; et F; coincident dans un voisinage du bord de D7+,
et que F;(D7*') ne rencontre V, que le long de son bord. On pose
A;= Fi(D7+") et A; = F;/(D7+'). En désignant par A;.A; le coefficient
d’intersection (pour i ;#j), on obtient

A dy= A7 85 4 X @u(Se. A7) + X @iy (A7 S
k k
= A: A; —I— (—-‘ I)"—H a/id,- + a,»,-di,

car S;.A} = Si.(d;E}) = (—1)7"'d; 0, On vérifie facilement la formule

A7AS = (—1)ed;.

11 en résulte A;.A;= (—1)?'b;;d; 4+ a;;d;= o, en vertu de la condi-
tion (G,).

Les immersions F; : D7+!'— R*+* sont donc réguliérement homo-
topes (par des homotopies réguliéres qui laissent fixe la restriction de F;
a4 un voisinage du bord de D7*') dans R****— V, a4 des immersions
dont les images sont disjointes.

Soit v le champ de normales & V, dans R27+2, Pour chaque valeur
de i, on a une obstruction y;€m,(S7) pour étendre v|¢;(S7) comme
champ de normales sur F;(D7+!). On notera que cette obstruction est
la méme que l’obstruction pour étendre v sur F; (D7+'), et est par suite
égale a (—1)7e;d; fois le générateur canonique de m,(S7). (Méme calcul
essentiellement que pour A;.A%)

Si ¢ est pair, la relation de' 4 (—1)7ed = o entraine e;.d;= o.
D’autre part, en faisant la somme connexe de A; avec une (g + 1)-
sphére immergée de self-intersection 1, si cela est nécessaire, on peut
remplacer F; par un plongement pour lequel y;,= o et satisfaisant
F: (D YnF;(D7+') = @ pour i j.

Si q est impair, le coefficient de self-intersection de A; est I'entier d; a;.
On remplacera A; par sa somme connexe avec une (q -+ r1)-sphere
immergée dont le coefficient de self-intersection est —d;a;. On vérifie
que cette opération change l'obstruction y; en v+ 2dia;. (Soit Z7+!
la diagonale de S7+!' x S7+' qu’on peut supposer contenue dans un voisi-
nage U de S7+'\/ S§7+!. Sil’on immerge U dans R*7+* par une application
de degré local + 1, la self-intersection de = est — 1, et 'obstruction + 2.)
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Le nouveau disque A; est réguliérement homotope a4 un disque plongé.
La nouvelle obstruction est nulle. En effet,

Yi -+ od;@;;=—e; d; + 2d;a;; = o,
car
e = a;— by et a; + by=o0 en vertu de (G,).

En résumé, on peut dans tous les cas construire des plongements F; :
Dr+'— R*+—intV, tels que F;(D7+') rencontre V, orthogonalement
le long de F;(SY), ou F;|S7= ¢, Les images F;(D7*+') sont disjointes
et le champ v se prolonge comme champ de vecteurs normaux a F;(D7+')
pour tout i=1, ..., . Une trivialisation du fibré normal complé-
mentaire de v sur F;(D7*') fournit alors un plongement

Fi : D7+t D7— R27+2—int Vo

tel que F;|S7x S soit un plongement dans bV,. On désigne alors par V

la sous-variété V,u \ ’ F;(D7+' x D7) de R*7+* obtenue aprés avoir arrondi

les angles. II est clair que V est stablement parallélisable. On va
étudier bV. La relation de’ + (—1)7ed’=o0 obtenue précédemment

entraine que e induit un endomorphisme e, : ZZ/d,Z —>ZZ/d,-Z.
i i

La condition Ajy= o signifie que e, est un automorphisme. Il existe
donc des matrices entiéres carrées x, y telles que

ex' +dy =1,

ou 1 est la matrice unité d’ordre a. Il en résulte que les classes

= dl-ui—[—zemvk et z,-=(—1)‘72x,-kuk —{—Zy,'kl)/;
k k k

ont pour matrice (c;.z;) de coefficients d’intersection la matrice unité.
D’aprés le théoréme de Poincaré-Lefschetz, il en résulte que bV a le
type d’homotopie de S*7. (On vérifie sans difficulté que bV est (¢g—1)-
connexe.) Or, par construction méme, bV borde une variété stablement
parallélisable. bV est donc difféomorphe a4 S% et la restriction a4 bV du
plongement VcR?+2c S$%*+* fournit un 2g¢-nceud f : §%7 - §+*
(cf. [10], theorem 5.1).

Il reste a vérifier que m (S*7+*—f(S*’)) = n;(S') pour i<<gq, et
7 (S22 —f(S*)) >~ A. Les premiers isomorphismes découlent du
lemme de Levine (lemme II.11) et sont d’ailleurs faciles a vérifier
directement. Pour vérifier m,(S**+*—f($*7)) >~ A, soient v,., v_
V —§2+2—V les applications définies comme au paragraphe 4,
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et vy, v : H,V—H,(S*+*— V) les homomorphismes induits. On a,
avec les notations du début du paragraphe,

v (%) ZE (E7.A)xy,

ot z; est la classe de H,V représentée par S7 = (S7X (0));C V., et z;
la classe de X% dans H,(S*+*— V). On a

Ef.A = E; A5+ Y ay (B Si) = ay.
-

On trouvera par un calcul analogue
. Ul
() = X by
i

Le module m,(S*+*— f(S*7)) a donc une présentation identique a
celle de A dont on est parti.

CororLLAIRE II.13. — Si le Z[J]-module A, fel que Az= o, admet
une présentation de la forme (%) satisfaisant (C,), il admet également une
présentation de cette méme forme, les matrices a, b induisant des injec-

tions ¥, Z|d:Z Y Z|d: .

En effet, A >~ =, (S*7*—f(S*%)) pour un certain nceud [ : S*/— §*/+2
satisfaisant (H,). Il suffit alors de considérer la présentation de A donnée
par une variété VcS*+2 telle que bV = f(S*), et pour laquelle v.
et v_ induisent des injections v., v_ : H,V--H,/(S*"—YV)
(cf. lemme II.11).

On dira qu'un Z[J]-module A est g-admissible si A possede une
présentation de la forme (%) ci-dessus satisfaisant a4 la condition (G,).

LemMme I11.14. — Un Z[J]-module A de type fini, tel que Az= o,
est g-admissible si et seulement s’il en est de méme de son sous-module
de torsion.

/ -
Soit (z,, ey Tas Z(ta[j— b)) x;, dkxk> une présentation de A
j

satisfaisant (G;). On peut supposer di=o pour 1—k-—73 et di=o

pour 3 <<k~a. La relation (G,) montre que a;; et b; sont nuls pour
B

1=1i=3 et 8<<ja. Pour tout i =3, les relations z(tai,-— bi)x;=o0
j=1

sont donc satisfaites dans A. Considérons le module T de présentation
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8 .
<y,, cos Uss E(tai,—bi;)y,, d,..yk>, ou i et k parcourent ’ensemble
=1
d’entiers [1, 3]. Il résulte de la remarque précédente que T s’envoie
dans A par un homomorphisme ¢ tel que ¢o(y)=x,i=1, ...,0.
On vérifie que o(T) est égal au sous-module de torsion 7T'(4) de A.
Il est clair que ¢(T)c T (A). Pour démontrer que T'(4)co(T), il suffit
de vérifier que A/9(T) n’a pas de torsion. Or, B = A[o(T) admet la

/
présentation (x3+1, ey Ty Z(ta,-,— bi/)x,>,- ou i parcourt len-
B
semble [5 + 1, «]. Le module B admet donc une présentation d’exces
nul, ce qui, joint & D(B) = B, entraine que B n’a pas de torsion. D’autre
B
part, ¢ est injectif. En effet, si o <2 ul-yi> = o, cela entraine une rela-

i=1

tion de la forme

B o g
2 u;x; =2 DiE (tal-,-— bij)x/' +sz dixi
i=1 i=1 j=1 i=1
dans le module libre engendré par xi, ..., x,. Il s’ensuit
&
N vi(ta—by)) = Y vilta;— by) =o
i=1 B<i

pour 3 <Cj. Puisque, avec les notations ci-dessus, DB = B, il en résulte

que v;= o pour 3 <Ci. Ceci entraine zuiy,«: o dans T.
i

Réciproquement, supposons que T'(A) admette une présentation de
B
W T ..
la forme <x,, RN H Z(ta,-‘,——b,-‘j)x,-, dkxk>, ou i et k parcourent
j=1

Iensemble [1, 3], et ou les matrices a' et b" satisfont a la condition (G,).
Il existe alors une présentation de 7'(A) de la méme forme, ou a" et "
satisfont a (C,) et induisent des automorphismes du groupe abélien
sous-jacent de T'(A). Ce groupe est donc le groupe (abélien) de présen-
tation (x, ..., r3; dixi) (cf. corollaire I1.13). Considérons le module
B = A|T(A). C’est un module de type fini, sans torsion, tel que D(B) = B.
D’aprés le lemme II.12, B admet une présentation de la forme

<y1, e Uy Z(ta?,—b?,-)y,), ou i parcourt [r1,y]. Puisque tout
j=1
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élément de T (A) s’écrit comme combinaison linéaire a coefficients
entiers de x, ..., x3, il en résulte que A admet la présentation

<x,, R Z(ta,»,-—— bij)x;, dkxk>, avec (Tgri, « s L) = U1, -+, Yy)

J
les matrices a et b ayant la forme

a at o b— bt o
“\o a) “\ec bJ)
Cette présentation satisfait & la condition (C,), avec di=o pour
k=8+1, ...,

LemMe I1.15. — Un Z[J]-module fini A, tel que Ay= o, est g-admis-
sible si et seulement s’il en est de méme de ses composantes p-primaires A,
pour fout p premier.

Si A, est g-admissible pour tout p, il est clair que A =ZA,, est

. - 4
aussi g-admissible.

Réciproquement, supposons que A admette la présentation

(xi, vy X Z(tal-/— bij)x;, dkxk>
j

\

satisfaisant a la condition (C,). Posons d;= p%d}, ou (p, d;)=1, et
soit m=d,...d,. On définit le Z[J]-module T, par la présentation

7

<y1, cees Uas Z(ta,-*,——b,»‘/-)y,-, pekyk>, ol a;=d;a;; et b/, =d; b;.
j

Le Z[J]-module T, est g-admissible. On a un homomorphisme ¢ :
T,—~ A tel que 9(y;) = mx;, et il résulte de (p, d;) =1 qu’il existe un
homomorphisme ¢ : A—T, tel que $(x;)=y:. Or, Yo : T,—~T, est
la multiplication par m, donc un automorphisme de T,, et ¢ est injectif.
Il est clair que ¢(T,)cA,, ou A, désigne la composante p-primaire
de A. Or, ¥ et ¢ induisent des homomorphismes A,—T,— A, dont la
composition est la multiplication par m, donc un automorphisme de A,.
Il en résulte que ¢ : T,— A, est un isomorphisme. D’ou le lemme II.15.

Remarque. — Soit A un Z[J]-module de type fini tel que A;=o,
et supposons que, comme groupe abélien, A, soit somme directe de
facteurs Z/p°Z. Si A est g-admissible, les A, ont des présentations de
la forme <x1, ceey Xy Z(ta[/'—f—(—-l)'/‘i‘l a;)x;, p/fx/r> et les polynomes

7

A, = | lay + (— 1) @z
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a coefficients dans Z/p°Z sont des invariants du module A (a un facteur
inversible de Z[J](pe) prés). On vérifie immédiatement que ces « polyndmes
d’Alexander locaux » satisfont a A,(f~!) ==+{"A,({), ou m est pair
si q est pair.

D’autre part, A/T(A) a toujours une présentation d’excés nul
(cf. lemme II.12). Pour tout nceud f : S$* — S§**+* satisfaisant (H,) et
tel que m,(S*7+*—[f(S*")) = A, on a donc un polyndéme d’Alexander
As(f) = Ay (). Mais ce polynéme n’est pas réciproque en général.

6. Démonstration du théoréme II.3.
Soit f : =2—'— §*+!' un plongement différentiable tel que
m(SHH— (1) = (')

pour i<<q. D’aprés LEVINE, il existe une variété (q—1)-connexe
V27 c S27+1 telle que bV = f(x2—'). Le groupe H,V est donc abélien

libre. Soit %, ..., £, une base de H,V. D’aprés le théoréme de dualité
d’Alexander, il existe une base duale z,, ..., x5, de H,(S*+'— V) telle

que L(x; £;) = d;;, ou L dénote le coefficient d’enlacement dans S/,
En reprenant les notations du paragraphe 4, posons

. - Ql
v (2) =2 ax; et v_(E) =Y bz,
J j
ou a et b sont des matrices a coefficients entiers. On a

bij —2 bir Ory = >, bix L(k, &) = L(v—(20), &)

LG ) = L D)
= (=) Y an L(we 5) = (—1) ag
k

Pour que le Z[J]-module A soit isomorphe a w7 (S§*+'— f(z2")),
ou f satisfait & ’hypothése (H,), il est donc nécessaire que Ay= o (§ 2),
et que A admette une présentation de la forme

(**) <xls LRI ] xl; Z(taij"i“(‘—l)’/aj[)x/‘).
> .
Réciproquement, soit A un Z[J]-module satisfaisant 4 Ay;=o et
admettant une présentation de la forme (% %). On construit une variété V

de dimension 2¢, stablement parallélisable, donnée par une décompo-
sition en anses de la forme

V=D 7)) +...+ b)),
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ou les classes d’homologie %, ..., 2,€H,V =~ H,(V, D*), représentées
par les ames des anses (Y9), ..., (J4), ont la matrice de coefficients
d’intersection a + (—1)7a’. Pour obtenir V, on prend des plonge-
ments ¢; : S/'— §*' dont les images sont disjointes et qui satisfont
aux conditions

L(9:(871), 9;(S7) = @i + (— 1)y

pour i = j. Ensuite on prolonge ¢; en un plongement ¢; : S9! X D7— S27—!
difféotope au plongement canonique, i =1, ..., 2, de maniére que
(ImYy;)n(Imd}) =@ pour iz=j. Soit alors (x;)€m,—i(SO,) la classe
image de a; fois le générateur canonique de m,(S7) par I'homomor-
phisme * : =,(S87%)—m,—(S0,) de la suite exacte d’homotopie de
S0;.1/S0,. On sait que («;) se projette sur a; + (—1)7a; fois le géné-
rateur de m,_,(S7~!) par la projection 7, _,(S0,;) — m;— (S7*). Soit «; :
S§7—'— SO, une application différentiable de classe (2;). On remplace ;
par ¢; : S77'x D7— S~ défini par U;(z, y) = ¢/ (x, 2:(x).y), et l'on
attache o anses d’indice ¢ & D*7 en utilisant les plongements Y, ..., $,.
I est facile de vérifier que si &, ..., £, sont les classes d’homologie de V
correspondant aux ames des anses (Vf), ..., (J%), on a

G.bj= a4 (—1)7a;

pour tout (i, j). Puisque («;) s’envoie sur o dans m,—,(SO), la variété V
est stablement parallélisable. D’autre part, la condition A3= o entraine
que la matrice a 4 (—r1)7a’ = (%.£;) est unimodulaire. Il en résulte
que bV est une sphére d’homologie. Si ¢> 3, bV est simplement connexe,
donc une (2¢g-—1)-sphére d’homotopie différentielle =27,

11 est facile de construire un plongement différentiable F*: V — S2+!,
On peut aussi utiliser le théoréme de M. Hirscu [5], d’apres lequel V,
étant stablement parallélisable est immersible dans S$*/+'. Comme V
est un voisinage de son g-squelette, il existe un plongement de V arbi-

*

trairement proche de I'immersion de Hirsch. Soient v, vZ :
V- S+t —F'V

les applications définies comme au paragraphe 4. Soient xj, ..., x5 les
classes de H,(S**+'—F*V) telles que L(x;, F*Z;)=0;. Posons

v (z) =Za;’,ac/‘-. On observe que
j
a;, +(—u)a;;=a; + (—1)'a.
En effet,
@+ (—1)a="5.% =L ) —v (), F'2)
= (a@,— b L(}, F'%)
k

* *
= l/—b

ijs
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ol I'on a posé v(%) =2 bjixr. On trouve comme ci-dessus
k
bi; = (—1)"""a;;,
d’ou la formule cherchée. Il existe donc une matrice entiére, carrée z,
d’ordre «, telle que
a—a =z + (—r1)tx

On modifie alors F* : V— $*%+! en un nouveau plongement  :
F : V— §*+! tel que F et F* coincident dans un voisinage deD* cV, et

F(A) = F' () # X xSl
k

ou A; est 'ame de lanse ({f), et S7 est une ¢-sphére plongée dans
S+ —F*V, telle que L(SY, F*t;) = dx;. On aura de nouvelles appli-
cations v, v— : V> 8§+ —FV, et F est définie de maniére que
L(v+(Sk), S))=o0 pour tout (k, I). Soient de nouveau =z, ..

x,€H,(S*+'—FYV) les classes telles que L(x;, Ft;)=9d;. On a alors

v (@) = X LG, Fi)z;
J

=E L) +Z xSk, F*Z; +2 Tj1S1)%;
j k L

= 2 (@, + i + (—1)+xp)a; = 2 ;.
j j

11 en résulte, comme on I’a vu au paragraphe 4, que 7, (S*~'— F (b V))

admet la présentation <x1, ey Tl Z(taij—{—(—:)‘? a,-i)xj>. Le théo-
j
réme II.3 est démontré.

RemarRQUE. — On n’a utilisé ’hypothese ¢ >~ 3 que pour garantir
m(bV)={1}. Si la matrice a 4 a’ est assez simple pour qu’on puisse
construire une variété V* de bord S*, la démonstration ci-dessus fournit
un 3-nceud f: S?— S° tel que m, ($*°—f(S?)) =2 J, et m(S*—f(S¥) = A
C’est le cas par exemple si a 4-a’=diag(U, U, ..., U), ou

U= <° -
1 O
On peut alors prendre pour V la somme connexe de é o copies de S%x S*

privée d’un 4-disque ouvert.

BULL. SOC. MATH. — T. 93, FASC. 3. 17
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CuapriTre III.

Cobordisme des nceuds.

1. Les groupes de concordance et de cobordisme.

On dira que deux nceuds fo, fi : S*— S*** sont concordants s’il existe

un plongement différentiable f : S"x I — S"+x I tel que

(1) f(x, 0) = (fo(x), 0), f(x, 1) =(fi(x), 1), et si [ satisfait aux
deux conditions suivantes de bonne position

(2) f(S"x intI)c S"xint],

(3) f(S"x I) rencontre le bord de S"**x I orthogonalement. (En
d’autres termes, la restriction a S$*x b1 du fibré normal de f coincide
avec le fibré normal de f|S*x bI dans S**2x bl.)

La concordance est une relation d’équivalence. On désignera par G,
Iensemble des classes de concordance des n-nceuds.

Avant de démontrer que G, est muni d’une structure de groupe
abélien, introduisons le cobordisme proprement dit. On dira que deux
n-nceuds fo, fi sont cobordants s’il existe un difféomorphisme h :
S7— S* de degré +1 tel que foh et f, soient concordants.

Le cobordisme est également une relation d’équivalence. On désignera
par G, I'ensemble des classes de cobordisme des n-nceuds.

LemME III.1. — Les ensembles G, et G, sont munis de structures natu-
relles de groupes abéliens. L’application surjective évidente G,— G, est
un homomorphisme.

Pour démontrer le lemme nous introduirons encore la notion de
n-disque noué. Un n-disque noué ¢ : (D, S*') - (D"2, S™') est un
plongement différentiable dont la restriction ¢ |S"~! au bord de D~
est le plongement canonique S*—'— §**!, et tel que ¢(D") rencontre S+
orthogonalement. Deux n-disques noués sont concordants s’il existe un
plongement ® : D*x I —D"+*x I tel que

P (x, 0) = (9(2), 0),  P(x, 1) =(9:(2), V),

® | S§*'x I se réduit au plongement canonique et ®(D"x I) rencontre
la variété avec coins b(D"**x I) orthogonalement. (Cette notion a un
sens car le fibré normal de @ est bien défini, méme le long des coins
S7—tx bI). Bien entendu, la concordance des n-disques noués est une
relation d’équivalence.

LemMmE III.2. — Un n-disque noué ¢ : D"—D"+* détermine univo-
quement un n-neeud f : S"— S"**2, On obtient ainsi une correspondance
biunivoque entre les classes de concordance de n-disques et de n-nceuds.
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Soit ¢ : D"—D"+** un n-disque noué donné. En identifiant D=,
resp. D**2, avec les hémisphéres E7, resp. E{*?, de S”, resp. S"+2, et en
prolongeant ¢ & I'aide du plongement canonique E”— E™"2, on obtient
un n-neeud f : §”— S$"** univoquement déterminé par ¢. (On suppose
qu’on a choisi une fois pour toutes une maniére d’identifier, avec préser-
vation de l'orientation, le disque D7 avec un hémisphére déterminé E7
de S7.) 11 est facile de voir que tout n-nceud est concordant (en fait
difféotope) & un n-nceud obtenu de cette maniére. Il est également évident
que la concordance de deux n-disques implique la concordance des
n-nceuds correspondants. La réciproque peut se démontrer comme suit.
Soient fy, fi : S*— S*+* deux n-nceuds concordants. On peut supposer
que f,|E"={f,|E" est le plongement canonique. Soit alors f :
S*x I - 8*2x I un plongement donnant la concordance de f, et f..
Il s’agit de remplacer f par un plongement se réduisant au plongement
canonique sur E” X I. Soit a€ E” le centre de E”. Le plongement f|ax I
est difféotope au plongement canonique (car n > o). On peut d’ailleurs
supposer que la difféotopie F,(a, f) est indépendante de s pour o Zf<<¢
et 1—e<<tZ1. (Il suffit de supposer que f se réduit a I'identité sur
la variable ¢ dans ces intervalles, = étant petit et positif.) Soit u,, ..., u,
un n-repere fixe tangent a S” en a. En utilisant la propriété du rele-
vement des homotopies, on construit un champ de n-repéres u,(s), ...,
u,(s) normaux a la courbe F.(ax I) pour tout s(o<s-<r1), et qui,
pour s = o, sont les images de u,, ..., u, par la dérivée de f. On peut
en outre construire les u,(s), ..., u,(s) de maniére que u; (1) soit 'image
de u; par la dérivée du plongement canonique de E”X I dans S"+*x I
(k=1, ..., n). En effet, pour réaliser cette condition, on rencontre une
seule obstruction qui est un élément de m;(V,.s,.), 00 V,is , désigne
la variété des n-repéres dans R**2, Or ce groupe d’homotopie est nul.
11 est alors facile de prolonger F, en une difféotopie entre f| E" X I et le
plongement canonique E”X I — S$"*2X I. En utilisant un théoréme de
Thom (cf. Theorem 1.1 de [14], et également [17]), il s’ensuit qu’il existe
un difféomorphisme T : S"+2x I — S§»*2x I se réduisant a I'identité dans
le voisinage de f=o0 et t=1, et tel que Tf|E"x I soit égal au
plongement canonique. On peut en outre s’arranger pour que
Tf(E*x I)cE?™ x I. La restriction de Tf a E!x I fournit alors la
concordance désirée entre f|E? x (o) et f|E? X (1).

Le lemme III.2 fournit immédiatement la structure de groupe sur G;,.
Soient f,, fi deux n-nceuds et 9., ¢, des n-disques noués associés. En iden-
tifiant D* avec E} et E” par des difféomorphismes préservant 1’orien-
tation, on obtient deux plongements f. : E!—~E""* et f_ : E"— E""
(essentiellement ¢, et ¢,) dont la réunion f : S"— S**> est par défi-
nition la somme de f, et fi. La classe de concordance de f est univo-

quement déterminée par celles de f, et f;. On obtient donc une opération
bien définie sur G,.
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Le plongement canonique i : S"— S+ représente ’élément neutre
o€ G;,. Pour définir I'opposée de la classe de concordance d’un n-nceud f:
S"— §7+2, on passe & un n-disque associé ¢ : E?—> E?** et on I’envoie
par réflexion sur ¢'=r.¢r, : E*—>E""* (r, et r, étant les réflexions
par rapport aux plans des équateurs E?nE”" et E!™>nE”"** respecti-
vement). Le n-disque ¢’ détermine un n-nceud f' : S"— S§**+2, 11 est
évident que f-+f' a pour classe de concordance O. Il n’est pas trés
difficile de vérifier que I’addition des classes de concordance est asso-
ciative. L’opération somme induite sur G, détermine donc une struc-
ture de groupe. On vérifie que C; est un groupe abélien. (Il existe une
rotation h : S***— §"*+2 qui envoie E*** sur E"** telle que hi =i, ou i :
S"— S+2 est le plongement canonique.)

La méme opération induit une somme commutative sur C,. (On a
un analogue du lemme II.2 pour le cobordisme, et qui d’ailleurs découle
du lemme II.2). Il est alors clair que I'application surjective G,— G,
est un homomorphisme.

2. Relation entre G, et G,.

On utilisera les notations de [10]. En particulier, 0, dénote le groupe
des classes de h-cobordisme des n-spheres d’homotopie différentielles.
(On sait d’aprés SMALE [20] et CERF [2] que 6, s’identifie pour n>. 4
avec I',, le groupe des difféomorphismes de degré + 1 de S*—! sur elle-
méme, modulo le sous-groupe normal des restrictions & S*—! des difféo-
morphismes de D) bP,., est le sous-groupe de 0, formé des classes
de h-cobordisme représentées par des n-spheres d’homotopie différen-
tielles qui bordent une variété parallélisable.

*

TutoreME 111.3. — Pour n < 5, on a G, =~ G,. Pour n > 6, Uappli-
cation naturelle G,_, — G,—; se plonge dans la suife exacte

0->0,/bP, 11— G,_;—> CGry—o0.

J’ignore la nature de l’extension.

La détermination de bP,.,C0, qu'on trouvera dans [10] fournit
quelques valeurs explicites de 0,/bP,., pour les petites valeurs de n.
On peut extraire de [10] le tableau suivant :

Roviviniininn. 6. 7. 8. 9. 10.
0,/0Ppis...... o o Z, Z,+ 27, Z;

Revvvnninnnnns 11. 12. 13. 14. 15.
0,/bPpiy...... o o Z, Z, Z,

N . 16. 17. 18. 19.

0./0Ppiy...... Z, Zy+ 2,4 Z, Z:+ 7, Z,
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Soit Diff (S*) le groupe des difféomorphismes S”— S” qui préservent
l'orientation. Ceux d’entre eux qui se prolongent en un difféomorphisme
Dr+'— D+t forment un sous-groupe invariant de Diff(S§?). On dési-
gnera comme d’habitude par I',., le groupe quotient qui, comme on
sait, est abélien.

Soit f : S*— S*** un n-nceud. On obtient des nceuds cobordants a f
en formant fh : S"— S$"*2, ou h : S* - $" est un difféomorphisme de
degré -+ 1.

Si lapplication h,h;y' : S"— S", ho, h, €Diff (S"), se prolonge en un
difféomorphisme du disque, elle se prolonge en un difféomorphisme H :

Dr+1— D+t qui laisse fixe le disque éD'lH de rayon é (Lemme de

R. Pavrais et J. CErF. Cf. theorem 2.3 de [14].) Donc si hy et h, € Dift (S")
représentent le méme élément de I',.,, alors fh, et fh, sont concordants.
On a donc une action de T',., sur 'ensemble des éléments de G). (Il est
évident qu'une concordance de f, et f, entraine la concordance de f,h
et fih quel que soit le difféomorphisme h : S*— S=.)

LemMe II1.4. — On a la formule
(fh) = (f) + (ih),

ou () désigne la classe de concordance ef i : S"— S"*+* est le plongement
canonique.

On peut supposer que f|E” se réduit au plongement canonique.
D’autre part, en utilisant le lemme de Palais et Cerf déja cité, on peut

supposer que h|E} est lidentité. La formule résulte alors immédia-
tement de la définition de la somme (f) 4+ (ih).

CororLLAIRE III.5. — L’application
T~ G:

induite par h — (ih) est un homomorphisme.

Je dis que I'image de TI',., est égale au noyau de G,— G,. En effet,
d’une part tout élément (ih) € G, est cobordant & i par définition. Réci-
proquement, si (f)eKer{ G,— G, }, il existe un difféomorphisme h
tel que (fh) = o. Le lemme III.4 fournit (f) =— (ih)e Im{T,.,— G, }.

On a donc la suite exacte
T,nu— G, —G,—~0.

Sin<L5,T,.,=0.Donc G,~ C,. .= 0 est évident; I's= O est
élémentaire en passant au revétement universel; il est bien connu que
T;=0 (cf.[21]); Tisomorphisme T, =0 est di a J. Cerr. (Cf.[2]);
I's=0,=0 et I';=0,=0 daprés SmarLe [20], et [10].)
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Si n > 6, on peut identifier I', avec 8, d’aprés le théoréme de Smale
déja mentionné. On va voir que le noyau de 'homomorphisme 6, - G_,
est formé des classes de h-cobordisme de n-sphéres d’homotopie diffé-
rentielles qui bordent une variété parallélisable, i.e. le noyau de
0,— G,_, est exactement bP,..,.

Soit h : S*'— §*' un difféomorphisme représentant un élément
de T', et supposons que ih : S*'— S*+! soit concordant au plongement
canonique. Cela signifie que ih se prolonge en un plongement H :
D»— D"+, Si T'on identifie D" (resp. D**?) avec E" (resp. E"*?), et si
Pon prend la réunion E?u H(E") dans E?** U E™"? = §"+2, on obtient un
plongement dans S+ de la n-sphére d’homotopie différentielle
"= EYUH(E"). Or, 3" représente dans 0, l’élément correspondant
a h dans I, (par définition de l'isomorphisme I',— 0,). D’autre part,
il est bien connu qu’une sphére d’homotopie différentielle =" se plonge
dans S"+* si et seulement si elle est le bord d’une variété parallélisable.
(Cf. [8]. La moitié de cette assertion a été démontrée ci-dessus :
lemme II.10.)

Inversement, si =" est une n-sphére d’homotopie différentielle qui
borde une variété parallélisable, elle se plonge dans S$*** comme on
vient de le rappeler. Or 3" est obtenue en attachant E? et E” le long
de leurs bords par un difféomorphisme h : S*~'— S*—'. Puisque =" se
plonge dans S+, le plongement ih : S*~*— S§"*! se prolonge en un plon-
gement du disque H : D"— D*2, Cela veut dire que ih est concordant

au plongement canonique. (On peut modifier H pour le faire coincider

avec le plongement canonique sur ;D".> Il en résulte que les éléments

de bP,., sont envoyés sur o dans C,_,. Le théoréme III.3 est compleé-
tement démontré.

3. Détermination de C.;.

TutoriME II1.6. — C= o pour k> 1.

Soit if : §?*— §2+2 un s k-nceud. On a vu qu’il existe une sous-variété
orientable, connexe V#+tc §24+2 telle que b V= f(S*) (lemme II.10).
Pour démontrer que f(S*) est le bord d’une sous-variété contractile
de D*+3, ce qui démontrera que Gu;= o, on va tuer les groupes d’homo-
topie de V2+' par modifications sphériques.

Supposons tout d’abord k > 1. La démonstration pour k = 1 sera
donnée en fin de paragraphe. Puisque V est stablement parallélisable
et de dimension impaire, il existe une suite de modifications sphériques
avec champ

V=V . =2V
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telles que V, soit stablement parallélisable et g-connexe (1 = q = k).
Vi est donc un (2k + 1)-disque (cf. [10], theorem 6.6). Le probleme est
de plonger V; dans D%+ de maniére que I'image de son bord coincide
avec f(S*). On obtiendra ce plongement en réalisant chacune des modi-
fications sphériques de la suite ci-dessus dans D¥+3,

Nous allons décrire tout d’abord la réalisation dans D*+> des modi-
fications sphériques du passage de V a V,. Soient ¢; : S'X D*—intV
les plongements (d’images disjointes) qui définissent ces modifications.
On peut prolonger ¢;|S'X (o), ot o€ D* désigne le centre du disque,
en des plongements ¢;: D*— D+ dont les images sont disjointes.
(11 est suffisant pour cela que k soit > 1.) On peut en outre demander
que ¢;(D? rencontre le bord de D¥*+* orthogonalement, et que
d:(intD?) cintD*+3, 11 s’agit d’étendre ¢; a des plongements
D? x D**— D*+3 que nous noterons encore Y;, tels que ;| S'x D* = o..

Pour cela on observe que ¢; détermine une trivialisation { w, ..., W {
du fibré normal de ¢;| S' X (o) dans V. Soit .., le champ de normales
a V! dans S?*+2. On essaye de prolonger le champ { u,, ..., sz, Wotss |

comme champ de (2k -+ 1)-repéres normaux au disque $;(D?*). Il y a
une seule obstruction qui est une classe d’homotopie y; dans 7;(SOsi+1).
Or, v; est stablement nulle, i. e. s’envoie sur o dans 7, (SO) car si 'on
plonge D*+3 dans un espace euclidien de grande dimension, la modi-
fication que nous sommes en train d’essayer de réaliser dans D+’
s’identifie avec la modification abstraite y(¢;) qui est par hypothése
une modification avec champ. Comme 7, (S0.,) est un groupe stable,
il s’ensuit que y;= o. Il n’y a donc en fait pas d’obstruction & pro-
longer §; : D>~ D*+% en un plongement ¢; : D*> X D*— D%+ tel que
$i| St X D* = g,. On construira ces prolongements de maniére que leurs
images soient disjointes. Aprés avoir arrondi les angles (nous faisons
cette opération avec quelques détails ci-dessous), on obtient donc un

plongement (V—|_J ¢:(' x intD“‘)) U | %D x %) de la variété

modifiée V.

Il sera commode de considérer D%+ comme sous-disque de 2D*+?,
le disque de rayon 2, et d’introduire W = V x I naturellement plongée
dans 2D+ comme sous-espace de 2D*+3 —intD*+3 par lidenti-
fication avec S*+2x . On notera que la construction précédente nous

fournit une sous-variété avec coins W, =Wu U $:(D? x D*) de 2D+,
i

Supposons maintenant que les modifications V= V,=...= V,

aient été réalisées dans D*+> (g > 2), i. e. supposons qu’on ait obtenu

une sous-variété W,_, (avec coins) de 2D**, réunion de W et des anses

successives des modifications de la suite V= V,=...= V,_, plongées

dans D*+3, [On suppose par récurrence que la variété W, , n’a pas
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d’autres coins que le long du nceud donné [(S**).] Soient ¢;
S§7 % §*#—7+1—V,_, les plongements (d’images disjointes) qui définissent
les modifications sphériques du passage de V,—, & V,. On se propose de
prolonger les ¢;| S7 X (o) en des plongements §; : D7+ — D+ — int W,_,
dont les images sont disjointes. On peut certainement prolonger les
9| S7X (o) en des plongements dans D*+* (q < k). Comme W,_, n D*+3
se rétracte par déformation sur une réunion de cellules plongées
dans D*+3, de dimensions inférieures ou égales a ¢, il existe des plon-
gements U; : D7+1— D*+3 — intW,_, prolongeant ¢;|S7x (0). On peut
supposer que ces plongements ont leurs images disjointes car
2(q + 1) < 2k + 3. D’autre part, il est commode pour éviter d’avoir a
arrondir des coins supplémentaires de demander que la dérivée radiale
de Y; le long du bord de D7+! soit tangente a W,_, et normale a V,_,
(i. e. coincide avec la normale intérieure de V,_, dans W,_,). Il reste a
prolonger les {; en des plongements

D7+ x D2—g+1 5 D2%+3_int Wq—1

que nous noterons encore Y;, tels que ;| S7x D*—7+1 = ¢,, L’argument
est le méme que dans le cas ou ¢ = 1. Soit u,, ..., Wiy la triviali-
sation du fibré normal de ¢;|S7X (o) dans V,_, déterminée par ¢,
et soit w.—g4» la normale & W,_, dans 2D*+ restreinte a ¢,(S7 X (0)).
Comme le disque ¢;(D¢*+') a dans D*+* un fibré normal trivial, I'obstruc-
tion (unique) pour prolonger u,, ..., Wi_g+» comme champ de repéres
normaux a ¢;(D7+!) est un élément 7y;€m;(SOzx—g+2). Comme pour
q = 1, cette obstruction est stablement triviale. Or, m,(SO—;+2) est
stable pour ¢ =< 2k — ¢q. On peut donc prolonger ¢; en un plongement

qu : DI+ x DM+ D23 int Wq_1

tel que ;| S7 X D*—7+' = q,.

Soient alors w, ..., Ugr1, Uiy .. .5 Usk—ge1, W les coordonnées dans le
voisinage de ;(D7+'x D*—¢+') définies par ¢; et la normale a
$;(D7+1 x D*—1+1) dans D*+3, Dans 'ouvert U ou ces coordonnées sont
définies, on peut supposer W,_, donnée par les équations w = o,

Z(u,-)zér. On désignera par (47%') la sous-variété a bord de U définie
i

par w = o,

Z(u,-)?éx +e, E(Uj)zé a(|ul),

ou la fonction numérique monotone croissante a(f), o<1, est
égale & ¢>o0 pour oZtL1—¢, et tend vers linfini pour {— 1.



NEUDS DE DIMENSIONS SUPERIEURES. 265

La réunion W,=W,_,u U (Y7*") est une sous-variété différentiable
de 2D*+3, et V, est différentiablement plongée dans D*+, Le théo-
réme III.6 est démontré pour k > 1.

Pour k = 1, il existe encore une variété V*c S* dont le bord est’image
du nceud donné f: S*— S% mais on ne peut plus prescrire une suite de
modifications sphériques qui transformerait V* en un 3-disque. Pour
éviter la difficulté, on construit la variété fermée M* = V/bV obtenue
a partir de la somme disjointe V* + D* par identification des bords.
M? est orientable.

Lemme III.7. — Toufe variété orientable fermée M* de dimension 3
borde une variété W* parallélisable.

Ce lemme est bien connu. On sait que M* est parallélisable. Soit
M?c S+ un plongement de M?® dans S$”** muni d’'un champ u de
m-repéres normaux. La construction de Thom appliquée & (M*; u)
fournit une application h : S”+*— S™ qui est une fibration de fibre M?
au-dessus du complémentaire d’'un point a*€S™. Or, on sait quen
modifiant w dans le voisinage d’'un point de M* par une application « :
(D?, §*) = (SO, 1), on remplace la classe (h) de h par (h) &= Ja, ou J :
73 (SOm) — Tm+3(S™) est I’homomorphisme de Hopf-Whitehead. (Le
signe est déterminé par les dimensions. Cf. [7].) Comme cet homo-
morphisme est surjectif (dans ces dimensions), on peut par un choix
convenable de « remplacer u par un nouveau champ v tel que la construc-
tion de Thom appliquée & (M?; v) fournisse une application h : S+ — S
homotope a o. Soit alors H : D™+ — S™ un prolongement de h qu’on
peut supposer différentiable. Il existe alors un point a€ $™ — a* qui est
valeur réguliére de H et h simultanément. L’ensemble H—!(a) est une
variété de dimension 4, de bord M?* dont le fibré normal dans D™+* est
trivial. Il s’ensuit que la composante connexe W* de H—'(a) conte-
nant M® est parallélisable. C’est la variété demandée.

Soit (+ : W*— R une fonction de Morse-Smale sur W* telle que M*
soit variété de niveau de p. (cf. chap. II, § 2). La fonction p fournit
une décomposition en anses de W* de la forme

W= M 5 T4 3(91) + 2,(9)) -+ D (91) + (9°)-
i J k

Rappelons que M° a été obtenue a partir de V* de bord S? par adjonc-
tion d’un 3-disque U?. On peut supposer que les images de ¢/, ¢} et ¢}
sont disjointes de U® X (1). (On déformera les plongements ci-dessus par
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difféotopie pour qu’il en soit ainsi si cela est nécessaire.) On obtient
ainsi une variété a coins

Wo= Vo X T+ D(0!) + 2,93 + (00

dont le bord est formé de V?x (o), bV?*x I et d’un 3-disque. (W a des
coins le long de bV x bl.)

On désignera par X, la réunion de V*x I et des anses d’indices infé-
rieurs ou égaux a p, et 'on observera que bX, est la réunion de V3 X (o),
bV3x1I et de Y, qui est difféomorphe a la somme connexe d’un nombre
fini de copies de S'x S? privée d’une 3-boule. On se propose de plonger
successivement X, = V*x I, puis X;, X, dans D’ par des plongements
qui se prolongent mutuellement et qui prolongent V3X (o)c S* Il ne
semble pas possible en général de plonger X, de cette maniére, mais
on pourra transformer Y, en un 3-disque par des modifications sphé-
riques dans D%, ce qui conduira a un 3-disque de D? dont le bord sera
Iimage f(S$*)cS* du nceud donné.

II n’y a pas de difficulté a plonger X,= V3xI comme demandé.
On prolongera ce plongement a un plongement de X,, puis X, par la
méthode du début du paragraphe.

Pour passer de Y= bX,— (V*X(0)ubV?*xI) & un 3-disque plongé
dans D%, il suffit de remarquer qu’au lieu de tuer m,(Y.) & laide des
anses (93) qu’il serait difficile (ou impossible) de plonger dans D3, on
peut aussi bien tuer m,(Y.) a I'aide d’anses d’indice 2 pourvu qu’on ait
soin de choisir des plongements

dr: S'XD*—Y,

qui représentent un systéme canonique de générateurs de m(Y.).
(On rappelle que Y. est une somme connexe de copies de S'x S* privée
d’une boule de dimension 3.) Or, ces modifications sphériques peuvent
se réaliser dans D* par la méthode du début du paragraphe. Elles trans-
forment Y, en un 3-disque de D’ dont le bord est f(S?. On a donc
bien C.= o, ce qui achéve la démonstration du théoréme III.6.

4, Etude de Csi_..

Soit f: z%-1— §2+1 un plongement différentiable, ou =*-' est une
(2k — 1)-sphére d’homotopie différentielle. Soit U un voisinage tubu-
laire ouvert de f(=**~') dans S*+!, La variété différentielle compacte
X = §*+1 — U ayant I'homologie du cercle, on peut lui associer la
torsion de Reidemeister de son revétement infini cyclique X.
(Cf. J. MiLNOR [16], lemma 4.) C’est un élément 7 (f) non nul du corps Q (¥)
des fractions rationnelles 4 une variable { sur le corps des nombres
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rationnels, défini 4 la multiplication par un élément de la forme == ¢
prés (reZ). On posera A(f) = (t— 1).7(f).
Soient
9y: E21 o B2 et o EX' Rk

deux disques noués, f, et f, : S*—'— S$*+1 les nceuds correspondants,
et f: §*—1— S%+1]e nceud somme de f, et f, (f| E25*' = @, f| E25* = ¢,.)

LemMme III.8. — A(f) = A(fo).A(f)).

Soient U un voisinage tubulaire de f(S*-') dans S*+!, et U,, U,
des voisinages tubulaires de f,(S*~1) et f,(S*~') respectivement. Posons

U.= UnE**1, U_=UnE?*", _
X = Szk+1__ U, Xo — E;l—k+1__ U+, }{1 — EE/\‘+1 —U_.

Les espaces S*+'— U, et X; ont le méme type d’homotopie simple,
i =o0, 1. Donc 7(f;) = v(X;), ou X; est le revétement infini cyclique
de X;, et v désigne la torsion de Reidemeister. On a X = X,uX,,
X=X,UX, et K=X,nX, est le revétement infini cyclique (uni-
versel) de K = X,n X,. D’apres ([15], lemma 4), on a

(X, K) =1(X, ,K).7(X,, K),
et
(X, K) =7(X)/7(K),
©(X;, K) = 7(X,) /7 (K) (i=o, 1)

Or, K a le type d’homotopie simple de S'. Donc 7(K)=(t—1)".
On obtient la formule A(f) = A(f,).A(f:) en combinant ces égalités.

LemME II1.9. — Si f : §*—1-» S*=+1 est de classe de cobordisme triviale,
alors A(f) =t — 1)7(f) est de la forme R(f).R(t™), ot R(t)€Q(?).

La démonstration est la méme que pour k = 1 (cf. [4]). On peut
supposer que la classe de concordance de f est triviale. Soit alors F :
D*— D*+2 un plongement différentiable prolongeant f, tel que F(D*)
rencontre bD¥+* orthogonalement, et F(intD*)cintD*+2, Soit U un
voisinage tubulaire ouvert de F(D*). L’espace Y = D*+*—U
est une variété combinatoire compacte dont le bord est XubU, ou
X = §#+1—(Un S§*+"), [On peut supposer que Un S*+! est un voisi-
nage tubulaire de f(S*~') dans S*+'.] La variété Y ayant ’homologie
de S', son revétement infini cyclique posséde une torsion de Reidemeister
R(f)eQ(f). Le théoreme de dualité pour la torsion de Reidemeister
fournit

t(bY) = R(l).R(t"),
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car la dimension de Y est paire (cf. [16], theorem 2). Or, bY est le revé-
tement infini cyclique de XU bU, et 'on trouve sans difficulté, en utili-
sant ([15], lemma 4),

7(bY) = <(XUDU) = 2(X).7(0U) /< (b X) = = (X).(t—1)",

car 7(bX) est égal a la torsion du revétement infini cyclique (universel)
de S'x S*—1 qui est égal a 1, la caractéristique d’Euler de S**~! étant
nulle (cf. [15], theorem B). On obtient donc

T(bY) =A(f).¢t—1)2.
Le lemme III.9 s’ensuit, en remarquant que (f— 1)* est de la forme
R(f).R(t'), 4 la multiplication par == {" prés.
En combinant les lemmes III.8 et III.9, on obtient

Lemme II1.10. — L’application f-—>A(f) induit un homomorphisme
A: Cu > Q) W,

o1 Q(t)* est le groupe multiplicatif des éléments non nuls de Q(f), et W
le sous-groupe de Q(f)* engendré par = t', reZ, et les éléments de la
forme R(f).R(t~") avec R(t)€Q(f).

Si f: S*-t— §%+1 satisfait a I’hypotheése (H;) du chapitre II, i.e.
si m;(S¥+ — f(S*1)) >~ 7;(S") pour i <k, ou k>~ 2, on a vu-que
le Z[J]-module A = 7;(S*+' — f(S*~')) a une présentation d’excés
nul (c¢f. théoréme II.3). Soit A, (f) son déterminant (chap. II, § 2).

LemMme II1.11. — Sous les hypothéses précédentes, on a

A(f) = Qs @)1,
o1 ¢(n) = (— 1)".
En effet, soit U un voisinage tubulaire ouvert de f(S*—') dans S¥*+!,
Posons X = S§*+t — U. Comme ;X =~ m;(S') pour i <<k, X admet
une décomposition en anses de la forme

X =D% +(¢) + (¢5) 4+ .-+ (48 + @) +. ..+ (5),

ol les anses (9f) sont trivialement attachées (cf. lemme II.9). Par défi-
nition, 7(f) est la torsion de Reidemeister du revétement infini cyclique
(universel) X de X. On notera X, la réunion des anses d’indices -~ ¢
dans la décomposition de X ci-dessus, et X, la partie de X au-dessus
de X,. L’espace X, est aussi le revétement universel de X, pour ¢ > 1.
L’homologie de X est donnée par I’homologie du complexe

o< Hy(Xo) < H,(X,, X)) < o< ...
v <0< Hi(Xp, X2) < Hiot (X, X)).
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Soient 2°, x', £, ..., &, ', ..., zk*! les classes d’homologie (relatives)
de relevements des 4mes des anses de la décomposition de X ci-dessus.
(Les indices supérieurs indiquent la dimension, ou, ce qui revient au
méme, I'indice de I’anse correspondante.) On a

dr'=({—r1)x° et daf+t = Eai,-xﬁ.
J

Si on prend le produit tensoriel du complexe ci-dessus avec Q (%), ce
complexe devient acyclique, et 7(f) est donné par

7(f) =(deta)z+1 (t—1),
ou a désigne la matrice (a;;). Le lemme III.11 en résulte.

TuaeoreMmE II1.12. — Pour k > 1’, le groupe G, n’est pas de type fini.

Pour k = 1, voir [4]. Supposons k> 2. Toute fraction rationnelle
réciproque F € Q(f), c’est-a-dire telle que F({~') = == " F(f), se projette
sur un élément d’ordre 2 (ou égal a 1) dans le quotient Q(f)*/W. Pour
voir que C.;—, n’est pas de type fini, il suffit donc de mettre en évidence
une infinité de fractions rationnelles de Q(¢)* dans 'image de Gs;—, dont
les classes mod W soient distinctes.

Pour k impair, on considére le Z[J]-module A de présentation
(@, x5 m(t— 1) 2, + 2, — tr; + ( — 1) o), ol m est un entier positif.
Une vérification immédiate montre que A satisfait aux conditions du
théoréme II.3. Il existe donc un plongement f : z*%—1 — §*%+1 tel que
T (S — f(2%)) > 7 (SY), et A x~ mp(S*+—f(z*1)). On vérifie
facilement que la construction du nceud f au chapitre II (§ 6) conduit
ici 4 == §*' pourvu que m soit pair. [La forme quadratique
sur Z, + Z, définie par Q(r) = x'ax, ou a est la matrice d’ordre 2 dont
les lignes sont (m, o) et (— 1, 1), a pour invariant d’Arf la réduc-
tion mod 2 de m.] On a

A(f) = Ay () = mPP— (2m —1) { +m.

Pour k pair, on part de la matrice

o o m m

I o I I

a= (aij) = —m —I (o] o
—m —I I (o]

et on forme le Z[J]-module A de présentation

(xiy Ty i?:z, Zys 2 (la,-; -+ aii)xj>

]
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dont il est immédiat de vérifier qu’il satisfait aux conditions du théo-
réeme II.3. La signature de la forme quadratique définie par a + a'
étant nulle, il existe un (2k — 1)-nceud f : $*—!— §%*+! gatisfaisant a
Ihypothése (H;), et tel que m;(S*+! — f(S*')) >~ A. (Pour k = o,
cf. remarque au chapitre II, § 6.) On a

A(f) =@ @)= (mt*— (2m—1)£2 + m)~".

Les polyndmes m#*— (2m — 1)t + m se projettent sur des éléments
deux & deux distincts de Q(f)*/W. En effet, soit P un polynéme en ¢
de la forme == # R(f).R(t™"), et supposons que P admette une racine

non réelle 6 telle que | 0| = 1. Alors 6 = 0, et 0 est racine multiple
de P. Or, les polyndmes mf*— (2m — 1)t + m ont toutes leurs racines
non réelles et de module 1 (m > o), et ils n’ont pas de racine commune.
Aucun produit (mf*—- (2m — 1)t 4+ m) (ni>*—(2n—1)¢{ 4+ n), m=n,
ne peut donc étre de la forme = R(f).R(t™'). Les projections de
mP—(2m—i)t+m, m=1, 2, 3, ... dans Q(f)*/W sont donc deux
a deux distinctes. Il en est de méme des polyndémes mt*—(2m—1){*> +m,
donc aussi de leurs inverses.
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