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ri Soit f : X -> S une application d'une espace X su r  la  sph&re 

de dimension n. L a  classe d'homotopie de f est complktement caract6 - 
- 1 

ris6e par la donn6e de f s u r  l'image inverse f (V) d'une voisinage ar -  

bitrairement petit V c sn. Plus pr6cis6ment, s i  f ,  g sont deux appli- 
- 1 

cations f, g : X sn et si = g l *  avec u = f " ( ~ )  = g (v), 
alors f et g sont homotopes. 

D6monstration. (Cf. Alexandroff-Hopf, Topologie) 

On peut supposer que V est un disgue (ouvert) plong6 dans Sn. Soit 

alors r : sn 3 sn une application de degr6 1 qui est hom6omorphe 
n 

s u r  V et envoie l e  compl6mentaire de V su r  un point a 6 S . 
Comme r est  hornatope B 11identit6, on a r 0 f 2 f et r o g 2 g. 

Lies hypothbses impliquent r o f = r o g. Q.E.D.  

La m6thode de Pontryagin (Cf. Smooth manifolds and their -1iea- -- - 

tions in hornotopy theory, F Trudy Mat. Inst. im. Steklov - 45, 1955) &I e t i -  

t r e  est bas6e su r  la version 'infinitesimale' de la remarque ci-dessus. 

Dans la suite X s e r a  une variete differentiable (c.  A. d. C m, corn- 

pacte (avec. ou sans bord). I1 est commode de supposer que X est mullie! 

d'une m6trique Riemannienne. Toute classe d'homotopie d'applications 

X --;, sn contient des applications diff6rentiables. On peut done ae limiter 

B ~ o n s i d 6 r e r  ces dernihres. Dans le  cas 051. dim X < n, il n 'y  a quvune 

seule calsse d'homotopie. Dans toute la suite on supposera que dirn X = 

= n + k > ,  n. 
n+k n 

Soit f : X -> S une application diff6rentiable. L1id6e de 
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Pontryagin est  de ca rac te r i se r  la classe d'homotopie de f par  l ' image 

inverse f a )  dtun point a E S" et ;a dCriv6e df de  f le long de 

f a ) .  Ctes t  effectivement possible p o u m  que df soit l'non d6g6n6r6eU 
- 1 s u r  f (a). 

DCfinition. On appelle point regulier x G X de l'application differentia - 
n 

ble f : X -> S un point oh la deriv4e df de f envoie le  plan tan- 

gent B X en x - s u r  l e  plan tangent 21, sn en f(n). 
n 

Definition. On appelle valeur r6guliere - de f : X - S un point 
- 1 a E sn tel  que f (a) soit vide ou ne contienne que des points rkguliers. 

... n 
'une application -- differentiable f : xn+% .... . S --- .- .. , , . -- - 1 e l 'image inverse  f (a) dtune valeur 

-- .- . .- 

rkgulikre a G S" de f et de la  derivee de f le  long de f-'(a). _ _  n 
On remarque tout dlabord que si a E S es t  valeur r6gulikre de 

a lors  est  une sous-vari6t6 de 

Si x ~ + ~  a un bbod, M~ es t  (en general.) une varidte B bord, dont le  

bord est  a lors  contenu dans l e  bord de X .  

Si de plus, on suppose que f / bX (restriction de f au bord $e, 
I 

X) admet egalernent a comme valeur rGguliere, WIk rencontre le  bord 

de X transversalement,  i. e. le fib& no-rmal 8 bM dans bX est  la 

restriction B bM du fibrb normal  de  M dans X. On remarque 6gale. 

rnent que la donnee de la d e r i d e  de f s u r  I&, equivaut 2 la  donnee 

d'une trivialisation yn du f ibre normal de M dans X. (En partiu~.ii iez 

l t image inverse dtune valeur reguliere d'une application a toujouss un TibsF", 

normal trivial. ) 

Pour  obtenir (P@ on prend un n--repere fixe du plan tangent 
n 

E = S en a.  On observe que M le  plan tangent a M en x G WI, 
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est exactement le noyau de df : Tx --+E (T = plan tangent A X en 
X 

x). I1 s'ensuit que df s e  restreint B un isomorphisme de T\1 (le corn- 
X 

plement orthogonal de Mx dans Tx) su r  E. L'image inver*se..par di 

dans Nx du repere fixe choisi dans E fournit un champ de n--rep&res 

normaux a M dans X. 

Pour voir que M et df M caracterise la classe d'homotopie 
n 

de f ,  on reconstruit une application f : X --3 S B partir de la donn6e 

de M C X et pn. 
La  coestruction de Pontryagin-Thom. ---- 

k 
Soit M une sous-vari6t6 de X 

nTk avec champ de n-r'ep&-'r-es 

normaux i f n .  

L e  champ yn fournit un diffeomorphisme 

n 
h : U  - - + M x D  

d'un$ voisinage tubulaire (ferm6) U de M s u r  M 8 lln. S oit 

r : Dn ---3 s n n 
une application telle que r 1 int D soit un homGornor- 

-K 
phisme sur  sn - a et ( s )  = a et soit - : M * D~ ---I. n 

I, 1.1 

projection su r  le deuxikme facteur. 

On definira 

par le  formules 

Comme f(bU) = a: l'application f est continue. (On peut la rend!  e 

differentiable par un choix convenable de r : D~ -----?-. sn0 ) 



L'ambiguite! dans la dkfinition de f nVaffecte pas s a  classe d'homotopie. 
n 

On notera p(M, (P ) toute application X ---+=- S obtenue pa r  le  proc6- 

dB ci-dessus, B part ir  de M C X a v e e  champ . 
Definition. Deux sous-variet6s ferm6es (M . yo ) et (MI, ql) avec 

champ de n-rep&res normaux dans X seront dites -cobordantes s i ,  
l h '  

plongBes respectivement dans X x a et X K 1, elles cobordent dans 
k+f 

X I m e  variet6 V qui rencontre X J bI orthogonalement et 
n 

qui est munie d'un champ de n-rephres normau dont la  restriction F 
'." A M est y i  ( i .= 0. 1). 

i 
L a  variete X &ant donnbe, le --cobordisme dans X est  une 

relation d'dquivalence entre les (IVIk, 10"). 
TheorGme. L a  construction de Pontryagin-Thom fournit une ,corres'ponda,n- - 
ce biunivoque entre les classes -- de ckj -cobordisme de k-vari6t6s dans la -- 

varikt6 fermke X n+k ------ el les, classes d'homotopie d'applications - 

1) Si ( M  V?, ) et (MI. ) sont $?-cobordantes, la  con-. 

struction de Pontryagin-Thom ippliqube B (vkC1, IF ") fournit une appli - 
n 

cation X x I --3 S . C'est  l'hornotopie cherchee entre p(MQ , (P, ) 

et p(M1. q 
2) ~i f : x I --&, S* est  une homotopie entre f, = p(M , ':> 1 

et f l  = p(M1, ) on peut rendre cette homotopie differentiable (sans 

changer f, , f ). D'aprks le  thborgme de Sard (Bull. Amer, Math. Soe. , 
1 

48 (1942), 883 -890), l 'ensemble des valeurs r4guliGres de f est partout 

dense dans sn (X est supposGe conlpaet i ) .  Sans restreindre la  gen6raii - 
n 

te,  on peut donc supposer que a = f,2 (NI, ) - fI(Ml ) c S esl  valeur 
-. f 

rbguliere de f ,  . L a  variete f (a) = vk+' C X x I munie du champ 
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de n-reperes normaux kvident, fournit l e  -cobordisme entre (Mo, :;, ) 

et (MI. Y1). 
n 

3 )  Si a ( sn est valeur r6gulihr.e de f : X -3 S et s i  
- 1 k 

f (a) = M avec le champ q n  obtenu plus haut, on a f p(M, ). 
n 

L'etude des classes d'homotopie dkpplications X --> S ot! 

X est vari6t6 diffbrentiable de dimension n + k s e  ram&ne done a 1'6t.u- 

de du -cobordisme de k-sous-varietes de X muni de champs de 
n+k n-rephres normaux. Dans la suite X = S , et k = 1 et 2. 

L e  cas k = 1 et n 3 3. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

n+l n Dans le  cas d'une application f : S +---> S , l r image in-ure~r ,. 
1 s e  dtune valeur regulibre est  une variO6 fermee M , de dimension 1. 

sn+l 
donc une rbunion dsjointe de cercles plonges dans 

Comme on l ' a  vu au paragraphe pr6c6dent, MI est munie d'un 

champ q n  de n-repgres normaux. 
. 1 I. 

On peut regarder M' comme plongee dans et (t I-j.5- 

finit une application 

1 
fdJ : M ......-. -.-9 V = So 

n+l, n n+l ' 

On designera 6galement par 13 t: Z2 le reste mod 2 qui carre.. 
1 

spond B la classe d'homotopie de l'application ~3 : M --*-+ SO . . 
1 n.1 1. 

Soit 9 l e  nombre de composantes connexe's de MI. On pose 

Lemme. L e  nombre h (f) .- ne d6phnd - que de la classe dlh.omotopie -- dc t .  

1 
Eneffect s i  ( M  ) et ( M ,  ) sont !? -cobor*dantes 

2 
il existe une surface V , B bord, plongee dans R~~~ A' ' I  avec champ 
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Rn+l qn  de n-reperes normaux, et quui reilcontre z (i) orthogonale- 

rnenten M. ( = 0 )  Depius  1 .  = (P:. 
1 1 

Si l'on adjoint la normale M dans V (int6rieure pour 
i i 

i = 0 ,  ext6rieure pour i = 1) on oblient des champs ( P I i  qui four- 

nissent des applications 

l;j ' : M ----> V - 
i i n+2, n t i  - 'On+2 ' 

Les restes modulo 2 repr6sentant 0' sont et " 
i L" 

D'autre part, comme 1 .st 6tendu su r  V par hypothese, on a 

oh E (V) est la caract6ristique dlEuler de V. Comme V est une 

surface orientable avec go +- 'd trous, on a 

E ( V )  = t- y l  mod 2. 

Donc 

l J o  + ) = c.2 
1 

+ \) mod 2. 

c. q. f .  d. 

On voit facilment que l'application 

h :  Ti. (sn) - Z 
n+l 2 

que l'on vient de definir est un homomorph' isme. 

h est surjectif. - 
1 .. Soit s C X~ c R n+ l 

le plongernent standard du cercle, muni 
, n de son champ [ de n-reperes normaux ( i/:, est  form6 de la norrna- 

1 ' 2  
' J 

le B S dans R suivie d'une base du cornpl6mentaire orthogonal de R 2 



n+l n 
dans R ) En tordarll @I1 p ~ r  m e  applicatjsrl d : S ---> SO n 
qui repr6sente  l e  g6n6rateu-r de "S'I' ($0 ) , or, csbtient un nouveau champ PL fl yn : 

1 Com.me llappli(:ation S SO donn6e p a r  y: es t  11C16- 
n-t-3. 

ment non-nu1 de = Z_,> or1 a 
B -> 

h es t  injectif, 

~ o i t  MI c R ~ + '  une s6uriicrn disjointe de ce-scles plong6 avec 
1 n 

champ (P de n- repkres  nur rnaur ,  ri supposons que h (M , (Ej ) = 0. 

Soient 
1 

MI, . . . . , My les c a r n p ~ s  a3te~. de M . On peu t plonger une sphe- 
2 n 4-2 1 n-i-1 

r e  B \) t rous V dans Ti dunt le bard sera M C R qui ren-  
Rn+l  Rn+l 

contre orthogonalement, et si tuee dYun seul &t6, de dans 
Rn+2 xt 

Ddmontrer que (M1> f[") fou rn i t  une applicatlcn hornotupe B une 

application constante pa r  la  conetruc tion de Pontryagin-'Thorn c 'es t  demon- 
y Z  

t r e r  que q n  peut-Gtre 6tendu s u c  (comme champ d.e n- repkres  no r -  
9 124-2 

maux). On complkte V' en unr  sphere S u  plonpke darts I1 en eol- 

lant les  2-disques plong6s D .  dont le bard erst M., sifu6s de l l a u t r e  cs -  

t6 de R n+l  1 I que V et enesrrtrant onl?(\gonalernent. S' a dans 
Rn+2 

un f ib re  normal  trivial .  D o . 3 ~  la seule obstruction (en dimension 2)  
2 

pour Ctendre s u r  V est 6gale 3 ia sornrne jsur i) dec; obstruc-  

tions pour etendre ('7 = f i q i ~ ~  cornme champ de n - r ep&res  nor-  

maux s u r  Di. 
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Un calcul immediat montre que 8 . = . - 1 oii k repre-  
1 1 i 

sente 01~~. L1hypothPse h (M, (P ) = 0 en t r ahe  . = 0, dl08 
1 

la conclusion. 

L e  eas k = 2. 
--------------- --------------- 

2 Soit M une surface fermee orientable (non necessairement con- 
,n +2 nexe), plongee dans avec un champ (Pn  de reperes normaux. 

On va associer B ( M ~ ,  (P ") une forme quadratique 

2 .  Q : H1 ( M ,  Z2) -> Z 2 .  

2 
Soit X 6 H1 ( M  . Z ) et C une courbe (pas necessairement con 

' 2 - 
nexe) representant x. 

C est une immersion reguliere de V cercles disjoints S1, ..., 
2 S ~ "  

dans M . Si, pour tout x € Si, i - 1, . . . , , on adjoint B (P"(CX ) 

la normale B CS en x, on obtient une application i 

qui determine un element de H (SO ) 2 Z2. 
1 n+2 

On notera egalement LJ le res te  mod 2 representant cet 61Cment. 

On definit 

oh @ est le  nombre de points de self-interseetion de C. 
2 Si C1 et C2 sont deux courbes su r  M , on a immddiatement 
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o C1 + C2 a l 'interpretation Bvidente, et C1 . C2 est l'intersection 

des classes d'homotopie mod 2 representkes par C1 et C2. 

Lemme : Si C1 .-- C 2 mod 2, a lors  

2 
Autrement dit, '  Q est  bien une fonction s u r  H1(M ; Z2), ZL valeurs dans 

oh x.y est  l ' intersection des classes x et y. 

DBmonstration - : On remarque tout d'abord qu'il est  suffisant de demontrer 

le  lemme sous llhypoth&se C1 - C2 (en tant que cycles B coefficients en- 

t iers) .  

En effet, si Cl r C 2 
mod 2, il existe une courbe C telle que 

C2 C. C1 + 2C. L16quation (*  ) ci-flessus implique 

Q (c, + 2C) = Q (C1) mod 2 ,  

et par suite, Q (C2) = Q (C1 + 2C) e n t r a k e r a  la  conclusion. 

Si C1 r-. C2, on a C1 . C2 = 0. En vertu de la  formule ( ), 

il est  donc suffisant de demontrer que C -- 0 implique Q (C) = 0 . 
Si C w 0, on peut, par  un nombre fini d10p6rations de la  forme 

,- 
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remplacer C par  C' .-. C telle que C' n'a plus de point double. On 

remarque que l e  passage de C B C' ne change pas td et change cp 

et d'une unit6. L'expression L3 + + \) res te  donc inchang6e. I 
I 

Finalement, il suffit de d6montrer que si C est un systhme de courbes . I 
2 

simples s u r  l a  surface M , et s i  C h. 0, alors  Q (C) = W + = 0. 
2 

Or, dans ce cas, C borde une surface B bord v2 (r6gion de M ) et 

v2 est munie d'un champ de repbres normaux dans . D'autre 
n+l part Q (C) es t  prbcishment la  valeur de h (C, ) du cas k = 1. 

En vertu des resul tats  pour k = 1 on a Q (C) = 0. 

L'invarisnt d'Arf d'une forme quadratique. 

Soit H un espace vectoriel s u r  
z2 

et Q : H .--+ Z 2  m e  

forme quadratique (relative a une forme altern6e bilin6aire non-dkg6n6r6e 

H @ H Z notbe x. y). L'application Q satisfait donc B 2 

On sai t  que 116xistence de la  forme alternee bilinbaiye non-dkkn6r6e 

implique la parit6 de dim H. 

Definition. On appelle base symplectique de H une base vectorielle 

U I J " * J  vl ,  ... , v te l l eque  u . u = v . v = 0 et m i j i j 
u . v -  
i 

- m ' ~  pourtout  i, j = I . . . . ,  m. 
j i j  
On convient que la base vide est  symplectique. 

Lemme. H admet toujours une base symplectique. 

(La d6monstration es t  6lbmentair-e). 

Definition. Soit u l J  . . . , u mJ Vl , . . . ,  v une base symplectique. 
m 

L'expression m 
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e s t  appelee invariant dlArf de Q. 

Lemme, C(Q)  ne d6pend que de Q (e t  en  particulier ne depend pas d c  l a  bas(. 

sympleetique choisie pour l e  calculer).  

(La  demonstration e s t  dans Bourbaki). 
2 n+2 2 

Definition. Soit (M , n, dans R et  Q : HI ( M  ; Z 2 )  -----+ Z 
2 

l a  forme quadratique associee.  L a  signature de  ( M ~ ,  (P ") est pa r  d6fini- 

tion l ' invariant de Q . 
2 

Lemme. L a  signature de ( M  , ") - es t  un invariant de l a  ---- c la s se  de Y - 
cobordisme. 

2 
11 e s t  suffisant de demontrer que si (M , ) e s t  l e  bord de 

n+3 n 2 v3 C K avec champ 9 , a lo r s  l a  signature de (M , fan) rst nulle. 
n+ 2 3 n+2 TI,+-3 

(&I2 C R , l a  vari6t6 V situce d9une cot6 de R dans R et r e n  . 
n+ 1 

contrant R 
2 

orthogonalement suivant M ). 
3 2 

On prend s u r  V une forrction c( dont M e s t  surface di. nivtlau, 

et  dont l e s  points cr i t iques sont non-d6generC?s. Si a & R e s t  valeur rGga- 

l i e re  de 4 , l ' image  inverse d -'(a) e s t  une surface M plonge8 daris 
3 

a 
3 

V . On adjoint A )D I M l a  norrnale B M dans V (correspondant par  a a 
'%. exemple B l a  direction positive s u r  R). Pour  chaque vari6t6 M , la  qigna- a 

tu re  es t  d6finie. 11 e s t  evident que M et Mb ont m@me signature si l ' in te r -  
a 

valle (a ,  b )  ne contient que des vs leurs  r6guli6res de l a  fonc tion cA . Pour 
2 

dernontrer que (M , 9 ") a une signature nolle, il suffit de  vn j r  qutz l a  si- 

gnature de M ne change pas quand on t r ave r se  une valeur cri 'clqut.  (nori t-e - 
a 

guli6re) de c% . On peut supposer* qu9iP n'y a qw'un point critique dt? .r. pour 

chaque valeur critique. 

Cas.  I .  Si c es t  valeur crit ique correspondant B ucl poinr. cr- i t lqt l r  

d'index 0 ou 3,  M el M d i f fhen t  pa r  une sphert- r i i s  jor"n- 
c -E ct. E. 
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te. Leurs  signatureb soht done 6gales. 

Cas 2, Si c es t  valeur critique pour un point critique d'index 

1 on 2, l'une des vari6t6s M . on M est obtenue B par t i r  de 
C - 2  c -I- f- 

l 'autre en collant un tube. Si l e  tube es t  boll6 B deux composantes distinctes, 

les  signatures des deux vari6t6s sont encore trivialement 6gales. 

Si le tube est coll6 & une seule composantes, i l  faut ajouter deux 616- 

ments u, v B l a  base symplectique. u es t  repr6sent4 pa r  un parallhle 

du tube qui s e  fe rme  en une courbe s u r  l a  variitt6. v es t  repr6sent6 pa r  

un m6ridien du tube. On ignore Q (u), mais Q (v) est  nitcessairement 

nu1 ca r  le  representant de v .  est  isotope 3 une courbe homologue B zero de 

la  vari6t6 originale. 

Dans tous les  cas la  signature de la  vari6tit r e s t e  inchang6e h la  t r a -  

vers6e d'une valeur critique. 

On obtient donc une application 

qui est  evidemment un homomorphisme. kw 

Surjectivite. On construit une surface M~ C R n+2 n 
avec champ (P 

de reperes  normaux dont la  signature es t  1 b Z2 de la fapon suivante: 
1 1 3 On prend M~ = S /x S C R C R n+2 

et l1on munit M~ du n-champ 
1 1 normal canonique (Pa ( q, consiste en l a  normale B S X S dans 

R~ suivi d'une base de Rn+2 3 1 
R Soit d :  S 4 SO un rep r6 -  

1 
n 
1 sentant du genitrateur de IT1 (SO ). On definit : S X S - SOn 

n 
par  ( x  y) = $, ( x )  (y) oh le point dksigne la  multiplication dans 

SOn. L e  champ tt est obtenu 3 par t i r  de t n  en 'tordant' par  l1ap- 

plication P : 
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1 1 
Les cycles { = S x ( i ) et ly = ( x ) X S forment une base sym.- 

2 plectique de HI (M ; Z 2 )  et Q ( f ) = Q (7 ) = 1. Donc 

C ( M ~ ,  yn) = 1.  

Pour 11injectivit4, ,Pontryagin fait appel B un argument simple de 

theorie de llhomotopie dlaprbs lequel 7 ,+2 (s") ne peut avoir plus de 

2 616rnents: 

~ornrne la suspension -IT4 (s2) -> n+2 (s") est surjective, 

-%+z ($3") nla  pas plus d1b16ment que Tg (S ). D1autre part 




