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Das Bild des Hurewicz-Homomorphismus
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Einleitung

Zu einer multiplikativen Homologietheorie E mit Einselement lafBt sich analog
zum Fall der gewdhnlichen Homologietheorie ein stabiler Hurewicz-Homo-
morphismus hg:my(X)—>E,(X) zwischen stabiler Homotopietheorie und E-
Homologie erkldren. Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit dem Problem der
Berechnung von hy fiir den klassifizierenden Raum BG einer endlichen zyklischen
Gruppe G und die K-Theorie. Die Wahl der K-Theorie als Homologietheorie E
hat mehrere Griinde. Einmal ist fiir eine Homologietheorie E, fiir dic komplexe
Vektorbiindel orientierbar sind, der Homomorphismus kg durch hy bestimmt.
Hat G ungerade Ordnung, so 148t sich auch bei vielen anderen Orientierbarkeits-
voraussetzungen h; durch hy berechnen. Insbesondere trifft dies auf die Vergif3-
funktoren n(BG)—QYBG) und n5(BG)—Q5%(BG) zu. Ein anderer Grund fiir
die Wahl der K-Theorie, ist darin zu sehen, daB hy iiber einen Isomorphismus
v:K(BG)=S 'R(G)/R(G) zwischen der K-Homologie von BG und einem
Quotienten des lokalisierten Darstellungsrings von G mit der «-Invarianten
{s. [5,97) in Bezichung gesetzt werden kann.

Durch die Berechnung von hy erhilt man einen vollstindigen Uberblick
tiber die Werte, die die Restklasse der a-Invarianten in S~ 'R(G)/R(G) auf stabil-
parallelisierten G-Mannigfaltigkeiten annehmen kann.

Da die Zerlegung einer zyklischen Gruppe in ihre Prim-Anteile eine Zer-
legung von hy in Prim-Komponenten nach sich zieht, betrachten wir hy nur fiir
zyklische Gruppen von Primpotenz-Ordnung.

Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt:

Wir beginnen mit der Herleitung der Beziehung zwischen der a-Invarianten
und dem Hurewicz-Homomorphismus; sie wird spiter zur Berechnung von hy
herangezogen.

Auf der stabilen Homotopiegruppe n5,.,(BG) ist der funktionale Chern-
charakter CH (=e-Invariante) definiert. Mit Hilfe der Kinneth-Formel der
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K-Theorie wird in §2 CH mit hy identifiziert. Dies gilt allgemein fiir Rdume,
deren reduzierte ganzzahlige Homologie aus Torsion besteht. Der sich fiir
Riaume mit freier ganzzahliger Homologie ergebende Zusammenhang zwischen
CH und hg ermdglicht die Interpretation der klassischen e-Invariante als Hure-
wicz-Homomorphismus h:75(S°, Q/Z)— K ,(S°, Q/Z).

In §3 werden die Beziehungen zwischen CH, hy und den Adamsoperationen
verwendet, um hy:n3(BZ,)—K,(BZ,) fiir eine Gruppe von Primzahlordnung
volistindig zu bestimmen. Wihrend fiir Z,, p prim, das Bild von hy eine endliche
zyklische Gruppe ist, besteht fir eine Gruppe G=Z, von Primpotenzordnung
das Bild von hy aus einem zyklischen, von r abhidngenden Teil und einem fiir
geniigend grofes r von r unabhiingigen Teil.

Es wird in §4 gezeigt, wie dieser fiir r>1 auftauchende Summand mit der
e-Invarianten fiir #n3(P,C) zusammenhdngt. Fiir einen von p abhingenden
Dimensionsbereich berechnen wir diese e-Invariante und damit hy auf 3, _ ,(BZ,,)
fir alle r und n<(p? —p—1).

Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sich um e¢ine erweiterte Fassung eines
Teils der Dissertation des Verfassers (Bonn 1975).

§ 1. a-Invariante und Hurewicz-Homomorphismus

Eine dquivariante stabile Parallelisierung einer G-Mannigfaltigkeit M ist ein
G-Vektorbiindelisomorphismus TM @R"— M x R"*™ wobei G auf dem Tangen-
tialblindel {iber die Ableitungen und auf R” und R"*™ trivial operiert. Fa}t man
solche dquivariant-stabil-paralielisierte Mannigfaltigkeiten mit freier G-Aktion,
d. h. kein Element von G auBler der Identitét hat einen Fixpunkt, unter der Bor-
dismusrelation zusammen, erhdlt man die Zdquivarianten Bordismusgruppen
Q7(G). Ist G eine endliche Gruppe oder kompakte abelsche Liegruppe, so in-
duziert eine dquivariante stabile Paralilelisierung eine gewOhnliche stabile Paral-
lelisierung auf dem Orbitraum und man kann Q4(G) auf ganz analoge Weise,
wie das fiir den orientierten Bordismus in [7] ausgefiihrt wird, mit der Bordismus-
gruppe stabil parallelisierter singuldrer Mannigfaltigkeiten des klassifizierenden
Raumes von G Q4'(BG) identifizieren. Einer freien G-Mannigfaltigkeit M mit
dquivarianter stabiler Parallelisierung ¢ wird dabei der Orbitraum M/G mit
induzierter Parallelisierung und die klassifizierende Abbildung des Faserbiindels
M— M/G zugeordnet.

Von der G-Signatur gerade-dimensionaler G-Mannigfaltigkeiten — fiir die
Definition siehe [5] — 1dBt sich eine Invariante fiir ungerade-dimensionale orien-
tierte freie G-Mannigfaltigkeiten ableiten.

Es sei M eine orientierte geschlossene freie G-Mannigfaltigkeit ungerader
Dimension und G eine endliche Gruppe. Da die betreffende dquivariante Bor-
dismusgruppe endlich ist, wird ein geeignetes Vielfaches n-M von einer freien
G-Mannigfaltigkeit Y berandet.

Man setzt

1
a(g,M):B‘sign(g, Y) fur g=1.
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Die Unabhingigkeit von der Auswahl der berandenden Mannigfaltigkeit Y folgt
aus dem Verschwinden von sign (g, Y) fiir g+ 1 auf geschlossenen freien G-Mannig-
faltigkeiten und der Novikov-Additivitit der G-Signatur.

Auf einer geschlossenen G-Mannigfaltigkeit Z 148t sich die G-Signatur sign(g, Z)
durch eine charakteristische Zahl L(g, Z) berechnen. Das ist die Aussage des
G-Signatursatzes [5]. Hat die G-Mannigfaltigkeit Z jedoch einen nicht leeren
Rand auf dem G frei operiert, so ist L(g, Z) fiir g#1 noch definiert und die Dif-
ferenz sign (g, Z)— L(g, Z), die die Abweichung von der Giiltigkeit des Signatur-
satzes beschreibt, ist gerade durch die o-Invariante des Randes gegeben. Fiir
endliche abelsche Gruppen wird nach [19] jede ungerade-dimensionale freie
G-Mannigfaltigkeit von einer natiirlich nicht notwendigerweise freien G-Mannig-
faltigkeit berandet, so daB fiir diese Gruppen der Defekt im Signatursatz ebensogut
als Definition der a-Invarianten dienen kann.

Die charakteristische Zahl L(g, Z) kann wie folgt erhalten werden: Die Symbol-
klasse des Signaturoperators ([5]) definiert ein Element U in der dquivarianten
K-Gruppe KQB(TZ),S(TZ)) des Thomraumes des Tangentialbiindels von Z.
Da Z eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist, ist der G-Index nicht auf K¥B(TZ),
S(TZ)), sondern auf K& B(TZ), 0B(TZ)) definiert. Nach Lokalisation init einer
geeigneten multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S des Darstellungsrings
R(G) von G wird der von der Inklusion j:(B(TZ), S(TZ)-—~(B(TZ), 0B(TZ))
induzierte Homomorphismus bijektiv und die Komposition

viKUB(TZ), S(TZ)~S 'K B(TZ), S(TZ)) «—=—8 K B(TZ), 0B(TZ))
Index S_IR(G)

ist wohldefiniert. Fiir unsere Zwecke geniigt es, fiir S die folgende Menge
§={(reg —|G|)’|e N} zu wihlen.

Hierbei ist reg die reguldre Darstellung von G. Mit diesem S verschwindet
fir freie G-Rdume X die Gruppe S~ 'K (X), siche [26], die Bijektivitit von j*
folgt aus der langen exakten Sequen7 des Tripels (B(T Z), 0B(T Z), S(T Z)). Ele-
alg)
b(g)
schiedenen Gruppenelementen auswerten wUlg) 1st die komplexe Zahl Lig, Z)
und man kann daher die a-Invariante als Flement in $™'R(G) auffassen. Fir
sign( -, Z)—wU) schreiben wir einfach a —, 6Z).

Die a-Invariante selbst ist keine Bordismusinvariante. Bildet man jedoch die
Restklasse von o in S™'R(G)/R(G), so erhilt man eine wohldefinierte Funktion
2,:03°_ (BG)—S~'R(G)/R(G). Ist nimlich M nullbordant, so gibt es eine freie
G-Mannigfaltigkeit X mit 6X=M und a« —, M) ist durch sign(—, X), also ein
Element in R(G), gegeben.

Withlt man anstelle von U andere Symbolklassen, so erhidlt man die Atiyah-
Singer-v-Invarianten [5]. Diese Bordismusinvarianten lassen sich durch K-
Theorie-charakteristische Zahlen aus K ,(BG) — der K-Theorie-Homologiegruppe
vont BG — berechnen.

Fiir stabil fastkomplexe Mannigfaltigkeiten wird dies — fiir leicht modifizierte
v-Invarianten — in [26] durchgefithrt. Beschrinkt man sich auf eine zyklische

mente in S”'R(G) lassen sich durch (g) auf allen vom Einsclement ver-
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Gruppe G — wir werden das im folgenden, ohne das immer explizit zu erwidhnen,
tun — so ist die Beschreibung von «; durch eine charakteristische Zahl relativ
einfach durchfithrbar:

Satz 1.1. Es gibt einen Thomhomomorphismus p,:Q°(BG)— K (BG) und einen
Monomorphismus y: K (BG)~-S ' R(G)/R(G), so daf} y-u,= —u, gilt.

Wir definieren zundchst y (G=1Z,).

Das (2m — 1)-Skelett von BG ist der Linsenraum L™ =8*""1/G. Das Scheiben-
biindel B(TL™) ist eine stabil-fastkomplexe Mannigfaltigkeit mit Rand und
besitzt, da stabil-fastkomplexe Mannigfaltigkeiten fiir die K-Theorie orientierbar
sind, eine Fundamentalklasse [B, S]re Ko(B(TL™), S(TL™)), die einen Poincaré-
Isomorphismus

P:KB(TL"®R), S(TL'"@]R));KI(BTL'”,STL'")%Kl(BTLm)

=K (L™
definiert,

Zur Definition von [ X];: Man bettet X" in $**" mit stabil-komplexen Nor-
malenbiindel v ein und erhdlt dadurch die Thom-Pontrjagin-Abbildung
j:8"*"— M(v) auf den Thomraum von v. Aus dem kanonischen Erzeugenden von
K ,(8""" und der Thomklasse U(v) — wir verwenden diejenige Thomklasse, die
in [5] zur Definition des topologischen Index herangezogen wird — erhdlt man
durch j [S"""]1nUv)=[X]; die Fundamentalklasse.

Jede Homologicklasse xe K ,(BG) liegt fiir genigend groBes m im Bild von
i,.:K{(L™)—K(BG). Durch die Abbildungsreihe

K (BG)«"—K (L") KYTL"®R)—4> KYTS>" ' @R)eL—Ko(TD*")—

— S 'R(G)—=S " 'R(G)/R(G)

wird y(x)e S~ 'R(G)/R(G) definiert. Hierbei ist j die Inklusion von TS*" '@R
in das Tangentialbiindel der Scheibe D*™ und ¢ der kanonische [somorphismus
K%X)=K°X/G) fiir einen freien G-Raum X. Die K°-Gruppe des Thomraumes
eines Biindels E wurde der iiblichen Konvention folgend mit K°(E) bezeichnet.
Die Elemente im Kern von i, und j* werden von rev annuliert, so daB yp(x) wohl-
definiert ist.

Die Definition von  flir beliebige endliche Gruppen ist komplizierter und
wird in [26] ausgefiihrt. y ist immer injektiv — das folgt z. B. aus der universellen
Koeffizientenformel fiir die K-Theorie — und setzt die K-Homologiegruppen von
BG in eine Bezichung zum Darstellungsring, die der bekannten Bezichung
R(G)= K°(BG) analog ist. Das wird durch die Natiirlichkeitseigenschaften von 1,
die in [13] untersucht werden, begriindet. Fiir zyklische Gruppen gibt es eine
Wabhl von S, mit der y bijektiv wird ([26]).

Wir konstruieren als néchstes den Thom-Homomorphismus

g 20(X)- K, (X).

Da eine SO-orientierte Mannigfaltigkeit nicht notwendig fir die K-Theorie
orientierbar ist, ist der iibliche Weg nicht ochne Modifikationen gangbar. Es sei M
eine 2n—1 dimensionale SO{2n— 1)-orientierte Mannigfaltigkeit. Die Symbol-
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klasse des Signaturoperators Ue K%TM ®R) wird erhalten, indem man mittels
des *-Operators in der bekannten Weise (TM @ R)® € in Eigenridume aufspaltet
und damit einen Biindel-Komplex iiber B(TM@R) definiert, der iiber dem
Sphirenbiindel S(TM ®R) exakt ist (Differenzkonstruktion, [3]). Durch das
cap-Produkt von U mit der Fundamentalklasse [B(TM), S(TM)]; der stabil-
fastkomplexen Mannigfaltigkeit B(TM) erhilt man eine Klasse n (Un[BTM,
STM]) in K (M), die wir mit [ Mg bezeichnen wollen. Fiihrt man nidmlich einen
Koeffizientenbereich R ein, in dem 2 invertierbar ist, so ist dies tatsichlich eine
echte Fundamentalklasse. [ M ist dann im wesentlichen die Komplexifizierung
der Orientierungsklasse von Sullivan aus {23]. Einer singuldren Mannigfaltigkeit
(M, )eQ32_ (X) wird durch g das Element [ ([M]y)e K,(X) zugeordnet. Der
Nachweis, dal} f ([ M]g) nur von der Bordismusklasse abhidngig ist, ist der Uibliche.
ti, ist auf den Koeffizienten 5° gerade die Signatur. Die Klasse U ist multiplikativ
(U ist eine K*(—, R)-Thomklasse) und man findet, wenn man das Spaltungsprinzip
ausnutzt, daB fiir ein komplexes Biindel E fiir U(E) und die Standard-Thomklasse
UE) die Gleichung U(E) = AX(E)- U {E) gilt. Dabei ist A*(E) die duBere Algebra
des zu E konjugierten Biindels. Ist M stabil-fastkomplex, so folgt daraus fiir dic
Beziehung der siblichen Fundamentalklasse [M ], zu [M]g

(M s=(= 1) AHTMOR)N[M]; . (1.2)

Der Nachweis von wep,= —a, ist fir zyklische Gruppen jetzt sehr einfach:

Ist X?" eine gerade dimensionale Mannigfaltigkeit und (M/G, f)e Q3°, (BG),
so folgt aus der bekannten Gleichung a{—, M x X)=a{—, M)-sign{X), daB oy
ein Q,-Modulhomomorphismus ist, wenn man nur auf S™'R(G)/R(G) die Q,-
Modulstruktur durch den Signatur-Homomorphismus definiert.

Aus der Multiplikativitidt der Fundamentalklasse und der Symbolklasse U
folgt die gleiche Eigenschaft fiir den Homomorphismus you, Die Gleichung
e py= — otz braucht also nur fiir 2,-Modulerzeugende von Q3°(BG) nachgewiesen
zu werden. Ist {G] ungerade, so bilden die Linsenrdume ein solches System und
you,= —u, folgt sofort aus der Definition von . Ist |G| gerade, so gibt es auller
dem von den Linsenrdumen erzeugten Untermodul noch einen direkten Sum-
manden von Elementen der Ordnung 2, die von Q3°(BZ,) herkommen [12]. Da
es sich im wesentlichen um Involutionen handelt, ist die a-Invariante auf diesen
Elementen ganzzahlig und damit oz =0. Die Existenz einer Symbolklasse w mit
2.w=U fiir ungerade-dimensionale Mannigfaltigkeiten impliziert, daB opu,
ebenfalls verschwindet.

Uber die Thom-Pontrjagin-Konstruktion 1iBt sich ﬁi’(X) mit der stabilen
Homotopiegruppe n5(X) identifizieren. Die VergiBfunktoren Fgo: QL (X)— Q5%(X)
und Fy: Q27 X)— QY(X) gehen bei dieser Identifikation in die betreffenden stabilen
Hurewicz-Homomorphismen i{iber. Komponiert man F, mit dem Conner-
Floyd-Thom-Homomorphismus p.:QY(X)— K, (X) erhdlt man den stabilen
Hurewicz-Homomorphismus h:n3(X)— K, (X) der K-Theorie. Aus der Gleichung
(1.2) folgt dann pg-Fgo=(~2)"-h und damit:

Satz 1.3. Der Hurewicz-Homomorphismus h:nj,_ (BG)—K,(BG) wird bis auf
einen Faktor durch oy beschrieben, d. h.

~(=2)"w-h(M/G, ) =0(M) .
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Bemerkung. Der Faktor —(—2)" 14Bt sich vermeiden, wenn man stattt o, die
zum Todd-Geschlecht gehérende v-Invariante verwendet.

Zum SchluB} dieses Paragraphen berechnen wir «, flir eine Folge von Elementen
in Q{;’{Blpr). Zunichst jedoch einige Vorbemerkungen: Im folgenden sei p eine
ungerade Primzahl und G=Z,. In R(G) hat man als Basis dic Potenzen einer
primitiven irreduziblen Darstellung £. Die a-Invariante einer freien G-Mannig-

faltigkeit 148t sich daher in S™!'R(G) als Linearkombination der & schreiben:
-1
a—,M)= 3y +-&. Die dabei auftretenden Koeffizienten y'eZ[1/p] werden

i=1
in [17] als getwistete Signaturdefekte gedeutet. Den Signaturdefekt einer freien
G-Aktion auf M erhilt man durch die Abweichung der Signatur von der Multi-
plikativitit auf der Uberlagerung, die von der freien G-Mannigfaltigkeit X, die
das n-fache von M berandet, durch die Orbitabbildung definiert wird: p(M)=
{1/nXsign(X)— |G} -sign(X/G)). Verwendet man zur Definition der Signatur
Kohomologie mit lokalen Koeffizienten, erhdit man die getwisteten Signatur-
defekte y. Fiir y gilt y=Y y". Die modulo Z reduzierten Signaturdefekte 7} bestim-
men dann oy.

Die Aktion von G auf M sei die Einschrinkung einer freien S§*-Aktion. Die
Orbitabbildung dieser S'-Aktion M M/S' =Y definiert ein §'-Prinzipalbiindel 5
und das assozierte Scheibenbiindel D(n) 148t sich als berandende S'-Mannig-
faltigkeit verwenden. Die Fixpunktmenge besteht aus dem Nulischnitt Y. Nach
(107 oder [5] gilt dann mit x=c,(n) fir die a-Invariante dieser $'-Aktion

ot, M)= ~<z x+1uL(Y) {Y]> +sign(Y; x).

Dabei ist sign(Y; x) die Signatur der quadratischen Form (a,b)-{aubux,[ Y]
fir a, be H*"'(Y?¥ und L das Hirzebruchsche L-Polynom des Tangentialbiindels
von Y. Schriinkt man die S*-Aktion auf die Untergruppe G= {¢'li=1, ..., p ;&P =1}
von S! ein, so gilt

éer_*_l
éer_.I

Fiir die Defekte 7' erhilt man (q:=p"):

<<1 2 - ) L(Y), [Y]>—51gn(Y x),

was man unmittelbar durch Einsetzen verifiziert oder wie in [10] an anderen
Beispielen vorgefiihrt, {iber den Residuensatz herleiten kann.

Der Einschriankung der Gruppenaktion entspricht der Transfer-Homomor-
phismus([7]) t:Q47(BS)—» Q4" , ,(BG). Einem S*-Biindel  mit Totalraum S (n) iber
der stabil-parallelisierten Mannigfaltigkeit Y wird dabei die |G|-fache Uber-
lagerung S(n)— S(n)/G zugeordnet.

In QJ7(BS") definiert das Hopfbiindel ¢:53— S? ein kanonisches Element, das
zusammen mit seinen Potenzen beziiglich des Pontrjaginproduktes den freien
Teil von Qf(BS') erzeugt [16]. Uber M,=S2x §%x ... x$? (n Faktoren, mit

af&, M):——< uL(Y),[Y]> +sign(Y; x).
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Produkt-Parallelisierung) hat man das duBere Tensorprodukt des kanonischen

komplexen Linienbiindels y®y®...®y mit klassifizierender Abbildung f,. Die
singuldre Mannigfaltigkeit (M, f,) reprisentiert " Q4'(BS*). Aus der bekannten
Formel [P,C]- [P, C]=("t™-[P,, L] im Pontrjaginring H*(Pw([‘) folgt sofort,
dall der Abbildungsgrad von f, n! ist. Damit kénnen wir y, fiir das Element
t(e""")eQf;, _(BG) berechnen (x=¢,(y®y®...7), g=p'):

2ix

(0" ) = -z'<fqu—“, [M,,_g> modZ

2i -1 2gx
= “.“C; <T equ [Mn 1]>

Mit den Reihenentwicklungen

er —~1 [¢] (2x)k

x5 (k+1)!

2gx i
R — ___2 — _]+1 J 2j
gl qurj;( o) (2gx)
und X"TLIM, o D =(—1)"'(n—1)! folgt, daB zum Wert des Kronecker-

PR |
produktes modZ nur der Summand

einen Beitrag leistet. Daher

i n-1 __(~2i)" n-1 _q_l ("21.)", i
"= und aglte” = 3, =S

Als Folgerung erhalten wir (p+2):
Lemma 1.4. Die Ordnung von h(t(c" ")) in K,(BZ,,) ist p"**»*.

Bemerkung. Fiir p=2 ergeben sich analoge Formeln, wenn man statt «, die zum
Todd-Geschlecht gehtrende v-Invariante verwendet.

§ 2. Funktionaler Cherncharakter und Hurewicz-Homomerphismus

Obere Schranken fiir das Bild von #(BG) in K,(BG) licfern Kohomologie-
operatlonen in K (BG). Fir eine Primzahl p lassen sich die Adamsoperationen
w* mit k= 0(p) zu stabilen Operationen auf K*(X, Z,) erweitern (Z, =Z lokali-
siert bei p). Diese stabilen Operationen operieren dann auch auf den Homologie-
gruppen K,(X,Z,) und man kann durch Berechnung der Wirkung dieser
Operationen auf sphirischen Klassen in K(BG, Z,,) direkt eine obere Schranke
fiir die Ordnung dieser Elemente herleiten. Die Einfithrung dieser Operationen
vermeiden wir durch Verwendung des funktionalen Cherncharakters. Fiir die
beiden Extremfille H (X, Z) torsionsfrei und H (X, ®)=0 leiten wir als néchstes
den Zusammenhang zwischen Hurewicz-Homomorphismus und funktionalem
Cherncharakter her.
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Der n-te Term des Cherncharakters ¢h” ist eine Kohomologieoperation von
K%X) nach H*(X, @) und definiert deshalb auf Klassen in K°(X), die sowohl
im Kern von ch" als auch im Kern des von einer stetigen Abbildung f:Y—-X
induzierten Homomorphismus liegen, eine funktionale Kohomologieoperation,
den funktionalen Cherncharakter zu f [24].

Da wir vor allem an Abbildungen, die Elemente aus einer stabilen Homotopie-
gruppe von X reprédsentieren, interessiert sind, kénnen wir uns auf den Fall
Y=8%""! und f ein Element von endlicher Ordnung in =,,_,(X) einschrinken.
Dann ist die Bedingung f*(x)=0 fiir alle xe K°(X) automatisch erfiillt.

Die Kofasersequenz von f:52" !X und die Transformation ch" liefern das
kommutative Diagramm (C, = Kofaser von f)

0— ROy — RYC) I Roxy <o
lch” chn ch

0—— H*"(5%", Q)—— H*"(C;, Q——H*"(X, Q)——0

chz(x) wird fir xeKern(ch") durch die Restklasse von & ‘ech™j* " }(x) in
H*"(S$?", Q)/ch(K°(S*") = Q/Z definiert. ch’ hingt nur von der Homotopicklasse
von f ab und die Zuordnung f —ch’ definiert eine Abbildung

CH":Tor(n,,_,(X))—»Hom(Kerch", Q/Z).

Hingt man f zweimal ein, dann ist auf Z%(f) ch"*! definiert und aus den bekannten
Eigenschaften des Cherncharakters und der Puppesequenz folgt chgz“}‘(sz):
ch'y(x), so dall man eine Abbildung

CH":Tor(n3,_,(X))—Hom(Kerch", Q/Z)

erhdlt. Wie in [1] zeigt man: CH ist ein Homomorphismus.

Ein bekanntes Beispiel liefern die Sphiren: Der Homomorphismus CH":
73, 1(8%)-Hom(K°(S%), Q/Z)~Q/Z stimmt mit der Adams-Invarianten eg:
n5,_1(8%)—Q/Z iiberein.

Wihlt man fiir X den klassifizierenden Raum einer endlichen Gruppe G,
erhilt man, da 73, _,(BG) endlich ist und H*(BG, Q) verschwindet, einen funk-
tionalen Cherncharakter

CH":75,_ (BG)—Hom(K°(BG), Q/Z).

Fiir einen endlichen CW-Komplex X ohne reduzierte rationale Kohomologie
verschwindet in der universellen Koeffizientensequenz der K-Theorie

0-Ext(K%(X), Z)— K ,(X)—Hom (K*(X), Z)~0

der Term Hom(K!(X), Z) und da KO(X) endlich ist, hat man eine Isomorphie
Hom(KO(X) 0/Z)= Ext(KO(X) Z)= K (X). Der funktionale Cherncharakter hat
unter der Voraussetzung H*(X,Q)=0 ganz n3,_,(X) als Definitionsbereich und
Hom(K°(X), ©/Z) als Bildbereich; deshalb liegt die Aussage des folgenden Satzes
nahe:

Satz 2.1. Ist X ein endlicher CW-Komplex mit H¥(X, Q)=0, dann stimmt iiber
die Identifikation Hom(K°(X), Q/Z)=K (X) der funktionale Cherncharakter
CH" mit dem Hurewicz-Homomorphismus h 75, - 1(X)— K (X) iiberein.
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Beweis. Mit f werde der Bockstein-Homomorphismus f: KX, Q/Z)—K%X)
und mit ¢, >x das Modul-Kroneckerprodukt <, >¢: KX, Q/Z)x K (X)—~Q/Z
bezeichnet. Einem Element xe K, (X) wird bei der Identifikation K,(X)=
Hom(K%(X), Q/Z) der Homomorphismus é&»(ﬁ 1), x>x zugeordnet. Ist
f:§2m- 1+, 8200 X ein Reprisentant fiir rend,_,(X), % der Suspensions-
Isomorphismus und G¢ K %X), so haben wir zu zeigen:

chy {EO) =B 1 (ZHO), h(1))x -
Aus Bockstein- und Kofasersequenzen erhidlt man ein kommutatives Diagramm

mit exakten Zeilen und Spalten (C,=Kofaser von f, 6 =2%0, m=2n+2i):

0 —KYC, Q/D— K (S*X, Q/2)LHK (S, Q/2)

r l ol T L
0— K°S™ — K%C;) — K°S$¥X) — 0
! WL
00— KO(S™, (1))~—-—>|K (Cp, Q) — 0
li&?”‘ |
K($2X, Q/Z)5ROS™, ©/2)~RO(C,, Q/2)
|
0

Der Weg (1) 148t sich sofort mit @f-%h"“(@) identifizieren; dabei haben wir
die kanonischen Identifikationen zwischen K°(S™) und H™(S™) zu machen. Der
Weg (2) beschreibt nichts anderes als @+ (B Y0), f,[S" 'I;>x. Wegen
ZHfLIS" M]p=h(r) ist dieser Homomorphismus das Bild von h(t) unter der
Isomorphie K,(X)~Hom(K°X), ®/Z). Aus den Exaktheitscigenschaften des
Diagramms folgt schon, daB3 der Homomorphismus, den man durch das Riick-
wirtsgehen auf (2) iber den Weg (1) von Bild f* in Bild (Sf)* erhilt, bijektiv ist.
Wir zeigen jetzt, daB @ unter den Wegen (1) und (2) auf das gleiche Element in
Q/Z abgebildet wird.

Aus der Koeffizientensequenz Z——Q—-—@Q/Z erhilt man Abbildungen
BU—--BUQ—BU(Q, /Z) (O-te Terme der zugehdrigen Spektren) und zusam-
men mit f und der Klasse @ eine Sequenz

gen+2i-1_ 1 g2y @, gy, BUQ—BU(Q/Z)

in der die Komposition zweier aufeinander folgender Abbildungen nullhomotop
ist.

Damit sind die Toda-Klammern <r,i,@) und {i,@, f> definiert. Zwischen
diesen besteht die Beziehung (s. [247)

—1edi, @, f>={r,i,0)Sf.

Die Zuordnung @i, ®, f> gefolgt von der Reduktion r:Q-Q/Z beschreibt
gerade den Weg (1), also den funktionalen Cherncharakter (Definition der Toda-
Klammer nach Art einer funktionalen K ohomologieoperation).
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DaB @+-{r,i,0)S f den Weg (2) beschreibt, kann man wie folgt einsehen:
Die Definition der Toda-Klammer nach Art einer funktionalen Kohomologie-
operation unterscheidet sich von der Definition als sekundidre Komposition durch
ein Vorzeichen. Es geniigt daher zu zeigen, daB die durch 7, i und @ definierte
sekundire Komposition gerade '@ ist. Das folgt aber sofort aus der Definition:

BUQ SEHLAX
[ e P
/ T s e,

Um diesen Satz auf den unendlichen CW-Komplex BG anwenden zu konnen,
approxtmlert man BG durch endliche Skelette BG™ und bildet den direkten Limes.
Uber die Isomorphie lim Hom(K (BG™), Q/Z) = K (BG) erhidlt man dann die
Ubereinstimmung  von " CH und Hurewicz- -Homomorphismus. Es folgt ins-
besondere, daB die Zahlen ch’(z)e Q/Z mit ze K%BG) das Element h(t)e K,(BG)
festlegen.

Bemerkungen. 1. Durch Satz (2.1) hat man eine Verbindung zwischen dem funk-
tionalen Cherncharakter auf BG und der dquivarianten Signatur. Dies verall-
gemeinert die bekannte Beziehung zwischen der e-Invarianten und der Signatur,
siche [6, 14].

2. Entwickelt man die az-Invariante eines Elements te Qi’(BZpr) wie in §1
nach Potenzen einer irreduziblen Darstellung &, so werden die dabei auftretenden
Koeffizienten 7, durch chl(yp~'(x)) gegeben (x wie im Beweis von Lemma (3.1)).
Fiir einen Beweis siche [13]. Damit 146t sich dann CH iber die a-Invariante
mittels Methoden der dquivarianten Topologie berechnen.

3. Fiir CH gibt es wie fiir die klassische e-Invariante eine Beschreibung durch
Adamsoperatlonen die wir nur am Beispiel BZ, andeuten: Das Element
tenj,_(BZ,), das durch f:8%"71*2*§*B7 reprasentxert werde, liefert durch
die Kofasersequenz von f die exakte Sequenz

0— RO(s2+ 29, RO(C )L RO(S? A BZ,)—0.

Wihlt man fiir e K°(S* A BZ,) ein Urbild B, unter j* dann ist y?(8,) ein Viel-
faches von i*[§*"*%],.

ﬁl):a(ﬂl)‘f*{szﬁzs} >
denn j*9?(f,)=y?f=0. Wihlt man ein anderes Urbild §, von f, dann gilt
B, —B,=a-i*[§2"*25] und daher
B — By =a-*pP[SP T =a-p" [P B = (a(B,) — alB )it [ST ]

Damit ist a(f,)/p""*—a(B,)/p"*"* ganzzahlig und die Restklasse a(B,)/p""* in
Q/Z nicht mehr von der Urbildauswahl abhéngig. Man zeigt leicht ch}™(f)=

a(B)/p"*.
4. Der Transfer :Q4r_ 1(BG)-—->QZ,, (x) ist auf endlichen Skeletten von BG

bis auf Suspensionen durch eine stetige Abbildung reprisentierbar ([11]). Aus
der Natiirlichkeit des Cherncharakters folgt daher eine Formel fir e(t(1)):

e(H(1)) = chyo(1)=chi(t' (1) = chi(regg) -
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Dabei ist t:K°%*)—K°%BG) der Transfer der K-Theorie und t'(1)=regq das
durch die reguldre Darstellung von G gegebene Element in K%BG).

Hat der Raum X torsionsfreie ganzzahlige Homologie, so 14Bt sich der funk-
tionale Cherncharakter ebenfalls leicht durch den Hurewicz-Homomorphismus
beschreiben. Wir betrachten die zur Koeffizientensequenz Z— @ - Q/Z gehdrende
Bocksteinsequenzen:

134X, Q13 (X, Q/Z) "7, (X)—>75,_ (X, Q)
th th/Z lhl
KX, D)~ >K (X, Q——K(X, Q/Z)— K (X).

Fiir ein Torsionselement xenz,, 1(X) folgt hz(x)=0, da K,(X) torsionsfrei ist.
Die Restklasse von r~tolig 08 (x) in Ko(X, Q)/tho(r5.(X, Q))+1(K0(X))) ist der
Wert des funktionalen Hurewicz-Homomorphismus b, auf x.

Wegen der Voraussetzungen an X gilt K o(X)=Hom(KX), Z) und man kann
im Bildbereich von A, zu Hom(K°(X), Q)/(Hom (he(r2"(X), Q)+ Hom(K°(X), Z))
und mittels der Einschrdnkung zu Hom(Kerch", Q)/Hom(Kerch", Z)=
Hom(Kerch Q/Z) ibergehen. Den so erhaltenen Homomorphismus von

Ko(X, Q)/(hon5 (X, Q) +iK°(X)) nach Hom(Kerch”, Q/Z) bezeichnen wir mit ¢.
Hom(Kerch”, Q/Z) ist der Bildbereich des funktionalen Cherncharakters auf
Tor(r3, - 1(X)).

Satz 2.2. Fiir einen endlichen CW-Komplex X mit torsionsfreier ganzzahliger
Homologie stimmen CH und ¢eh, iiberein.

Beweis. Die stabﬂe Homotopiegruppe von X mit Koeffizienten in G wird durch
(X, G)= 75, (X A M(G, 1)) definiert. Dabei ist M(G. 1) ein Moore-Raum fiir G,
d. h. H(M(G 1), Z)=G fiir i=1 und O sonst. Die Kofasersequenz X A S$'—
XAM®, 1)»XAMO/Z, 1)——+X/\ S? induziert die Bocksteinsequenz zur
Koefﬁzwntensequenz Z-Q-Q/Z f:$*+2 8% LA X A M(Q/Z, 1) reprisen-
tiere ein Urbild von f:5%"**»S%*! A X unter dem Bockstein-Homomorphis-
mus f8, der von f8 induziert wird. Auf der Untergruppe Kerch"*! folgt mit den
Natiirlichkeitseigenschaften von ch die Gleichung

chx)=chif*x).
Nach Satz (2.1) folgt

ch(f*x)=< B~ B*x) )k = <B*0) B (T )k =<, BB oh( ) -

Wie man sofort durch Einsetzen der Definition sieht, ist § «B ™! der Suspensions-
1somorphismus und daher folgt

ch {x)= (), h(f))x -

Bei dieser Rechnung sind wir, ohne das in den Bezeichnungen besonders anzu-
deuten, von dem Kroneckerprodukt

K¥ X AMQ/Z 1), Q/Z) x K (X A M(Q/Z, 1))->Q/Z
zum Produkt K*(X)x K (X A M(Q/Z, 1))~ ®Q/Z {ibergegangen.
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Da K (X) torsionsfrei ist, liegt h( f ) im Bild von r und es folgt, wenn man mit
red die Quotientenabbildung Q- ®Q/Z bezeichnet:

ch(x)=red {x,r oh(f))g.

Der Homomorphismus x+—red{x, r~'h( f))x ist aber genau das Bild von h,(f)
unter ¢ in Hom(Kerch®, Q/Z).

Bemerkungen. Die e-Invariante eg:n3,_ (S°)—Q/Z 146t sich mit Satz (2.2) als
Hurewicz-Homomorphismus  h:n3,, (M(Q/Z, 1)) - K,(M(Q/Z,1)) bzw.
h:75,(S°%, Q/Z)—~ K (S°, Q/Z) interpretieren. Dies hat zur Folge, daB fiir eine
multiplikative Homologietheorie E, fiir die komplexe Vektorbiindel orientierbar
sind, der Hurewicz-Homomorphismus 73,8 Q/Z)—E,(S°, Q/Z) durch die
e-Invariante berechenbar ist. Zunichst ist der VergiBhomomorphismus
Fy i (M(Q/Z, 1))- QYM(Q/Z, 1)) durch e, bestimmt, denn auf Bild (Fy) ist
wQUMQ/Z, 1))~ K (M(Q/Z, 1)) injektiv [s. Lemma (34)]. Aus den Orien-
tierungsvoraussetzungen folgt, daB fir E ein Thom-Homomorphismus QY(X)—
E (X) existiert, liber den der Hurewicz-Homomorphismus faktorisiert. Weitere
Anwendungen von Satz (2.2) finden sich in § 4.

§ 3. Berechnung von h: 73,_,(BZy)—— K,(BZ,)
Wir bestimmen zunéchst eine obere Schranke fiir sphirische Klassen in K(BZ,).

Lemma 3.1. Fiir den funktionalen Cherncharakter auf BZ, gilt ch(yKx)=
k'-ch{(x) fir k£0modp.

Beweis. tenj,_4(BZ,) werde durch f :S:"s‘”z"‘1 —8% A BZ,, reprisentiert. Fiir
die Vertauschbarkeit der Adams—Operationen w* mit dem 2s-fachen Suspensions-
isomorphismus I gilt p¥(Z2%x))=k*- Z2%(yp*(x)) und daher

k- chi(w(x)) = chy (k- Z2(pMx)) = chly S pH 2 (x)
*kn+s Chn+s(22s(x) kn+s Chn(X)
Fiir k30 modp folgt daraus k" ch’(x)=ch™yp*x).

Die Struktur von KO(BZpr) ist bekannt. z:Lp")—P,C ist ein S'-Biindel
und H bezeichne das mittels 7 zurilickgeholte universelle Linienbilindel. x:=H —1
definiert ein Element in KO(BZZ ) und die Potenzreihen in x erzeugen K°(BZ,,).
Es gilt die Relation ¢# (x)=0. Da w auf Linienbiindeln wie die k-te Tensorpotenz
wirkt, folgt insbesondere y*z)= y'(z) fiir k=1 modp" und zeK"(BZ ). Es sei v
die Ordnung der Einheitengruppe (Z,)* und ke(Z,)*. Dann gilt k”:l modp”
und daher y*(z)=z auf K%BZ,). Fiir alle xeKO(BZ ») und alle ten3,_,(BZ,)
folgt (K""—1).ch(x)=0. Da dle Zahlen chl{(x)= <B Y(x), h(t)yy das Element
h(t)e K (BZ,,) festlegen, haben wir bewiesen:

Satz 3.2. Es sei p eine ungerade Primzahl. Liegt x im Bild von h:n,_(BZ,)—
K(BZ,), dann folgt p*»**".x=0.

Beweis. Zum Beweis ist nur noch nachzutragen, daB fiir ungeradespv=(p—1)-p"~
gilt und der p-Anteil von (K" ?~V'7 "' _1) fiir k=0 modp nach unten begrenzt
ist durch p*»™*’; siehe [1]. Fiir p=2 erhilt man eine dhnliche obere Schranke.

H
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Ist p£2 und r=1, so reicht dies aus, um das Bild von /4 vollstindig zu bestim-
men:

Satz 3.3. Das Bild des Hurewicz-Homomorphismus

h:n3,_(BZ,)—K,(BZ,)

ist eine zyklische Gruppe der Ordnung p**™*' und wird von dem Element hot(c" ")
erzeugt.

Beweis. Der Homomorphismus y;: K{(BZ)—>Z . yz(z)=<B"'(x), 2Dx (x=H—1
wie oben, Z,. =Z[1/p]/Z) bildet k(1) auf chi(x) ab. Diese Abbildung ist auf dem
Bild von A mjektlv Wegen {h”ow"(x) k- chi(x) fir k£0modp ist durch ch{x)
auch ch(x’) festgelegt, denn x' LBt sich als Linearkombination der p¥(x) mit
k==0modp darstellen. Da aber ein Element ze K(BZ,) durch seme Kronecker-
produkte {B7w), z>g we K°BZ ») eindeutig bestlmmt ist, ist y} auf Bild h
injektiv. (Fir die «p-Invariante helﬁt dies, dafl man nur eine Komponente kennen
muB, um ganz a, zu kennen,) Da Bild h eine endliche Gruppe ist und alle end-
lichen Untergruppen von Z .. zyklisch sind, ist Bild 4 zyklisch. Aus (1.4) und (3.2)
folgt dann die Behauptung

Bemerkungen. 1. In K,(BZ,) mit r>1 ist ein sphirisches Element nicht mehr
durch y! festgelegt, denn z. B. (B~ (x?), z) ldBt sich nicht mehr durch die Produkte
B yMx), D¢ kEOmodp berechnen. In §4 werden wir sehen, daBl fiir r>1
Bild & 1. A. nicht mehr zyklisch ist.

2. Fiir sphirische Klassen in K(BZ ), die nicht in der von hot(c"~ !y erzeugten
Untergruppe liegen, kann man die oben angegebene obere Schranke noch etwas
verbessern: h(n3,-,(BZ,)) muB ndmlich in einer Untergruppe UCK(BZ,)

wird von het{c" 1)

liegen, die isomorph zu @) Z,,, ,w -+ ist. Der Summand Z . v +-
i=1

erzeugt. Da Bild % i. A. eine echte Untergruppe von U ist, verzichten wir auf
einen Beweis.

Lemma 3.4. Ist X ein endlicher CW-Komplex, fiir den die Bordismus-Spektral-
sequenz trivial ist, dann ist p:QYUX)— K (X) auf dem Bild des Vergififunktors
Fy 1 QI(X)— QY(X) injektiv.

Die Aussage dieses Lemmas ist eine wohlbekannte Konsequenz des Satzes
von Hattori-Stong, Unter der Voraussetzung des Lemmas folgt némlich, daBl der
Hurewicz-Homomorphismus z:QY(X)—K (X * A MU) injektiv ist. Auf Bild Fy
reduziert sich 7 zu g, denn alle K-Theorie charakteristische Zahlen ¢, (x) fiir
xeBild Fy, und w=+# verschwinden. Damit folgt aus Satz (3.3):

Korollar 3.4. Das Bild von Fy;:Q%,_(BZ, )—-»QU,, (BZ,) ist fiir p+2 eine zyklische
Gruppe der Ordnung p**™*', die von F U( (6" 1)) erzeugt wird.

Bemerkung. DaB Bild Fy eine zyklische Gruppe ist, wurde von Smith in [21]
bewiesen. Dort findet man auch eine Berechnung des Bildes von Fy fir den
Dimensionsbereich n=0 mod(p—1).

Das Bild von Fy: QJ"(BZ,)—~QY(BZ,) wurde von Roush [18] bestimmt. Unter
Ausnutzung der Beweisidee von Roush — nidmlich die Verwendung der Beziehung
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zwischen e-Invarianten und Transfer — soll hier als Anwendung von (2.2) ein
modifizierter und kurzer Beweis gegeben werden (der sich in [18] eingeschlichene
Ablesefehler ist korrigiert).

Satz (Roush). Das Bild von h:(BZ,)— K (BZ,) ist eine endliche zyklische Gruppe,
die isomorph zur 2-Komponenten von Bild e CQ/Z ist, d. h.
Z,m=8n+1
JZym=8n+3
~]10 m=8n+5 und m gerade
Zyasvynryy; m=8n+7.

him,(BZ,))

Beweis. Im Diagramm

Qfn_(BZy) —t— KB,

mlﬂ znlﬂ

QINBZ,, Zy.)—"—K(BZ,, Z,..)
i x
Qi Zye) —E K%, Zya0)

bezeichnet t bzw. t, den Transfer der Uberlagerung S*— BZ,. Da der Transfer
mit stabilen Transformationen zwischen Homologietheorien vertauschbar ist
([11,18]) und h auf Qf7(*,Z,.)— K(*, Z,-) nach §2 die 2-Komponente von ¢
ist, kommutiert das Diagramm. ¢y 148t sich {iber das Kroneckerprodukt mit
t:K%S"—K°(P,R) in Bezichung setzen und berechnen. K%(P,IR) wird von einem
Linienbiindel £ erzeugt und es gilt £'(1j=1+¢. Es folgt, daB tx ein Isomorphismus
ist. Daher ist Bild 4 durch Bild e¢ nach oben begrenzt. Andererseits ist ¢, surjektiv
{117, so daB Bild A= Bild e;. Die explizite Beschreibung von Bild ey findet man
in [2].

Bemerkungen. Die Verwendung des Satzes von Kahn und Priddy 148t sich ver-
meiden, indem man et auf bestimmten Elementen aus Q2(BZ,) berechnet und
damit zeigt, daB die obere Schranke tatsdchlich erreicht wird. Ein analoger
Beweis fiir ungerade Primzahlen fiihrt nur fiir den Dimensionsbereich 2n(p—1)—1
zum Ziel, siehe [21].

Wegen der unterschiedlichen Struktur der Einheitengruppen (Z,)* fiir p=2
und p=2 liefern die Adams-Operationen fiir BZ, und BZ, zu groBe obere Schran-
ken.

§ 4. Der Hurewicz-Homomorphismus k: ﬂgn_i(BZp )— K{(BZ,r)

Im Gegensatz zum Fall r=1 ist das Bild von h:n3,_ (BZ,,)- K (BZ,) fir r>1
i. A. nicht mehr zyklisch. Zu der von het{c" ') erzeugten zyklischen Untergruppe
treten noch weitere Elemente hinzu. Diese ,,Stérung® wird von der e-Invarianten
auf m3,_ (P, ©) verursacht. Die Anzahl der zum bekannten Teil von Bild h hinzu-
kommenden Elemente nimmt fiir eine feste Dimension nicht unbeschrinkt zu,
sondern wird ab einem geniigend groBem r konstant. Wir berechnen in diesem
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Paragraphen die p-Komponente der e-Invarianten auf n3,_,(P.€) fiir n<
(p" —p—1) und bestimmen damit h(r3,_,(BZ,)) in diesem Dimensionsbereich
fir alle r. Den Fall p=2 schlieBen wir wegen der notwendigen Modifikationen
aus.
Der Transfer t: Ko(P,C)— K (BZ,) und der Homomorphismus =, : K (BZ,)
- K (P,C) sind Teile der K-Theorie Gysinsequenz des Biindels L7 —»P_ T, so
dal} die Sequenz K(P,C)——K,(BZ,)—"-K (P,C) (x) exakt ist. Fiir die
stabile Homotopietheorie ist L7 - P, € nicht orientierbar, die {x) entsprechende
Sequenz braucht also nicht mehr exakt zu sein. Es gibt jedoch ein ,stabiles®
Aquivalent zu (x): In [15] wird bewiesen, daB die Faserung von Eilenberg-Mac-
Lane-Rdumen

K(Q/Z, n—L5K(Z n+ ) K@, n+1)

gleichzeitig auch eine Kofaserung ist. Verwendet man Z,-Koeffizienten, kann
man in der zu dieser Kofasersequenz gehdrenden langen exakten Sequenz

O—ﬂngn(K(Q/la 1), Z(p))“—*N§n(K(Z, 2)9 Z(p))ujj—)ngn(K(Q> 2)’ Z(p))
—n3, _(K(Q/Z, 1), Z(p))“nj‘"ngn (K(Z.2),Z,,)—0

K(Q/Z, 1) durch BZ,,..= K(Z,, 1) ersetzen, und man hat r, in eine exakte Sequenz
eingebettet. Wir betrachten deshalb zunidchst den Hurewicz-Homomorphismus
h, auf 73,_,(BZ,.). Wegen 73, _(BZ,)=Z - ®75,_1(P,C), ist dieser in zwei
Komponenten zerlegt.

Da das Kroneckerprodukt zwischen K%P_C) und K (P ) nicht entartet ist,
gibt es eine zu (L—1) eK°(P,_ Q) (i=1, L=universelles Linienbiindel) duale
Basis (f,);»; von Ky(P,C). Bezeichnet man die Elemente i (8) in K(K(Q,2))
einfach wieder mit §, und mit " die n-te Potenz von f; im Pontrjaginprodukt, so
folgt aus h(o)= —pf, und der Natiirlichkeit von h beziiglich des Pontrjagin-
produktes die Formel h_-dc"/p*)==(—1)"-&B}/p*). Dies bestimmt h, auf dem
Summanden Z,.. von 73, (BZ,.).

Um h,, auf dem anderen Summanden zu studieren, fiihrt man zweckmifBiger-
weise den folgenden funktionalen Hurewicz-Homomorphismus

B 1= (P €)= Ko K(Q, D)/((r5(K(Q, 20))+ Ko Poo T, Z, )

ein. h; wird durch das folgende Diagramm definiert:

3 (K(Q, 275, ((BZ )75, 4(P o, T, Z,,)——0

' Jf

Ko(P T, Z,)— K (K@, 2}~ K, (BZ,.) —0.

Modulo der Gruppe h(Z,) wird h,, auf dem zweiten Summanden gerade durch
h; beschrieben.

Auf 73, _,(P_ @) ist auBer h;, der gewdhnliche funktionale Hurewicz-Homo-
morphismus h,, der der e-Invarianten (=funktionaler Cherncharakter) entspricht,
definiert.
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Lemma 4.1. Bis auf eine kanonische Identifikation gleicht h; dem funktionalen
Hurewicz-Homomorphismus h,.

Beweis. Die Kofasersequenzen SK(Z,2)—SK(®Q,2)—S*K(Q/Z,1) und P_C A
M(Z,1)-»P, CA M@, 1)»P_ CAMQ/Z 1) sind dquivalent. Das resultierende
kommutative Diagramm impliziert direkt die Behauptung. Man hat nur
K(K(®, 2)) mit K(K(Z, 2), Q) zu identifizieren.

Die Zerlegung von h,, in zwei Komponenten wenden wir jetzt auf BZ, an,
um zu zeigen, daB die nicht in der Untergruppe hot(n3,{P . C)) liegenden sphiiri-
schen Elemente iiber 7, von 73, (P, @) herkommen und durch die e-Invariante
auf 73, (P, @), beschrieben werden.

Satz 4.2. Es gilt

Wn3, + (BZ)/hot(r3 (P, ©) = Bild (h,r, x5, . , 52,1
und fiir geniigend grofies r

(30 + ((BZy)/hot(73,(P . ©)) = Bild h, .
Beweis. Da der von der Inklusion induzierte Homomorphismus i, :K,(BZ,)—
K,(BZ,-) injektiv ist, liegen alle Elemente im Kern von iy :73,_ ,(BZ,)—
73,-1(BZ,=) auch im Kern des Hurewicz-Homomorphismus und man kann
ohne Informationsverlust h iiber BZ,. faktorisieren. Weiterhin bildet hot alle
Torsionselemente aus 75,(P,C) auf Null ab, denn hot:ng,,(Pw(IZ)—»Kl(BZpr)
faktorisiert {iber KPP C), und die von hot(c") erzeugte Untergruppe ist

het(n5 (P, C)). Das folgende Lemma, dessen Beweis weiter unten nachgetragen
wird, zeigt den Zusammenhang zwischen het(n3, _,(P,C)) und h, A5 (K(Q, 2))).

Lemma 4.3. Die vom Transfer t:75,_ (P, Q)—n3, (BZ,) definierte Untergruppe
von h(ngnal(BZI,)) wird durch i,:K,(BZ,)>K(BZ,.) in h,&n3(K(Q,2))C
K (BZ,.) abgebildet und es gilt die Gleichung

iehet(a" ™ Y=hda"/p"-n).
Damit induziert i, einen Homomorphismus
T H(my(BZ ) hot(my (P o €)= hoo(R3(BZ o)) /.y Am(K(@, 2)) .

Nach Lemma (4.3) ist Tinjektiv und die Kommutativitdt des folgenden Diagramms
impliziert Bild 72 Bild (hn,) und damit die erste Behauptung.

30 ((BZy) —————K(BZ,)— K,(BZ,)/h-t(n3, - (P, T))

X | i

s T 1(BZ oo} "= K { (BZ ) — K ((BZ o) [ o0 875, (K(D, 2)))
5 (PO . o K(Q, 2)

Ko(K(Z, 2), Z,) + h(nS (K(DQ, 2)))

Da K(Z,-, 1) der direkte Limes der K(Z,., 1) ist, ist fir geniigend groBes r der
Homomorphismus 7, :73,_ (BZ,)—73,_ (P, C),, surjektiv.
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Beweis von Lemma (4.3). BL, ist das Sphiirenbiindel der p’-ten Tensorpotenz
des universellen Linienbiindels L iiber P, C. Aus der Gysinsequenz dieses Biin-
dels, dem Thomisomorphismus ¢ fiir L7 und der exakten Sequenz des Paares
(B(LF), S(L7)) erhilt man das kommutative Diagramm

Ko(P O Ko(P,T) K (BZ,)

I I u

Ro(P,0) Ko(B(L"), S(L”))——"——K(BZ,)
N Ok 2
Ko(P o O)p— Ko(K(Q,2)) *—K(BZ,)

(r ist die von i und id,_ ; induzierte Abbildung). Es geniigt zu zeigen h(c")/p"-n—
Foploh(c" HeKern . . Wie oben sei B, die zu (L — 1Y duale Basis von K (K(®, 2)).
Mit Hilfe des Cherncharakters berechnet man h{a“) als Linearkombination dieser

Basis. Man erhdlt hc") = Z b, B, mit b, = Z (— 1Y% (8. Setzt man
Foopoh(c™ )=} a,pB;, so folgt d1e Behauptung aus a =b/p’-n modZ.

i=1

Nach Konstruktion ist h{¢" ') das Bild der K-Theoric Fundamentalklasse
von M,_; =S8?x 8% x ... x §? unter der klassifizierenden Abbildung f des duBeren
Tensorproduktes LOL®...QL in Ky(P,C). Fir das K-Theorie-Kronecker-
produkt a;=<{(L—1),7,o¢h(c""")>x erhilt man nach Ubergang zu M,_, und
Anwendung der Riemann-Roch-Formel nach einer einfachen Rechnung das
gewdhnliche Kroneckerprodukt

/ey €=
a=( e My 1) =-S5 p, )

(z=f*(x), x=c,(L)).

Wie in § 1 folgt nach Einsetzen der Reihenentwicklungen die Behauptung.

Bemerkung. Die Gleichung i,chot(a" ™ ')=h,°&c"/p’-n) erlaubt ebenfalls die
Bestimmung der Ordnung von hets(c” 1) (p=2).

Um Elemente in 73, _ 1(P (E)(p, zu finden, verwenden wir die Atiyah-Hirze-
bruch-Spektralsequenz fir 7}, mit Koeffizienten in Z,,,

Satz 44. Fir t<p*—p—1ist 3, (P, Q) =Z, wenn t=r,-p+ry-(p—1), 1, 21,
ry =1 und O sonst.

Beweis. Die p-Komponente von n3(S% wird fir 0<n<2(p*—p—1) durch das
Bild des J-Homomorphismus gegeben. In diesem Bereich gilt :zf(SO)(p)gl’p fiir
i=2t(p—1)~1 und 0 sonst ([25,2]). Aus Dimensionsgriinden verschwinden fiir
P.C die Differentiale d*"*'. Alle in E], ; ankommenden Differentiale sind fiir
s<2{p*—p—1) entweder 0 oder kommen von E;«O, denn wenn s=2{p—1)}—1
und s—r+ 140 gilt, ist E}, ,_,,, =0. Fiir k<2(p?>—p—t(p— 1)) verschwinden alle
von Ef - 1)-1 ausgehenden Differentiale aus dem gleichen Grund. Daher ist
im Bereich s+t <2(p?—p)—1 EZ, der Quotient von EZ, nach d"(E} o). Es folgt



136 K. Knapp

2, B2
s+t=n

tralsequenz ist der Hurew1cz-Homomorphlsmus hyp:ms (P, C, Z,)—~H,,(P,C,
Z,) und da dieser bekannt ist (s. [16]), kennt man die permanenten Zyklen in

EZ, o und damit Zd’(E’z,, 0)1 Es gilt [Kokern | = Zd’ - 0)1 und da h,, 0" auf
n!.[P,C] abbildet, foigt v (de(}z N)D:vp(m). Fir vp( Sy B,

s+t=2n—1
den Wert [, ] ([x] = groBte ganze Zahl £x). Ist a {n) die Summe der K oeffizien-
ten in der p-adlschen Entwicklung von n, dann gllt fir v (n') die Formel v (n!)=
(n—oa,n)/(p—1). Die Differenz [,%,]—v(n!) hat fiir n<p —p—1 den Wert 1,
wenn n von der Gestalt n=r,-p+r,-(p—1) mit r; +r,=(p—1), r; 21 ist, und 0
sonst,

[T (P o€ )l =

Zd’( oy D)t Der Eckenhomomeorphismus der Spek-

)erhélt man

Da die p-Komponente von 73(S°%) fiir n<2(p?—p—1) durch das Bild des
J-Homomorphismus gegeben wird, ist die e-Invariante in diesem Bereich injektiv.
Der folgende Satz libertrigt dies auf Rdume wie P, C und BZ,.

Satz 4.5. Der funktionale Cherncharakter ist fiir n<p*—p—1 auf der p-Komponen-
ten von n3, (P, ©) und n3,_ (BZ,) injektiv.

Beweis. Wir betrachten den Hurewicz-Homomorphismus h: X, Z )~
KX,z ,=) und die zugehorigen Atiyah-Hirzebruch-Spektralsequenzen E} *(n )
und _E} *(K) Der von h auf den E*-Termen induzierte Homomorphlsmus
HyX, n3(8°, Z,.)~HyX, K(8°.7Z =) ist nach §2 der von der e-Invarianten
mdumerte Koefﬁaentenhomomorphlsmus Die zu 7n},(X,Z,.) beltragenden
E - Terme haben fiir ¢ < 2(p* — p— 1) wegen des Verschwindens von 73, (S°.Z,-)
nur gerade Indizes. Wir setzen jetzt voraus, daB h?:H, (X, n5,(S° Z,.))—
H, (X, K(8° Z <)) injektiv ist und die Spektralsequenz fir K (X.Z, ) zusam-
menbricht. Das 1st offensichtlich fiir X = P_C und X = BZ, erfullt. Ist h;yq injektiv,
so folgt aus dem Zusammenbrechen der Spektralsequenz E¥ J(K) und der Ver-
tauschbarkeit von 7" mit den Differentialen, daB3 die in E"p , ankommenden
Differentiale verschwinden miissen. Solange alle in Ej, ankommenden Dif-
ferentiale verschwinden, ist E; *;,1 ein Untermodul von E;, , und die von k" induzierte
Abbildung k%' ist wieder injektiv. Daher ist h: Ezq ZS(n )—E3, »(K) injektiv
und aus dem 5 -er Lemma folgt die Injektivitdt von h:n3 (X, Z m)—>K ol X, Z o).
Besteht H X, Z) nur aus Torsion, dann ist der Bockstein- Homomorph1smus
B AX, ) > 75, - (X, Z,,) ein Isomorphismus (n> 1) und aus der Injektivitit
von h:n3 (X Z,-)-Ky(X,Z, )folgt die von h:73,_ (X, Z )~ K(X,Z,).

Ist H (X, Z) torsionsfrei und m3,-1(X, Z,) endlich, so folgt die Behauptung
direkt aus dem #h, definierenden Diagramm.

Mit den Sitzen (4.5) und (4.4) ist fir n<(p*—p—1) h:n3, (BZ,)—K,(BZ,)
bestimmt. Es bleibt zu bemerken, daB die Gruppenerweiterung zwischen
Hr3,_2(Po@)) und m,(n3, (P, C)) in n3,_ 1(BZ,,,) trivial ist. Das folgt aus der
Tatsache, daB3 diese Erweiterung unter h:n3, _ (BZ,)—- K,(BZ,) injektiv in eine
direkte Summe abgebildet wird (s. § 3, Bemerkung 2).

Durch Betrachtung des von der Inklusion i:BZ —»Bsz induzierten Homo-
morphismus zwischen den Spektraisequenzen fir n3(BZ,) und ;z*(Bsz) sieht
man leicht, da} im Dimensionsbereich n<p*—p—1 schon Ty 5, (BL )~
L @), surjektiv ist. Damit ist firn<p*—p—1auchnj,_ 1(BZI,,) berechnet.
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Bemerkungen. Mit den in [20, 8] entwickelten Methoden lassen sich aus den
schon gefundenen Elementen in 73,_,(P, ), ganze Serien von Elementen mit
nicht trivialem Bild unter &, konstruieren. Unter Verwendung etwa von Proposition
(1.3) aus [20] konstruiert man zunachst aus den Elementen y,e anw p—1)-1(BZ,2)
(t=1,. P 2) mit n*(y,)zt:O in n3(P,C) Reihen y7 enz(,pJ,mm_l))_l(BZ‘,z) mit
h(y, )#O in Ky(BZ,.)/h=t(n 5(P,,0)). Es folgt dann R () =0.

Beispiele (p=3). Die erste 3-Torsion in m3(P_ Q) tritt in der Dimension 9 auf.
Mit einer geeigneten stabilen Parallelisierung versehen repriisentiert die freie
S'-Mannigfaltigkeit Sp(2)—S(2)/S' dieses Element der Ordnung 3. Die S*-Aktion
auf der Liegruppe Sp(2) wird durch Einschrinkung der Aktion eines maximalen
Torus gewonnen. In 7§(BZ,) gibt es daher ein Element z mit i(z)#0in K (B Z,)/h-
t(m3(P0)). Eine geeignete z reprisentierende freie Zo-Mannfgfaltigkeit hat dann
als ap-Invariante o,(z)=(&> +2£°)/3 (Notation wie in § 1).

Aus der Spektralsequenz 148t sich ablesen, daB =} (BZ,)=Z, und der Transfer
t:75(P @) 3y~ 75 o( BZ3) bijektiv ist. Da nach [11] t:7] o(BZ3)— 13 o(S°) 5, surjektiv
ist, folgt aus diesem Argument, daB Sp(2) mit geeigneter stabiler Parallelisierung
die 3-Komponente von i (S°) erzeugt. In [22] wird bewiesen, daB Sp{2) mit
der durch Linkstranslation definierten Parallelisierung das Element B, der
Ordnung 3 in 7} (S°) ist (Notation wie in [257]). Die dquivariant-stabil-paralleli-
sierte S'-Mannigfaltigkeit G, (erste Ausnahme Liegruppe) definiert ein Element
der Ordnung 9 in nf (P Q) 3,=Z,. Das erste Element im Kern von A, auf der
3-Komponenten tritt in der Dimension 19 auf.
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