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Mathematisches Institut der Universit~it, Wegelerstr. 10, 
D-5300 Bonn, Bundesrepublik Deutschland 

Einleitung 

Zu einer multiplikativen Homologietheorie Emi t  Einselement liil3t sich analog 
zum Fall der gew6hnlichen Homologietheorie ein stabiler Hurewicz-Homo- 
morphismus hE:ns(X)~E,(X) zwischen stabiler Homotopietheorie und E- 
Homologie erkl~iren. Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit dem Problem der 
Berechnung von hK ffir den klassifizierenden Raum BG einer endlichen zyklischen 
Gruppe G und die K-Theorie. Die Wahl der K-Theorie als Homotogietheorie E 
hat mehrere Grfinde. Einmal ist ffir eine Homotogietheorie E, ffir die komplexe 
Vektorbfindel orientierbar sind, der Homomorphismus hE durch h K bestimmt. 
Hat G ungerade Ordnung, so l~iBt sich auch bei vielen anderen Orientierbarkeits- 
voraussetzungen hE durch hK berechnen. Insbesondere trifft dies auf die VergiB- 
funktoren s v ~.(BG)-,f2,(BG) und ~S(BG)~OS°(BG) zu. Ein anderer Grund ffir 
die Wahl der K-Theorie, ist darin zu sehen, dab hr fiber einen Isomorphismus 
t~,:K~(BG)~S-~R(G)/R(G) zwischen der K-Homologie yon BG und einem 
Quotienten des lokalisierten Darstellungsrings yon G mit der e-Invarianten 
(s. [5, 9]) in Beziehung gesetzt werden kann. 

Durch die Berechnung yon h K erh~ilt man einen vollst~indigen Uberblick 
tiber die Werte, die die Restklasse der e-Invarianten in S-1R(G)/R(G) auf stabil- 
paralMisierten G-Mannigfaltigkeiten annehmen kann. 

Da die Zerlegung einer zyklischen Gruppe in ihre Prim-Anteile eine Zer- 
legung yon h r in Prim-Komponenten nach sich zieht, betrachten wir hK nur ffir 
zyklische Gruppen von Primpotenz-Ordnung. 

Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt: 
Wir beginnen mit der Herleitung der Beziehung zwischen der e-Invarianten 

und dem Hurewicz-Homomorphismus; sie wird sp~iter zur Berechnung yon hK 
herangezogen. 

Auf der stabilen Homotopiegruppe ~s,,_ I(BG ) ist der funktionale Chern- 
charakter CH (=e-Invariante) definiert. Mit Hilfe der Kfinneth-Formel der 
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K-Theorie wird in § 2 CH mit h K identifiziert. Dies gilt allgemein ftir R~iume, 
deren reduzierte ganzzahlige Homologie aus Torsion besteht. Der sich ftir 
R~iume mit freier ganzzahliger Homologie ergebende Zusammenhang zwischen 
CH und h K erm6glicht die Interpretation der klassischen e-Invariante als Hure- 
wicz-Homomorphismus h : ~S,(S°, Q/71)~B;,(S °, ~/7~). 

In § 3 werden die Beziehungen zwischen CH, hK und den Adamsoperationen 
verwendet, um h~:~S,(BTlp)~Kl(BZp) ffir eine Gruppe yon Primzahlordnung 
vollst~indig zu bestimmen. W~ihrend ftir 7/p, p prim, das Bild von h K eine endliche 
zyklische Gruppe ist, besteht ffir eine Gruppe G = ~  von Primpotenzordnung 
das Bild von h K aus einem zyklischen, yon r abh~ingenden Teil und einem ffir 
gentigend grol3es r yon r unabh~ingigen Teit. 

Es wird in § 4 gezeigt, wie dieser ffir r>  1 auftauchende Summand mit der 
e-Invarianten ffir rcS(P~) zusammenh~ingt. Ffir einen von p abh~ingenden 
Dimensionsbereich berechnen wir diese e-Invariante und damit h K auf ~ s _  ~(B2~,~) 
ffir alle r und n < ( p Z - p  - 1). 

Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sich um eine erweiterte Fassung eines 
Teils der Dissertation des Verfassers (Bonn 1975). 

§ 1. ~,-Invariante und Hurewicz-Homomorphismus 

Eine ~quivariante stabile Paratlelisierung einer G-Mannigfaltigkeit M ist ein 
G-Vektorbiindelisomorphismus T M O  IR"~ M × tR" +", wobei G auf dem Tangen- 
tialbtindel fiber die Ableitungen und auf lR" und IR "+" trivial operiert. Fal3t man 
solche ~iquivariant-stabil-parallelisierte Mannigfaltigkeiten mit freier G-Aktion, 
d. h. kein Element von G aul3er der Identit~it hat einen Fixpunkt, unter der Bor- 
dismusrelation zusammen, erh~ilt man die ~iquivarianten Bordismusgruppen 
£2,fr(G). Ist G eine endliche Gruppe oder kompakte abelsche Liegruppe, so in- 
duziert eine ~iquivariante stabile Parallelisierung eine gewShnliche stabile Paral- 
lelisierung auf dem Orbitraum und man kann Of, r(G) auf ganz analoge Weise, 
wie das ffir den orientierten Bordismus in [7] ausgeffihrt wird, mit der Bordismus- 
gruppe stabil parallelisierter singul~irer Mannigfaltigkeiten des klassifizierenden 
Raumes von G O~r(BG) identifizieren. Einer freien G-Mannigfaltigkeit M mit 
~iquivarianter stabiler Parallelisierung ~b wird dabei der Orbitraum M/G mit 
induzierter Parallelisierung und die klassifizierende Abbildung des Faserbfindels 
M ~ M/G zugeordnet. 

Von der G-Signatur gerade-dimensionaler G-Mannigfaltigkeiten - ftir die 
Definition siehe [5] - ltil3t sich eine Invariante ffir ungerade-dimensionale orien- 
tierte freie G-Mannigfaltigkeiten ableiten. 

Es sei M eine orientierte geschlossene freie G-Mannigfaltigkeit ungerader 
Dimension und G eine endliche Gruppe. Da die betreffende ~iquivariante Bor- 
dismusgruppe endlich ist, wird ein geeignetes Vielfaches n .M yon einer freien 
G-Mannigfaltigkeit Y berandet. 

Man setzt 

o~(g,M)=l-,sign(g,Y) ftir g4 : l .  
n 
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Die Unabhiingigkeit von der Auswahl der berandenden Mannigfaltigkeit Y folgt 
aus dem Verschwinden yon sign (g, Y) ffir g # 1 aufgeschlossenen freien G-Mannig- 
faltigkeiten und der Novikov-Additivit~it der G-Signatur. 

Aufeiner geschlossenen G-Mannigfaltigkeit Z l~il3t sich die G-Signatur sign(g,Z) 
durch eine charakteristische Zahl L(g, Z) berechnen. Das ist die Aussage des 
G-Signatursatzes [5]. Hat die G-Mannigfaltigkeit Z jedoch einen nicht leeren 
Rand auf dem G frei operiert, so ist L(g, Z) fiir g4:l noch definiert und die Dif- 
ferenz sign (g, Z)-L(g, Z), die die Abweichung yon der Gfiltigkeit des Signatur- 
satzes beschreibt, ist gerade durch die e-Invariante des Randes gegeben. Ffir 
endliche abelsche Gruppen wird nach [19] jede ungerade-dimensionale freie 
G-Mannigfaltigkeit yon einer natfirlich nicht notwendigerweise freien G-Mannig- 
faltigkeit berandet, so dal3 ffir diese Gruppen der Defekt im Signatursatz ebensogut 
als Definition der c~-Invarianten dienen kann. 

Die charakteristische Zahl L(g, Z) kann wie folgt erhalten werden: Die Symbol- 
klasse des Signaturoperators ([5]) definiert ein Element U in der ~iquivarianten 
K-Gruppe K°(B(TZ),S(TZ)) des Thomraumes des Tangentialbfindels yon Z. 
Da Z eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist, ist der G-Index nicht auf K°(B(TZ), 
S(TZ)), sondern auf K°(B(TZ), OB(TZ)) definiert. Nach Lokalisation mit einer 
geeigneten multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S des Darstellungsrings 
R(G) yon G wird der yon der Inklusion j:(B(TZ),S(TZ))-~(B(TZ),c~B(TZ)) 
induzierte Homomorphismus bijektiv und die Komposition 

v:K°(B(TZ), S(TZ)~S-IK~(B(TZ), S(TZ))~ ~ S-'Ka(B(TZ), OB(TZ)) 

lndo~ ,S_IR(G ) 

ist wohldefiniert. Ffir unsere Zwecke genfigt es, fiir S die folgende Menge 
S= {(reg -IGI)"le N} zu wShlen. 

Hierbei ist reg die reguliire Darstellung yon G, Mit diesem S verschwindet 
ffir freie G-R~iume X die Gruppe S-1Ka(X), siehe [26], die Bijektivit~it yon j* 
folgt aus der langen exakten Sequenz des Tripels (B(TZ), OB(TZ), S(TZ)). Ele- 

a a(g) 
mente in S- 1R(G) tassen sich durch ~(g):= b ~  am allen vom Einselement ver- 

schiedenen Gruppenelementen auswerten, v(U)(g) ist die komplexe Zahl L(g, Z) 
und man kann daher die a-Invariante als Element in S-1R(G) auffassen. Ffir 
sign(- ,  Z)-v(U) schreiben wir einfach a ( - ,  ~?Z). 

Die a-Invariante selbst ist keine Bordismusinvariante. Bildet man jedoch die 
Restklasse yon a in S-1R(G)/R(G), so erh~ilt man eine wohldefinierte Funktion 
z -oo2,-'(5s° I(BG)~S-1R(G)/R(G). Ist n~imlich M nutlbordant, so gibt es eine freie 

G-Mannigfaltigkeit X mit gX=M und e ( - , M )  ist durch sign(- ,X),  also ein 
Element in R(G), gegeben. 

W~ihlt man anstelle yon U andere Symbolklassen, so erh~ilt man die Atiyah- 
Singer-v-Invarianten [5]. Diese Bordismusinvarianten lassen sich durch K- 
Theorie-charakteristische Zahlen aus K I(BG) - der K-Theorie-Homologiegruppe 
yon BG - berechnen. 

Fiir stabil fastkomplexe Mannigfaltigkeiten wird dies - ffir leicht modifizierte 
v-Invarianten - in [26] durchgefiihrt. Beschr~inkt man sich auf eine zyktische 



122 K. Knapp 

Gruppe G - wir werden das im folgenden, ohne das immer explizit zu erw~ihnen, 
tun - so ist die Beschreibung von e~ durch eine charakteristische Zahl relativ 
einfach durchffihrbar: 

Satz 1.I. Es 9ibt einen Thomhomomorphismus #~:Os,°(BG)-~K,(BG) und einen 
M onomorphismus ~ : K I ( BG)--* S-1R( G)/R( G), so da[3 ~,. #,= -co l gilt. 

Wir definieren zun~chst tp (G= 2~,). 
Das (2m-  t)-Skelett von BG ist der Linsenraum L" =S  2"- t/G. Das Scheiben- 

biindel B(TL") ist eine stabil-fastkomplexe Mannigfaltigkeit mit Rand und 
besitzt, da stabil-fastkomplexe Mannigfaltigkeiten ffir die K-Theorie orientierbar 
sind, eine Fundamentalklasse [B, S]re Ko(B(TLm), S(TL")), die einen Poincar6- 
Isomorphismus 

p:KO(B(TLmGIR), S(TLm®IR)).~ , m m ~EB S~, m K (BTL ,STL  ) ~ K , ( B T L  ) 

~ K I ( L  m) 

definiert. 
Zur Definition von [X]T: Man bettet X" in S "+rmit  stabil-komplexen Nor- 

malenbfindet v ein und erh~ilt dadurch die Thom-Pontrjagin-Abbitdung 
j :  S" + ~  M(v) auf den Thomraum von v. Aus dem kanonischen Erzeugenden von 
/~,(S "+~) und der Thomklasse Ur(v) - wir verwenden diejenige Thomklasse, die 
in [5] zur Definition des topotogischen Index herangezogen wird - erh~lt man 
dutch j , [S"  +~] c~ Ur(v ) = [X]r  die Fundamentalklasse. 

Jede Homologieklasse xeK,(BG)  liegt ffir genfigend groBes m i m  Bild yon 
i, :KI(Lm)~Ka(BG). Dutch die Abbildungsreihe 

K,(BG), '* K,(L") P~= K°(TLmQIR) ~ ,K°(TS2"-'O]R)~-Z~'~--KG(TD2") ~ 

V 1 r , S -  R(G)- - - -~S  tR(G)/R(G) 

wird ~,(x)eS-1R(G)/R(G) definiert. Hierbei ist j die Inklusion von TS 2~-1 @lR 
in das Tangentialbfindel der Scheibe D 2m und 0 der kanonische Isomorphismus 
K°(X) ~-K°(X/G) fiir einen freien G-Raum X. Die K°-Gruppe des Thomraumes 
eines Bfindels E wurde der fiblichen Konvention folgend mit K°(E) bezeichnet. 
Die Elemente im Kern yon i ,  und j* werden von roy annuliert, so dab q~(x) wohl- 
definiert ist. 

Die Definition von tt~ ffir beliebige endliche Gruppen ist komplizierter und 
wird in [26] ausgefiihrt. ~ ist immer injektiv - d a s  folgt z. B. aus der universellen 
Koeffizientenformel fOr die K-Theorie - und setzt die K-Homologiegruppen von 
BG in eine Beziehung zum Darstellungsring, die der bekannten Beziehung 
R(G~) ~-K°(BG) analog ist. Das wird durch die Nattirlichkeitseigenschaften von tj~, 
die in [13] untersucht werden, begrtindet. Ftir zyklische Gruppen gibt es eine 
Wahl yon S, mit der ~ bijektiv wird ([26]). 
Wir konstruieren als n~ichstes den Thom-Homomorphismus 

,~: o~, °(x)-~K, (x). 
Da eine SO-orientierte Mannigfaltigkeit nicht notwendig ffir die K-Theorie 

orientierbar ist, ist der fibliche Weg nicht ohne Modifikationen gangbar. Es sei M 
eine 2 n - 1  dimensionale SO(2n-1)-orientierte Mannigfaltigkeit. Die Symbol- 



Das Bild des Hurewicz-Hornomorphismus 123 

klasse des Signaturoperators U eK°(TM®Ilt) wird erhalten, indem man mittels 
des *-Operators in der bekannten Weise (TM OIR)®~ in Eigenr~iume aufspaltet 
und damit einen Bfindel-Komplex fiber B(TMOIR) definiert, der fiber dem 
Sph~irenbtindel S(TMOIR) exakt ist (Differenzkonstruktion, [3]). Durch das 
cap-Produkt von U mit der Fundamentalklasse [B(TM), S(TM)] r der stabil- 
fastkomplexen Mannigfaltigkeit B(TM) erh~ilt man eine Klasse n,(U~[BTM, 
STM]) in K~(M), die wir mit [M]s bezeichnen wollen. Ffihrt man ngmlich einen 
Koemzientenbereich Re in ,  in dem 2 invertierbar ist, so ist dies tats~ichlich eine 
echte Fundamentalklasse. [M]s ist dann im wesentlichen die Komplexifizierung 
der Orientierungsklasse von Sullivan aus [23]. Einer singul/iren Mannigfaltigkeit 
(M, f )e  so ~2,_1(X) wird durch #s das Element f ,([M]s)eKI(X ) zugeordnet. Der 
Nachweis, dag f , ( [ M ] s  ) nur yon der Bordismusklasse abh~ingig ist, ist der fibliche. 
/~, ist auf den Koeffizienten ~s0 gerade die Signatur. Die Klasse U ist multiplikativ 
(U ist eine K*( - ,  R)-Thomktasse) und man findet, wenn man das Spaltungsprinzip 
ausnutzt, dal3 ffir ein komplexes Bfindel E ffir U(E) und die Standard-Thomklasse 
Ur(E) die Gleichung U(E) = A*(/7)- Ur(E) gilt. Dabei ist A*(/~) die ~iuBere Algebra 
des zu E konjugierten Bfindels. Ist M stabil-fastkomplex, so folgt daraus ffir die 
Beziehung der tiblichen Fundamentalklasse [M]r  zu [M]s 

[ M2"- ~ ] s = ( -  1)'-A*(TMOIR)c~[M]r. (1.2) 

Der Nachweis yon Lvo/~s=-c~ z ist f/Jr zyklische Gruppen jetzt sehr einfach: 
Ist X 2" eine gerade dimensionale Mannigfaltigkeit und (M/G, f )e  so f22, + I(BG), 

so folgt aus der bekannten Gleichung c~(-, M × X)=~(-,M).sign(X), dab c~z 
ein O,-Modulhomomorphismus ist, wenn man nur auf S-~R(G)/R(G)die ~ , -  
Modulstruktur durch den Signatur-Homomorphismus definiert. 

Aus der Multiplikativitht der Fundamentalklasse und der Symbolklasse U 
folgt die gleiche Eigenschaft ffir den Homomorphismus ~,/~s. Die Gleichung 
~'/~s= - ~ z  braucht also nur ffir f2,-Modulerzeugende yon ~so O, (BG) nachgewiesen 
zu werden, Ist tGt ungerade, so bilden die Linsenr~iume ein sotches System und 
~/)~#~= -c~ Z folgt sofort aus der Definition von ~, Ist IGI gerade, so gibt es auger 
dem yon den Linsenr~iumen erzeugten UntermoduI noch einen direkten Sum- 
manden von Elementen der Ordnung 2, die yon Os,°(B;g2) herkommen [12]. Da 
es sich im wesentlichen um Involutionen handelt, ist die ~-Invariante auf diesen 
Elementen ganzzahlig und damit c~z = 0. Die Existenz einer Symbolklasse w mit 
2.w=U f~r ungerade-dimensionale Mannigfaltigkeiten impliziert, dab ~o#~ 
ebenfatls verschwindet. 

I~ber die Thom-Pontrjagin-Konstruktion EiBt sich ~I, O, (X) mit der stabilen 
Homotopiegruppe rrS,(x) identifizieren. Die Vergigfunktoren Fso." O,Y" (X)-,~2,s° (X) 
und Fv:fff,'(X)-,f2V,(X) gehen bei dieser Identifikation in die betreffenden stabilen 
Hurewicz-Homomorphismen fiber. Komponiert man Fv mit dem Conner- 

v Floyd-Thom-Homomorphismus lae:f2,(X)--*K,(X)erh~ilt man den stabilen 
Hurewicz-Homomorphismus h :nS,(X)~ K,(X) der K-Theorie. Aus der Gleichung 
(t.2) folgt dann #s.Fso=(-2)' .h und damit: 

Satz 1.3. Der Hurewicz-Homomorphismus h : Irs,_ I(BG)~ K I(BG) wird bis auf 
einen Faktor durch ~z beschrieben, d. h. 

- ( -  2)"~p. h((M/G, f)) =,z(M). 
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Bemerkung. Der Faktor - ( - 2 ) "  l~iBt sich vermeiden, wenn man stattt ez die 
zum Todd-Geschlecht geh6rende v-Invariante verwendet. 

Zum SchluB dieses Paragraphen berechnen wir ~t z fox eine Folge yon Elementen 
in QI.r(BZv~ ). Zun~ichst jedoch einige Vorbemerkungen: Im fotgenden sei p eine 
ungerade Primzahl und G=Zp~. In R(G) hat man als Basis die Potenzen einer 
primitiven irreduziblen Darstellung 4. Die e-Invariante einer freien G-Mannig- 
faltigkeit l~iBt sich daher in S-1R(G)  als Linearkombination der ~ schreiben: 

t f - I  
e ( - , M ) =  ~ yi.~i. Die dabei auftretenden Koeffizienten yieT/[1/p] werden 

i=1 
in [17] als getwistete Signaturdefekte gedeutet. Den Signaturdefekt einer freien 
G-Aktion auf M erh~ilt man durch die Abweichung der Signatur von der Multi- 
plikativit~it auf der Oberlagerung, die yon der freien G-Mannigfaltigkeit X, die 
das n-fache von M berandet, durch die Orbitabbildung definiert wird: ";(M)= 
(1/n)(s ign(X)-IGl .s ign(X/G)) .  Verwendet man zur Definition der Signatur 
Kohomologie mit lokalen Koeffizienten, erh~ilt man die getwisteten Signatur- 
defekte 7 i. Ffir 7 gilt 7 = ~7  i. Die modulo 7/reduzierten Signaturdefekte 7~ bestim- 
men dann ~z. 

Die Aktion von G auf M sei die Einschr~inkung einer freien S1-Aktion. Die 
Orbitabbildung dieser S1-Aktion M - ~ M / S  ~ = Y definiert ein S1-Prinzipalbfindel t/ 
und das assozierte Scheibenbfindel D(t/) l~iBt sich als berandende S1-Mannig - 
faltigkeit verwenden. Die Fixpunktmenge besteht aus dem Nullschnitt Y. Nach 
[10] oder [5] gilt dann mit x=cl01) ffir die e-Invariante dieser S1-Aktion 

te 2x + l . . . 
~t(t, M ) - - - I ~ w L ( Y ) ,  [ Y ] ) +  sign(Y, x) 

Dabei ist sign (Y; x) die Signatur der quadratischen Form (a,b)~-~ ( a w b w x ,  [ Y ] )  
fOx a, be H k- l(y2k) und L das Hirzebruchsche L-Polynom des Tangentialbfindels 
von Y. Schr~inkt man die S1-Aktion auf die Untergruppe G = {~i[i = 1 ..... pr; ~p.= 1 } 
von S 1 ein, so gilt 

/ ~ e  2x + 1 \ 
~(~, M)= - ~ u L ( Y ) ,  [ Y ] ;  +sign(Y; x). 

\ ~ e  - 1 

FOx die Defekte 7 i erh~lt man (q:=pr): 

~2ix  1 ~ 
i =  _ . e  - y _ 

7 ((1 2 e 2 q X l ) W L  ( ) ' [ Y ] /  sign(Y;x), 

was man unmittelbar durch Einsetzen verifiziert oder wie in [10] an anderen 
Beispielen vorgeffihrt, fiber den Residuensatz herleiten kann. 

Der Einschr~inkung der Gruppenaktion entspricht der Transfer-Homomor- 
phismus([7]) • fr l fr t. f22,,(BS )~f22, , + 1 (BG). Einem S 1-Bfindel q mit Totalraum S(r/) fiber 
der stabil-parallelisierten Mannigfaltigkeit Y wird dabei die IGI-fache IJber- 
lagerung S(rl)~S(q)/G zugeordnet. 

In fffz'(BS 1) definiert das Hopfbfindel ~r :$3~ S 2 ein kanonisches Element, das 
zusammen mit seinen Potenzen bezfiglich des Pontrjaginproduktes den freien 
Teil yon (2~'(BS l) erzeugt [16]. ~ber M , = $ 2 × $ 2 ×  ... × S 2 (n Faktoren, mit 
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Produkt-Parallelisierung) hat man das ~iul3ere Tensorprodukt des kanonischen 
komplexen Linienbtindels 7~37(D... ~37 mit klassifizierender Abbildung f.. Die 
singul~ire Mannigfaltigkeit (M,, f,) repr/isentiert a"e f2{~(BS1). Aus der bekannten 
Formel [P,¢]  • [P,,tF] = (" +'). [P, +,,¢] im Pontrjaginring H,(P~tE) folgt sofort, 
dab der Abbildungsgrad yon f ,  n! ist. Damit k6nnen wir ~,~ ffir das Element 
t(~r"- 1) ~ (2yr,_ 1 (BG) berechnen (x = c t (7 (~ 7 (D-.- Y), q = f ) :  

/ e 2 i x -  1 
7~(t(a"- 1)) = - 2.~eZ-gd-~_T, [M,_ l] ) m o d e  

2i / e  2ix- 1 2qx \ 
- q \ 2~x e~q~-I ' [ M " - I ] / "  

Mit den Reihenentwicklungen 

e z x - l =  ~ (2x) k 

x k=O (k+ 1)! 

2qx = l - 2 q x +  ~ (-1)J +1 Bj 2" 
e 2q~- 1 (~..(2qx) ' 

j = l  

und (x"- l , [M,_l] )=(-1)"- l . (n-1) !  folgt, dab zum Wert des Kronecker- 

(2ix)" - 1 
produktes mod2g nur der Summand ni einen Beitrag leistet. Daher 

q-X (_20,  ~ i  7~(t(a"-l))= (-2i)" und 0~Z( tO'n-l)= 2 
q.n ~=1 q.n 

Als Folgerung erhalten wir (p :4= 2): 

Lemma 1.4. Die Ordnung yon h(t(a"-1)) in Kl(B;gf) ist f+~("). 

Bemerkung. Fiir p=2  ergeben sich analoge Formeln, wenn man start ~z die zum 
Todd-Geschlecht geh6rende v-Invariante verwendet. 

§ 2. Funktionaler Cherncharakter und Hurewicz-Homomorphismus 
S Obere Schranken ffir das Bild von n,(BG) in KI(BG) liefem Kohomologie- 

operationen in K,(BG). Fiir eine Primzahl p lassen sich die Adamsoperationen 
~k mit k$O(p) zu stabilen Operationen auf K*(X, 7Ztp~) erweitern (2g(p)=2g lokali- 
siert bei p). Diese stabilen Operationen operieren dann auch auf den Homologie- 
gruppen K,(X,7£(p)) und man kann dutch Berechnung der Wirkung dieser 
Operationen auf sph~irischen Klassen in K,(BG, 7Z(p)) direkt eine obere Schranke 
ftir die Ordnung dieser Elemente herteiten. Die Einfiihrung dieser Operationen 
vermeiden wit durch Verwendung des funktionalen Cherncharakters. Fiir die 
beiden Extremf~ille H,(X, •) torsionsfrei und/4,(X, II~)=0 leiten wir als n~ichstes 
den Zusammenhang zwischen Hurewicz-Homomorphismus und funktionalem 
Cherncharakter her. 
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Der n-te Term des Cherncharakters ch" ist eine Kohomologieoperation yon 
K°(X) nach H2"(X, Q) und definiert deshalb auf Klassen in K°(X), die sowohl 
im Kern von ch" als auch im Kern des von einer stetigen Abbildung f "  Y--.X 
induzierten Homomorphismus liegen, eine funktionale Kohomologieoperation, 
den funktionalen Cherncharakter zu f [24]. 

Da wir vor allem an Abbildungen, die Etemente aus einer stabilen Homotopie- 
gruppe yon X repr~isentieren, interessiert sind, k6nnen wir uns auf den Fall 
Y = S  z"- ~ und f ein Element yon endlicher Ordnung in zt2,_ I(X) einschr~inken. 
Dann ist die Bedingung f*(x)=0 ftir alle xeK°(X) automatisch erfiJllt. 

Die Kofasersequenz yon f :  S 2"- x ~ X  und die Transformation ch" liefern das 
kommutative Diagramm (C I = Kofaser von f )  

0 , Ro(s2.) Ro(cs )  J* I* , -~ R ° ( x )  ,o  
+c.o lcho 

0 .H2n(S2n, Q) a ,H2,(Cf, Q)___.__.Hz,(X,~) ,0 

ch}(x) wird ffir x~Kern(ch") dutch die Restklasse von 6-1och"oj*-l(x) in 
H~"(S z", Q)/ch"(K°(S2"))~ ff)/2~ definiert, ch"y h~ingt nut yon der Homotopieklasse 
von f ab und die Zuordnung f ~ c h }  definiert eine Abbildung 

CH" : Tor (r~2. _ I(X)) ~ Hom (Ker ch", ~/7l). 

H~,ngt man fzweimal ein, dannist aufXZ(f) ch "+1 definiert und aus den bekannten 
Eigenschaften des Cherncharakters und der Puppesequenz folgt ch~l(ZZx)= 
ch}(x), so daB man eine Abbildung 

CH" :Tor (Ks,_ 1 (X))~ Horn (Ker ch", ff)./~) 

erh~ilt. Wie in [1] zeigt man: CH ist ein Homomorphismus. 
Ein bekanntes Beispiel liefern die Sph~iren: Der Homomorphismus CH": 

7ts,,_l(S°)~Hom(F(°(S°),Q/E)~-ff)/~ stimmt mit der Adams-Invarianten e¢" 
7rs._ 1(S°)~ff)/2~ fiberein. 

W~ihlt man f/Jr X den klassifizierenden Raum einer endlichen Gruppe G, 
erh~ilt man, da 7ts,,_l(BG) endlich ist und IY-I*(BG, if)) verschwindet, einen funk- 
tionalen Cherncharakter 

CH" : Ks,_ I(BG)~ Hom ( K°( BG), 0J7£) . 

F/dr einen endlichen CW-Komplex X ohne reduzierte rationale Kohomologie 
verschwindet in der universellen Koeffizientensequenz der K-Theorie 

0 ~  Ext(/(°(X), ~)~  K~(X)~Hom(K~(X), 7Z)~O 

der Term Hom(K~(X), 7Z) und da /(°(X) endlich ist, hat man eine Isomorphie 
Hom(/(°(X), Q/Z)-~ Ext (/(°(X), 7Z) ~ K I(X). Der funktionale Cherncharakter hat 
unter der Voraussetzung/t*(X, Q)=0 ganz ns,_ I(X) als Definitionsbereich und 
Hom(/(°(X), Q/Z) als Bildbereich; deshalb liegt die Aussage des folgenden Satzes 
nahe: 

Satz2 . i .  Ist X ein endlicher CW-Komplex mit fI*(X, Q)=0, clann stimmt fiber 
die Identifikation Hom(/(°(X), Q/Y)~KI(X)  der funktionale Cherncharakter 
CH n mit dem Hurewicz-Homomorphism~s h : ~s n_ ~(X)~ K ~ (X) fiberein. 
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Beweis. Mit fl werde der Bockstein-Homomorphismus fl:KI(X, ff)/71)~I(°(X) 
und mit ( , ) ~  das Modul-Kroneckerprodukt ( , )K:KI(X,  Q/LZ) x Kl(X)~Q/71 
bezeichnet. Einem Element x~K~(X) wird bei der Identifikation Kt(X)~ 
Hom(/(°(X),Q/71) der Homomorphismus ~ ( f l - i ( ¢ ) , X ) K  zugeordnet. Ist 
f :S2,  -1+2i~$2~ A X ein Repr~isentant ftir vens_ l (X)  ' X2~ der Suspensions- 
lsomorphismus und Oe/(°(X), so haben wir zu zeigen: 

ch} + i(S2i(O}) = (fl-  '(Z 210), h(Z))K. 

Aus Bockstein- und Kofasersequenzen erhiilt man ein kommutatives Diagramm 
mit exakten Zeilen und Spalten (C I = Kofaser yon f, O = SziO, m = 2n + 2i): 

0 

o , g ° ( s ' )  , R ° ( c + )  - - - ,  
r '---  "t 

o ,K°(S ", Q) - - - - ,  o 

gl(s2ix, Q/71J%'*'K°(Sm, Q/71)-..,',I(~°( Cf, Q/e) 

0 

, Kx(Cs., Q/71)-----~K~(S2'X, Q/71) s* ,K~(S,,-1, Q/71) 

, 0 

Der Weg (1) l~iBt sich sofort mit 09~-~ch~r+~(09) identifizieren; dabei haben wir 
die kanonischen Identifikationen zwischen /(°(S") und H"(S') zu machen. Der 
Weg (2) beschreibt nichts anderes als 09~-~(fl-l(eg),f,[sm-1]T)K. Wegen 
z~21 m f , [ S  - l j r = h ( r  ) ist dieser Homomorphismus das Bild yon h(z) unter der 
Isomorphie Kl(X)~Hom(.~°(X),Q/71). Aus den Exaktheitseigenschaften des 
Diagramms folgt schon, dab der Homomorphismus, den man durch das Rtick- 
wartsgehen auf (2) tiber den Weg (t) von Bild f *  in Bild (S f)* erh~ilt, bijektiv ist. 
Wir zeigen jetzt, dab (0 unter den Wegen (1) und (2) auf das gleiche Element in 
@/7Z abgebildet wird. 

Aus der Koeffizientensequenz 71 ~__L__~@___z.~@/71 erh~ilt man Abbildungen 
BU i ~BUQ ,BU(Q/71) (0-te Terme der zugeh6rigen Spektren) und zusam- 
men mit f u n d  der Klasse O eine Sequenz 

$2,,+2~_1 j ,S2iX o ,BU i ,BUQ ~ ,BU(Q/71) 

in der die Komposition zweier aufeinander folgender Abbildungen nullhomotop 
ist. 

Damit sind die Toda-Klammern (r, i, O) und (i,~9,f) definiert. Zwischen 
diesen besteht die Beziehung (s. [24]) 

- t o ( i ,  6~, f )  = (r,  i, 6 ) ) o S f .  

Die Zuordnung ~v+(i, ~ , f )  gefolgt von der Reduktion r:Q--+Q/71 beschreibt 
gerade den Weg (1), also den funktionalen Cherncharakter (Definition der Toda- 
Klammer nach Art einer funktionalen Kohomologieoperation). 
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DaB O h ( r ,  i ,O)oSf  den Weg (2) beschreibt, kann man wie folgt einsehen: 
Die Definition der Toda-Klammer nach Art einer funktionalen Kohomologie- 
operation unterscheidet sich yon der Definition als sekund~re Komposition durch 
ein Vorzeichen. Es genfigt daher zu zeigen, dab die durch r, i und O definierte 
sekund~re Komposition gerade fi- 1~ ist. Das fotgt aber sofort aus der Definition: 

B U ~  s2i+ 1 A X 

Um diesen Satz auf den unendlichen CW-Komplex BG anwenden zu k6nnen, 
approximiert man BG dutch endliche Skelette BG mund bildet den direkten Limes. 
Ober die Isomorphie limHom(K°(BG"),ff)/~.)~KI(BG) erh~ilt man dann die 
Obereinstimmung yon CH und Hurewicz-Homomorphismus. Es folgt ins- 
besondere, daB die Zahlen ch~(z)eC)/Z mit ze~i°(BG) das Element h(v)eKI(BG) 
festlegen. 

Bemerkungen. 1. Durch Satz (2.1) hat man eine Verbindung zwischen dem funk- 
tionalen Cherncharakter auf BG und der ~iquivarianten Signatur. Dies verall- 
gemeinert die bekannte Beziehung zwischen der e-Invarianten und der Signatur, 
siehe [6, 14]. 

~fr 2. Entwickelt man die ez-Invariante eines Elements re~2, (BZf) wie in § 1 
nach Potenzen einer irreduziblen Darstellung ~, so werden die dabei auftretenden 
Koeffizienten 7~ durch ch~(~p-i(x)) gegeben (x wie im Beweis von Lemma (3.1)). 
Ffir einen Beweis siehe [13]. Damit l~iBt sich dann CH fiber die ~-Invariante 
mittels Methoden der ~iquivarianten Topologie berechnen. 

3. Ffir CH gibt es wie ffir die klassische e-Invariante eine Beschreibung durch 
Adamsoperationen, die wir nur am Beispiel B2~p andeuten: Das Element 
• ~ns._ ~(BTlv), das durch f :S2n-l+2s-.S2SB~p repr~isentiert werde, liefert durch 
die Kofasersequenz yon f die exakte Sequenz 

0 ,/~°(S2"+2~) -!* ,£°(C~) ~* ,R°(S2~AB~p) ,0. 

W~ihlt man ffir fl~K°(S2~ A BTZp) ein Urbild fl~ unter j*, dann ist tpv(fl0 ein Viet- 
faches yon i*[S 2" +2sIT 

tJ(flO=a(fll).i*[S2"+ 2~], 

denn j*~#'(flO=~Pfl=O. W~ihlt man ein anderes Urbild f12 von fl, dann gilt 
f l I - - f l z=a ' i*[  Szn+2s] und daher 

tPP(fll - f12) = a- i*tp P [S 2" + 2i] = a. p" +~ [S 2" + 2~3 = (a(fla) - a(fl2))i* IS 2" + 2~3. 

Damit ist a(flO/p"+*-a(flz)/p "+~ ganzzahlig und die Restklasse a(fll)/p "+~ in 
~/N nicht mehr yon der Urbildauswahl abh~ingig. Man zeigt Ieicht ch}+*(fl)= 
a(fl,)/p "+~. 

4. Der Transfer t:~z~_t(BG)~f2{~_~(,) ist auf endlichen Skeletten yon BG 
bis auf Suspensionen durch eine stetige Abbildung repr~isentierbar ([11]). Aus 
der Natfirlichkeit des Cherncharakters folgt daher eine Formel ffir e(t(z)): 

_ _ C  n t ~ n e(t(~)) = ch~)(1) -  h~(t ( I ) ) -  ch~(regO. 
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Dabei ist t':K°(.)--*K°(BG) der Transfer der K-Theorie und t'(1)=rego das 
durch die reguRire Darstellung von G gegebene Element in B2°(BG). 

Hat der Raum X torsionsfreie ganzzahlige Homologie, so liigt sich der funk- 
tionale Cherncharakter ebenfalls leicht dutch den Hurewicz-Homomorphismus 
beschreiben. Wir betrachten die zur Koeffizientensequenz 77~Q-~Q/77 geh6rende 
Bocksteinsequenzen: 

~ , (X,  Q) ..... , ~ ,(X, Q/7/) 

/(o(X, 77)- '---~Ro(X, Q) ~ ,/~o(X, Q/77) , K , ( X ) .  

Fiir ein Torsionselement xEnSz,_l(X) folgt hz(x)=0, da KI(X  ) torsionsfrei ist. 
Die Restklasse von r-1,he/z,, f l-  ~(x) in Ko(X, Q)/(he(nS,(x, Q))+ i(/(o(X))) ist der 
Weft des funktionalen Hurewicz-Homomorphismus hr auf x. 

Wegen der Voraussetzungen an X gilt/(0(X) = Hom(/(°(X), 77) und man kann 
im Bildbereich von h, zu Hom(/(°(X), q))/(Hom(he(n2s"(X), Q)+Hom(/(°(X), 77)) 
und mittels der Einschr~inkung zu Hom(Kerch",Q)/Hom(Kerch",77)--- 
Hom(Kerch",Q/77) tibergehen. Den so erhaltenen Homomorphismus yon 
~;o(X, ll))/(hons,(x, II))+i/(°(X)) nach Hom(Kerch", 11)/77) bezeichnen wit mit 4~. 
Hom(Kerch",Q/77) ist der Bildbereich des funktionalen Cherncharakters auf 
Tor (rcs,- I(X)). 

ISatz 2.2. Ffir einen endlichen CW-Komplex X mit torsionsfi'eier ganzzahliger 
Homotogie stimmen CH und ~'hr iiberein. 

Beweis. Die stabile Homotopiegruppe yon X mit Koeffizienten in G wird durch 
~(X, G)=rcs+ I(X A M(G, 1)) definiert. Dabei ist M(G, 1) ein Moore-Raum ffir G, 
d. h. H~(M(G, 1),Z)=G Rir i=1 und 0 sonst. Die Kofasersequenz XA $1~ 
X A M ( ~ ,  1)-~X/xM(Q/77, 1) ~ , X A S  2 induziert die Bocksteinsequenz zur 
Koeffizientensequenz 77~Q-~Q/77. ,~ :S2"+zi-~S 2i- 1 A X/x M(tl)/7/, 1) repr~isen- 
tiere ein Urbild y o n  f:s2n+2i--.S 2i+1 A X unter dem Bockstein-Homomorphis- 
mus fl, der yon fi induziert wird. Auf der Untergruppe Kerch "+~ folgt mit den 
Natiirlichkeitseigenschaften von ch die Gleichung 

ch f(x) = ch T(fi*x) . 

Nach Satz (2.1) folgt: 

chf(fi*x) = ( f l -  2 o[l*(x), h ( f  ) ) K -- (fi*(x), fl- ~h(f) )~ = (x, [t ,ofl-  '~h(f) ) r  . 

Wie man sofort durch Einsetzen der Definition sieht, ist/~,ofl-1 der Suspensions- 
isomorphismus und daher folgt 

ch i(x) = ( Z(x), h(f)  )K . 

Bei dieser Rechnung sind wir, ohne das in den Bezeichnungen besonders anzu- 
deuten, yon dem Kroneckerprodukt 

K*(X /x M(Q/7I, 1), 1I)/7/) x K , ( X  A M(ff~/77, 1))~ Q/7/ 

zum Produkt K*(X) x K , ( X  ^ M(Q/77, 1))--,Q/7/fibergegangen. 
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Da K,(X) torsionsfrei ist, liegt h(f) im Bild von r und es folgt, wenn man mit 
red die Quotientenabbildung 11~-~t1~/2~ bezeichnet: 

chy(x) = red (x, r- l oh(f)) K . 

Der Homomorphismus x ~ r e d ( x ,  r-loh(f))K ist aber genau das Bild yon h~(f) 
unter q5 in Hom(Kerch  ", ll)/;g). 

Bemerkungen. Die e-Invariante e¢:ns,_~(S°)-oQ/7z l~il3t sich mit Satz (2.2) als 
Hurewicz-Homomorphismus h'rrs~+~(M(Q/7Z, I)) ~ K~(M(@/~, 1)) bzw. 
h:nS22,(S°,¢)/~_)-OI£o(S°,¢)/2~) interpretieren. Dies hat zur Folge, dab ffir eine 
multiplikative Homologietheorie E, ffir die komplexe Vektorbfindel orientierbar 
sind, der Hurewicz-Homomorphismus ns,(s°,@/7Z)~Ea,(S°,l~/~,) dutch die 
e-Invariante berechenbar ist. Zun~ichst ist der Vergighomomorphismus 
Fv:gS,(M(ll~/2g, 1))~f2V,(M(~/TZ, 1)) durch ee bestimmt, denn auf Bild (Fv)ist 
~:f2V,(M(Q/2g, 1))-~K,(M(Q/N,I)) injektiv Is. Lemma (3.4)]. Aus den Orien- 
tierungsvoraussetzungen folgt, dab ffir E ein Thom-Homomorphismus O,V(X)~ 
E,(X) existiert, fiber den der Hurewicz-Homomorphismus faktorisiert. Weitere 
Anwendungen yon Satz (2.2) finden sich in § 4. 

§ 3. Berechnung yon h: ns ._  1 (BZv) ~ K1 (BTZv) 

Wir bestimmen zun/ichst eine obere Schranke ffir sphS.rische Klassen in K1(BZp: ). 

Lemma 3.1. Fiir den funktionalen Cherncharakter auf B ~ f  gilt ch~(~:k(x))= 
k".ch~(x) J~r k~gO modp. 

Beweis. z~ rd22 n_ I(B~r.) werde durch f :S 2~ + 2~- 1 ~ $2~/x BT/~ repfiisentiert. Ffir 
die Vertauschbarkeit der Adams-Operationen tp* mit dem 2s-fachen Suspensions- 
isomorphismus Z 2S gilt ~pk(z2~(x))= ld. L'2~(~pk(x)) und daher 

k ~. chT(~k(x)): ch 7~(k  s .z2s(~(x)))  = ch~ +~t~(z~(x) )  

= k" + ~. oh) + ~oS2~(x) = k" +~. ch'~(x). 

Ffir k@0 modp folgt daraus k",ch'~(x)=ch'~:,~?(x). 

Die Struktur von /(°(BT~p,) ist bekannt, n:L"(ff)~P,¢ ist ein S~-Bfindel 
und H bezeichne das mittels rt zurfickgeholte universelle Linienbfindel. x: = H - 1 
definiert ein Element in/£°(BZp,,) und die Potenzreihen in x erzeugen K°(B~p~). 
Es gilt die Relation qY(x) = 0. Da q~k auf Linienbfindeln wie die k-te Tensorpotenz 
wirkt, folgt insbesondere q?(z)= ~pt(z) ffir k=  l modff  und z~K°(BZv~). Es sei r 
die Ordnung der Einheitengruppe (Yp~)* und ke(~p,)*. Dann gilt k ~= 1 modff  
und daher wk~(z)=z auf K°(BTZv~). Ftir alle xeK°(B7Zp~ ) und alle z~,_l(B7Zp~) 
folgt (Id~-l).ch~(x)=O. Da die Zahlen ch~(x)=(fl-l(x),h(z))~ das Element 
h(r)e K t(B2gv~ ) festlegen, haben wir bewiesen: 

Satz 3.2. Es sei p eine ungerade PrimzahI. Liegt x im Bild yon h:rc2s,_~(B2gv~)-o 
KI(B2~v~), dann folgt pV,~")+~.x =0. 

Beweis. Zum Beweis ist nur noch nachzutragen, dab ffir ungerades p v = ( p -  1)-if- 
gilt und der p-Anteil yon (Id "(v-1) ' f - ' -  1) ffir k@0modp  nach unten begrenzt 
ist durch p~,(")+'; siehe [1]. Ffir p = 2  erh~ilt man eine ~ihnliche obere Schranke. 
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Ist p # 2  und r =  1, so reicht dies aus, um das Bild yon h vollst~indig zu bestim- 
men: 

Satz 3.3. Das Bild des Hurewicz-Homomorphismus 

h : ~zs,, _ I ( BZp)-~ K ~ ( B~p) 

ist eine zyklische Gruppe der Ordnung pvp(n)+l und wird yon dem Element hot(g n- 1) 
erzeugt. 

1. __~ Beweis. Der Homomorphismus 7z-KI(BTZp) ~p~ ?X(z)=(fl-1(x), Z)K ( x=H- -  1 
wie oben, 2~p~ =2~[1/p]/2~) bildet h(z) auf ch~(x) ab. Diese Abbildung ist auf dem 
Bild von h injektiv: Wegen ch~.~k(x)=k'.chn(x) f~r k ¢ 0 m o d p  ist durch ch~(x) 
auch chn(x i) festgelegt, denn x i lhBt sich als Linearkombination der ~k(x) mit 
k ¢ 0  mod p darstellen. Da aber ein Element z~ K I(B~p) durch seine K ronecker- 
produkte (fl-1(W),Z)K, weK°(BZp) eindeutig bestimmt ist, ist ?~ auf Bild h 
injektiv. (Ffir die %-Invariante heiBt dies, dab man nur eine Komponente kennen 
muB, um ganz ~z zu kennen.) Da Bild h eine endliche Gruppe ist und alle end- 
lichen Untergruppen von 7Zp~ zyklisch sind, ist Bild h zy~klisch. Aus (1.4) und (3.2) 
folgt dann die Behauptung. 

Bemerkungen, 1. In Kt(B2Z~) mit r > l  ist ein sph~irisches Element nicht mehr 
durch 7~ festgelegt, denn z. B. (/3- ~(xP), z)~ l~il3t sich nicht mehr durch die Produkte 
(fl-ltpg(x),z)a k@0modp berechnen. In §4 werden wir sehen, dab ffir r > l  
Bild h i. A. nicht mehr zyklisch ist. 

2. Fiir sph/irische Klassen in KI(BZrr ), die nicht in der yon hot(g"-1) erzeugten 
Untergruppe liegen, kann man die oben angegebene obere Schranke noch etwas 
verbessern: h(zrs,_l(B;£v~)) muB n~imlich in einer Untergruppe UcKI(BTZv~) 

r 

liegen, die isomorph zu @ 7Zv~v~,~ +, ist. Der Summand 7Zp~p~,~ +, wird von hot(a"- 1) 
i = 1  

erzeugt. Da Bild h i, A. eine echte Untergruppe von U ist, verzichten wir auf 
einen Beweis. 

Lemma 3.4. 1st X ein endlicher CW-Komplex, far den die Bordismus-Spektral- 
sequenz trivial ist, dann ist • v p . Q , ( X ) ~  K, (X)  auf dem Bild des Vergiflfunktors 
FU fr  U :Q, ( X ) ~ Q , ( X )  injektiv. 

Die Aussage dieses Lemmas ist eine wohlbekannte Konsequenz des Satzes 
yon Hattori-Stong. Unter der Voraussetzung des Lemmas fotgt n~imlich, dab der 
Hurewicz-Homomorphismus f i :OV,(X)~I( , (X+A MU) injektiv ist. Auf Bitd F v 
reduziert sich fi zu p, denn atle K-Theorie charakteristische Zahlen %(x) fik 
xeBild F v und o)#0 verschwinden. Damit folgt aus Satz (3.3): 

Koroilar 3.4. Das Bild yon Fu:f2~'~_ x(B~gp)~2 v, _ I(B~ v) ist far p # 2 eine zyklische 
Gruppe cler Ordnung p~(")+ 1, die yon Fv(t(g"-1)) erzeugt wird. 

Bemerkung. DaB Bild F u eine zyklische Gruppe ist, wurde yon Smith in [21] 
bewiesen. Dort findet man auch eine Berechnung des Bildes yon Fv fiir den 
Dimensionsbereich n--- 0 rood(p-  1). 

• f r  U Das Bild yon Fv. £2, (B;g2)~f2,(BZ2) wurde yon Roush [18] bestimmt. Unter 
Ausnutzung der Beweisidee von Roush - niimlich die Verwendung der Beziehung 
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zwischen e-Invarianten und Transfer - soll hier als Anwendung von (2.2) ein 
modifizierter und kurzer Beweis gegeben werden (der sich in [18] eingeschlichene 
Ablesefehler ist korrigiert). 

Satz (Roush). Das Bild yon h : ~ ( B 7 Z z ) ~ K  l(BTZ2) ist eine endliche zyklische Gruppe, 
die isomorph zur 2-Komponenten yon Bild eeC Q/~  ist, d. h. 

/ 2~ z m = 8 n + l  

- .  s . . . . .  ~ [ 7 £ 4 m = 8 n + 3  
n(~m~°lz2~ = t 0  m = 8 n + 5  und m gerade 

Beweis. Im Diagramm 

fi~-I(BZ2) ~ Kl(B ~2) 

fr  

bezeichnet t~ bzw. tr~ den Transfer der Uberlagerung S ~ B ~ 2  . Da der Transfer 
mit stabilen Transformationen zwischen Homologietheorien vertauschbar ist 
([11, 18]) und h auf I~ f~z,(*, ~g2~)~K0( *, Z2~) nach § 2 die 2-Komponente von ee 
ist, kommutiert das Diagramm. t~ l~iBt sich fiber das Kroneckerprodukt mit 
t ' : K ° ( S ' ) - , K ° ( P ,  IR) in Beziehung setzen und berechnen./(°(P,IR) wird von einem 
Linienbiindel ~ erzeugt undes gilt t'(1)= 1 + ~. Es folgt, dab t K ein Isomorphismus 
ist. Daher ist Bild h durch Bild ee nach oben begrenzt. Andererseits ist t e surjektiv 
[t 1], so dab Bild h ~ Bild e¢. Die explizite Beschreibung yon Bild e~ findet man 
in [2]. 

Bemerkungen. Die Verwendung des Satzes yon Kahn und Priddy l~fl3t sich ver- 
~fr meiden, indem man e¢.ot auf bestimmten Elementen aus ~ ,  (B;g2) berechnet und 

damit zeigt, dab die obere Schranke tats~ichlich erreicht wird. Ein analoger 
Beweis fiir ungerade Primzahlen ffihrt nur ffir den Dimensionsbereich 2 n ( p -  1) - 1 
zum Ziel, siehe [21]. 

Wegen der unterschiedlichen Struktur der Einheitengruppen (7Zg)* ffir p=  2 
und p # 2 liefern die Adams-Operationen ffir B7Z 2 und BN~ zu groBe obere Schran- 
ken. 

§ 4. Der Hurewicz-Homomorphismus h: rcs._j(B~Eer)---*Kl(B~g~r) 

Im Gegensatz zum Fall r=  1 ist das Bitd von h:~Sn_ 1(B2~f)-~K l ( B ~ f )  ff~- r> 1 
i. A. nicht mehr zyklisch. Zu der yon hot(a n- ~) erzeugten zyklischen Untergruppe 
treten noch weitere Elemente hinzu. Diese ,,St6rung" wird vonder  e-Invarianten 
auf 7rs,_ I(P®IF) verursacht. Die Anzahl der zum bekannten Teil yon Bild h hinzu- 
kommenden Elemente nimmt ffir eine feste Dimension nicht unbeschr~inkt zu, 
sondern wird ab einem genfigend groBem r konstant. Wit berechnen in diesem 
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Paragraphen die p-Komponente der e-Invarianten auf ns,_l(P~3r) ffir n< 
(pZ-p-1 )  und bestimmen damit h(nS._~(B~£¢.)) in diesem Dimensionsbereich 
ffir alle r. Den Fall p=2 schlieBen wir wegen der notwendigen Modifikationen 
aus. 

Der Transfer t:Ko(P~tE)--,K~(BZrr ) und der Homomorphismus ~z, :K,(BZp,) 
~K,(P~tU) sind Teile der K-Theorie Gysinsequenz des Bfindels Lg~Poo~, so 
dab die Sequenz Ko(Poo¢;) t ,KI(B~g) ~. ,K~(P~tE) (,) exakt ist. Ftir die 
stabile Homotopietheorie ist Lpr~PootE nicht orientierbar, die (,) entsprechende 
Sequenz braucht also nicht mehr exakt zu sein. Es gibt jedoch ein ,,stabiles" 
Aquivalent zu (*): In [15] wird bewiesen, dab die Faserung yon Eilenberg-Mac- 
Lane-R~iumen 

K(C~/~,n) p ,K(~ ,n+l )  ! ,K(Q,n+I)  

gleichzeitig auch eine Kofaserung ist. Verwendet man 7Z(p)-Koeffizienten, kann 
man in der zu dieser Kofasersequenz geh6renden langen exakten Sequenz 

0 ,rcS.(K(Q/~, 1), ~(p)) , zrS.(K(~, 2), Z(p)) ~ .~uS.(K(Q, 2), 7/(w, ) 

e , g ~ .  I ( K ( ~ / ~ ,  1), - .  s ~(p) ) - - ' - -~Tg2n  _ i(K(2g, 2), ~(p)) ,0 

K(II~/2L 1) durch BTZp~ = K(~gv~, 1) ersetzen, und man hat ~. in eine exakte Sequenz 
eingebettet. Wir betrachten deshalb zunhchst den Hurewicz-Homomorphismus 
h~ auf ns2._ l(BT/p~). Wegen ns,_ l(B~p~)=;gp~ ®ns,_ ~(P~llT)lv ) ist dieser in zwei 
Komponenten zerlegt. 

Da das Kroneckerprodukt zwischen K°(P~,:IF) und Ko(P~tF) nicht entartet ist, 
gibt es eine zu (L-1)i~f;°(P~,¢'~) (i>1, L=universelles Linienbilndel) duale 
Basis ( /~i) i>1 v o n  /£0(P~IE). Bezeichnet man die Elemente i.(fli ) in Ko(g(l]~, 2)) 
einfach wieder mit fl~ und mit/3,", die n-te Potenz yon fli im Pontrjaginprodukt, so 
folgt aus h (a )= - f l l  und der Natfirlichkeit yon h bezfiglich des Pontrjagin- 
produktes die Formel h~ogia"/p~)=(-1)'.(~fl]/p~). Dies bestimmt h~ auf dem 
Summanden 7Zp~ yon ~,_I(BiEp~ ). 

Um h® auf dem anderen Summanden zu studieren, ftihrt man zweckm~iBiger- 
weise den folgenden funktionalen Hurewicz-Homomorphismus 

h~ :us._ ~ ( P~ ~)~p) ~ Ro( K( Q, 2) ) /( h(rcS.( K( Q, 2))) +/(o(Po~(~, 77(v))) 

ein. h i wird durch das folgende Diagramm definiert: 

I( o( P ~t~' ;g(v)) 

n. S ,nS,(K(Q, 2)) ~ ,ns,_l(B;gp®) .,n~._l(P~¢,Z(p)) 

,I~o(K(~,2))- ~ , Ki(BT£p~) *0. 

,0 

Modulo der Gruppe h~(;gp~.) wird h~ auf dem zweiten Summanden gerade durch 
hi beschrieben. 

Auf ns,_l(P~tE) ist auBer h i der gew6hnliche funktionale Hurewicz-Homo- 
morphismus h,, der der e-Invarianten (= funktionaler Cherncharakter) entspricht, 
definiert. 
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Lemma 4.1. Bis auf eine kanonische Identifikation gleicht h i dem funktionalen 
Hurewicz-Homomorphismus h,. 

Beweis. Die Kofasersequenzen SKQT, 2)~SK(Q,  2)~SZK(Q/~, 1) und P ~ A  
M(7/, 1 ) ~ P o ~  A M(Q, I ) ~ P ~  A M(q)/71, 1) sind ~quivalent. Das resultierende 
kommutative Diagramm impliziert direkt die Behauptung. Man hat nur 
/(o(K(Q, 2)) mit/(0(K(~, 2), Q) zu identifizieren. 

Die Zerlegung yon h a in zwei Komponenten wenden wir jetzt auf B~¢ an, 
um zu zeigen, dab die nicht in der Untergruppe hot(~zS,(P~)) liegenden sph~iri- 
schen Elemente fiber n, yon 4 ,  + 1(P~ ~) herkommen und durch die e-Invariante 
a uf rcs2, + l ( P ~ ~)¢p) beschrieben werden. 

Satz 4.2. Es gilt 

h(~rs, + l( BZp~))/ho t(~zS,( P ~ ) )  ~ Bild (h,/~.~ L +, ~Bz,~))) 

und j~r genfigend grofies r 

h (~ .  + ~(B~£¢))/hot(~S,(P~))~- Bitd h¢. 

Beweis. Da der vonder  Inklusion induzierte Homomorphismus i,:K~(B2~¢)~ 
Ka(BZp~ ) injektiv ist, liegen alle Elemente im Kern yon i , :~ ._~(B~¢)~  
zrs,_l(BTlp~) auch im Kern des Hurewicz-Homomorphismus und man kann 
ohne Informationsverlust h tiber BTlp~ faktorisieren. Weiterhin bildet hot alle 
Yorsionselemente aus nS . (P~)  auf Null ab, denn hot:Trs,(P~O~)~K~(B7Lpr) 
faktorisiert fiber Ko(P~cF), und die von hot(a") erzeugte Untergruppe ist 
hot(nS,(P~)). Das folgende Lemma, dessen Beweis weiter unten nachgetragen 
wird, zeigt den Zusammenhang zwischen hot(~,_z(P~(F)) und h~,/~zr~,(K(Q, 2))). 

Lemma 4.3. Die vom Transfer t.rcs,_2(P~(F) ~z,-I(B~p~) definierte Untergruppe 
yon h(Trs,_ l(B71p~)) wird durch i,  " K ~(BZrO~ K I(B~p~, ) in ho~o3(~2,(K(Q, 2)))C 
KI(BZp~) abgebildet und es gilt die GIeichung 

i,ohot(a"- 1) = ho o O(a"/ff . n). 

Damit induziert i, einen Homomorphismus 

T: h(TcS (BZ¢))/h o t(rcS,( P~¢))-~ h ~(~S,(B~p~))/h ~ o ~z~( K(Q, 2))). 

Nach Lemma (4.3) ist Tinjektiv und die Kommutativit~it des folgenden Diagramms 
impliziert Bild?~ Bild(h~on,) und damit die erste Behauptung. 

rts2._,(B~£p~)-- ,K,(B2~)  ,K,(B;~p~)/hot(ns._ 2(P~¢)) 

'~* ~z.-  ~(B7Z~) K,(B~p~) K,(B~,~)/h~ c30zz.(K(~,2)) ) 

~s._ ~(/~ ¢)¢.~ .... ., Ko(K(~,  2)) 
' Ko(K(ZZ, 2), ~ )  + h(r~S.(K(~, 2))) 

Da K(;gp~, 1) der direkte Limes der K(7Z °, 1) ist, ist ffir genfigend groBes r der 
Homomorphismus r~, : r~s._ ~(B~)-~ rcs._ ~(P~(I~)(~) surjektiv, 
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Beweis yon Lemma (4.3). B 7 ~  ist das Sph~irenbfindel der p~-ten Tensorpotenz 
des universellen Linienbfindels L fiber Po~IIL Aus der Gysinsequenz dieses Bfin- 
dels, dem Thomisomorphismus q5 ffir L ¢ und der exakten Sequenz des Paares 
(B(LV~), S(Lg)) erh~ilt man das kommutative Diagramm 

i~o (po~  ) ~L~") , Ko(P~o~) t ,Kt(B~E¢ ) 

H I0 tl 
I ( o ( P ~  ) J* ,Ko(B(LP~), S(LP~)) '~ ,K~(BY¢)  

/(o(P~o¢) "* , /(o(K(O, 2)) ° ~ - , K , ( B T Z v ~ )  

(7 ist die von i und ide~ ¢ induzierte Abbildung). Es genfigt zu zeigen h(a" ) / f f . n -  
?,4)- 1~ h(a"- 1)~ Kern 0. Wie oben sei fli die zu (L - 1) i duale Basis yon/(0(K(Q, 2)). 
Mit Hilfe des Cherncharakters berechnet man h(a") als Linearkombination dieser 

Basis. Man erh~ilt h(a")= bk'flk mit bk= ~ (--1)J+k+"'J"'(j).k Setzt man 
k = l  j ~ I  

?,@oh(a"-  1)__ ~" aifli ' so folgt die Behauptung aus ai -- bffff . n rood 7/. 
i = l  

Nach Konstruktion ist h(o -~-~) das Bild der K-Theorie Fundamentalklasse 
VOn M n_ 1 = $ 2  x 5 2 x . . .  x S 2 unter der klassifizierenden Abbildung f des tiuBeren 
Tensorproduktes L Q L ( ~ . . . ( ~ L  in K o ( P ~ ) ,  Ffir das K-Theorie-Kronecker- 
produkt ai-- ( ( L -  1)i, 7,oq~oh(a"- 1)}~ erhtilt man nach Obergang zu M,_ 1 und 
Anwendung der Riemann-Roch-Formel nach einer einfachen Rechnung das 
gew6hnliche Kroneckerprodukt 

ai = \(1 - e p~'z) \(1 - eP"'x) ' 

(z = f*(x) ,  x = el(L)). 
Wie in § 1 folgt nach Einsetzen der Reihenentwicklungen die Behauptung. 

Bemerkung. Die Gleichung i ,ohot(a'-1)=h~oc?(a'/p' .n) erlaubt ebenfalls die 
Bestimmung der Ordnung yon hov,(a'-~) (p + 2). 

Um Elemente in n~,_~(P~)(;)  zu finden, verwenden wir die Atiyah-Hirze- 
s mit Koeffizienten in 2~(p). bruch-Spektralsequenz ffir ~,  

Satz 4.4. F i;tr t < p z - p -  1 ist ns2~ _ l ( P ~llT)~p~ _~ Zv wenn t = r ~ . p + r 2 . ( p - -  1), r~ _> t, 
r z > 1 und 0 sonst. 

Beweis. Die p-Komponente von rr~(S °) wird ffir O < n < 2 ( p Z - p - 1 )  durch das 
Bild des J-Homomorphismus gegeben, In diesem Bereich gilt ~(S°)(v)~Np ffir 
i = 2 t ( p - 1 ) - 1  und 0 sonst ([25,2]), Aus Dimensionsgrfinden verschwinden ffir 
Po~lr die Differentiale d 2~+:. Alte in E.,,, ankommenden Differentiale sind ffir 
s < 2 ( p a - p  - 1) entweder 0 oder kommen von E,,o, denn wenn s = 2 t ( p - 1 ) - 1  
und s - r + 14:0 gilt, ist E,,~ _, + ~ = 0. Ffir k < 2(p z - p - t(p - I)) verschwinden alle 
yon E'k,2,p-1)-~ ausgehenden Differentiale aus dem gleichen Grund. Daher ist 
im Bereich s + t  <2(p 2 - p ) - 1  E ~ der Quotient von E~2t nach d'(E.,o). Es folgt S,t 
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tralsequenz ist der Hurewicz-Homomorphismus h2,,'nS.(P~, Z(p})--~H2n(Poo(F, 
2~(p)) und da dieser bekannt ist (s. [16]), kennt man die permanenten Zyklen in 
E2.,o und damit ~ dr(E~.,o). Es gilt IKokernh2.]= lY' dr(U2..o) und dahz .a"auf  

i *  [ r  

n! .[P.q abbildet, folgt vp( ~ dr(U2,,o))= vp(n!). F/Jr vp(,~+,~2,_ E 2  )erh~ilt man 

den Wert [p"_ 2] (Ix] = gr6Bte ganze Zahl < x), Ist c%4n) die Summe der Koeffizien- 
ten in der p-adischen Entwicklung von n, dann gilt ftir vp(n !) die Formel vp(n !)= 
(n-  %(n))/(p- 1). Die Differenz [p"_ 1 ] -  vp(n !) hat ffir n<=p 2 - p -  1 den Weft l, 
wenn n yon der Gestalt n=rl.p+r2.(p-1) mit r l + r 2 < ( p - 1  ), r 2 > l  ist, und 0 
sonst. 

Da die p-Komponente von nS(S °) ffir n<2(p2-p- t )  durch das Bild des 
J-Homomorphismus gegeben wird, ist die e-lnvariante in diesem Bereich injektiv. 
Der folgende Satz fibertr~igt dies auf RS.ume wie Poll? und B;gp~. 

Satz 4.5. Der funktionale Cherncharakter ist J~r n <= p2 _ p_ 1 auf der p-Komponen- 
ten yon 7rsz~_ I(P~tF) und ns,,_ I (B~) injektiv. 
Beweis. Wir betrachten den Hurewicz-Homomorphismus h:ns,(x,  2gv~)-* 
/(o(X, 77v~) und die zugeh6rigen Atiyah-Hirzebruch-Spektralsequenzen E,,,(n* s) 
und E* ,(K). Der yon h auf den EE-Termen induzierte Homomorphismus 
h 2 :/lk(X, ns(s °, ~p~))~IYta(X,/(q(S °, ~p~)) ist nach §2 der yon der e-Invarianten 
induzierte Koeffizientenhomomorphismus. Die zu ~s,(x,2gp~) beitragenden 
Ek2 q-Terme haben ffir q < 2(p 2 - p -  1) wegen des Verschwindens von  7c2si_ I(S O, ~p~.) 
nut gerade Indizes. Wir setzen jetzt voraus, dab h2:H2k(X, nSq(S°,;gp,,,)) -----, 
H2k(X, Ko(S °, ;gv~)) injektiv ist und die Spektralsequenz ftir K.(X, 7Zp~) zusam- 
menbricht. Das ist offensichtlich ffir X = P~C und X = B;gt~ erffillt. Ist  hrp,q injektiv, 
so folgt aus dem Zusammenbrechen der Spektralsequenz E, , . (K) und der Ver- 
tauschbarkeit yon h ~ mit den Differentialen, dab die in Erp,q ankommenden 
Differentiale verschwinden mfissen. Solange alle in E;,q ankommenden Dif- 

r + l  r r ferentiale verschwinden, ist Eq,p ein Untermodul von  Ep,q und die von h induzierte 
Abbildung h;,~ ~ ist wieder injektiv. Daher ist h:E~q,2~(ns)-,E~q,2~(K)injektiv 
und aus dem 5-er Lemma folgt die Injektivit/it yon h:nS,(X, Zv~)--,Ko(X, Zp~). 
Besteht /4.(X, Z9 nur aus Torsion, dann ist der Bockstein-Homomorphismus 
fl:~n(X, 7£v~)-~ns,_ I(X, ~,~p)) ein Isomorphismus (n> 1) und aus der Injektivit~it 
von h :~2.(X, 2gp~)-o'Ko(X,~ ~v~) folgt die von h : n S  _ I(X,  ~tp))----~KI(X , 7Z(p)). 

Ist H.(X, Z) torsionsfrei und ns._ ~(X, 2g~p~) endlich, so folgt die Behauptung 
direkt aus dem h. definierenden Diagramm. 

Mit den S~itzen (4.5) und (4.4) ist ffir n<(p 2 - p -  t) . s h,n2n l(B2g~) K~(BTZp~) 
bestimmt. Es bleibt zu bemerken, dab die Gruppenerweiterung zwischen 
t(n~,_2(Po~lF) ) und n,(ns2,_~(Po~tl~)) in nS,_~(B2~¢) trivial ist. Das folgt aus der 
Tatsache, dab diese Erweiterung unter h:nS,_ ~(B7Z~r)~K~(B~g) injektiv in eine 
direkte Summe abgebildet wird (s. § 3, Bemerkung 2). 

Durch Betrachtung des yon der Inklusion i:B~p~B7/v~ induzierten Homo- 
morphismus zwischen den Spektralsequenzen ffir nS,(BTZp) und nS,(B2~,~) sieht 
man leicht, dab im Dimensionsbereich n<=p2-p-1 schon n,:ns,_~(B2gv~) --* 
ns2.- ~(P~)~v) surjektiv ist. Damit ist f~r n < p~ - p -  1 auch ns._ ~(B77p~) berechnet. 
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Bemerkunyen. Mit den in [20, 8] entwickelten Methoden lassen sich aus den 
schon gefundenen Elementen in r~s,_ l(P~¢)(v) ganze Serien yon Elementen mit 
nicht trivialem Bild unter hr konstruieren. UnterVerwendung etwa von Proposition 
(1.3) aus [20] konstruiert man zun~ichst aus den Elementen 7,~z2(tp+p_s n -  ~(B7/~2) 
( t= l  ..... p - 2 )  mit n,(7~)+0 in nS,(P~C) Reihen 7tmE 7~2(tpS + m(p- 1))_l(BT/p2) mit 
h(TF') + 0 in K ~(BZp2)/h~'.t(nS,(P~¢)). Es folgt dann h,(n,(7~")) + O. 

Beispiele (p=3). Die erste 3-Torsion in s n,(P~ff?) tritt in der Dimension 9 auf. 
Mit einer geeigneten stabilen Parallelisierung versehen repr~isentiert die freie 
S~-Mannigfaltigkeit Sp(2)~S(2)/S ~ dieses Element der Ordnung 3. Die S~-Aktion 
auf der Liegruppe Sp(2) wird durch Einschr~inkung der Aktion eines maximalen 
Torus gewonnen, tn nS(BZg) gibt es daher ein Element z mit h(z) + 0 in K I(B ff~9)/h ~ 
t(rcS(P~(F)). Eine geeignete z repr~isentierende freie 2~9-Mannfgfaltigkeit hat dann 
als ee-Invariante ez(z)= (~3+ 2~6)/3 (Notation wie in § 1). 

Aus der Spektralsequenz l~il3t sich ablesen, dal3 ns~o(BZ3)~ 2~ 3 und der Transfer 
s _._+ s t:rr9(P~([')(3) / t l0(B~3) b i jekt iv  ist. D a  n a c h  [11]  • s ~ s 0 t.nlo(B2~3) nlo(S )(3)surjektiv 

ist, folgt aus  d iesem A r g u m e n t ,  d a b  Sp(2) mi t  gee igneter  s tabi ler  Para l l e l i s i e rung  
die 3 - K o m p o n e n t e  yon  nS~o(S °) erzeugt.  In  [22]  wird  bewiesen,  dab  Sp(2) mi t  
der du rch  L i n k s t r a n s l a t i o n  def in ie r ten  Pa ra l l e l i s i e rung  das E lemen t  fl~ der  
O r d n u n g  3 in n'~o(S °) ist ( N o t a t i o n  wie in [25]). Die  ~ iquivar ian t -s tab i l -para l le l i -  
sierte Sa -Mann ig fa l t i g k e i t  G 2 (erste A u s n a h m e  Liegruppe)  definier t  ein E l em en t  
der O r d n u n g  9 in /1:'~3(P~1~')(3)---~ 9. Das  erste E l em en t  im K e r n  yon  h~ au f  der  
3 - K o m p o n e n t e n  tr i t t  in der  D i m e n s i o n  t9  auf. 
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