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Einleitung

Die Bordismusgruppe 92:_1(G) freier, ungerade-dimensionaler, orientierter
G-Mannigfaltigkeiten ist fiir eine endliche Gruppe G eine Torsionsgruppe. Daher
wird ein geeignetes Vielfaches einer freien G-Mannigfaltigkeit M2n—1 von
einer G-Mannigfaltigkeit in dquivariant berandet. Der Rand von in verur-
sacht Korrekturterme in Formeln, die Invarinaten wie Signatur und G-Signatur
auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten durch charakteristische Zahlen beschreiben,
Uber diese Korrekturterme induzieren Signatur und G-Signatur Invarianten auf
ungerade-dimensionalen ~G-Mannigfaltigkeiten.
Gilt etwa 1:‘1*'12n—1 = 3X2n , so verschwindet im G—Sighatursatz fiir die freie
G-Mannigfaltigkeit in fir g # 1 der durch die charakteristischen Zahlen ge~
bildete Term und als Korrekturterm bleibt sign(g,X) . Wegen besonderer Eigen-
schaften der G-Signatur sign(g,X) ist die komplexe Zahl %-sign(g,x) fir g # 1
nur noch vom Rand r-M abhingig; durch diese Zahl ist die Q-Invariante der
G-Aktion auf M definiert.
Auf Uberlagerungen berandeter Mannigfaltigkeiten ist dié Signatur nicht notwendig
multiplikativ., Wird r-Mzn_1 wieder von x2n berandet, dann ist die Abweichung
der Signatur von der Multiplikativitit auf der Uberlagerung X —>X/G eine
Invariante des Randes und definiert den Signaturdefekt

YM > M/G): = % (sign(X) - |G|+ sign(X/G))
Der G-Aktion lassen sich lokale Koeffizientensysteme zuordnen, mit deren Hilfe

man "getwistete" Signaturdefekte Yl definiert. a-Invarinate und getwistete

Signaturdefekte bestimmen sich wechselseitig.

Fir eine nullbordante freie G-Mannigfaltigkeit sind die vy ganzzahlig und die

OG-Invarinate ist eine ganzzahlige Linearkombination von IG!—ten Einheitswurzeln Ei.
Daher definieren die Restklassen der Signaturdefekte modulo Z und der a-Invarianten
modulo Z () Funktionen y; und o, auf der Bordismusgruppe QZn_l(G) .

a-Invariante und Signaturdefekte lassen sich im allgemeinen nur sehr schwer berech-

nen. Es ist daher eine naheliegende Frage, ob es andere Verfahren gibt, mit denen
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man diese Invarianten - zumindest teilweise - berechnen kann, ohne gezwungen zu
sein, eine berandende G-Mannigfaltigkeit zu suchen. Das Ziel der vorliegenden
Arbeit ist, dieses Problem fiir die Restklassen der Invarianten mod. Z zu be-
handeln.

Wir werden uns meist auf die Operation einer zyklischen Gruppe ungerader Ordnung
beschrénken, obwohl eine Verallgemeinerung auf endliche abelsche Gruppen oder - mit
einigen Modifikationen ~ auf kompakte, topologisch zyklische Gruppen wie S1 mbg-

lich ist.

In § O werden die Definitionen und die verschiedenen Beziehungen der Invarianten
untereinander zusammengestellt. AuBerdem findet sich dort eine elementare Behand-
lung des Problems, inwieweit man mit den mod-p-charakteristischen Zahlen aus

[C—F 1] die Signaturdefekte Y; fir eine freie ZP—Aktion bestimmen kann.

Die Sonderrclle der Primzahl 2 beim orientierten Bordismus Ubertrigt sich auf

den &quivarianten Bordismus. Wihrend fir Involutionen die O-Invariante und die Sig-
naturdefekte ganzzahlig sind, wachsen bei Aktionen zyklischer Gruppen ungerader
Ordnung die Nenner von Yi und Y dimensionsabhingig. Y; 148t sich daher nur in

einem gewissen Dimensionsbereich als mod-p-charakteristische Zahl erhalten.

Der G-Signatursatz ermdglicht es, fir eine geschlossene G-Mannigfaltigkeit die
dquivariante Signatur durch eine charakteristische Zahl L(g,Y) 2zu berechnen.
Hat die G-Mannigfaltigkeit Y einen Rand M, auf dem G frei operiert, dann ist die
Zahl L(g,Y) fir g # 1 noch sinnvoll definiert und die Abweichung von der Giiltig-
keit des Signatursatzes, namlich die Differenz sign(g,Y) - L(g,Y) , wird durch

die a-Invariante von M beschrieben. Fiir @é folgt dann die Kongruenz

%, (g,M) = - L(g,Y) mod Z (&)

Diese Beziehung erlaubt es, weitere Invarianten vom Typ aZ(g,M) einzufiihren:
Durch Wahl anderer charakteristischer Zahlen anstelle von L(g,Y) werden die

Atiyah-Singer-v-Invarianten definiert.
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Eine Definition dieser Zahlen, die in [A-S 4} nur kurz angedeutet ist, und
ein Abstecken ihres Definitionsbereiches findet sich in § 1. Der bequemeren
Darstellung halber fassen wir den Wertebereich der v-Invarianten etwas anders.
Statt Q(£)/z(§) 148t sich der Quotient einer Lokalisation des Darstellungs-

rings von G S-lR(G)/R(G) verwenden,

Die Zahl L(g,Y) wird aus der zum Signaturoperator geh&érenden Symbolklasse ab-
geleitet. Symbolklassen bestimmter elliptischer Differentialoperatoren weisen
Natirlichkeitseigenschaften auf, die eine enge Beziehung zu charakteristischen
Klassen nahelegen. Mittels universeller Symbolklassen werden in § 2 verallge-
meinerte K-Theorie-charakteristische Zahlen aus KI(BG) flir orientierte freie
G-Mannigfaltigkeit definiert und diskutiert. Dabei wird eine grundlegende Rolle

der Signatur-Symbolklasse deutlich. Nach Einfihrung eines geeigneten Koeffizien-
tenbereiches R 14Bt sich aus ihr eine K(-;R)-Fundamentalklasse [;]S fir orien-
tierte Mannigfaltigkeiten konstruieren, die lber das Kroneckerprodukt der K-Theorie

die einfache Signaturformel < 1,[X]s >K = sign X liefert.

§ 3 stellt die Verbindung zwischen den charakteristischen Zahlen und den v-Inva-
rianten her. Dazu wird ein Isomorphismus zwischen den Wertebereichen der charak-
teristischen Zahlen und der v-Invarianten : KI(BG) — S_lR(G)/R(G) kon-
struiert, unter dem die zu einer Symbolklasse gehdrende charakteristische Zahl

auf die entsprechende v-Invariante abgebildet wird. Den mit Hilfe der Fundamental-
klasse [—]S definierten Thomhomomorphismus 1y: QE?(BG) — K,(BG) kann man
mittels Y durch die aZ—Invariante beschreiben, Die Ubereinstimmung von charakte-
ristischen Zahlen und Invarianten vom Typ der Atiyah-Singer-v-Invarianten ist in
bestimmten F&llen bekannt. Fiir stabil fast-komplexe G-Mannigfaltigkeiten findet man

einen Beweis in [wd .

In § 4 wird mit den Methoden aus [Ha] der Satz von Hattori-Stong auf Qsoez[1/2]

Ubertragen und damit gezeigt, daB die in § 2 definierten charakteristischen Zahlen
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und damit die v-Invarianten die Bordismusklassen in ﬁ*(BG) fir zyklische

Gruppen ungerader Ordnung bestimmen.

§ 5 beschdftigt sich mit den Natidrlichkeitseigenschaften von

/R Kl(BG) —_— S_lR(G)/R(G) . Die Abbildung ¥ erlaubt nicht nur eine Be-
rechnung von KI(BG), sondern auch eine einfache Beschreibung der von Gruppen-
homomorphismen ¢: G — H induzierten Homomorphismen (ﬁ¢n%:K1(BG) ~——>K1(BH).
Die durch Yy hergestellte Beziehung zwischen der K-Homologie von BG und dem Dar-

stellungsring von G wird dabei weiter vertieft.

Um den FluB der Darstellung nicht unndtig zu stdren, sind einige spdter bend-
tigte S&tze fiir die K-Theorie mit Koeffizienten in einem Paragraphen (§6) zu-

sammengefalt.

§ 7 enthilt eine Berechnung des Kroneckerproduktes <,> : KI(BG;Q/Z) x KI(BG) - Q/Z
das durch die Verschlingungsformen auf den Linsenrdumen induziert wird. Es gelingt
mittels der Ergebnisse aus § 5, diese Verschlingungsform im Rahmen der Darstellungs-
theorie vollstdndig zu beschreiben. Die {ibliche Methode, K-Theorie Kroneckerpro-
dukte mittels Riemann-Roch-Formeln in gewdhnliche Kroneckerprodukte umzurechnen,

ist hier nicht anwendbar.

Als Folgerung exhalten wir in § 8 eine Darstellung der Signaturdefektg Y; und Yz
durch K-Theorie-charakteristische Zahlen aus @/Z . Damit sind Yi und Y mod. Z
durch Invarianten beschrieben, mit denen man das Aufsuchen einer berandenden
G-Mannigfaltigkeit vermeiden kann. DaB diese charakteristische Zahlen - die
K-Theorie Analoga zu den mod-p-charakteristischen Zahlen aus [C-F 1] ~ die Bor-
dismusklassen bestimmen, wird gleichfalls aus der Kenntnis der Verschlingungsform
auf BG hergeleitet. Eine sich anschlieBende Abschitzung der Ordnung von YZ er-
laubt einen RiickschluB auf die Nenner der von D. Zagier in [Z] untersuchten héher-

dimensionalen Dedekindsummen.



In den beiden letzten Paragraphen betrachten wir statt orientierter, stabil-
parallelisierte G-Mannigfaltigkeiten. Die Invarianten aZ,Y;,YZ werden auf
stabil-parallelisierten freien ZP—Mannigfaltigkeiten vollstédndig berechnet,
Kongruenzen zwischen den Y; erlauben eine Bestimmung des Bildes der stabilen

S
Homotopiegruppen W*(BZP) in KI(BZP) unter dem Hurewicz~Homomorphismus und

damit eine Berechnung der Vergifhomomorphismen Qif(BZP) —= QEP(BZP) und

fo(BZP) >QZ(BZP) ; der letztere wurde von L. Smith [Sﬁ] mit v6llig anderen
Methoden zum Teil berechnet.

Die von M. Kreck in [K] gefundenen Beziehungen zwischen der zur Signatur ge-
hérenden §-Invariante und der e-Invariante von Adams werden auf stabil-paralle-
lisierte, freie ZP-Mannigfaltigkeiten erweitertf An die Stelle der Signatur

tritt die &quivariante Signatur. Dies fithrt zu einer Berechnung der e-Invarianten

S
auf \W*(BZP) .

i
Am Ende der Arbeit sind in Form einer Tabelle die Werte der Invarianten Y

und Y auf einigen Linsenrdumen zusammengestellt,

Ich m&chte an dieser Stelle Herrn Prof. F. Hirzebruch fiir seine Unterstiitzung
danken. Herrn Prof. E. Ossa, der mich auf den Problemkreis aufmerksam machte,und
Hérrn Dr.W.Neumann danke ich fiir zahlreiche niitzliche Diskussionen und Ratschlé&ge.
Dem Sonderforschungsbereich 40 "Theoretische Mathematik" bin ich fiir die finan-

zielle Unterstiitzung wihrend des Fertigstellens der Arbeit Dank schuldig.



§ O Vorbereitungen und Definitionen

Es sei G eine endliche Gruppe. Fiir eine (2n-1) -dimensionale geschlossene
orientierte Cm-Mannigfaltigkeit M, auf der G differenzierbar, frei und
orientierungserhaltend operiert, definiert man die a-Invariante wie folgt:
Es gibt immer eine ganze Zahl r, so daB r'M frei und dquivariant von

einer G-Mannigfaltigkeit in berandet wird. Fir in ist die &quivariante
Signatur sign(g,X), g¢ G, erklirt.

Man setzt fir g # 1 alg,M) : = sign(g,X) (0.1)

R

(siehe [A—S 4], dort mit anderem Vorzeichen)

Wegen der Novikovadditivitit derxr dquivarianten Signatur und des Verschwindens
von sign(g,Y) fir g + 1 auf einer geschlossenen, freien G-Mannigfaltigkeit Y
hédngt o (g,M) nur von dem Paar (M;G) ab.

In enger Verbindung mit der a-Invarianten steht der Signaturdefekt einer {iber-
lagerung:

Die Orbitabbildung M — M/G ist eine ]G!-fache Uberlagerung, deren r-faches
von der Uberlagerung X ——X/G berandet wird, Da X und X/G Mannigfaltig~
keiten mit Rand sind, ist die Signatur auf der Uberlagerung X —— X/G nicht
mehr notwendig multiplikativ, d.h. die Differenz sign (X) - ]G{-sign(x/s)
braucht nicht zu verschwinden. Wie fir o folgt aus der Novikovadditivitat

der Signatur, daf
YM > M/G) ;= -rl—— (sign(X) - |G|'sign(X/G)) {0.2)

eine Invariante des Paares M,G) ist.

Aus der bekannten Tatsache, daB die rationale Kohomologie eines Quotienten X/G
der unter G invarianten Teil der Kohomologie von X ist, folgt fir die Signatur
von X/G (siehe [H—Z] § 4) die Gleichung

1

sign(X/G) = E

l° Z sign (g,X) (0.3)
geG
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und daher filir den Signaturdefekt wegen sign(l,X)-leosign(X/G) = - z sign (qg,X)
g*l
die Beziehung

YM — M/G) = - § a(g,M) (0.4)
g+l

Dal man umgekehrt die g-Invariante durch Signaturdefekte beschreiben kann ,
wurde von Neumann [N] gefunden, und soll im folgenden kurz dargestellt werden.
Fir die Beweise und Verallgemeinerungen sei auf [N] verwiesen,
Einfachheitshalber beschrinken wir uns hier auf zyklische Gruppen; go sel ein
fest gewihltes Erzeugende von G; M und X wie oben.
Die Uberlagerung X —s X/G =X definiert einen Homomorphismus
o: Wl(i) —> G (man nimmt aus der exakten Homotopiesequenz der Faserung
G — X — X den Randoperator ﬂl(x,*) ‘—i+ WO(G;go) und identifiziert
no(G;go) mittels 9, mit G).
Verknilipft mit einer unitaren Darstellung T: G —s U(CI) (T = Dimension
der Darstellung) erhilt man einen Homomorphismus Ta: vi(i)‘———+ U(CI) , der
ein lokales Koeffizientensystem T (Ta) auf X definiert. Auf dem lokalen

Koeffizientensystem ist durch die {ibliche hermitesche Form R des c! eine

kanonische Paarung definiert, so daf man eine (-1)n-hermitesche—Form
X% . AT % 1T AT V] ® T AT
B (X;9X;T (ta)) ® H* (X,3X,I' (1)) —2» H (X,3X;C)

und damit eine Signatur sign (X, (ge.1)) definieren kann; (Fir n ungerade
multipliziert man die Form mit (-i) und nimmt deren Signatur).

Eine ausfiihrliche Diskussion solcher Invarianten findet man in [M] und [L].
Die Differenz zwischen "getwisteter" und ungetwisteter Signatur definiert

wieder einen Signaturdefekt:

"(sign(X;T (t+q)) - 1-sign(X)) (0.5)

N

YM — M/G): =

der wiederum nur von (M,G) und T abhéngt.



. « !
Nimmt man als T die reguldre Darstellung r: G ——» U (€ G )}, dann hat man wegen

B (X;T (r-a)) = H*(X,C) die Beziehung y" (M —M/G) = Yy(M — M/G) .

Die reguldre Darstellung r zerf&llt in die Summe der irreduziblen Darstellungen Ti
von G und das zieht ein Zerfallen von Yr(M ——> M/G?} in eine Summe Z Yri(M — M/G)
nach sich.,

Aauf B*X;T(ra)) = H¥(X,C) hat man eine G-Operation und daher eine kanonische Zer-
legung von H*(X,T(ra)) in Summanden, die jeweils Vielfache einer der irreduziblen

Darstellungen Ti sind. Das hat eine Zerlegung der &quivarianten Signatur von

B¥ (X;T(ra)) zur Folge. Damit ist der Weg zu dem folgenden Satz skizziert.

‘Satz_(Neumann [NJ) Ist T, G —u(l) i-= 1,..HIG[—1 eine Liste der irredu-

ziblen Darstellungen von G und Xl(g) der Wert des Charakters

von Ti auf g , dann gilt

a(g,M) = 2?:1 Xi (@-y" ™ > M/G) (0.6)
Y » ) =27 a@m odeh-n (0.7)
IGi
g+1
Y M M/G) = yM > M/G) = - ) a(gM =) yiM > /G (0.8)
g*1

Fir eine zyklische Gruppe G der Ordnung q liegt die‘komplexe Zahl a(go,M) in
dem durch Adjunktion einer primitiven g-ten Einheitswurzel £ definierten Unter-
kérper Q(£)c € . Mit (0.6)hat man eine Darstellung von q(go,M) als Linearkom-
bination der Potenzen der Einheitswurzel & gefunden, die es erlaubt, die vor-

kommenden Koeffizienten als "getwistete Signaturdefekte" zu deuten.

Konventionen:

Zum Erzeugenden 9,€ G wahlen wir eine primitive irreduzible Darstellung p von G

b3

so, daB P(g ) = = eH" gilt. Als T, nehmen wir die i-te Tensorpotenz von
X 9, i p

und verabreden

Y > m/eri= T > msg)

Dann gilt gerade alg M) = 2?;: Yt > m/G) gt



Bemerkung:
Ist 2n-1 die Dimension von M, dann hat man nach Definition der dquivarianten
Signatur die Fille

n gerade vyt = yP~t : (0.9)

n ungerade Yl - Yp-l (0.10)

zu unterscheiden.

Zwischen G-Mannigfaltigkeiten 148t sich auf die bekannte Art und Weise ein
"dquivariante" Bordismusrelation erkliren. Insbesondere sind die Bordismus-
gruppen freier orientierter G-Mannigfaltigkeiten QSO(G) (G operiere orien-
tierungserhaltend) erklért, (siehe [C-F 1]) und eine naheliegende Frage ist es,
wie sich die Invarianten a,Y,Yi unter dieser Bordiémusrelation verhalten,

Ist Mznu1 in QSO(G) nullbordant, d.h. wird M von X frei und dquivariant be-
randet, dann gilt a(g,M) = sign(g,M) und da g — sign(g,M) ein Charakter ist,
ist a(g,M) eine algebraische Zahl, d.h. a(g,M) € 2(§) ¢ Q(§) . Ebenso folgt,

Y und Yl sind ganzzahlig. Daher definieren die Restklassen dieser Invarianten

in Q(£)/Z2(£) bzw. Q/2 Bordismusinvarianten:

. oS0 (&)

az(g, ) : QZn-l(G) " o)
i . oSO

Y, : an—l(G) — Q/Z
SO

Yy : an_l(G) — Q/Z

Eine wichtige Eigenschaft der &quivarianten Signatur auf geschlossenen G-Mannig-
faltigkeiten ist durch den Atiyah-Singer-Indexsatz gegebgn: Der dquivariante Signa-
tursatz besagt, daB man  sign(g,X) durch eine durch die Fixpunktmenge der Opera-
tion von g auf X bestimmte Zahl L{(g,X) berechnen kann. Ist an eine nicht not-
wendig freie G-Mannigfaltigkeit, die M als Rand hat, dann ist die Differenz

sign(g,¥) - L(g,Y) wieder unabhingig von der Auswahl von Y und es gilt (siehe[A—s4])

a(g,M) = sign(qg,Y) - L(g,Y) (0.11)



Damit 1laBt sich in bestimmten F&llen ¢l (g,M) berechnen: FafBt man die Sphiren
SZn—l als Einheitssphdren des Cn auf, und ist £ wie oben die Einheitswurzel

2L

e 7 , dann hat man durch (2 ,...,Zn) »-—>(z1aaqg,.,zn'gqm) eine Operation

1
der zyklischen Gruppe G = { El‘i =1,.q9 } definiert, die als Orbitraum ge-
rade den Linsenraum L(q;ql,...,qn) hat. Diese Operation 1&Bt sich mit einem

2n

Fixpunkt auf die Scheibe D2n fortsetzen und wegen sign(g,D”") = O erhidlt man

(siehe [H-3] )

L]
2n-1, _ _ 2n, _ o B4
a(g,87" ) = - L(E,DT) = ir={1‘g’*i-—1 (0.12)

Ist £ : M/G — BG die klassifizierende Abbildung des G-Prinzipalbiindels

M — M/G , dann 1&Bt sich bekanntlich die G-Bordismusgruppe Qio(G) iber die

Zuordnung (G,M) ——> (M/G,f) mit Qio(BG) identifizieren.

Fir Elemente in Qio(BG) sind charakteristische Zahlen definiert und der Rest
dieses Paragraphen ist einer elementaren L&sung der Frage gewidmet, inwieweit

diese charakteristischen Zahlen die Invarianten Y; und damit o_ und YZ

Z
beschreiben,Einfachheitshalber setzen wir voraus, daf |G‘ = p eine ungerade
Primzahl ist.

Zundchst die Definition der charakteristischen Zahlen aus [C-F 1] : Wir be-
nutzen die Identifikation von BZP mit dem unendlich dimensionalen Linsenraum

als dem Spirenbiindel S(Yp) —lT—)rBS1

der p-ten Tensorpotenz des kanonischen Linien-
blndels dber 881 und erhalten durch 7(¥* ein kanonisches Bindel H iber BZP
mit erster Chernklasse x¢€ HZ(BZP;ZP) . In Hi(BZP;ZP) = ZP widhlen wir als
Erzeugendes y das Urbild von x unter dem Bocksteinhomomorphismus. Der Kochomo-
logiering von BZP 148t sich dann als Tensorprodukt einer &uBeren Algebra und

einer Polynomalgebra H*(BZ ZP) = A(y) ® P(x) beschreiben,

P;
Dem Element (M,f)eiﬂzn_l(sz) werden dufch die Kroneckerprodukte

< f*(x%Jy)upw(TM) ' [M] > € ZP ( pm(TM) = Pontrjaginklasse zur Partition w)
mod-p-charakteristische Zahlen zugeordnet. Fiir 2n-1<2p-1 ist nach EC-Fl] jedes

Element (M'f)e’ﬁén—l(sz) durch seine mod-p-charakteristischen Zahlen festgelegt.



Flir eine gerade dimensionale Mannigfaltigkeit X folgt aus den Eigenschaften der
G-Signatur ( siehe [H-Z] )

o(g,MxX) = a(g,M)r sign(X) , (0.14)
und damit 'Yi(MXX + (MXX) /G) = sign(X)'Yi M+ M/G) . Y; : 52n_1(BzP) — 9/Z
ist somit ein {; Modulhomomorphismus wenn man die Q*—Mpdulstruktur auf @/z
durch die Signatur definiert. Daher geniigt es Y; auf den Q*Modulerzeugenden
zu bestimmen. Als Q*Modulerzeugende kann man die oben definierten G-Aktionen
auf den Sphdren (etwa mit Drehzahlen qi = 1 ) wédhlen. Alle Elemente aus

§2n—1(BZP) haben fir 2n-1<2p-1 die Ordnung p, so daB man Y; als Funktion

nach ZP ansehen kann.
E £% 41
i=1 Eqi—l

Wir miissen den Koeffizienten Y;‘(Szn-1 > L(p;ql,...,qn)) in -
als charakteristische Zahl in ZP berechnen. Dabei hilft die in
[H-Z] und in [Z] an vielen analogen Problemen erfolgreich vorgefiihrte Methode,

. . , . . - - s
den Residuensatz einzusetzen, weiter . Mit "Fourierzerlegung" erhdlt man fir Y

n q.
2n-1 + -
Y™ > Mg, n= -1 ] om0 B ey, (0.15)
Py i=1 g%y
EF1
b_ n q; n
Man setzt f(z)dz := - 2 LA I z1+l dz mit b := I g,va , so

z i=1 z%i-1 2P i=1

da8 b= -smod p (o0.B.d.A. seien die q; paarweise relativ prim). Diese Dif-

ferentialform hat Pole bei © , 0 , 1 und £ mit Ep = 1 (wegen des Faktors zb-l
sind die Stellen z mit z% = 1 keine Pole). Die Pole an den Stellen Ep =1

£ # 1 sind einfach und die Residuen summieren sich gerade 2zu YS auf. Die Pole

bei O und « haben ganzzahlige Residuen.

. n
Es bleibt der Pol bei 1 : Mit der Substitution z = et und g:= igl q folgt
e2bt_1 n ethi+1 de2t ;
- res £(z)dz = res { T TS T }
e i=1 e“*%-1 TPy
2tb

)
(0]
1

[y

S I A
g e2tp_1 i=1 tanh qit) t

.0 gt . 4t



2tb
= Koeffizient von tn—1 in der Taylorentwicklung von {‘—g € -1 I it }.
g e2tp_1 i=1 tanh(qit)

Durch einsetzen der Reihenentwicklungen von (eth—l)/t’ und (2pt)/(929t—1) und

. q.t —. ® 2m -
mit EEHE}5;E§ : Zm=o m(ql""'qn) t erhdlt man

k+1 r
_ _ 1 E (26) " B,- (2p)
reslf(z)dz “ 53 k1)1 o o gm(ql""’qn)

k,g,m>0
k+2m+r=n-1

(Br = r-te Bernoullizahl)
Wegen n<p kommt im Nenner der Zahl Qm(ql,...,qn) kein Faktor p vor, und die

Reduktion mod p 1liefert

(_25)k+1

( -prres £(z)dz) = drrs sy ali lm(ql,...,qn) mod p

1
k+2m=n-1 g

Aus der Definition der Polynome lm(ql,...,qn) durch die charakteristische
Potenzreihe (qit)/(tanh(qit)) folgt (siehe [H-l]), daB Rm(ql,...,qn) gerade
das m-te Hirzebruchsche L-Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen in den
qf,...,qi ist. Beachtet man, daB die totale Pontrjaginklasse von Ln(p;ql,...,qn)

durxch H2=1(1+qi-x2) gegeben wird und die klassifizierende Abbildung

£ : Ln(p;ql,...,qn) e BZP den Abbildungsgrad 1/g mod p hat, dann 148t

sich die obige Summe durch das mod-p-Kroneckerprodukt ( d:= [Eél] )
d (=25 f*x)n-l-Zm (-2s-£"y) n n
< . MaTed ; ; >
Zm=0 (n—2m) ! uLm(TL (P’qllt'lqn)) ’ [L (P:ql,..,q_n)] H (0.16)

beschreiben. Nach dem Residuensatz folgt z E=Hresg = - {resO + res + resl}

und damit ist das Kroneckérprodukt (0.16) gerade poYs mod p . Damit ist gezeigt:

Satz 0.17 Es sei p eine ungerade Primzahl, n<p und (M,f)eﬁzn_l(BZP). Dann gilt

. (0311
Y, M,f) =< mzo

2s £ 0" s £ y)

(n-2m) !

vL (M), [M] ﬁa)zg

Bemerkung:

Fir nryp gibt es eine analoge Formel fiir pa+! Y—s(x) mod p , wo a durch
a-(2p-2) < 2n-1 < (a+1)~(2p~2) bestimmt ist und Lm(TM)/(n—2m)! durch die Kohomo-

logieklasse p?Lm(TM)/(n-2m)! , die keinen Faktor p im Nenner hat, zu ersetzen ist.



§ 1 Atiyah-Singer-v-Invarianten

Flr das Studium kohomologischer Invarianten von G-Mannigfaltigkeiten ist der
Lokalisiérungssatz von Segal nicht nur einer der grundlegendsten sondern auch
der anwendungsreichsten S&tze., Der Lokalisierungssatz erlaubt es, Invarianten,
die durch eine &quivariante Kohomologietheorie definiert sind, Uber eine ge-
wdhnliche - d.h. nicht &quivariante Kohomologie zu berechnen. Die in (0.11)
benutzte Darstellung der o-Invariante wird ebenfalls erst durch den Lokali-
sierungssatz ermdglicht. Da von der Methode des Lokalisierens in dieser Ar-
beit recht ausfihrlich Gebrauch gemacht werden wird, soll zundchst etwas ndher
darauf eingegangen werden. Diese Diskussion fihrt unmittelbar zuvder Defini-
tion der Atiyah-Singer-v-Invarianten, zu denen auch die &Z—Invariante zZu
rechnen ist,

In der Terminologie werden wir uns weitgehend an EA—S 2,3,4] halten.

Wir ko&nnen uns im folgenden auf eine zyklische Gruppe G mit Erzeugenden g be-
schrinken; indem man alle Uberlegungen zunichst auf die von einem Element er-
zeugte Untergruppe anwendet (siehe [A—S 21), wird der allgemeine Fall hierauf

Uber die Natlirlichkeit der Indexfunktion zurlckgefihrt.

Die Konjugiertenklasse des Erzeugenden g definiert das Primideal Y aller
Charaktere, die auf g verschwinden. Lokalisiert man den Darstellungsring R (G)
nach diesem Ideal Y , so heiBt das, die Elemente der multiplikativ abge-
schlossenen Teilmenge Sg = R(G) - Y als Nenner einzufdhren. Da filir jeden

G-Raum X KG(X) ein R(G)-Modul ist, ist dessen Lokalisierung S;IKG(X) de-
finiert (in EA—S 2} S;lxc(x) = KG(X)Y) . DaB die Inklusion der Fixpunktmenge

i : X X in den lokalisierten KG-Gruppen einen Isomorphismus

Swl(i*) : S;IKG(X) —_— S;lKG(Xg) induzie;t, ist die Aussage des Lokalisierungs-

satzes.



Insbesondere gilt S;IKG(X) = O fir einen Raum X , auf dem g fixpunktfrei

operiert, so daB man sich den LokalisierungsprozeB als eine Konzentration
auf die Fixpunktmenge vorstellen kann.

Ist X eine geschlossene G-Mannigfaltigkeit, dann ist die Eulerklasse A_l(Ng)
des Normalenbiindels N7 von Tx% in TX in S;IKG(Xg) invertierbar und
da die Hintereinanderausfiihrung von Inklusions- und Umkehrhomomorphismus
i*i' die Multiplikation mit )\_l(Ng) ist, ist s"l(i*)/x_l(Ng) die zu
S-l(iy) inverse Abbildung..Der G-Index ist natlirlich bzgl. Umkehrhomomor-
phismen von Inklusionen, so daB man nach lokalisieren den G-Index eines Ele-

mentes U ¢ KG(TX) Uber die Fixpunktmenge berechnen kann:
vy
e

g _ ,
Ké(TX ) ———— sg KG(TX)

) i/x_, (n9)
Xg \K_l.// ! X
' g//// IndG

Ind
G
N

1 1

-
g

(1.1)

S-lR(G)
g

Da die Elemente von Sg auf g nicht verschwinden, kann man alle Elemente aus
S;lR(G) auf g auswerten; man setzt (X/S{g) : = X(g)/S(g) € C
X Xgar g
Insgesamt: IndG(U)(g) = IndG (i U/A_l(N )) (@) (1.2)
Die S_lR(G)-Modulstruktur auf S;IKG(TXg) ist besonders {bersichtlich:
g

1K.G(Txg) isomorph zu K(TX9) g s;lR(G),

Da G auf TXY trivial operiert, ist S;
und man hat das Problem Indz(U)(g) zu berechnen auf das Ausrechnen eines
"gewdhnlichen" Index und das Auswerten eines Charakters auf g zurﬁckgefﬁhrt.
Der G-Signatursatz liefert ein Element U in KG(TX) mit Indé(U)(g) = sign (g,X)
und die durch die rechte Seite von (1.2) gegebene Funktion von g ist gerade
g ~—— Li{g,X) . |
Anders bei einer G-Mannigfaltigkeit Y mit Rand X :

Der Index ist dann nicht auf KG(TY) = KG(B(TY),S(TY)) sondern auf

KG(B(TY)’B(TY)'BYU S(TY)) definiert. Das wird klar, wenn man sich die Index-
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funktion als das Auswerten eines Elementes auf dem KG—Fundamentalzyklus der
Mannigfaltigkeit vorstellt, der bei der berandeten Mannigfaltigkeit B(TY)
naﬁﬁrlich in KGJB(TY),BB(TY)) = chB(TY),B(TYﬁayuS(TY)) liegt.

Operiert g auf X = 3Y frei, so ist vd geschlossen und

IndG: KG(TYg) —— R(G) wohldefiniert. Fir U eKb(TY) kann man dann den

folgenden Abbildungsweg gehen:

1 Ind
—_—

: K (TY) —» 8
IPg s 3

il -1 g -1
KG(TY) = sg KG(TY ) sg R(G) (1.3)

Da es hier’keine Indexfunktion von KG(TY) nach R(G) gibt, die in S;lR(G)

das Gleiche wie wg liefert, gilt jetzt kein Ganzzahligkeitssatz fir das
Ergebnis, d4.h. wg(U) braucht nicht unter den durch R(G) in s;iR(G) definierten
"ganzzahligen" Elementen zu sein, Gerade die Abweichung von der Ganzzahligkeit,
d.h. die Restklaése von wg(U) in S;iR(G)/R(G) liefert interessante Invarianten
des Randes X .

Damit diese Restklassen nur vom Rand abhingen, muB man natiirlich voraussetzen,
daB die Klasse U fir alle Mannigfaltigkeiten,die X als Rand haben, zur Ver-
fligung steht. Solche Elemente sind z.B. die in {A-S4] Symbolklassen genannten,
zu einer bestimmten Struktur assoziierten Elemente aus KG(TY).

Zundchst zu Symbolklassen, die zu einer S0(2n), d.h. Riemannschen Struktur
assoziiert sind.

Eine SO(2n)-Struktur auf der orientierten G-Mannigfaltigkeit an ist die

Angabe eines zu TY assoziierten S0 (2n)-Prinzipalbiindels P mit vertréglicher

2n

- i X
G-Operation, d4d.h. P So(2n)R

ist G-&quivariant orientierungserhaltend

isomorph zu TY . Zu RZn mit der Standart SO(2n)-Aktion ist die dquivariante

2n . 2n .
K~-Gruppe KSO(Zn)(R )} definiert. Ist v aus KSO(Zn)(R ) v heift dann

universelle Symbolklasse - so erhialt man tber

¥

2n pr 2n
Xso(2my ® ) Xexso (2n) P& )
{
oy 111 (1.4)
A ) 2
— n
KG (TY) , K (PXSO (zn)R )
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Symbolklassen aY(v) in KG(TY) . Die Bezeichnung dieser Klassen rihrt
daher, daf Symbole elliptischer Differentialoperatoren zu diesen Elementen
gehdren. Zur U(n)-Struktur gehdrende Symbolklassen werden dufch

Ky (m) " = Ky(ny (¥) = R(U()) definiert.

Die Atiyah-Singer-v-Invariante zur universellen Symbolklasse v wird nach
[A—S4] folgendermaBen definiert:

Zu heG betrachtet man die von h erzeugte Untergruppe H mit Inklusion

$: H — G . Unter der Abbildungsfolge

ar— YLa)

;la(a) e (1.5)

-1 n, Ind

¢*
h KH(TY ) %?S

S| =
KG(TY) — KH(TY) — Sh KH(TY) —> S

erhdlt man aus aY(v) eine komplexe Zahl v(h,Y) und insgesamt eine Funktion
v(-,Y) : G-{1} — € . Ist ¥' eine andere orientierte G-Mannigfaltigkeit

mit Rand X, so ist 2 = Yxk(-Y') eine geschlossene G-Mannigfaltigkeit mit
Fixpunktmenge 729 = v9 + (--Y')g . Es folgt vi(g,2) = v(g,Y)-v(g,Yl) und

wegen der Geschlossenheit von 2z ist v(g,2) der Wert eines Charakters. Die
Restklasse von v(-,Y) modulo den Werten von Charakteren ist damit nur wvom
Rand X abhéngig. Sie wird mit v(-,X) bezeichnet und heift v-Invariante zur
Symbolklasse v .

Unmittelbar klar ist, daf v (-,X) eine Invariante der freien G-Bordismus-

klasse von X ist.

Bemerkung:

Die universelle Symbolklasse 1 des Signaturoperators liefert die Funktion

g +—> L(g,Y) . In diesem Fall 1iRt sich das Bilden der Restklasse vermeiden
und die Abhangigkeit der Zahl L(g,Y) von der Mannigfaltigkeit Y dadurch
beseitigen, daB man von L{g,Y) die &quivariante Signatur abzieht. Wegen der
Novikov-Additivitdt von sign(g,¥), ist sign(g,Y) - L(g,Y) nur von X abhingig
und wie man leicht nachrechnet gleich a(g,X) Modulo den Werten von Charakteren
wird o - da sigh(—,Y) ein Charakter ist - zu (-1):L(-,X) .

Wir kdénnen also festhalten, daB die zum Symbol des Signaturoperators gehdren-

de v-Invariante bis auf das Vorzeichen gerade az ist.
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Fir heG - {1} 1liegt wv(h,Y) in der von h abhdngenden Gruppe SglR(H) .

Durch Wahl einer kleineren von h unabhdngigen Nennermenge S, 148t sich ein

-1

h R (H)

Element v(G;Y¥) € San(G) definieren, das bei Einschrdnkung auf S
v{h,Y) liefert und damit die Elemente v (h,Y) sinnvoll zusammenfaBt. Da-
bei muB man allerdings verzichten, den Index von aY(v) Gber die Fixpunkt-
menge zu berechnen.

Die Methode, flir ein Problem eine passende Menge von Nennern zu wdhlen,wurde
in Arbeiten von tom Dieck und Segal (siehe [tDZ] und [P]) eingefiihrt und

in [W] ausfihrlich dargestellt. Wie man S geeignet wdhlt, beschreibt der
folgende Satz, den wir ;us [w] zitieren:

Es sei F eine Familie von Untergruppen von G, die abgeschlossen gegeniiber
Konjugation und Bildung von Untergruppen ist.

Ein G-Raum heifit F-frei, wenn alle Standgruppen der G-Aktion in F liegen.

1

satz 1.6 ([wW]) 1Ist F: = %QBC:G , dann gilt S§K(P) = O
fir alle F-freien G-R&ume P genau dann, wenn die

folgende Bedingung erfiillt ist. Fir jedes g ¢ F gibt

‘es einen Charakter 5 ¢ S mit 35(g) = O

Ist F = {1} , dann erhdlt man freie G-Mannigfaltigkeiten, und eine im ge-
wissen Sinne minimale Nennermenge -~ zumindest fir endliche Gruppen - ist

die folgende Menge SG , die in [P] eingefihrt wurde:

Sgt = { (reg - |G] )klke N}

Hierbei ist reg die reguldre Darstellung von G . Die Elemente von SG ver-

schwinden auf dem Einselement von G, sodaf nach dem obigen Satz SélKG(X) =0

fir alle freien G-Raume folgt.

Das Lokalisieren mit SG bedeutet also nicht eine Einschrénkung auf die Fix-

punktmenge eines Elementes, sondern auf den ganzen nichtfreien Teil von X .

Aus der Definition von Sg folgt SG<:Sg fir g+ 1 . Ist ¢: H — G die
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Inklusion einer Unterxgruppe und G zyklisch, dann gilt ¢*SG = SH und man er-
h&lt einen Homomorphismus ¢ : S;IKG(X) — S;IKH(X) .

Das fdhrt zu der schon angedeuteten modifizierten Definition der v-Invarianten.

Es sei uk= aY(v) die zu v geh6rende Symbolklasse.

In der langen exakten Sequenz des Tripels (B,9B,S) = (B(TY),B(TY),ayu S(TY),s(TY))
kommt ein freier G-Raum vor und daher induziert 3: (B,S8) — (B,9B) nach
Lokalisieren mit S einen Isomorphismus. Auf Kt(B,BB) ist der G-Index erkléart

G

und man definiert durch

Index -

» -1 J* -1 1
KG(TY) — sG KG(TY) e SG KG(B(TY),B(TY) I5y* S(TY)) — SG R(G) (1.8)

: K (TY) —> s-1 R(G) .

einen Homomorphismus Y <

Y
Die Gleichung EQ(U)(h) = v(h,Y) folgt sofort aus dem kommutativen Diagramm:

Pl

-1 i 1

4 - g -1 |
KH(TY) —_ sh I(H(TY) = sh KH(TY ) — sh R (H) (1.9)

« A ) i A~
V : | S Wl ¢ ' \
| § > i
~

# -1 -1 -1
SH KH(TY) sh KH(B,BB) sH R(H) —— €

\ 3 ~ A
AN i L i
N\ £$* | ] ////}

-1 > -1 -1
KG(’I‘Y) — sG KG(TY) &—— S _"K_(B,dB) —~>sG R (G)

G G

Die Restklasse von ?Y(U) in S&lR(G)/R(G) ist wieder unabhéngig von der
Auswahl von Y und ergibt nach Auswerten auf h¢G die oben definierte Funktion
h +— v(h,X) . Damit kOnnen wir die v-Invarianten als Elemente von S;IR(G)/R(G)

auffassen.

Bemerkungen:

1) Die a-Invariante einer freien G-Mannigfaltigkeit M 148t sich ganz analog
als Element von S;1R(G) interpretierenﬂ

2) Durch Anwenden des oben formulierten Prinzips,eine geeignete Menge von
R(G) als Nenner einzufiihren, erh&lt man auch fir F—freie - etwa fixpunkt-

freie - G-Mannigfaltigkeiten Bordismusinvarianten vom Typ der v-Invarianten.
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3) Das Vorhergehende 13Rt sich auch auf Sl—Aktionen anwenden:

Man hat nur eine passende multiplikativ abgeschlossene Menge S<:R(Sl)

zu wéhlen,

Ist Vv ein komplexer G-Modul, dann definiert man die Eulerklasse von V durch
A 1(V): = § (—1)iAi(V) und setzt (allgemein fiir eine kompakte zyklische

- o
Gruppe, siehe [tD3] )

Sc: = { A_I(V)kikeam,v Darstellung von G ohne triviale Summanden}(l.lo)

Da S;1KG(—) fir fixpunktfreie G-Mannigfaltigkeiten verschwindet, hat man
&—Invarianten in S;IR(G)/R(G) . Eine Formel (fir G = Sl) fir die durch
v = 1 definierte v-Invariante L(t,M) findet sich in [A—S4] . Analog zum
Fall einer endliéhen Gruppe ist dann die v¥-Invariante einer fixpunktfreien
Sl-Aktion - die &quivariant berandet - durch (0.11) definiert. Fiir eine ein-
gehende Diskussion von fixpunktfreien Sl-Aktionen siehe [O} . Die zur
a-Invarianten einer fixpunktfreien Sl-Aktion gehérende v-Invariante in
S_lR(G)/R(G) werde ebenfalls mit az bezeichnen. Sie unterscheidet sich
von -0 1i.a. um eine ganzzahlige Konstante.

4) Sc ist nur fir zyklische Gruppen sinnvoll, denn fiir nicht zyklisches G ist
bekannt, daf S;1KG(X) fir alle G-R&ume X verschwindet. Ist G zyklisch,

aber nicht unbedingt endlich, so 138t sich Sc noch etwas verkleinern; man

erhdlt Invarianten fiir freie G~Mannigfaltigkeiten:

S, = { )\_I(V)k kelN, G operiert frei auf der Einheitssphire S(V) des

komplexen G Moduls V } : (1.11)
Den Orbitraum einer solchen freien Aktion auf der Einheitssphidre S(V)
nennt man - fiir endliches G - einen Linsenraum L (V) .
Auf die Beziehungen zwischen den verschiedenen Lokalisierungen soll spéter

eingegangen werden.

Fir eine endliche abelsche Gruppe G lassen sich S;1R(G) und SglR(G)/R(G)

recht einfach Uberblicken. Ist reg wieder die regulire Darstellung, so bezeichnen
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wir R(G)/{reg) mit R(G)
Lemma 1.12  S_'R(G) = R(@ ®, z[1/161]

Beweis: Der Kern der kanonischen Abbildung p: R(G) — S;1R(G) besteht aus
den Vielfachen der reguldren Darstellﬁng, so daB man einen Monomorphismus

P: R(G) — S R(G) erhilt. Da (reg-|G|) unter p auf -|G| abgebildet wird,
ist [Gi in SG R(G) invertierbar und 7 18Bt sich kanonisch zu einem Homo-
morphismus F : R(G) ® z{1/1G1] — SélR(G) erweitern. 2z[1/1Gl] bezeichnet
die Lokalisierung von Z bei den Primzahlen, die |G| nicht teilen. Aus der
universellen Eigenschaft der Lokalisation folgt, daB die kanonische Abbildung
R(G) — R(G) ® Z[I/IGI] iber S;IR(G) faktorisiert und ein Inverses zu §

liefert.

Als unmittelbare Folgerung erhdlt man

SR @) /R = G)RQZG?D/IG!] - K 3 z_MELl (1.13)

Die irreduziblen Darstellungen 81,...,5 bilden eine Basis des freien

lel-1
Z-Moduls §T;T, so daB man den Elementen in S;1R(G) und S;IR(G)/R(G) auf
sinnvolle Weise ihre Koeffizienten vor Sj zuordnen kann, Fir die Invarianten
o und az wurdeh diese Koeffizienten in § O als getwistete Signaturdefekte
interpretiert. In Analogie dazu nennen wir bei anderen v-Invarianten diese
Koeffizienten in Q/Z v-Defekte Yi . Fiir den"ungetwisteten" Defekt Yv' der
der Summe der Yi entspricht, 148t sich die Definition, die in [A—S 5] far

den Signaturdefekt mod Z durch Integrale in den Pontrjaginformen gegeben wurde,

direkt tbertragen.

Als nichstes beschdftigen wir uns mit dem Definitionsbereich der v-Invarianten.
I
Fir Paare F,F von Familien von Untergruppen von G wird in [C—FZ] eine

Bordismusgruppe @n(G;F,F‘) von (F,F') freien G-Mannigfaltigkeit definiert.
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Auf den hier vorliegenden Fall spezialisiert erhdlt man die Gruppe C%(G)
aller geschlossenen orientierten G-Mannigfaltigkeiten (ohne Einschréankung

an die Standgruppen der G-Aktion), die Gruppe C%(G;F,{i}) der orientier-
ten G-Mannigfaltigkeit mit Rand, wo G frei auf dem Rand operiert (F = Familie
aller Untergruppen von G) und die Gruppe C%(G:{l}) = Qn(G) = Qn(BG) der

freien G-Mannigfaltigkeiten. Dazu gibt es eine lange exakte Sequenz

— 0_@:h 2 0@ o gerah 2 0 6l — a1

wobei i, und j, die VergiBf-Abbildungen sind und 3 durch Einschrinken auf den
Rand gegeben ist.

In [R] wird Kern und Bild des Homomorphismus j, fur endliche abelsche Gruppen
berechnet:

Allgemein gilt, daf j, auf der reduzierten Bordismusgruppe f1(BG) verschwindet.
Hat G ungerade Ordnung, so ist j,. auf den Koeffizienten §, injektiv, so daB
der Definitionsbereich der v-Invarianten genau aus $3(BG) Dbesteht. Hat G
gerade Ordnung, so liegt im Kern von j, auch die 2-Torsion von Q2,. Wir wer-

den spdter sehen, daB auf diesen Elementen die o-Invariante - so fern defi-
niert - ganzzahlig ist und az damit verschwindet.

Ist G eine endliche zyklische Gruppe, so lassen sich diese Aussagen auch leicht

direkt, etwa mit Methoden aus [C—Fl] und der Gysinsequenz des Bilindels

s SN BZn — le fir ., beweisen.

Im zyklischen Fall besteht G aus Primkomponenten ZPi und da ﬁ(BG) in

ﬁ(szg.) zerfallt (es sei BG = TTBZPL; aus der Bordismusspektralsequenz
p/lGt r

folgt,dafB ﬁ(BZﬁ4\BZq3) =0 far (p,q) = !, da schon der E,-Term verschwindet;

2

mit der langen exakten Sequenz zu Bzgv qus — BZPiqu3 — BzgquZé und

Induktion folgt dann diese Behauptung), hat man einen vollstdndigen Uberblick
tiber §(BG)

Fir p ungerade wird §¥(BZP1) als Q,~Modul durch die in § O definierten

Zﬁ,—Operationen auf den Sphéiren S2n erzeugt. an(BZg') verschwindet[C—Fl].
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Q*(BZZ) wurde von Burdick [B] , und Q*(Bzzw) von Katsube [Kat] untersucht.

Da H*(BZ2K) keine ungerade Torsion hat, folgt aus Satz 15.2 in [C—F,l] so-

fort Qr(Bzzk) = z HP(BZZK,Qq), so daB ein Element in ﬁ*(BZ x) hdéchstens
die Ordnung 2k haben kann - im Gegensatz zu {,(BG) mit IG[ ungerade ,wo

2

die Ofdnung mit wachsender Dimension zunimmt. Ebensowenig verschwindet
ﬁzn(Bzzk) ; aufer dem von den freien Zj:-Aktionen auf den Sphédren erzeugten
y-Untermodul enthilt §2A?ff)noch einen Untermodul H, von Elementen der
Ordnung 2 . Die Elemente aus HK liegen alle im Bild der Inklusion

~

an_l(Bzz) — an_l(BZZK) .

Bemerkungen :

1) Fir freie G-Operationen auf stabil-fastkomplexen Mannigfaltigkeiten hat
man ganz analoge Aussagen - nur fdllt hier die Sonderrolle der Gruppen
gerader Ordnung vollig weg.

2) Eine freie Sl—Mannigfaltigkeit M berandet natlrlich immer; das zur
Sl—Prinzipalfaserung ‘M - M/S1 assoziierte Scheibenbiindel liefert eine
berandende Sl—Mannigfaltigkeit.

Fir fixpunktfreie Sl—Aktionen siehe [O] .

Wir fassen zusammen:
Die v-Invarianten definieren einen Homomorphismus

2n

B, &, , (8G) ® K ®" — S;IR(G)/R(G) (1.15)

1 2 SO (2n)

Fir eine zyklische Gruppe ungerader Ordnung spaltet die lange exakte Sequenz

2n

(1.14) auf. Man erhdlt zu ve K (R™) ein Diagramm, dessen Kommutativitit

SO (2n)

sofort aus den Definitionen folgt, und das die v-Invarianten zu anderen,ebenfalls

durch den Index definierten G-Bordismusinvarianten in Beziehung setzt:

0 — Q (0 — & (6) — @2n(G;F;{1}) — 2, 4G — o0
\( b
| M

X
[ ! 1

v )
Fedg (Gy9)

L

Z

o — 1z — R(G) — S;lR(G) — S;IR(G)/R(G)——> o)
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§ 2 K-Theorie charakteristische Zahlen fir freie G-Mannigfaltigkeiten

Flir orientierte G-Mannigfaltigkeiten definieren wir mittels universeller
Symbolklassen verallgemeinerte charakteristische Zahlen.

Die bekannte Definition, mit der man einer Mannigfaltigkeit charakteristische
Zahlen zuordnet, 148t sich leicht auf singuldre Mannigfaltigkeiten (M,f) in
einem topologischen Raum X erweitern:

Ist ¢ eine charakteristische Klasse von M und [M] ein Fundamentalzyklus von M,
dann ist die Homologieklasse £, (c A[M]) von X nur von der Bordismusklasse der
singuldren Mannigfaltigkeit (M,f) abhdngig und geht fir X = % in eine
gewShnliche charakteristische Zahl iber,

In § O wurde deutlich, daB charakteristische Zahlen, die mit der Homologietheorie
H(-;R) gebildet werden, nicht ausreichen, um die Elemente von ﬁ*(BG) in
allen Dimensionen zu beschreiben. Fiir den komplexen Bordismus ist bekannt, daB
K-Theorie charakteristische Zahlen die Elemente aus QE(BG) bestimmen, so-
lange die Gruppe G periodische Kohomologie hat.

Wir greifen deshalb auch auf K-Theorie charakteristische Zahlen zurick. Die Homo-
logietheorie zur komplexen K-Theorie K, wird mittels des Spektrums

{ z x BU,u } definiert; eine ausfihrliche Definition findet man in [Ha].
Orientierbarkeit fiir die K~Theorie ist dquivalent mit dem Verschwinden der
dritten Stiefel-Whitneyklasse, so daB eine SO-orientierte Mannigfaltigkeit M
i.A. nicht fir die K-Theorie orientierbar ist. Die obige Definition ist also
nicht‘direkt anwendbar.

Das Ballbindel B(TM) des Tangentialbilindels einer Mannigfaltigkeit M hat eine
kanonische fast-komplexe Struktur und ist daher K-orientierbar.

Man wadhlt eine Einbettung von m" in Rn+m , m>»n und erhdlt eine Einbettung

des Tangentialbiindels TM - mRn+m mit Normalenblindel TN. TN ist isomorph

-+
zur gelifteten Whitneysumme T*(N & N) des Normalenbiindels von M in R
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mit sich selbst. Wie in [A—S4J wird verabredet, daf der zweite Summand denm
Tangentialblindel entlang der Fasern von N entsprechen soll. Damit ist die
Identifikation TN £ 7¥(N @ N) = TN & i 7°N & ©TX(N @ -C) eindeutig festge-
legt. Die K-Theorie Thomklasse eines komplexen Vektorbiindels E - wie sie
etwa in LAl] definiert ist - soll im folgendgn mit UT(E) oder einfach

UT bezeichnet werden. Will man die fiir die singulire Kohomologietheorie be-
kannten Beziehungen zwischen Umkehrhomomorphismus, Thomisomorphismus und
Fundamentalklassen erhalten, so wird man im Falle einer allgemeinen Kohomo-

logietheorie zur folgenden Fundamentalklassendefinition gefiihrt:

Zu einer Einbettung M" —~i» Sn+m mit Normalenbiindel N - orientierbar fiir die
+
Theorie - hat man eine kanonische Abbildung j:Sn o B(N)/S(N) und mit

dem Thomisomorphismus des Bindels N das Diagramm

> n+m oM
ST =5 k@, sm)
g | ~Up ™ (2.1)
K_ (M)

Als Fundamentalklasse der Sphdre wihlt man das Element [Sn+m]T das unter
dem Suspensionsisomorphismus auf 1¢ RO(SO) abgebildet wird (Suspensions-
isomorphismus passend zur Thomklasse!) |
Definition (2.2): [M]: = 3, [s™] v v

Diese Fundamentalklasse hat die von ihr erwarteten Eigenschaften, sie liefert
insbesondere ein Poincaréisomorphismus ntM)T: K* (M) —f% K, (M) .

Die Ubertragung auf Mannigfaltigkeiten mit Rand liegt auf der Hand. Beim

relativen Poincaréisomorphismus

K¥(TM) = K™ (B(TM),S(T™)) l§i§lﬁ—e K,(B(mM)) —BEx Ky (M) (2.3)

werden wir oft in der Notation den Homomorphismus pry unterdriicken.
Aus der Definition des topologischen Index in [A—SB] folgt sofort, daB
fir UeK°(TM) der Homomorphismus U «—> Ind, (U) durch U > MU n{}mM,STM]T)

gegeben wird. T ist hier die Projektion M —> ¥; deshalb kann man nach Definition



-20~-

des Kroneckerproduktes den Index von U auch durch < U,[BTM,STM]T >K be-
schreiben,

Anstelle von charakteristischen Klassen, die sich wegen des Fehlens eines
Thomisomorphismus des Bindels TM i.A. nicht von K*MM) nach K*(T™M) an-
heben lassen, benutzen wir Symbolklassen.

Da unter den Symbolklassen auch eine Eulerklasse vorkommt, sind nicht alle
Symbolklassen "stabil". Stabile Klassen erhdlt man, wenn man sich fiir gerades
n auf universelle Symbolklassen beschrénkt, die im Bild der Einschrénkung

n+2

n 2
)(FR y — KSO(n) R & R7)

(Rn) liegen, und fiir ungerades n

R

K
s0(n)
auf Klassen in KO(TM & R) = Kl(TM), die durch Elemente aus K

Kso (n+2

n+1
SO(n+1)(iR )

definiert sind.
Lemma 2.4 Die mit den oben ausgewdhlten Symbolklassen gebildeten K-Homologie-
klassen

£5(a,(v) A [TM] ) ex (X (n = 0(2))

L}

1(2))

£ (a,(v) n [TMeR]) K, (X) (n

sind Bordimusinvarianten der singuldren Mannigfaltigkeit (M,f)

aus  (X) .
n

Beweis: Es sei (M,f) e an_ (X) nullbordant mit Nullbordismus (W,F)

1

Aus dem kommutativen Diagramm

k° (B,S) x X, (B,3B) SEELIEN Koua,'é) B, K, (W, W)

- ls s

®%D) 5 K (8B,8) K, (8,8) 5

~ T / R

k°(8,5) x K, (5,8 —"— Kl(ﬁ) B K, (3W)

KSO(2n)

mit den Abkiirzungen B:= B(TW) , S:= S(TW) , B:= B(TW)law = B(TM#R) , BuS = OB
S:= S(Twhaw folgt, daB pr*(aw(v)n[BTw,aBTW] ) unter dem Randoperator 9

auf pr*(aM(v)ﬁ[B(TMaR),S(TM@R)] ) € K, (3W) abgebildet wird. Ist i die
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Inklusion des Randes, dann ist wegen Fei = f und igd = 0
f*(aM(v)r\[B(TM & R),S(TM & R)] ) die Nullklasse. Der Beweis fiir gerades n
verlauft &hnlich.

Damit haben wir einen Homomorphismus

= 2n
By + 2y 4 (BG) ® Koy h s R — K, (BG) (2.5)

M,£) 8 v —— f,(a,(A [ @ R]T)

definiert.

Bei der jetzt folgenden Berechnung von K (Rn) wird die fundamentale

SO (n)
. 2n 2n 2n-1
R . * = W
olle der Symbolklasse 1 deutlich werden. Zu KSO(ZnSR' ) KSO(Zn)(D ,S )

gibt es eine lange exakte Sequenz

o 2n o 2n o 2n-1

— KSO(Zn)(R ) — K (™) — K

SO (2n) soczm) 8 ) T (2.8

Es gilt natirlich KC (DZn) = R(SO0(2n)) .

S0 (2n)
Die S0O(2n)-Operation auf SZn—l ist mit der Identifizierung

S0(2n) /SO (2n-1) — g2n-t

vertrdglich und da man allgemein fir eine Unter-
gruppe H<G KG(G/H) mit R(H) identifizieren kann, folgt

3 2n-1 _ _ . 1 2n-1 _
KSO(2n)(s ) = R(S0(2n-1)) . Daher ist KSO(2n)(S ) = 0 und (2.6)

wird zu einer kurzen exakten Sequenz

2n j*

o — R™") = RSO(2n) ‘—iﬁ‘ RSO(2n~1) —— O (2.7)

Kso(2n)

Die Isomorphie KG(G/H) = KH(%) wird durch Einschrénken eines G-Vektor-

blindels E ;E# G/H auf das H-Vektorbiindel w—l(H/H) —> H/H definiert.

Es ist dann unmittelbar klar, daB der Homomorphismus i in (2.7) durch die
Inklusion 8S0(2n-1) < SO(2n) induziert wird. Die Bestimmung des Kernes von i
ist jetzt mehr oder weniger elementare Darstellungstheorie und findet sich sogar
in der riteratur (siehe [c})

Die &uBeren Potenzen der Standartdarstellung p, von so(n) auf R definieren

nach Tensorieren mit C Elemente Al... Xn in RSO(n) . Fiir i <n/2 ist
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A, ln—i und f4r gerades n spaltet A% auf in zwei Darstellungen
As Ay . Damn gilt ([ad1])

(V5 + "‘
(R0 |

RSO(2n+1) = z[kl,...,xn] und  RSO(2n) ist ein freier RSO(2n+1) - Modul,
der von 1 und A: erzeugt wird.

Das Element W : = } . ?;é DA+ D™ eRrsO(2n) , das in [A-H2] zum

Studium von Einbettungsfragen herangezogen wurde , 148t sich - wie man leicht
sieht ~ zusammen mit 1 ebenfalls als Basis des RSO(2n+1) - Moduls RSO(2n)
verwenden., Der Vorteil von U besteht darin,im Kern wvon i zu liegen, so daB

man zur Beschreibung von Kern i nur noch den Kern von i auf RSO(2n+1) kennen

- 2n

muB. Ein anderes Element in Kern i ist die Eulerklasse e i=0

-0, .
i

Fir die Beziehungen zwischen €, und der Symbolklasse ln gilt:

Lemma (2.8) 2U = e + ln

Beweis: Zuerst sei an die Definition von ln erinnert:

. . 2 .
Uber das kanonische innere Produkt und die Orientierung von R n definiert

A2n-k RZn

) . Nach Tensorieren mit €

man den ¥ Operator & : Ak0R2n) (

spaltet A*(Rzn) ® € in die < Eigenriume A+(R2n),A_(R2n) des Operators

ik(k—1)+n*- und zwar SO(2n) - &quivariant auf : A*(Rzn) ¢ = A+6R2n) ] A_(Rzn)

Die A+mR2n) sind komplexe SO(2n) - Moduln. Ist T: Rzg—ﬁ>¥ die Projektion,

dann hat man tiber D2n die Vektorbiindelsequenz

™A, ®") 2w @)

mit a(v,w) = vaw - vyw » WO A das duBere und v das adjungierte innere Produkt
ist,
. . . - - 2 L. .
Die Sequenz ist tiber der Sphére 82n %c p" exakt und definiert durch die
2n

Differenzkonstruktion das Element lne K R

SO (2n)
Aus den Eigenschaften der Differenzkonstruktion folgt dann,daR 1n unter

3 . Kso(Zn)GRzn) — RSO(2n) auf A+(R2n) - A_(Rzn) abgebildet wird. Wir

missen dieses Element mit der Differenz A: - A; + die man durch Aufspalten

von An(Rzn) erhdlt, vergleichen., Dazu faBt man RSO(2n) als Unterring
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von R(Tn) = Z[xl,xl-t...,xn,xnnll (= standard-maximaler Torus in SO (2n))

auf. Wie in [Pa] gezeigt wird, ist die Klasse 1 multiplikativ, d.h.

A

1. ®1 =1 ( 8 = duBeres Temorprodukt) . Es geniigt daher 1, zu kennen.
n m n+m 1
-1

1
Bild von l1 in RSO(2) = R(Tl) gerade X
t&t folgt, daf ln auf 1

Nach [A-S4] gilt A+(R2) =1+ x und A_(RZ) =1+ %, , so daB das

1

1 % ist. Aus der Multiplikativi-

n : ‘

I (x; "= x;) abgebildet wird. In [Adl] werden

i=1 n

- + - -

und A so normiert, daB A - A als Bild das Produkt I (x., - x. 1)
n n n j=q i

+

A
n

. 2n 2n, _ Dt 4
hat. Somit A (R™Y) - A_R"Y) = (-1) A=A .

114

Wegen der Isomorphie X, A . und At e AT = A gilt
i n n n

2n-i

2n
i=0

_ _q 1 _4y\D '_n+=,_n+_-___
2u = (-1) Xi (-1) Xn + 2(-1) ln e + (-1) (An An) e + 1n

Mit der Multiplikativitit der Klasse e folgt, da8 e in R(Tn) das Bild
n n

1T (1—x.1)(1-x.) = I (2 - (x.+xT1)) hat. Diese Darstellungen von e und 1
i=1 i i i=1 i7i n
in R(Tn) zeigen sofort, daB sie - und damit auch § - im Kern von i liegen.

Bemerkung:

Die Symbolklasse aM(e) hat auf einer gerade dimensionalen geschlossenen
’Mannigfaltigkeit M als Index gerade die Eulerzahl von M (aM(e) ist das Symbol
des Differentialoperators d auf dem de-Rahm-Komplex , Siehe [Pa]) . Die Be-
ziehung 2u = e + ln kann daher als eine Ursache flir die bekannte und leicht
direkt nachzuweisende Kongruenz zwischen Eulerzahl und Signatur e{M) = sign (M)

mod 2 angesehen werden.

Um den Kern von i auf RSO(2n+1) zu berechnen, fithren wir einen Basiswechsel

durch. Es seien 01

& -1
Setzt man pki. = Gi(x1+x1 -2,

reser Q) die elementarsymmetrischen Funktionen in n Variablen.
.....,xn+x; -2) in R(Tn), dann liegen die

pEi schon in RSO(2n+1)c R(Tn) und mit einem einfachen Basiswechselargument
(siehe [Hu], Cap 13, 5.4 ) folgt RSO(2n+1) = 2[pk,,....,Pk ] . Bei Ein-
schrdnkung auf RSO(2n-1) geht natirlich éki auf ﬁki und éﬁn auf O .,

Da e als Bild in R(T") gerade H(2—(xi+x;1)) hat, folgt e = (-1fgk  und der

Kern von i auf RSO(2n+1) wird von e erzeugt.
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Zusammengefaft:
2n. .
KSO(Zn)(R ) £ RSO(2n+l)-e + RSO(2n+1)un < RSO (2n) (2.9)
K1 GRzn-l) ist leichter zu bestimmen:
SO (2n-1)

Wie oben erh&lt man aus der langen exakten Sequenz des Paares (Dzn—l'SZn-Z)

die exakte Folge:

1 2n-1
0 — RSO(2n-1) — RSO(2n-2) — KSO(Zn—l){R ) —> O (2.10)
und damit
k! ®*™ 1) 2 Rso(2n-1)1 . © RSO(2n-2) (2.11)
S0 (2n-1) n-1 :
Bemerkung:

Fir fast-komplexe universelle Symbolklassen gilt wegen der Existenz des

Thomisomorphismus Ku(n)(cn) ¥ R(U(n)) .

Eulerklassen verschwinden auf ungeradedimensionalen Mannigfaltigkeiten, des-

halb erwartet man, daB dies auch fir e gilt.

Lemna 2.12 & (e) = 0 in X’ (m’" ! 3 g)
Beweis: Zundchst ist k1l daB sich Uber K1 (RZn—l) fakto-
1S: u C 1 es ar, aM SO(ZH-I)
risieren l&fRt:
K ®"™) . K(MM @ R)
SO (2n)
E \\\\\$ I
2n-1 o
g i* K‘so(zn—i)('R ® R)
i
-
17 2n-1 1
Xso(2n-1) ® ) . K (1)

Es genligt i*(e) = 0 nachzuweisen.
Die Konjugation mit einem Element An der Determinante -1 aus 0(2n) definiert

einen Automorphismus en von SO(2n) . Man kann An so wé&hlen, daB man ein

kommutatives Diagramm SO (2n) -Jﬁl—s S0 (2n)

i L [;
s0(2n-2) 901, SO (2n-2)

erhdlt.
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n n . .
(Etwa A : R — R mit A (e,) = -e,, A (e,) = e, i>1)
n n 1 1 n i i
Falt man RSO(2n) als Unterring von R(Tn) = Z[xl,x_l,...,xn,x;IJ auf,

so folgt sofort, daB Gn durch Vertauschen von x, und le auf RSO (2n)

operiert (siehe {Adl]) .

Daher ist e (und ganz RSO(2n * 1)) . invariant unter eg wdhrend Bo-q unter

1 2n-1

¥
0 auf -u__ SO(2n-1)(R )

n-1 abgebildet wird. Aus (2.11) folgt, daB in K

i
kein von O vefschiedenes'Element unter Gn fest bleibt. Das Bild von e
unter dem mit Gn vertauschbaren Homomorphismus

2n 1 2n-1

i: Ry — KSO(Zn—l)(R ) ist daher das Nullelement.

KSO(2n)
Als Hauptergebnis kénnen wir festhalten, daf nur universelle Symbolklassen

aus K

2n . ) )
so(gn)(R ) der Form P*H , WO P ein Polynom in den Elementen

kl,..., An ist, auf ungerade dimensionalen Mannigfaltigkeiten tiberhaupt

von O verschiedene charakteristische Zahlen liefern kdnnen.
Hat G ungerade Ordnung, kénnen wir un durch ln ersetzen, denn 2un = ln mod e

Ist P das zu TM @ R assoziierte SO(2n)-Prinzipalbiindel, dann definiert man zu
einer Darstellung ¢ € RSO(2n) ¢(TM)GKP(M) durch P X SO(2n)¢

® —— ¢(TM) * definiert gerade den bekannten, zu jedem SO(2n)-Prinzipal-
bindel definierten kanonischen Homomorphismus von A-Ringen RSO(2n) —» KO(M).

Kennt man die Symbolklasse aM(un) oder aM(ln) in KI(TM), dann erhilt

man alle anderen auf eine einfache Weise:
Lemma 2.12 aM(p*un) = B(M™)a, ()

Beweis: Ein Beweis folgt sofort aus der Kommutativitit des Diagramms:

2n 9] 2n
Xso(2n) ® ) & Kgg o) B —— Ky (on) ®T)
P,\;: lp“m v,*
X ® x R*") 8 ® —s x ® x rR2D)
SO (2n) SO (2n) SO (2n)
{m j& L
K(P X R°%) ® x(P/S0(2n)) 2 k(P x r2D)

SO (2n) SO (2n)
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Da die Isomorphie (X) = K(X/SO0(2n)) von der Projektion

KSO(2n)
g: X —> X/S0(2n) induziert wird, ist diese mit Tensorprodukten vertrdglich.
Die Symbolklasse aM(ln) hat gegeniiber der Klasse aM(u) einen gewissen
Vorzug: Sie ist multiplikativ.

aM(ln) 148t sich - ebenso wie das fir ln schon ausgefihrt wurde - durch
Aufspalten von A" (TM & R) ® € (bzw. A*(TM) fir dim M = 0(2)) mittels
Differenzkonstruktion definieren. Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften

der Klasse., U_(TM) = a (1 ) zusammen:
L M ' n

Satz 2,14 1) Fiir orientierte Vektorbiindel E und F gilt
UL(E)‘ UL(F) = UL(E ® F)
2) Ist E ein komplexes Vektorbiindel und UT die {bliche Thom-
klasse, dann gilt
E) = A" (E) ®
UL( ) (E) UT(E)
3) Schrankt man UL(Ezn) auf die Faser ein, so erhdlt man das

2"-fache des kanonischen Erzeugenden.

Beweis: 1) ergibt sich aus der erwdhnten Multiplikativitdt wvon ln .

2) braucht man nur fir Linienbilindel nachzuweisen, da sowohl UL(E) als auch
A" (E) und UT(E) multiplikativ sind. 3j: BSO(2) — MU(1) = MSO(2) ist jedoch
eine Homotopiedquivalenz und es genligt die Eulerklassen zu vergleichen:

Aus j*UL(E) =% -& und j*UT(E) =1 - £ folgt dann die Behauptung
E-E=01+D0-8 .

3) ist eine unmittelbare Folge von 2) ,

Pihrt man Koeffizienten ein, in denen 2 invertierbar ist, dann wird UL zu
einer Thomklasse.

Wir werden als Koeffizienten fast nur R: = z[1/2] benutzen. K*(-;R) und
K,(-;R) lassen sich flir endliche CW-Komplexe einfach durch Tensorieren

definieren: K(X;R): = K(X) ® R ., Fiir unendliche CW-Komplexe muf man fir
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K*(-;R) ein Spektrum BUZ[1/2] konstruieren: Auf dem H-Raum Z X BU ist durch
Addition der Identit&t zu sich selbst eine "Multiplikation mit 2"
f: 2 X BU — Z X BU definiert. Mit der Abbildungsfolge

Z X BU —&ZXBU £—+sz(}—£———~> .

konstruiert man als iterierten Abbildungszylinder BUZ[1/2] . Auf endlichen
CW-Komplexen erh&lt man dann K*(X;R) = K*(X) ® R . Wegen der Vertriglich-

keit einer Homologietheorie mit lim gilt K*(X,R)k= K,(X) 8 R auch fir unendliche
CW-Komplexe.

Fir die Theorie K(-;z[1/2]) sind wegen der Existenz der Thomklasse UL alle

SO (n)-Vektorbilindel orientierbar. Fiir KO(—;Z[I/Z]) wurde dies von Sullivan [Sﬂ
(mit einer anderen Tﬁomklasse) bewiesen. Man hat jetzt insbesondere einen uni-
versellen Thomisomorphismus ¢L: K*(BSO(n);R) —> K*(MSO(n);R) und kann tber
das Diagramm

2n Qpsoren), ~
Kso (2nf® ) —=%  RMSO(2n),R)

A .
b4
R o, | (2,15)

RSO (2n) ——>  K(BSO(2n),R)
die universellen Symbolklassen direkt als universelle charakteristische Klassen
interpretieren., Die Bilder der §Ri in K (BSO(2n)) sind die K-Theorie Pontrjagin-
klassen pki . Unter dem Cherncharakter geht pki in eine Kohomologieklasse Uber,
die mit der gewdhnlichen Pontrjaginklasse beginnt.
Arbeitet man mit R = Z[1/2] als Koeffizientenbereich, kann man sich den Umweg
tber das Tangentialbiindel ersparen:
Dafl die Thomklasse eines oriéntierten Vektorbilindels E miﬁtels des Poicaré-
isomorphismus der Mannigfaltigkeit (B(E),S(E)) dual zuf Fundamentalklasse
des Nullschnittes ist, gilt auch in der K-Theorie - solange alle Fundamental-
klassen durch "zusammengehérende" Thomklassen definiert werden., Da [TM]T mit
der Thomklasse eines komplgxen Blindels gebildet wurde, passen ETM]Tund UL i.A,

nicht zusammen; man erwartet daher eine modifizierte Thomklasse US zur Definition

derjenigen Fundamentalklasse [M]s € K,(M;R), die das folgende Diagramm kommutativ
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macht,

K*(TM & R;R) . (2.16)
i ,
)

" K, (M;R)

E sei ein orientiertes R-Vektorbindel der Dimension E . In K{E;R) ist
NEeec - E) invertierbar und somit ist

ﬁS(E) :=N(E®C - g)'l

ﬁL(E) wohldefiniert.
~ 2n -
@ ET =2 “UL(E))
Die Thomklasse ﬁs(v) des Normalenblindels einer Einbettung von M in Rk
definiert nach (2.2) eine Fundamentalklasse [M]s .
Zundchst fassen wir noch einmal die Beziehungen zwischen den verschiedenen
Thom- und Fundamentalklassen zusammen
E = 2 E E) = A ®B g - E
g, (& u_ (B) o, (® (E®c- BT (B
2n-

Ist ET ein komplexes Bindel und M n-1 eine stabil fastkomplexe Mannigfaltig-

keit, dann gilt:

C
]
]

*-—
AN (E - n)UT(E)

a
)
"

NoE - n)_lUT(E)

~—
2
N
=]
!
-
f S—
I

.
(-2) [M]S

/N
=
N
e}
|
-
| S——
i

-1)A% (TM 8 R)n[M],,

=
N
3l
!
-
| —
[}
i

A (M e R - n)n[M]T

Bemeikung:

Die mit ~ gekennzeichneten Klassen sind mit der gewdhnlichen d.h. durch UT
definierten Suspension in K* vertradglich, wihrend die unreduzierten Thom-
klassen Multiplikationen mit 2-er.Potenzen hervorrufen.

~

Mit diesen Wahlen gilt: U_(TM ® R) n [TMA;IR]S = [M] .

Auf dem Normalenblindel von TM haben wir, um ETM ® R]S mit [TM @ R]T zZu ver-
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gleichen, nicht die kanonische Orientierung,sondern die von der komplexen

Struktur herrihrende Orientierung zu nehmen.

(2 = konjugierte Klasse zu a), wobei jetzt TN die "komplexe" Orientierung hat.

Einsetzen der Beziehungen [TM % R]_ = A (TN - dim TN) -,\1 [ & YR]T '

S
T Sy _ ~ ~ = * S . ~
Us (TM 8 R) = ( l)nUS(TM & R), UL(TM @ R) A" (M @ ¢ dlm(RTM),\US(TM & R)

und A*(TM ® € - dimTM) = A® (TN - dimTN)-l liefert

U (TM 8 R) o [TM & R], = (-2)n[Mls = [M]s

und damit die Xommutativit&t des Diagramms (2.16).
Die Diagramme (2.15) und (2.16) erlauben es nun die zu Beginn dieses Paragraphen
mittels Symbolklassen definierten Bordismusinvarianten mit K* (;R)-Theorie-

Pontrjaginzahlen zu identifizieren.
Satz 2.17 £, (ay (V) n [tn o ER]T) = £, (pk_(TM) n [M]S)

Hierbei gilt v = §iw~ ln mod e i (Rzn) mit Ekw aus RSO (2n) und

n KSO(2n)
pkw die zu éim gehdrende Pontrjaginklasse in KP(BSO(Zn);R) .

Flr Gruppen ungerader Ordnung bédeutet das Einfihren von Z[l/Z]-Koeffizienten
keine Einschrénkung.

Die zu ln gehdrende charakteristische Zahl ist das Bild der Fundamentalklasse:

felay @) n[mer]) = £ (M) und der durch 1, definierte Homomorphismus

82(-,ln) wird zum Thomhomomorphismus:

w:Q, ((BG) ®R — K (BGiR) (2.18)

Bemerkung: Fir eine geradedimensionale orientierte Mannigfaltigkeit in
148t sich das K-Theorie Kroneckerprodukt <y,Ex]S> = Index (V'UL) e z[1/2]
in ein gewdhnliches Kroneckerprodukt umrechnen. Dabei zeigen sich die engen

Beziehungen der Fundamentalklasse [X]s zur Signatur:
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~~

Mit der Definition von [X] g 9ilt (Abbildungen wie in (2.2)):

et

< prfxu oo, jﬁ[sk]

’ ~ k
> =< 5% * >
s Tk j" (pr X\JUS(N) ’ [S ]T K

o % ~ k
< ch(j prﬁthUs(Nﬂ ., s ]H >H(—;Q)

ch ﬁS(N) € H*(B(N),S(N);®) 1&Rt sich als Bild unter dem Thomisomorphismus

schreiben : ch GS(N) = pf‘y\JUH(N)

~ : k . .k
<x, [x]S > = < prichomu priyou,, 3, [s ]H >y = < ch@uy , pr, (5, [s JAUH) >

< ch(vy , [x] >
Es bleibt die Klasse y(N) =y zu bestimmen. Mit Natfirlichkeit und Spaltungs-

prinzip fihrt man dies auf den Fall des universellen Linienbiindels Y tber

P_C =zurlick. Wegen B(Y)/S(Y),Q*Pmc gilt :

= _ L%l e _ .4l Ko o 1y Lax - & 1 -y
ch US(Y) =73 ch j US(Y) = j ch A" (y 1) 75 UT(Y) jch{ 2 Ty )
-x
= -2 r1=-e . = *
= - (5o )um (x=c, (y" )

Somit y(N) = Il (-(tanh xi/2) / (xi/2) ) . y(-) ist eine stabile charakteris-

tische Klasse und es gilt y(N) = y(TX)_l. Vergleich mit der zur Reihe x/tanh x

gehdrenden L-Klasse zeigt, daB sich die einzelnen homogenen Terme um Vorzeichen
: . n -1 2k _ 4k

und Potenzen von 2 unterscheiden :&ﬁy(TX)4k = 2 .Lk(TX) e H (X;09) .

ch X\)y(TX)_l und (-2) " ch wz(x)LJL(TX) haben damit den gleichen 2n-ten

homogenen Term. Insgesammt

2
< > = < > .
x o [Xlg 2% oy ch V") w LX), [X] >y o) (2.17)
Als Korollar erhdlt man <1, [x]s >K = sign X
und fir eine komplexe Mannigfaltigkeit x (—1)n < ATX) ’ [X]T >K = sign X

Das Auswerten eines Vektorblindels L auf der zu [X]T konjugierten Klasse

n

i=o (-1)* dim B (X;Q(L)). Damit geht das

ergibt immer die Eulerzahl 1y (X;L) = Z
letzte Kroneckerprodukt in eine alte Formel von Hodge x(X,A?TX*) = sign X Uber

(siehe [H4]).
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§ 3 Die Beziehungen zwischen charakteristischen Zahlen und v-Invarianten

Wir konstruieren einen Homomorphismus {y : Kl(BG) > S;1R(G)/R(G) , uber den wir
die v-Invarianten mit den charakteristischen Zahlen aus §2 in Beziehung setzen.
Es sei G eine endliche zyklische Gruppe,Y eine orientierte G-Mannigfaltigkeit
mit freiem Rand 9Y und 3Y/G = M . Ein Element v'eRéo(zn)(Rzn) definiert die
Symbolklassen aY(v)e KG(TY) und aM(v)e.Ko(TMEER) . Nach Konstruktion dieser
Elemente ist es klar, daB aY(v) unter der Einschrénkung und dem Herausdivi-
dieren der G-Aktion auf aM(v) abgebildet wird. Betrachtet man die lange exakte

Sequenz des Tripels (B(TY),3B(TY),S(TY)) und die auf den Gruppen definierten

Indexhomomorphismen, erhdlt man das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

1 o 3* o i o 1
— KG(TYay) — KG(BTY,E)BTY) — KG(’I'Y) — KG(quaY) — KG(B,BB)
1
N : 1
llndG ! 1ndG wY ¢ wM l (3.1)
0O — Z-reg > R(G) — S;IR(G) — S;1R(G)/R(G) — 0

Das Bild des ersten Indexhomomorphismus liegt in (reg) < R(G) , da G frei auf

dY operiert : Nach [A—Sl] ist fiir einen freien G-Raum X IG'Ké(X) nilpotent

; (IG = Augmentationsideal in R(G)) und da indG ein R(G)-Modulhomomorphismus ist,

muf das Bild von indG in (reg) liegen. WM ist auf Bild i* definiert.
Dem Diagramm (3.1) und der obenerwidhnten Beziehung zwischen aY(v) und aM(v)

entnimmt man sofort, daf die zu v gebildete v-Invariante in S;IR(G)/R(G) ver-

schwindet, wenn aM(v)e.Ko(TMeaa) = KS(T%BY) verschwindet, Sowohl 81 wie auch

(Rzn) interessant.

B. sind damit nur auf dem Untermudul R(SO(2n+1))-un cK

2
Die Definition von ¢ : Kl(BG)-+ SEIR(G)/R(G) :

SO (2n)

Der klassifizierende Raum BG wird approximiert durch die Folge der Linsenrdume

n 2n-1

L' (q) = Szn_l/G (Drehzahlen alle gleich 1, g := |G| ). Der freie G-Raum S

wird von der Scheibe D2n dquivariant berandet., Wegen Ké(B(TDzn),BB(TD2n)) =0

2n

iaD) definiert. Die Inklusion

: =. o
ist wLn(q) : wn auf ganz KG(TD
i : D2n -+ D2m ist G-&quivariant und induziert einen Umkehrhomomorphismus

n,m
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] ' 2n 2m s . .
ln'm : KG(TD ’BD)._+ KG(TD fBD) , der wegen der Vertrdglichkeit des G-Index mit

Umkehrhomomorphismen von Inklusionen mit den . wn vertauschbar ist. Definiert
man wn Gber den Isomorphismus Pn : Kg(TDZ?aD) = KO(TLn(q)@tR) == Kl(Ln(q))

’ v
auf der Gruppe KI(Ln(q)) , so wird aus der Vertauschbarkeit wvon wn mit in°m
14

die Vertdglichkeit mit i : K (Ln(q)) + K (Lm(q)) . Die Folge der VY _defi-
“n,m¥* 1 1 n

niert auf dem direkten Limes dieses Systems liﬂ KI(Ln(q)) = Kl(BG) den Homomor-
phismus ¥ : K, (BG) S;lR(G)/R(G) .

Die Definition von YP(x) 1&Bt sich in dem folgenden Diagramm zusammenfassen :

Zu xe.Kl(BG) gibt es ein n, so daf x im Bild von Ki(Ln(q)) hd KI(BG) liegt.

K, (BG) L . S.'RG)/R(G)
1 , G
P“'“’* TwD._h. (3.2)
AT 0R] -
K, (" (@) ST R mM@er) < K2 (TDZ?aD) - Kg('mzn)

satz 3.3 a) Ist |G| =1 (2) , dann gilt yoB, = B, auf 9] (BG)

1 2n-1
b) Ist |G|

i

O (2) , dann stimmen w°82 und 81 auf dem Ix-Unter-
modul von §2,(BG) iberein, der von den freien G-Aktionen auf den
Sphiren erzeugt wird. Auf den restlichen Elementen, die einen direkten

Summanden bilden, ist die o-Invariante ganzzahlig, d.h. az =0 .

Beweis:
1. Aus dem Diagramm (3.2) folgt sofort die Gleichung wsz = 81 fir die freien
G-Mannigfaltigkeiten (Szn-l,G): Unter ?oi* geht aD“ (v) auf anﬂ(q)(v)

und weiter auf (i ), (dpn (g Wa[TL™ (@ @ R]) = B, (Ln(q);in'm),V) in

K, (BG) . Die rechte Halfte von (3.2) ist die Definition 81((52”“1

/G V),
so daB aus der Definition von y die Behauptung folgt .
2. Wir zeigen jetzt die Behauptung fir ein Produkt X X(Ln(q),i) mit XeQy

Zundchst bendtigen wir eine geeignete 2Z-Basis von RSO(2n+l1) = Z[ékl,...,ékn] .

Sind ci die elementarsymmetrischen Funktionen in den n-Variablen tl""’tn ’
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dann gibt es nach einem bekannten Verfahren (siehe [Mi]) zu jeder Partition
W von k ein eindeutig bestimmtes Polynom S, , so da8

NGRS ISR T R
wobei Uber alle Monome in tl""’tn zu summieren ist, die durch eine Permu-
tation der Variablen ineinander Ubergehen. Die Sm bilden eine Z-Basis von
Z[Ol,...,cn]. Insbesondere sind die Polynome %D(ﬁkl,...ﬁkn) eine Z-Basis
von RSO(2n+1). Wie in [Mi] folgt dann fir orientierte Blindel E,F Uber M die

Whitney-Summenformel

5,(Pk, (E @ F),...,pk (E®F)) = ) S (pk (E),...)* S _(pk (F),...) (3.4)
E+T=W
. 2n ~
Es sei jetzt VG:KSO(Zn)(R ) von der Form Sm(pkf'pkr) ln+m .
. 2n-1 ] " 2m n
Wir berechnen Bz(x X S ,v) : Das Tangentialblindel T(X" % L (q)) $ R

spaltet als Whitneysumme pri TX 3 pr; " R und wegen der Multiplikativi-

(L, ) = priUL(TX)u prZUL(TLn ® R) . Zusammen mit

tat von ln gilt ay  t%nm

(3.4) folgt

= * * L]
3yp, (V) WZE:w pr'} (s, (Pk (TX),...) * U_(TX)) v pr (s (pk, (TL),...) * U (TLR))

Die Fundamentalklasse PT(XXLn(q))&R] ist das Produkt der Klassen [TX] und

[TL@R] (deshalb
Byyr, W [TXLY&R] = J(s_(...)» UL (TX) o [TX] ) * (s_(...) + U (TLeR) n [TLeR], )

Mit T : X — #* —> BG berechnet man

]

B, (XXL,v) = (TXi ), (a,. (¥) n [Txxv ® R] )

XXL

n ~
L < sg(pk, (TX),..) wU_(TX) , [Tx}T > By (@, s Bk, 1)

] ind_(s_(pk, (TX),..) vU_(TX) ) B, (L (@) , s_(pk,,...) = 1)
E+T=0 X' E 1 L 1 T 1 n

Die Gleichung Bl(XXL,v) = BZ(XXL,V) folgt dann sofort aus dem Multiplikativi-

tdtsaxiom fir den Index, wie es in [A-S3] angegeben ist.
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3. Ist |GI ungerade, dann spielt es keine Rolle, ob wir ln oder un verwenden

2n+2m

(siehe § 2), daher nehmen w°82 und 81 fir alle vek ) auf

50 (2n+2m) ®
dem Produkt qu{Ln(]Gl) den gleichen Wert an. Weiterhin bilden fiir lGIE 1(2)

die Elemente (Ln(lGl),in) ein System von {lx-Modul-Erzeugenden fur ﬁJBG)

(siehe § 1) und damit gilt w682= 81 auf ganz ﬁJBG).

Sei jetzt [G] gerade. Wir berechnen zuerst, wie sich aXXL(un+m) in ein Produkt

von Symbolklassen zerlegen 1&Bt: Nach (2.8) gilt
2 22U = (e +]l Je(e +1 ) = e .e + 11 +1l-.e + e -1
m n m m nn n m nm m n m n

= e + 1 +e.l +1lee =21 + el +1se
n+m n+m m n m n n+m m n m n

. 2n+2m
in Koo (omyxso (2n) ® ) -

Da lﬁ en im Kern von a liegt,folgt

XXL

Auxr, (M) = ax(lm+em).aL(2un) - agle )ea (1)
= ax(lm)'aL(Zun) + ax(em)~aL(2un—ln)
= ax(lm)-aL(Zun) und daher
aXXL(un+m) = ax(lm)~§L(Un) ; (3.4)

Fir die Gleichheit von w°82 und 81 kann man daher wie unter 2. schlieBen.
Auf dem von den freien G-Aktionen éuf den Sphéren SZn—l erzeugten {,-Unter-
modul von ﬁgBG) gilt damit w082 = 61 .
Die restlichen Elemente haben alle die Ordnung 2, bilden einen direkten Sum-
manden und kommen von ﬁ*(Bzz) (siehe [Kat]) . Die zu 4 gehdrende v-Invariante
hat auf diesen Elementen héchstens die Ordnung 2 und deshalb verschwindet auf
ihnen die aZ-Invariante. Da wi; hauptséachlich an az interessiert sind, und
zudem die zu y gehdrende v-Invariante durch Stiefel-Whitney Zahlen (im Sinne

von § 0) bestimmbar ist, verzichten wir auf den Vergleich der charakteristischen

Zahlen und v-Invariantén auf diesen Elementen.
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Wir setzen {Mls: =U (M @ R) n [TM + R]T flir eine ungerad-dimensionale orien-
tierte Mannigfaltigkeit M ., Nach Einfiihren von Z[1/2] Koeffizienten ist

[M]s , wie wir in § 2 gesehen haben, wirklich eine Fundamentalklasse.

Korollar 3.5 Es sei G endliche zyklische Gruppe. Der Thomhomomorphismus

we @, (BG) — K (BG)  w(M,£) = f*[M]S 188t sich tber

Y KI(BG) — SglR(G)/R(G) mit dem durch az—gegebenen Homo-

morphismus (—lruzz 9) n_1(BG) — S~1R(G)/R(G) identifizieren.

2

Als nachstes untersuchen wir Kern und Kokern von ¥ .
Flir eine zyklische Gruppe G hat man die Lokalisation mit
Sa = { X_l(V) ‘ G operiert frei auf der Einheitssphdre des komplexen G Moduls V }

zur Verfigung.

Lemma 3.6 a) Fir eine zyklische Gruppe G ist S;IR(G)/R(G) eine Untergruppe

von sg1R<c>/R<G)

b) Ist G eine zyklische P-Gruppe, dann gilt

S;IR(G)/R(G) - sélR(G)/R(G)

el
Beweis: Es sei R(G) = z[A]/(X" -1) . Operiert G frei auf S(V) dann ist
V eine Summe von Darstellungen At mit (!Gi,i) = 1 und da regG-IGl durch
solche AY -1  teilbar ist, ist AY -1 in S;IR(G) eine Einheit. Da  h_,

-1z (G)

Summen in Produkte Uberfiihrt, besteht das Bild von Sa unter P:R(G) ——ﬁ‘SG

_lR(G) . Da (reg) ¢ R(G)

aus Einheiten und p faktorisiert zu p: S;IR(G) — SG

1

im Kern von R(G) —> S; R(G) liegt, ist P injektiv und a) bewiesen.

Fir G = Zﬁ' ist p in S;IR(G) invertierbar:
P_ 1P ip"\.41 _ vP-
1-0% = [P nH(F)at = 1B

. a .
1 (-1)%(p)'kl ist durch p teilbar, und aus der

0] 1 i

X
Invertierbarkeit von (1-—)\)p in SalR(G)  folgt die von p . Aus diesem Grund

faktorisiert p: R(G) ———+S;1R(G) iber SglR(G) — S;IR(G) .

Zur Definition der v-Invarianten kann man nach (1.6) auch mit Sa'lokalisieren.

Man erhilt einen Homomorphismus Y: Kl(BG) — S;IR(G)/R(G) .
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Satz 3.7 Fir eine endliche zyklische Gruppe G ist w:Kl(BG) — s;lR(G)/R(G)

ein Isomorphismus .
. . . 2 . .
Beweis: Man bildet mit Y = D°" und den Umkehrhomomorphismen der Inklusionen

in m D2q~———¢ D2m den direkten Limes des Diagramms (3.1) und erhilt das fol-
14 .

gende Diagramm mit exakten Zeilen:

. o 2n-1 . o 2n 2n . O e 201 .
0 ——>1_1n_gKG(Ts )——yl%n,KG(BTD ,0BTD )———a;_;%z_gKG(TD ) KI(BG) — 0
|
W Y
v
0O — Z req ——y R (G) > S;IR(G)-————75;1R(G)/R(G) — 0

_ Wir zeigen, daB die ersten drei vertikalen Homomorphismen Isomorphismen sind.
a) Kg('rs‘?n'l) — 5 Z.reg

Eine bekannte Eigenschaft der Indexfunktion ist es, mit dem Ausdividieren einer
ffeien G-Aktion vertriglich zu sein. Unter der Identifikation

KG(Tszn-l) = KP(TLn) Jﬁ%EL»KO(Ln) erhdlt man aus der Indexfunktion den von der

Projektion auf einen Punkt induzierten Homomorphismus, der hier ein Isomorphismus

0
13

ist (Ko(Ln) ke 22 .
: o n n
b) 1_“_153 KG(BTD ,9BTD") —— R(G)
Mit dem Thomisomorphismus der Inklusion des Fixpunktes erhilt man ein kommutatives

Diagramm, aus dem mit der Definition von indG sofort die Behauptung folgt.

9

'L-
ny . Z Kg(*)

Kg (8TD>" | 3BTD

lf ()’ | H

L.
Kg(s'rnzm,asfrnzm) e Kg(%)

, 2n -1
c) l&E LG(TD )y — Sa R (G)
BTDzn/STD2n ist der Thomraum des Biindels TDznf——9 DZnC‘Cn und da D(En) eine
fast-komplexe Mannigfaltigkeit mit Rand ist, hat man einen Thomisomorphismus

KG(TDzn) é—é— KG(Dzn) . Wegen der verschiedenen komplexen Strukturen auf den
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Normalenbtindeln hat man statt ¢ ¢ - d.h. den Thomisomorphismus mit der kon-

jugierten Thomklasse zu wihlen, damit das folgende Diagramm kommutiert:
é
K (T0°%) 0  x_(0°%
G = G
I v
l a’n‘m)v' : ﬁ!’n"‘\f'

Thy

2m 2m
KG(TD ) e KG(D )

N

Das Diagramm 148t sich fortsetzen, wobei i: * —=> D die Inklusion des Fix-

punktes ist

Kb(Dn) _ K. ()

N

> A\
Lam)” x_ (DM h

. G \("*
v [Lom) . o

m
K, (") = X ()

v
Da in*mQ in é die Multiplikation mit der Eulerklasse des Normalenbiindels V
4 ’

von D® in D™ ist, hat man fGr h die Multiplikation mit (l-k)m_n = A_I(U) ein-

zusetzen um Kommutativitdt zu erreichen.

Damit gilt lim (X (TDzn),iY) = lim(R(G); Multiplikation mit (1-))). Das direkte
~ G —

System R(G) - R@)  (R(G) =R(G)) 148t sich durch

R(G)n<———e S;IR{G) x+——sx /(1-1)"  in das konstante System S;lR(G) ab-

bilden. Man erhdlt einen Isomorphismus lim KG(TDzn) = S;IR(G) . Indem man

n

wieder die Definition von indG heranzieht, stellt man fest, daf dieser Iso-

morphismus von lim @Dn induziert wird.
n

Bemerkungen:

1) Ohne Mihe iibertr&gt man das.Gesagte auf den Fall G = S1 . Man erhdlt eben-
falls einen Isomorphismus i: Ko(Bsi) — S;lR(Sl)/R(SI) und das Uberein-
stimmen von charakteristischen Zahlen und v-Invarianten.

2) In [w] wird gezeigt, daB man ganz allgemein fir eine endliche Gruppe G

Kl(BG) in SglR(G)/R(G) einbetten kann.
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Beschreibungen der Homologie von BG durch einen Quotienten einer lokali-

sierten &quivarianten Kohomologiegruppe S’ltG und einer Kohomologie-

~

gruppe t., in die die Isomorphie Kl(BG) = S;lR(G)/R(G) einzuordnen ist,

wurden von tom Dieck gefunden. In [tD 1] wird z.B. eine exakte Sequenz
0 —» U —— U; — s-lug — U, (BG) — O

hergeleitet.
Fir zyklisches G 1&Bt sich K*(BG) leicht durch die Gysin-Sequenz des

Bindels B — - ps! berechnen. (Fir G = B siehe [Vl]) .
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§ 4 Der Hurewicz-Homomorphismus fir MSO

Das Ziel dieses Paragraphen ist es, zu bestimmen inwieweit die in § 2
definierten charakteristischen Zahlen und damit die v-Invarianten, die
Bordismusklassen in ﬁ(BG) festlegen. Unser Vorgehen orientiert sich am
stabil-fast~komplexen Fall.

Fir ein Spektrum {En} und eine Homologietheorie h wird die h-Homologie des
Spektrums durch hn(g): = L%g,hn+r(Er) definiert. Mit S soll das Sphiren-
Spektrum, das die stabile Homotopietheorie WS definiert, bezeichnet wer-
den. Ist die Homologietheorie h - etwa durch ein Spektrum {Fn} gegeben -
multiplikativ, so erh&lt man durch das Einselement le.ﬁo(SO) eine Abbil-
dung von Spektren S * E und damit eine natiirliche Transformation

H: WS(-) —> h(-) - den stabilen Hurewicz-Homomorphismus. In dieser Sprache
ist der Satz von Hattori - Stong dann folgendermaBen formulierbar:

"Der Hurewicz-Homomorphismus H: Wg(gg) — i*(gg) ist ein spaltender
Monomorphismus” .

Die Gruppe wi(uy) ist nach Definition gerade Qz(*) und das Bild einer
Bordismusklasse unter H besteht aus einer "Ansammlung” von charakteristischen
Zahlen - dies liefert den Zusammenhang zwischen dem Satz von Hattori - Stong
und charakteristischen Zahlen. Wir bendtigen ein analoges Resultat fir das
Thomspektrum MSO . Durch direktes Ubertragen der Methoden aus [Haj werden

wir den folgenden Satz herleiten:

Satz 4.1 Der stabile Hurewicz-Homomorphismus
S -~
B omoMso) ® z[1/2] — ¥, ms0;z[1/2])

ist eine Bijektion auf einen direkten Summanden.

Mit U soll das die K-Theorie definierende Spektrum bezeichnet werden. Damit
. SO . SO
ist auch Q7. (U) definiert und man hat die bekannte Beziehung Q,?(g) = K/MSO),

die beim Beweis des Satzes von Hattori - Stong entscheidend eingeht.
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Beweis von 4.1: Es sei wieder R = Z[l/ﬂ

In dem Diagramm,

= [ ~ ~SO = ~80 4k
T g am MSO (4m)) ® R > My, (MSO) ® R = Q (%) @ R4—— K (S ;R)
lE
H, H H (4.2)
v
K (MSO (4m) ;R) K, (MSO;R) = QSO(U-R) — (S0 (ZXBU;R)
4n+4m ! 7 gp =t 4n =’ 4An+4k !

in dem die horizontalen Abbildungen die kanonischen Homomorphismen in den

direkten Limes sind, ist die die linke Seite nach Definition von Hm und H

+ +

kommutativ. H wird induziert durch [s°7"4™ mso(4m)] — [s?0HIM 5*, 150 (4m) ny, ]

f b 7 ff\ik
wobei ik: §k — gk die k-te Komponente der Spektrenabbildung § — U ist.
. 2k . >, 2k ~ 3,0
le: 8" — g2k = ZXBU entspricht unter K(S7) = K(S°) = K(%¥) der
2k-fachen Einh&ngung des Einselementes, ist also - das Vorzeichen je nach Kon-
vention - das Bottelement in R(SZk) . i4k induziert kH . Damit stellt

man sofort die Kommutativitdt des rechten Diagrammteils fest. Insbesondere
ist " ein 00 e R-Modul-Homomorphismus.

Der Beweis verlduft in zwei Schritten:

a) Fir n = o benutzt man die linke Seite des Diagramms (4.2) um zu zeigen:

H ist ein Isomorphismus auf einen direkten Summanden,

b) Fir n» o folgt die Behauptung aus der Tatsache, daB kH ein ) ® R-Homo-
morphismus ist unter Verwendung von a), der rechten Diagfammseite und der
Kenntnis der Q,-Struktur von , (ZxBU).

Da Q4n ® R ein endlich erzeugter freier R;Modul ist, genligt es zu zeigen,
daB wenn x¢ Q4n ® R nur durch * Zi teilbar ist, dies auch fiir H(x) gilt:
H(Q4n ® R) liegt in einem endlich erzeugten direkten Summanden F von K, (MSO)

und die Teilbarkeitsbedingung impliziert die Torsionsfreiheit des Kokerns von H

in F, aus der - wie flr den Ring Z - die Freiheit von F'/H(Q4n ® R) Uber R folgt.



Es sei x ¢ Qig ® R nur durch £ 2t " teilbar. Klar ist, daB, wenn

Y S .o s + i ; .
kH(x) € Q4n+2k(z BU;R) fiir jedes k nur durch 2 teilbar ist,
dies auch fir den Limes der kH(x), also fir H(x) gilt. Aus (4.2)
folgt dann natirlich auch, da8 die Homomorphismen

H (MSO(4n)) ® R — K(MSO(4n);R) (4m € 4n+4)

m’ 7T4m+4n
diese Eigenschaft besitzen, insbesobdere daf Hm ein Isomorphismus auf
einen direkten Summanden ist.

Zu a) Qio ® R wird von 1 erzeugt. Wir zeigen Hk(l) ist nur durch eine
Potenz von * 2 teilbar.

1 € Qo ® R entspricht unter der Thom-Pontrjagin-Konstruktion

n4n(MSO(4n)) ® R der durch die Inklusion s: 343___, MSO (4n)

e

Q ®R
o
gegebenen Abbildung. In RP(MSO(4n);R) liegt die Thomklasse UL des

universellen 4n-Biindels iiber BSO(2n) . Es folgt, wegen

4n]‘ s = 2n

4n :
< > =< . > =< g* = *
up H_(s) M ]T X s*u_,[s7 ], >y 2

K L

daB Hn(l), H(1) und auch kH(l) nur durch % 2t teilbar sind.

i

b) Es sei k fest und x € 2, ® R(n>0) ein Element, das nur durch * 2

4n
teilbar ist. Bekanntlich ist §, ® R eine Polynomalgebra tber R und

ﬁ*(ZXBU;R) ein freier graduierter , ® R-Modul. Ist {qi} eine homogene
Q ® R-Modul-Basis von {,(zZXBU;R), dann 148t sich | H(1)e ﬁék(ZXBU;R) als

Linearkombination der qi schreiben:
s .
= i Q R
kH(l) zi=1qixi mit X, e Q, ®

Die Elemente KyreeerXg lassen sich gemeinsam nur durch Potenzen von *2
teilen, denn dies gilt fir kH(l) nach a). kH ist ein 2, ® R Modulhomo-

morphismus, und das inpliziert
(HE) = (H(Dex = ] aqexex

Teilt jetzt die Zahl 4 das Produkt X, X, dann muB wegen der Voraussetzungen

-]



~42~

an x und da , ® R eine Polynomalgebra ist, d das Element X, teilen.
" o

Wird kH(x) durch 4 geteilt, dann auch jedes der XX, somit alle xi ’

und das impliziert, daf 4 eine Potenz von *2 ist.

Bemerkungen:

1) Wie in [Ha] folgt dann als Korollar von (4.1), daB jeder Homomorphis-
mus £: Qig ® R —> R durch ein Element x aus K*(BSO;R) als Auswer-
tungsabbildung auf x gegeben wird:

fm)=<gﬂnm]>K
(g = klassifizierende Abbildung des Normalenbiindels von M).

2) Ebenso erhdlt man aus (4.1) einen Beweis flr den in [StZ] bewiesenen
Satz, daB alle Relationen zwischen Pontrjaginzahlen einer orientierten
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit aus der Bedingung

< Pkm(M),[ML;>K =< Ch(Pkw(M))\)ﬁ(M),[M] >y (und der Ganzzahligkeit

der Pontrjaginzahlen) folgen.

Unser nichstes Ziel ist die Anwendung von (4.1) auf ﬁ*(BG).

Lemma 4.3 Es sei X ein CW-Komplex fiir den die Bordismusspektralsequenz
mit Koeffizienten in R zusammenbricht. Dann brechen die Atiyah-
Hirzebruch-Spektralsequenzen
H, (X;K,(¥;R)) == K,(X;R) und H,(X,K,(MSO;R)) =2 K, (XxMSQ;R)

ebenfalls zusammen.

Beweis: Der Thomhomomorphismus U: ,(%x) ® R — K, (+,R) wird auf den
Koeffizienten durch die Signatur gegeben und ist daher surjektiv und spaltend.
Mit der Natlirlichkeit der Spektralsequenzen folgt die erste Behauptung aus
der Surjektivité&t des durch i auf den Ez—Termen induzierten Homomorphismus

H, (X;2(x) ® R) —> H,(X;K,(%R)). Das X-Produkt liefert einen Homomorphis-
mus zwischen den Spektralsequenzen

H,(X:K,(%R)) @ ¥ ,MSO;R) == K, (X;R) ® K, (MSO;R) und

H, (X;K,(MSO;R)) ==> K, (XAMSO;R) . Da K,(MSO;R) frei Gber R ist, induziert
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dieses Produkt einen Isomorphismus und aus dem Zusammenbrechen der ersten

Spektralsequenz folgt die zweite Behauptung.

Satz 4.4 PBricht flir X die Bordismusspektralsequenz zusammen, dann ist
der Hurewicz-Homomorphismus

H: Q,(X;R) ——> R*(Xt\M§Q;R) injektiv .

Beweis: H definiert einen Homomorphismus zwischen den jeweiligen Spektral-
sequenzen, der auf den Ez—Termen vom Koeffizientenhomomorphismus

0y ® R — K (MSO,R) induziert wird und wegen (4.1) dort spaltend injektiv
ist. Mit (4.3) folg; B2 = E_ fir beide Spektralsequenzen und damit die

Injektivitat von H.

Als nédchstes soll H mit charakteristischen Zahlen in Verbindung gebracht
werden.
Mit BSOk werde eine Folge endlicher Skelette, die BSO approximieren, be-

k k

N
zeichnet. Das Slantprodukt K™ (BSO ;R) X K,(BSO™XX;R) — K_(X;R) defi-

niert einen Homomorphismus

w: K*(BSO X X;R) —— ]_._J%n) Hom(K%(BSOk;R) K (X;R))

der in der Variablen X natiirlich ist. Da K¥(BSOk;R) frei Gber R ist, folgt

W ist ein Isomorphismus. Zusammen mit dem universellen Thomisomorphismus

erhdlt man einen Homomorphismus
H > + ~ . W . * k
T: Q*(X;R)——a Kx(X/\¥§9;R) = K(XXBSO,R) —=— lim Hom (K™ (BSO iR) ,K (X;R)) (4.5)
' L

der fir X mit trivialer Bordismusspektralsequenz injektiv ist.

Die zu T adjungierte Abbildung (k genligend grof)

k

T: Q_(X;R) X K°(BSO";R) —— K_(XiR)

liefert normale-charakteristische Zahlen und 138t sich daher im wesentlichen
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mit 82 (§2) identifizieren.

Dazu erinnern wir zuerst an die Thom-Pontrjagin-Konstruktion f£ir
+

Qn(x) —— wn+k(x ~AMSO(k)) .

Es sei (M,f) ¢ Qn(x) gegeben und (v,V) die klassifizierende Abbildung

. k . . n . n+k
des Normalenblindels N einer Einbettung von M in S
v
N —— E
k
Ty g,

M® Y BSo(k)
Durch (foﬂN)Xv erhidlt man eine Abbildung

Ty x N)/S(N) — X'A(B(E, )/S(E
(fnTTN)\).B()S() ~( (k S( k))

und mit der kanonischen Abbildung Sn+¥——~2—+ B(N) /S(N) ein représentieren-

des Element g in ﬂn+k(xt\MSO(k)) . Betrachtet man das kommutative Diagramm

e
j LoW)aVy
x;é(sn*k,R) Jx . K,(B(N),S(N);R) LIS %, (X" MSO (k) ;R)
‘ 4 .
{ , 5l ¥z (Thomiso.)
5 Oy e
Ky (MXM;R) _ . (4.6)
S ¥ X3 )
v N
K ,(M;R) Pkt le g (XXBSO(K) iR)

so folgt, daB g [s"*] e &, (x"\Ms0 (k) ;R) aurch ¢;1((fXT))°A)¥ M] ge-
geben wird, denn (ijX [Snﬂ(] definiert gerade [M] .

Andererseits ist g%[sn+k} nichts anderes als das Bild von (M,f) unter dem
Hurewicz-Homomorphismus. Daher gilt: ¢§ H(M,f) = (fxﬁ)fﬁ«[MJ und unter
der Identifikation w geht - wie das folgende kommutative Diagramm zeigt -
dieses Element in den Homomorphismus x —» £, (V*(x)n [M]) dber .

~
K" (BSO) ® K, (XXBSO) ———> K,(X)

¥
A

}
& |

%i

K* M @K, M) 0 ——" s x M)
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Auf BSO gibt es eine Involution i die Normalen- in Tangentialbilindel Gber-
fihrt, so daB der Ubergang von normalen- zu tangentialen charakteristischen
Zahlen keine Schwierigkeiten bereitet., W&hlt man die Thomisomprphismen mit
der Thomklasse Us (§2), so zeigt (2.17), daB Hom(i,id):T zu 82 adjungiert

ist. Ist G eine zyklische Gruppe ungerader Ordnung, so ist die Bordismus-

spektralsequenz flr BG trivial und es folgt:

Satz 4.7 B,:2.(B0) —— lim Hom (x* (Bs0 )
X

) /K, (BG))
ist injektiv und die "K-Theorie-Pontrjaginzahlen" aus

KI(BG) bestimmen die Bordismusklassen in ﬁ*(BG) .

Korollar 4.8 Die Atiyah-Singer-v-Invarianten bestimmen flr eine zyklische

Gruppe ungerader Ordnung die Bordimusklassen freier G-Mannig-

faltigkeiten in Q@) .

Bemerkungen:

1) Qx ® R —— H,(MSO;R) ist ebenfalls injektiv, jedoch nicht spaltend.
Nur in dem Dimensionsbereich 2n-1< 2p-2 erhdlt man einen spaltenden
Monomorphismus H*(BZP;Q*) —_ H%BZP;H*(Mgp)j .

2) Der Moore-Raum M(p)‘= e%v%sl ist das 2-Skelett von BZP und daher

ist der Hurewicz-Homomorphismus
Qu(%2,) = QxM(p)) —— K MSOAM(P) = K, (MS0;2)

injektiv. Im Gegensatz zu gewdhnlichen - mod p-Pontrjaginzahlen bestim-
men daher K(;ZP)-Pontrjaginzahlen die Bordismusklassen mit ZP—Koeffi-
zienten. Insbesondere kann man fir die Elemente aus Q(*,ZP), die durch
Mannigfaltigkeiten mit Singularitéten représentiert werden und denen man

eine Signatur in ZP zuordnen kann (siehe [M—S]) eine Signaturformel

mit diesen Pontrjaginzahlen herleiten,
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§ 5 Die Isomorphie W=_FI(BG) —_— S;IR(G)/R(G)

In diesem Paragraphen sollen die Natlrlichkeitseigenschaften der Bijektion ¥
untersucht werden. Entscheidend ausnutzen werden wir den Umstand,‘daﬁ fir die
v-Invariante aZ die Interpretation durch die &quivariante Signatur, d.h. das
Anheben zu einer C-wertigen Invarianten, méglich ist,

Durchvw lassen sich die von Gruppenhomomorphismen ¢: G— H induzierten Homo-
moxrphismen (B¢u : KI(BG) — KI(BH) im Rahmen der Darstellungstheorie be-
schreiben. Solange ¢ eine Inklusion ist, ist B¢ eine Uberlagerung und man kann
diese Beschreibung auch direkt herleiten. Das scheint fiir eine Projektion

$: G — G/H  wegen der Kompliziertheit der Abbildung B$ nicht mdglich zu

sein (siehe [v-l], wo ein erster Versuch unternommen wurde BT, : K(BZp) — K(BZy)

zu berechnen) .

Es seien G und H endliche abelsche Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus ¢:H — G
definiert nicht nur den Ringhomomorphismus ¢*: R(G) — R(H), sondern auch
einen Gruppenhomomorphismus ¢2 R(H) —> R(G), der im folgenden der zu ¢
gehérende Umkehrhomomorphismus genannt werden soll. Ist ¢: H — G die
Inklusion einer Untergruppe, so ist ¢Y(x) fir x<R(H) die bekannte induzierte

Darstellung von x . Fir eine Projektion p: H — G ist Ket(p)= U ein

]

Normalteiler, G E/U und pY wird durch Einschrénkung auf die Fixpunktmenge

U U . s .
unter U W+——W (W mit der kanonischen G-Operation) definiert (siehe [H3]) .
Die Definition der induzierten Darstellung ist auch auf den Fall eines Iso-

morphismus ¢: H — G anwendbar; man erhilt ¢Y = ¢*—1. Damit ist ¢ fir

v g
alle Gruppenhomomorphismen definiert; es gibt natiirlich (doy)* = ¢Y°w.

Der Darstellungsring R(G) ist ein Unterring der zentralen Funktionen 2 (G)

v
auf G, und Homomorphismen wie ¢™ und ¢° lassen sich kanonisch zu Homomorphis-
men zwischen Z(G) und Z(H) erweitern.

Lokalisiert man R(G) nach SG = { (regG-fG|)l|izl }, so kann man die Elemente
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-1
von SG R(G) auf allen Gruppenelementen aufler der 1 auswerten, und so

SgiR(G) in Z(G): = Z(G){(G-{l}) - die zentralen Funktionen von G auf

c-{1} eingeschrinkt - abbilden. Die Einschrénkung Z(G) — 2Z(G) hat als
Kern das von der reguldren Darstellung erzeugte Ideal, so daf nach (1.12)
der Homomorphismus S;IR(G) — Z(G) injektiv ist.

Ein Homomorphismus ¢: R(G) —— R(H), der die Bedingung

¢((regG)) c (regH) (5.1)

erfillt, laBt sich kanonisch zu einem Homomorphismus 6: Z(G) —— Z(H)
erweitern. Teilt IG| die Ordnung von H - wie bei der induzierten Darstel-

lung einer Untergruppe - so bildet ¢ S;IR(G) in SglR(H) ab,und man hat

einen Homomorphismus S(¢): S;IR(G)/R(G) — S;IR(H)/R(H) definiert., An-

derenfalls liegt das Bild von S;IR(G) in S;1R(H) ® z2[1/s] - wo s der
zu |H! relativ prime Teil von Gl ist. Uber

S;IR(H) ® z[1/s]
R(H) ® z[1/s]

-1
SH R (H) /R(H)

erhilt man auch in diesem Fall einen Homomorphismus

S(9): S;IR(G)/R(G) — s}’}lam)/n(s) .

Es seien jetzt G und H zyklisch.

Umkehrhomomorphismen ¢f und die von Gruppeninklusionen induzierten Homo-
morphismen i* erfiillen die Bedinung (5.1) . Fir diese Homomorphismen zeigen
wir noch, daB S(¢) die Untergruppen S;lR(G)/R(G) in S;lR(H)/R(H) tUber-

fihrt.

16l

Zundchst zu einer Inklusion i: G -— H (R(G) = Z{pG]/(pG

-1))

¥ - o r
a) wegen i pH pG wo pG

s.iY(x) = il (x+i*(s)) fahrt i’ die Untergruppe { xe.sglR(G)|;¥é s-xe¢R(G) }
o

R(G) erzeugt - und der Gleichung

in {xgsglR(H)ls\g/sa s-x e R(H)} tber. Die Menge {xeS;R(H)'s\e/SQ s xeR(H)}

besteht aber gerade aus der Untergruppe S;1R(H) von SélR(H) .

b) Far S(i*) ist diese Behauptung trivial.
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c) 33 sei jetzt W: G — H eine Projektion. ¥ induziert einen Homo-
morphismus g(wp): ?gm GP — gim HP zwischen den Primkomponenten,

Wegen S_'R(G,) = s;; R(Gy) (nach (3.6)) fahrt s(rl) s_'R(G,) in

S;lR(HP) Gber.

Flir eine zyklische Gruppe H ist 2? S(ig ): XFs;lR(H?)/k(HP) — S;IR(H)/R(H)
ein Isomorphismus, wie man entweder direkt nachrechnet, oder durch Vergleich
beider Seiten mit Kl(BH) = EPKI(BHP) einsieht (unter Verwendung der weiter
unten bewiesenen Natilirlichkeit von Y bezgl. Inklusionen). Die Isomorphie

KI(BH) = E:KI(BHP) = KI(YBHP) folgt sofort durch Vergieich der beiden Atiyah-

Hirzebruch-Spektralsequenzen. Aus dem kommutativen Diagramm

250

-1 -1
Z? S_"R(H,) /R (Hp) = s,

R (H) /R (H)

'
|
|

T SLi)

-1 -1
B
ZP SHPR(HP)/R (HP) Sy

R (H) /R (H)

folgt, daB die Untergruppe S;IR(H)/R(H) von SQIR(H)/R(H) aus Bild Zps(iz)
besteht und daher aus Natirlichkeitsgriinden die Behauptung.

ZusammengefaBt ist damit gezeigt:
Lemma 5.2 a) Ein Gruppenhomomorphismus ¢: G —— H endlicher zyklischer
Gruppen induziert auf kanonische Weise einen Homomorphismus
v -1 '1
S{p*): Sa R(G) /R(G) — Sa R (H) /R (H)

b) Die Inklusion einer Untergruppe i: G —— H induziert

einen Homomorphismus

S(i%) : S;IR(H)/R(H) — s;lme)/a(c;)

Als ndchstes stellen wir fest, wie sich die g=-Invariante unter diesen Trans-
formationen verhdlt.

a) Es sei i: H —» G die Inklusion einer Untergruppe und X eine freie
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H-Mannigfaltigkeit. Dann ist GXHX mit der dblichen Diagonaloperation

eine freie G Mannigfaltigkeit.
Lemma 5.3 o (-,GX X) = fa(-,X) (@(-,X) & Z(H)

Beweis: Es sei Y eine freie H-Mannigfaltigkeit mit 09Y = n:X und

dim Y = 0(4). GXHY zerfallt in G/H Komponenten Yg (£ =G/H), so daB
H*(GXHY;R) = Zg H*(YE;R). Zur Definition der &dquivarianten Signatur von GXHY
wdahlt man auf H*(GXHY;R) ein G-invariantes inneres Produkt <,> und definiert
den linearen Operator A durch die Gleichung <a,Ab> = B(a,b) (B = Schnittform).
Es gilt B = zg B]H*(YE;R), A fihrt die H*(YE;R) in sich tiber und <,>1H*(Y5;R)
ist ein inneres Produkt. Bezeichnet H*(GxHY;R)+ die Summe der zu positiven
Eigenwerten von A gehdSrenden Eigenr&ume, dann gilt H*(GxHY;R)+n H*(Y ;R) =

] £
+
H*(YE;R)+ und damit B* (G YiR)" = ], H*(YE;R)+ . G permutiert die H*(Yg;&)*
transitiv und daher folgt nach [Se] (Aussage 12), daB H*(GXHY,R)+ die von
H*(YH;R)+ = H*(Y;lR)+ induzierte Darstellung ist. Es folgt sign(-,GxHY) = igsign(-,Y)

und damit die Behauptung. Analog ist der Fall dem Y = 2 (4) zu behandeln.

b) Es sei i: H —» G wie oben., Ist X eine freie G-Mannigfaltigkeit, dann ist X
mit eingeschrinkter Operation eine freie H-Mannigfaltigkeit, die mit i*X

bezeichnet werden soll. Aus den Definitionen folgt dann sofort
al-,i"%) = i*q(-,X) (5.4)

c) Fir eine Projektion 7w: G — G/U = H ist der Quotient X/U einer freien
G-Mannigfaltigkeit X eine freie H-Mannigfaltigkeit.

In [H 3] wird bewiesen (dort = P
a(-,%/U) = 7fg (-,X) (5.5)

Insbesondere gelten somit die Gleichungen

1, (Gx ) s(if au, (X) (5.6)

]

L Gk
azu,x) s(l)az(x)

9
az(x/u) S(n-)az(x)
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Jeder Gruppenhomomorphismus ¢: H — G definiert eine stetige Abbildung

B : BH —> BG und damit Homomorphismen §,(Bd): Q,(BH) — Q_(BG),

K,(B$): K,(BH) —> K,(BG)

;a) Ist ¢: H — G eine Inklusion, so wird Q(¢) in ﬁ:—f 1] explizit beschrieben:
2,(89) (H,X) = (G,GX X)

Wie bei der induzierten Darstellung 148t sich diese Konstruktion auf injektive

Gruppenhomomorphismen erweitern.

b) Die Inklusion ¢: H — G induziert nach [C-F 1] den Transferhomomorphismus

to: (BG) —> Q(BH), der durch t,(G,X) = (H,X) = ¢$*(G,X) beschrieben wird.

c) Flir eine Projektion w: G — G/U erhdlt man

Lemma 5.7 Q.(Bw) (G,X) = (G/U,X/U)

Beweis: Es sei £: X/G — BG die klassifizierende Abbildung von (G,X) .
Br induziert Uber BG aus dem universellen G/U-Blindel das G/U-Prinzipalbiindel

BU —> BG, daher ist (BmW), (G,X) das G/U-Prinzipalbiindel £*(BU + BG) = X/U + X/G.
Aus den Formeln (5.6) folgt damit

Satz 5.8 1) Fir einen Gruppenhomomorphismus ¢: G —> H endlicher zykli-
scher Gruppen und (G,X) € ﬁYBG) gilt
a, (@x(B$) (G,X)) = S(47)a, (X)
2) Fir eine Inklusion ¢: G —» H mit Transfer t: 2(BH) — Q(BG)
und (H}X}Gﬁ(BH) gilt

— ¥*
a, (t(H,X)) = s )a,, (X)
Damit sind wir in der Lage, K*(B¢): KI(BG)~——$ Kl(BH) zu beschreiben

Satz 5.9 Fiir einen Homomorphismus ¢: G —— H zyklischer Gruppen unge-

rader Ordnung gilt wHK*(B¢) = S(¢Y)¢G

Bewels:

Im Diagramm:
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ﬁx(BG) ——%; K, (BG) -—l;?——» S;iR(G)/R(G)

|
{

i

Ke (28) ) (5.10)

& () —It K, (BH) N TN S;IR(H)/R(H)

=

ist das erste Quadrat nach Definition von 4 und das &uBere Rechteck nach
(5.8) und (3.3) kommutativ (wGuG(X,G) = - aZ(X,G)) . Deshalb ist auf Bild
(uG) der Homomorphismus K*(¢)‘durch S(¢*) gegeben und die Behauptung folgt
aus der Aussage:

Flir zyklische Gruppen ungerader Ordnung ist y surjektiv,

Es gilt ﬁ*(BG;Z[l/Z]) = ﬁ*(BG), analog fir K, . Der Thomhomomorphismus

1
u: Q,(x;2[1/2]) — K,(x,2[1/2]) ist jedoch immer surjektiQ (Beweis wie fir

Uy in EC—F 3]) . Direkt kann man die Surjektivitdt von U fir X = BG auch mit
Hilfe der Atiyah-Hirzebruch-Spektralsequenzen fiir }y und K, nachweisen: solange
diese trivial sind, ist U surjektiv, denn U ist auf den Koeffizienten spaltend
surjektiv.

Eine analoge Aussage erhdlt man fir den Transfer (dazu gehdért auch der Smith-
Homomorphismus), Ist ¢: H — G eine inklusion, dann wird der zu ¢ gehdrende
Transfer ¢f KI(BG) —_ KI(BH) von den Umkehrhomomorphismen

¢!’ KI(Ln(|G|)) — Kl(Ln(!H})) induziert, Der Smithhomomorphismus wird von den

n+1(]G|) gehérenden Umkehrhomomorphismen - die

zu der Inklusion i; Ln(fG|) — L
mit den iy vertauschbar sind und daher einen Homomorphismus im direkten Limes
definieren - induziert. Es ist unmittelbar klar, wie ¢? durch S(¢*) beschreib-
bar ist.

Fir G = Zzz ist die angegebene Schluflweise nicht anwendbar, da U nicht surjek-
tiv ist,

Flir Inklusionen kann man jedoch die Behauptung aus (5.9) direkt nachweisen - man

siehe etwa [Kn] und [A-Z} - so daf3 man von einer zyklischen Gruppe immer den

2-Torsionsanteil abspalten kann, ohne die Natilirlichkeit von Y zu verlieren.
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§ 6 K-Theorie mit Koeffizienten

In diesem Paragraphen sollen einige spdter bendtigte Tatsachen fir die
K-Theorie mit Koeffizienten zusammengestellt werden.

Mit { gn } bezeichnen wir wieder das Spektrum der K-Theorie U2n= Z X BU ,
U2n+1 =U.

Zu einer abelschen Gruppe G gibt es einen Moore-Raum M(G,n) vom Typ n > 1,
d.h. M(G,n) ist ein einfachzﬁsammenhéngender CW-Komplex mit

ﬁn(M(G,n);Z) =G und ﬁk(M(G,n);Z) =0 fir k% n.

Das Spektrum (qg)m : o= Um_ A M(G,n) definiert dann die K-Theorie mit

Koeffizienten in G

, m+i .

K, (X,2;6) = Lim [s gm_nAM(G,n)A(X/A) 1, = R, o ((X/BWM(G,n)) (6.1)

k' (x,8:6) = 1li [sm'i (X/B), U___AM(G,n) | (6.2)
? 12 Tm? A r “m-n r Ly .

In den hier vorkommenden Fillen G = @, 9/Z, z[1/§]/z, Zp hat man Kofaser-

sequenzen zwischen den Moore-Radumen; etwa fir M(Zp,l) = Slupe2

gt ¥, gl M(Z,1) pr , g2 X, g2 M(z,,2) — (6.3)

Diese Sequenzen liefern die zugehérigen Bocksteinsequenzen

—s ¥ (x) B k(X)) > K (X52)) — k) 4

aus denen man die universellen Koeffizientensdtze ablesen kann
' +
0o — K'(X) ® ZP-————é Kn(X;ZP) —> Tor( K" 1(X),Zp ) —> O

Das Spektrum U ist multiplikativ und in bestimmten Fallen 13Bt sich mittels
Abbildungen zwischen den Moore-Rdumen, eine multiplikative Struktur fir die
K-Theorie mit Koeffizienten einfhren.
a) Immer hat man die sogenannten Modulmultiplikationen: z.B.

K¥(X;6) ® K¥(X) —— K" (X;G) (6.4)

K*(X;G) ® K, (X) —D— K, (X;G) (6.5)
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Als Beispiel soll (6.5) definiert werden:

X € K (X;G) werde durch eine Abbildung f£f: Smji X+~——» gm_nA M(G,n) und

4
y e Kj(x) durch g: Sk—l————~» gk»\X+ reprdsentiert.

Aus g erhdlt man durch Einhingen, Vertauschen von Faktoren und Diagonal-

abbildung die Abbildung

- j -i o+ _+
g1 gk gAST A XAX die mit 1 a £aly

komponiert wird. Daraus erhdlt man mittels der Multiplikationsabbildung fir

=

u:gkﬁgl —_> gk+1 einen Reprdsentanten
m+k+j-i + .
S gm+k43 M(G,n) ~ X fir xXxny € Kj—i(x’G)
Durch <x,y >K = pr, (xay) erhdlt man ein Kroneckerprodukt
i
< > ¢ s X %3
' 7k K™ (X;G) Kj(x) —_— Ki—j( G)

Fir weitere Eigenschaften und Beweise sei auf [A - T] verwiesen.

b) Produkte zwischen den K-Gruppen mit Koeffizienten erhdlt man durch Abbil-
dungen M(G,n) A M(G,n) —> M(G,n+m) - von denen es i.A. jedoch mehrere
verschiedene Hoﬁotopieklassen geben kann. Die resultierenden Produkte sind
nicht immer assoziativ und kommutativ, insbesondere bei Anwesenheit von
2-Torsion in G . Beschriankt man sich, wie wir das im folgenden tun werden,
auf zyklische Koeffizientengruppen ungerader Ordnung g, dann gibt es immer
eine Abbildung  a: M(Z,2) aM(2,2) — M(Z,4) = M(Z ,2) A s?, so daB das

folgende Diagramm stabil bis auf Homotopie kommutiert:

M AM
q q
MA52~'—"'~MA52
a q

( Mq: = M(Zq,2) , ¥ aus (6.3) )

Die Zusammensetzung

AR
: U —
u (U r\Mq) A(Qm_zA Mq) —_— (QD_ZA ~m-2) A(MqA.Mq) > gn

2
q n-2 +m—4As‘"Mq gn+m-2“
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liefert eine Paarung von Spektren und damit Produkte fir K(—;Zq) .

Bei geeigneter Wahl von o ist die Multiplikation auf K(-;Zq) assoziativ,
kommutativ und mit der Reduktion r : K(-;2) ~—~—+—K(—;Zq) vertrdglich, insbe-
sondere ist r(l1) ein Einselement fir K*(-;Zq) .

Fir eine Primzahl p #£ 2 ist K(-;ZP) ein Z_-Vektorraum und das Kronecker-

P

produkt <, >: K*(—;ZP) X K*(-;ZP) -——;+ ZP ist eine nichtentartete
Paarung.
Da der Moore-Raum Mq = e3uPS2 dual zum Komoore-Raum W(q,2) = ezupS1 ist,
— es gibt eine Dualité&tsabbildung u : Mq/\w(q,2) — S4 - kann mann die
Koeffizienten Zq fir K* auch durch die Definition

KP(x,8:2) = K™2 ((/A)au(q,2))
einfihren, Eine Abbildung o : 52W(q,2) —s W(q,2)AW(g,2) induziert dann die
Produkte. Die Dualitdtsabbildung u liefert eine Bijektion
{ XAW(@,2) , ¥} — {x ’ Y‘AMq} und damit eine natdrliche Aquivalenz
zwischen den mit Moore- und Komoore-Riumen definierten K-Gruppen mit Koeffizi-

enten. Wird o” dual zu o gewdhlt, ist diese Aquivalenz mit den Produkten ver-

traglich (siehe [J] ).

Es sei p eine ungerade Primzahl.

Ist X ein CW-Komplex mit Hr(x;z) = O fir r » 2p, so bendtigt man zur Definition

des Cherncharakters statt Q- nur Z(P)-Koeffizienten (Z(P) = Z lokalisiert bei p).
éTx:v : KIX) ————— Hzr(X;Z(P)) 0 ¢rep-1
Fir die ungeraden Dimensionen wird
éﬁzd : K(X) ——— Hzr_l(X;Z(p)) l¢rcp

. . . . > ev . . ~od | ,
Uber den Suspensionsisomorphismus durch chr+1 definiert. Bei ch ist ein Extra-
p

Argument nétig: Aus dem Verschwinden aller cup-Produkte auf H*(XAsl;Z ) und

(p)

der bekannten Newton-Identitdt fiir symmetrische Polynome folgt, daB man ohne

Nenner p auskommt,
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Es ist klar, daB ¢h ein Ringhomomorphismus ist. Flr das folgende sei X ein
CW-Komplex mit H® (X;Z) = O fir r 3 2p-2 . x‘lMp erfiillt dann die obige

Dimensionsvoraussetzung, so daB

~ e RS ~ +
ch: K*(X AMG) H*(X/\MP;Z ) = H*(xAMP)

(p)

erklirt ist. Der damit definierte mod-p-Cherncharakter EE:K(X;ZP) _— H*(X;zp)
ist ein Ringisomorphismus. Dies 148t sich etwa durch Induktion Uber den Zellen-
aufbau von X leicht nachpriifen.

ch 13Rt sich verwenden, um auf einer orientierten Mannigfaltigkeit B mit

dim B ¢ 2p-3 das Kroneckerprodukt
<,> K*(B;zp) ® K,(B) —— K,(%32))
durch H*(B;ZP)-Kroneckerprodukte zu berechnen.

Satz 6.6 Es sei p eine ungerade Primzahl und B eine orientierte Mannigfaltigkeit
mit dim B¢ 2p-3 . Dann gilt

— 2 '
<xlBlg gy m @V s[>y

Bewels: Wir fiihren den Beweis nur fir dim B = 2n aus, der Beweis fir ungerade

Dimension verlduft &hnlich.

+ .
an sei in 52n 2q mit orientiertem Normalenbiindel Vv ungebettet und

+
S2n 2q M(v) die kanonische Abbildung. Das Kroneckerprodukt

2n+2q] >K 2n+2q]

<x[Bly > =<xU0Mmn5,[s = < (xsUMW), [s >, ist durch
das Element 3J¥(x3U(V)) & i(82n+%g M) festgelegt.

Fir ein Biindel £ lber einem (2g-1) zusammenhingenden Raum X hat Adams in [Ad 51

+
charakteristische Klassen chq r(E)e.qu 2r(X;Z) definiert, die unter dem

’

Koeffizientenhomomorphismus auf m(r)'chq+r(€) abgebildet werden

_ [x/(p-1)]
(m(x) prm P ) .

+
Auf S2n 2% M ist daher chn+q o definiert. Aus den in [Ad 5] aufgefihrten
’



folgt (Koeffizienten in Z(p),53= Modulprodukt) :

Eigenschaften der Klassen chq r
. r

1 j* ch (X3 U)

. - —
(3" xdu(v)) = ) a

Chn+q,0

U (V) und x lassen sich aus Klassen in K(MU(g)) bzw. K(BU) induzieren. Da H(BU)

und H?MU(q)) torsionsfrei sind, ist auf BU A MU (q) chq r/m(r) durch ch +
. r

g+r
R . . . . x2g+2n .
eindeutig bestimmt. Daher gilt in H (BUAMU(q);Z(P)) die Produktformel
ch (axb) ch_ . (a) ch . (b)
g @ _ o,i x —9e] (n<p-1)
m(n) i+3=n m(i) m(3)
Insgesamt:
. ¥ — = a% 1 . el
Byrg,0 3" KTV = 57C ) 2" g, 1 O 5 SR, ()

Je nach Wahl der Thomklasse U(V) erhdlt man verschiedene charakteristische Klas-

sen ¢ leh wm) e v Bz, L) .
grl

(p)
Fir U = US folgt wie in § 2: (¢ = Thomisomorphismus)

-1

® "ch_ . (U) _ , ,
—22 S~ ot - R 2% L ey ¢ p¥(mz )
m{i) (1) * (p)

Man schlieBt wie dort weiter und erhilt die behauptete Formel,

Die gemachten Dimensionseinschrinkungen sind, wie als Beispiel der 2p-1 dimen-
sionale Linsenraum Lp(p) zeigt, sowohl f£iir ‘ch wie auch fiir die Kroneckerpro-

duktformel nicht zu umgehen.
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§ 7 Die Verschlingungsform auf K(BG)

Ziel dieses Abschnittes ist es, fir G = pr , p eine ungerade Primzahl,
das Kroneckerprodukt

<, > : K (BG;Q/2) ® K, (BG) —— 0/2

zu bestimmen. Statt @/Z - Koeffizienten 148t sich auch ZP°D = Z[l/p]/z
als Koeffizientenbereich wéhlen.
Fir den Darstellungsring von G gilt bekanntlich R(G) = Z[X]/’(kq—l) mit q := pk,

) sei so normiert, daB der Charakter von A auf dem Erzeugenden von G gerade

LT .
=% jst. Mittels eines G-Prinzipalblindels EG—BG erhdlt man eine (fur

e
zyklische p-Gruppen injektive) Abbildung R(G) —>> K°(BG), die nach Ver-
A ”~

vollstindigung einen Isomorphismus R(G)-i£% KO(BG) liefert., Wir wahlen als
EG die Einschrdnkung desjenigen 51 ~- Prinzipalbiindels Uber BS1 , dessen
assoziiertes Linienbiindel zum universellen Linienblindel dual ist, und bezeichnen
~ . . " n . n+1
a(d) mit & ( €!Ln(q) ist dann das Normalenbiindel von L (g0 in L () ).
Die Koeffizientensequenz zu Z — Q@ — ©/Z zeigt, daf der Bocksteinoperator

1 ~o I ® . .
B: K (BG;0/Z) —> K (BG) = I(G) < R(G) ein Isomorphismus ist. Das durch
8—1(5-1) definierte Element werde mit y bezeichnet. Alle anderen Elemente

in Kl(BG;Q/Z) lassen sich dann durch Produkte von y mit Elementen aus

KP(BG) erhalten.

Flir jedes x ¢ SG

'R /R©G) = S;lR(G)/R(G) gibt es eine Zahl n, so daB

1™ x in R(G) 1liegt, daher laBt sich das Tensorprodukt zwischen R(G) und

- s —_ A -
SGIR(G)/R(G) zu einer Operation ® von I(G) auf SGlR(G)/R(G) fortsetzen
(I1(G) = Augmentationsideal in R(G) ). Damit 1Bt sich jetzt leicht das cap-

Produkt auf K(BG) beschreiben:

Lemma 7.1 Das cap-Produkt &°(BG) X K, (BG) — K, (BG) stimmt Gber die
Isomorphismen @ und V¥ mit dem Tensorprodukt

& : IQ&) ® S;IR(G)/R(G) —_— S;1R(G)/R(G) dberein.
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Beweis: Auf den Gruppen des Diagramms (3.2) operiert R(G) {iber das Tensor-

~~

produkt. Unter der Identifikation Kg (To,za‘;,ﬂ) 2 x°(rL™ (@) e R) E K, @w"(q)) geht

das Tensorprodukt mit A in das cap-Produkt mit i*f {iber. Damit folgt dann

die Behauptung : Y (i,(i"Enx)) = PE aix) = X3 P(iyx)
Direkt mit der Definition kann man i*[Ln(q)]S = wu(szn—l,G) = - az(—,szn—l)
berechnen und erhilt
v 1@l = ( %{L—i )" (7.2)
Analog folgt
VL@l = () 7.3)

(direkt oder mit (7.2) und §2)

Damit 1&Bt sich ebenfalls das cap-Produkt berechnen : Die Eulerklasse des
- n . n+l . .

Normalenblindels von L (g) in L (@) ist I—Ein(q) , daher gilt

1 , .
e(E{Ln+1(q))r\[Ln+ (q)]T = ln,n+1*[Ln(q)]T und somit

n

n+l V-9 @] = v @]y = a-n T =

Vi (TP @] 00180

= , +1
(1-1) & Y(i,[L" @]
Es geniligt natlirlich die Behaupzung auf den Fundamentalklassen der Linsenrdume
zu verifizieren, da diese KI(BG) erzeugen.

Bemerkung:

(X+1

Fir G = 2.+ hat X:i)n in Kl(BG) die Ordnung 21.'-1 (unabhdngig von n),

2
wdhrend die Klassen iw[Ln(IG])]T = (1-\)"" eine mit n steigende Ordnung be-

sitzen und KI(BG) erzeugen.

Die Multiplikation mit der Zahl n auf G induziert Homomorphismen

(Bn)* : ¥X°(BG) —» K°(BG) und Adams-Operationen wn : R(G) — R(G) . Bekannt

ist, daB unter der Identifikation R?C) = KO(BG) @n mit (Bn)® dbereinstimmt.

Wir bezeichnen deshalb die auf KO(BG) und Kl(BG;Q/Z) durch Bn induzierten
Homomorphismen ebenfalls mit wn. Es folgt aus (5.9) , daB (Bn),: KI(BG)-——% KI(BG)
durch S((wn)g) beschrieben wird. Ist n £ O (p) , dann ist n in G invertierbar

und mit n.p =1 (pk) folgt (Bn), = S(wg) . Wir bezeichnen (Bn)y mit ¥,
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- . 9-1
In KI(BG;Q/Z) definieren wir das Element reg durch reg = g‘wl(y) . Es

gilt (E-1)v rdg = -|G|'y , denn unter dem Bocksteinhomomorphismus geht reg auf

-4 ; :
das Element §§ (&l—l) . Pir alle x ¢ Kl(BG) gilt deshalb die Gleichung :

e k
<y AZYCE-DAx/pT )+ x%=0 (7.4)

Beweis: (q= pk ’ §:= E-1 )

<y, t¥Eax/a) > =< vy , Enx/a> = < réguf , x/qa > = < |Gly , x/q >

<y, x>
Fir bestimmte Jj<¢qg-1 kénnen wir jetzt <y , )\J/pr > berechnen :

Lemma 7.5 Fiir j 20 (p) und j = -1 (p) und alle r gilt
<Yr>\J/Pr>x =0

s -
Beweis: Wir zeigen einfach s§ Wlﬂkj/prﬁﬁxg) =0

Es ist (wir lassen den Nenner pr+k weqg) Mo E = Aj+1 - A3 mit j und j+1 £ O(p)
j und j+1 k&nnen wir invertieren und daher Aj = Yi(k) , Aj+1 = Wjil(k) .
Ist az O (p) , dann 1l4Bt Yé_ die Summe ig Yi(z) invariant und da die Yi
miteinander vertauschbar sind, verschwindet die Differenz Eﬁwi(wj(x) - Yj+1(k)) .

p-1, s _.
AT T /pT > o= cg

Fir k=1 d.h. G = ZP sind wir damit fast fertig. Nur < y ,
kann nicht verschwinden. Die Zahlenfolge c. beschreibt vollsté&ndig das Kronecker-
produkt fir BZP, denn durch die Operationen wn und ihre Adjungierten Yn.léﬁt

sich < x , v > durch die c. ausdriicken: Es gilt

o fir 7 -i (p)
‘ (7.6)

c. fiar j -i (p)

~ti-

<oty L A3 >

L]

Beweis:

<), AP s = <@ L ¥R D) > =<y, ¥¥RoupD) > = <y, ¥RapD>

1

Aus prc_ =< py, }\p-l/pr >=< vy, Xp~1/pr-1> =c 4 folgt, daB c. die

Ordnung pr hat, wenn nur c¢, die Ordnung p hat.

1

Unser nidchstes Ziel ist die Berechnung von c,.. Es sei jetzt wieder G = Zpk ’

k fest und g = pk . Das 2-Skelett von BG ist der Moore-—Raum Mq = sluqe2 und
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die Inklusion i : Si-+ BG faktorisiert tber Mq s1 2 Mq.—ie BG .
3 Uy
iM gehdrt zur Kofasersequenz S1 — S1 —> Mq > Sz-> . Die @/Z

Koeffizienten schrénken wir auf Zq ein. Aus dem kommutativen Diagramm

o — gt (Mq;Q/Z) I, glstiozy 4 khstiorm
0 T I
¥k
o — ﬁl(M R = kl(sl;z y 2 gl(st;z )
q'“q q q

folgt i; : ﬁl(Mq;zq) — ﬁl(s1;zq) = Zq ist ein Isomorphismus und daher hat

cy die Ordnung g ; genauer :

ﬁl(él;Zq) wird von dem Bild der 1 unter dem Suspensionsisomorphismus Z; er-

. L = m.TF # 1 - : .
zeugt, somit 1M(y) m Zq(l). Wegen < I q(1) ' [S ]T >k 1 e Zq gilt

. 1 . 1 R Lyq 1 ;
< 1;(y) , Is ]T > ¢ =m und da ;*{S ]T =1/(1-2) = I (-i)A7/qa in K, (BG)
gilt, folgt mit m= <y , iy S1 > fir G = Z schon hieraus m= c, # O
. 4T K o} 1

Um m zu bestimmen, braucht man nur die Definitionen einzusetzen (siehe [A—Tﬂ).

Man erhdlt das kommutative Diagramm

glistizy) = 83ty T Bum.sh <& ®Bwu =: 2%z
q q q q q
& | by zf |

~ Ary x
Kl zy = By s Bmash I B
qa q a q : q q

Die obere Zeile ist die Definition von Z; und die untere die des Bockstein-

homomorphismus. Damit folgt f;l(iﬁ(y)) =m= B(y) = -1 . (E-1) aus
R2(Mq) = io(SO;Zq) definiert aber gerade wegen der Kommutativitéat des Diagramms

BN 52

|

L™ (q) — PIC

4—-—-’&3

N

das Einselement fir K*(-;Zq) . Somit m=1 ¢ Zq (Ob m= +1 oder -1 ist,

hangt von der Wahl des Bottisomorphismus ab ).
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k

Wir halten fest (G=2_, g =p" , R(zq) = z[ul/ %1y ):

q 14
a-t .
<y, 408ty > =< vy, L cuata> =1/ 7.7)

Ist i : Zp<--e Zq die Inklusion, dann gilt (Bif‘yz = yz? da das Entsprech-

ende fiir die Bindel £ gilt. Daher

Cp = S Yy v Wlg> = < @y,  ATlg> = < Yy, ¢ (B1), WP~ /q)>

k 4

Wir vergleichen ¢, mit dem Kroneckerprodukt < Y, v i*[sl,zq]T > , das den

k
Wert 1/q hat (7.7) . it R(ZP) s R(Zq) ist die Multiplikation mit

kel

. § -n
it (1) = z z) = L uimP
iv (1) reg ( q) / reg( p) M

n=t

Daher ist (Bi)*(kpfl/q) = (uq_l/q) r udre und auf der rechten Seite

et

des Kroneckerproduktes

c -

q-1 .
. p-1 A
< » >
k Yz, v (Bi), (A" “/q) + La M /q

Q-

stehen nur Summanden der Gestalt
a) jul/g mit j 20 (p) und 2= -1 (p)

b) np ( Unp + unp-l )/q n= Ir---lpk-l

Der Koeffizient won uq_l ist g-1+1 = q , daher liefert dieses Element keinen
Beitrag zum Kroneckerprodukt,
Das Kroneckerprodukt von y und Termen der Gestalt a) und b) verschwindet. FGr
. R + _
Summanden der Form a) folgt dies aus (7.5),und mit (u"P+uP 1) F = y0P*l_np-t
. . . . np np-1 .
zeigt man genauso wie beim Beweis zu (7.5) , daB <y , U + U > = 0 gilt.

Daher cp = 1/q und das Kroneckerprodukt auf BZP ist vollstdndig bestimmt :

Satz 7.8 Fir das Kroneckerprodukt auf K(BZP) gilt

. o far i+j £ O (p)
<oty AT s = g

1/p° fir i+j = O (p)

Das Kroneckerprodukt auf K(BZFK) :

Der wesentliche fehlende Schritt ist die Berechnung von < y , uap/pr > .
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Wir fihren vollstdndige Induktion nach k durch. Der Induktionsanfang wurde

bereits erledigt. Es sei fir n<k gezeigt, daB fir r 2 -1 (pM) <y , W/p°> =0
gilt. Zuerst zeigen wir die Unabhdngigkeit des Kroneckerproduktes

<y, unp/pS > (np ; o] (pk) ) von n . Der Nenner ps wird im folgenden wieder
weggelassen,

<y, P P oy, (@P-nn™ > = < Py - YPy , WP > =

< Py ; unp+1_unp > = < (Bifey , (B")*(unp+1_unp) s = <-Ysz' u;gﬂ> - o

nach Induktionsvoraussetzung. wp = (Bp)* wurde hier in Zpk LN zpm ,i’> Zp
zerlegt und (BT), durch S(m%) berechnet .

Wegen der schon bewiesenen Gleichung < vy , unp >= <y, unp—1> (np £ O (pk) )
gilt :

2y P >=<y PPt o<y, BTh e > =<y us 23;: ut >

<Py Py w e JI >

~
v

-1 -1 -1
<y, Pou+ [T wh> o<y T cn s [T W

® -2

-1 -1 -1 i - -
®=<Y'Ypu>+<YIYP(2?=1ul)>=<YIump1>+<Yqu1>

wo (mp-i)(p-1) =1 (pk) ist (es ist m 2 pk-1 (pk) , da sonst k =1 ). Man be-

achte, daB < vy, 22;1 ul > =<y, uq-I > da <y, ul > =0 fur

np-1 np , _

iz0, -1 () wund <y, U + U

@ =<y, ¥ 2?;1 Wy s =<y, e, en, (JED Wb >

-1 i -1 i . k-1
=<y, ( Zi=1 TR R §=O ulr ) > (mit r :=p )
r-1 -1 i -2 i -1 i
=<y w (g W) >y, Tiop Moo oy Wi

-1 -1
=< Y, pq > + (p-l)-< vy, up >
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~ r-2 i -1 ir , r-2 i
da <y, (i) Wt gow ) > =<y, (B, (L] W)

> = 0 nach
Induktionsvoraussetzung.

P, s . np, s .
Insgesammt folgt p'<y,w/p > =0 und damit <y , H /p > =0 fur

k-1 k
p

alle s und n ? (p) . Mit &dhnlichen Rechnungen berechnet man

<y, ub/pS > und es folgt

Satz 7.9 Das Kroneckerprodukt auf K(BZPK) ist gegeben durch

. by 0 falls a+b % 0 (pY)
<Y y) , w/p > =

1/p° falls a+b %)

L[}
o

Wegen des Zerfallens von KI(BG) in zp/{GlKI(BZP%) fir G = g ZP*

ist
damit das Kroneckerprodukt fiir alle zyklischen Gruppen ungerader Ordnung
berechnet. Wir bringen (7.9) noch in eine etwas andere Form :

Es sel wieder G = ZPK.

Nach (1.13) kann man SEIR(G)/R(G) mit R(G) ® ZPw identifizieren. R(G)
spaltet auf in R(G) @ Bild i'(R({1}) > R(G)) . Aus der Bocksteinsequenz
folgt Kb(BG;ZPm) = B—I(Kl(BG)) @ K°(¥;ZPW) und damit erhdlt man einen
Isomorphismus zwischen R(G) ® pr und 'KO(BG;ZPw). Das Tensorprodukt in-
duziert eine lineare Abbildung & : 16 ® ®@ ® z;°) > R(G) @ Z» , die
man wie in (7.1) mit dem cap-Produkt Kl(BG;ZPm) ® Kl(BG) 5 KO(BG;ZPw)
identifizieren kann. Zwischen R(G) und R({1}) ist der Umkehrhomomorphismus

der Projektion mw: G + {1} definiert. Damit 1&Bt sich auch das Kronecker-

produkt im Rahmen der Darstellungstheorie formulieren:

Xorollar 7.1 Fir G = ZPK stimmt der Homomorphismus
I(G) ® (R(G) ® ZPoo) >z

der durch a ® b+ 7!(a @ b) gegeben wird, Gber die ange-
gebenen Identifikationen mit dem Kroneckerprodukt

<,> KI(BG;ZPw) ® Kl(BG) > ZPw uberein.
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Erste Anwendungen:
Mit der Berechnung des Kroneckerproduktes <,> : Kl(BG;Q/Z)® KI(BG) — 0/zZ
hat man gleichzeitig das Kroneckerprodukt und damit die multiplikative Struktur
auf den K-Gruppen der Linsenrdume mit Koeffizienten in ZP” mit berechnet.
Wwihlt man ganzzahlige Koeffizienten, so kann man dieses Kroneckerprodukt mit der
tiblichen Verschlingungsform auf den Torsionsklassen von K(Ln(pk);z) identifi-

. . . ~0, .n, k n, k - .
zieren, Die zwischen K ( L' (p) ) und Tor Kl( L (p) ) definierte Verschling-

ungsform induziert eine Verschlingsform
~O0
: Z ® Z
L: K (BZx) @ K, (BZx) — 0/z

die natiirlich Uber den Bocksteinhomomorphismus mit dem betrachteten Kronecker-

produkt {ibereinstimmt., L induziert einen Homomorphismus
f: ¥°(BG) — Hom (K, (BG) ,0/2)

der die Pontrjagindualitét zwischen Kp(BG) und Kl(BG) liefert. Die Injektivi-
tit von L folgt aus (7.9), die Surjektivitdt mit einem Limes-Argument. Eine
Isomorphie zwischen ﬁo(BG) und Hom (KI(BG),Q/Z) wurde in EVZ] als Folgerung
aus dem Universellen Koeffiziententheorem der K-Theorie hergeleitet.

Eine andere Anwendung betrifft das Pontrjaginprodukt auf K¥JBG,ZPm) . Uber

das Kroneckerprodukt kann man es zu dem Koprodukt auf KP(BG,Zém) in Beziehung
setzen und da dies bekannt ist (siehe [A-Hc] ), auf explizit gegebenen Elementen

- wie etwa Fundamentalklassen von Linsenrdumen - berechnen.

Fir das Pontrjaginprodukt oIKO(BG;ZPm) ® Kb(BG;ZP“) —_— Kb(BG;ZPm)
erhdlt man
s " o] falls s = k
A A L
ne r
PP L aSp™T falls s=k (ntrem)
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§ 8 Der Signaturdefekt mod Z als charakteristische Zahl

In diesem Abschnitt sei G eine zyklische Gruppe ungerader Ordnung. Die
Berechnung des Kroneckerproduktes aus § 7 soll fir die Beschreibung von

. . . . i
Bordismusinvarianten wie YZ und YZ ausgenutzt werden.

Die o-Invariante einer freien G-Aktion auf X haben wir als Element in
S;lR(G) aufgefaft. Elemente aus S;lR(G) kann man auf Gruppenelementen,
die von dem Einselement verschieden sind, auswerten. Unter dem Auswertungs-
homomorphismus X, : S;lR(G) —— Q(E) wird o(-,X) auf d(h,X) e Q(&)
abgebildet. Schreibt man in S;lR(G) a(—,i) als Linearkombination der

te\-1
Potenzen der irreduziblen primitiven Darstellung p da(-,X) = S% aip

R
dann folgt mit den in § O gemachten Konventionen a(g,X) =ig aigl und

i
’

a(gj,i) = Z;aiilg. Das setzt die Summe der O-Invarianten - von der wir wissen,
daB sie den Signaturdefekt <Y der reguldren Uberlagerung X —>X = X/G be-

schreibt - mit den Koeffizienten ai in Beziehung:

) G-t 16L-1 o lel-l o lel-l oo 16L-t
) a(h,X) = ) Y aiE = ) a; ( ) £ Jy = -} a;
he 1 =1 i=t i=1 =1 i=1

und damit Y = I a, . Dies impliziert fir az(i) e S;IR(G)/R(G)C R(G)ep/z die
Gleichung Y= I bi , wenn man az(i) in S;IR(G)/R(G) als Summe

az(i) =;§:bipi » b€ 0/Z dargestellt hat. Das Element reg € Kl(BG;Q/Z) ,

das durch reg =;§ﬁi(Y) definiert ist, hat nach (7.9) genau die Eigenschaft

< r3g, Sia,p" > = Lja, und deshalb folgt
yz(i —> X) = <-rég, f¥[X]S >4 (8.1)

wenn f: X —>BG die klassifizierende Abbildung der Uberlagerung
X — X ist.
Da G ungerade Ordnung hat, kénnen wir statt 0/Z Koeffizienten auch die

Koeffizientengruppe H = Q/Z[%] wahlen und sowohl reg, wie auch y als
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Element in KI(BG;H) auffassen. Die Fundamentalklasse [X}S ist ein Element in
K1(X;Z[%]) und mit dem Kroneckerprodukt <,> : K" (X;H)® K*(X;zt%]) —— H

148t sich (8.1) umformulieren:

Satz 8.2 Der Signaturdefekt der durch eine freie G-Aktion auf der 2n-1 -dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit X definierten Uberlagerung X ——X/G
mit klassifizierender Abbildung f: X/G — BG wird modulo 2 ge-

geben durch das K-Theorie-Kroneckerprodukt

Y, (X ——X/G) = <-f*r€gG ’ [X/G]s >k

Dieses Kroneckerprodukt beschreibt YZ als eine K-Theorie charakteristische
Zahl, die analog zu den in § O betrachteten mdd p- charakteristischen Zahlen

aus [C—Fl] gebildet wird: 1In § 2 hatten wir verallgemeinerte charakteristische
Zahlen fir eine singuldre Mannigfaltigkeit (M,f) € Q,(X) in K,(X) be-
trachtet. Diese Bordismusinvarianten lassen sich mittelst des universellen
Koeffiziententheorems in gewdhnliche Zahlen zerlegen. Fiir endliche C-W-Kom-

plexe gilt die Koeffizientenformel

1

0 —s Ext( KT ), 2) —— K_(X) ——> Hom( K (X) , 2) —> O

und da diese spaltet,‘erhélt man aus X e Kn(x) einen Homomorphismus

Kn(x) — Z und einen Homomorphismus Tor (Kn+1(x)) —3 Q/Z . Der letzte
Homomorphismus wird durch ein Kroneckerprodukt y +—— < B—l(y) , X > - wo B

der Bocksteinoperator zur Sequenz 2z —> Q@ —>@/Z ist - gegeben. Insgesamt kann
man daher der charakteristischen Zahl x = f*(pw(TM) n [M]s)esKi(x) die charak-
teristischen Zahlen < f*y,upw(TM) ' [M] > ez fir Y€ Ki(x) (8.3)
und < ffyu pw(TM) ' [M] > €@/2 fir yeBﬁl(Tor Ki+1(x))cKi(x,Q/Z)
zuordnen, und es gilt natlirlich der Satz, daB, wenn die charakteristischen Zahlen
aus K«(X) die Bordismusklassen bestimmen, dies auch fiir die charakteristischen

Zahlen (8.3) gilt.
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Da wir uns bei X = BG mit den Aussagen aus §7 behelfen kénnen, soll auf
einen Beweis der obigen Behauptungen - den man aus einer Herleitung der

Koeffizientenformel unmittelbar erhalten kann - nicht eingegangen werden.
aus (7.9) folgt, daB fiur G = Zp.r ein Element X € KI(BG) durch die
Kroneckerprodukte < . (y) » x >€Q/Z (i=1,..., !G|—1) eindeutig be-

stimmt ist. Wegen des Zerfallens von Kl(BG) in die Primanteile folgt eine

analoge Aussage auch fir alle zyklischen Gruppen ungerader Ordnung:

Korollar 8.4 Ist G eine zyklische Gruppe ungerader Ordnung, dann bestimmen

die charakteristischen Zahlen

<ﬁ2u%ﬁm),[ﬂskeQﬂ

mit =z eK}(BG,Q/Z) , die Bordismusklasse eines Elementes

(X,£) € an (BG) .

-1

Bemerkungen:

1. Eine analoge Aussage gilt auch fir ﬁU(BG) .

2. Die Bemerkung 1 am Ende von § 4 zeigt jetzt einen Grund fir das Versagen
der mod-p-charakteristischen Zahlen aus [C -Fl] in den Dimensionen
groBer als 2p-2 zur Bestimmung der Bordismusklassen.

3. Die charakteristischeﬁ Zahlen aus (8.4) lassen sich in bestimmten F&llen
als K-Theorie-Verschlingungszahlen zwischen charakteristischen Untermannig-

faltigkeiten und anderen K-Homologieklassen deuten.

Genau wie YZ kénnen wir Y; als eine charakteristische Zahl erhalten:

i ~ 6+l i
Wegen (0.6) gilt a, = Y; wenn aZ(X) = ,E‘aipl und aus (7.9) folgt:

Korollar 8.5 Der getwistete Signaturdefekt Y-;(i——“ﬁ»x) wird durch die

charakteristische Zahl
-< ety [X]S >¢ € ®/Z gegeben
( f: X —> BG klassifizierende Abbildung der G-Aktion auf X )

Die Koeffizienten von v-Invarianten bei der Entwicklung als Linearkombination
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der pi in S;lR(G)/R(G) wurden in § 1 als v-Defekte Yi bezeichnet. Die
Aussage "die getwisteten Defekte Yi zu den v-Invarianten bestimmen die Bor-
dismusklassen in §*(BG)" ist dann wegen (2.12) eine andere Formulierung von
(8.4).
Als nichstes beschidftigen wir uns mit der Ordnung von Y; und YZ .
1. Es sei zundchst G = Zg;Y ( p ungerade Primzahl). Die Ordnung von
t®(p) in 5*(sz ) oder die Ordnung von i*[Ln(pr)]S = -aZ(Ln(pr)) ist

r+a

bekanntlich ( [C—Fl] ) 2) wo a durch die Ungleichung

a(2p-2) < 2n-1 < (a+1):(2p-2) bestimmt ist. Nun gilt :

-1 El >

~ . ~ . + —-—
-< rég , ix [t ]g >y = -< xéq , i [L? 1(pr)]sn-g—;1- X

v, (62" > L))

1

et nas) >

-< regu(E-1) , i*[L X

n+1

il

+< pfy , i, [L (pr)]s n(1+£)’1 >

K

- + 3
Daher : Ordnung ( YZ ) ¢ p 5 Ordnung OLZ(Ln 1(pr)) = pa , wo jetzt & durch
die Ungleichung a+<{2p-2) < 2n+l1 < (3+1)-(2p-2) festgelegt ist. Man rechnet

sofort nach, daf a = [ﬁ/(p—l)] gilt (‘Bﬂ = gréB8te ganze Zahl n mit ng<x ).

Damit folgt fir eine (2n-1)-dimensionale freie Zﬁ.—Mannigfaltigkeit M :
=] |
P e y(m +M/sz) €z

2. Fir die Primzahl 2 gilt, daB yYyM - M/sz) immer ganzzahlig ist. Fir r = 1
folgt dies aus der Ganzzahligkeit der o-Invariante einer Involution. Ist r
gréBer als 1  kann man die Zf--ﬁberlagerung in 2-fache Uberlagerungen
M > M1 g M2 - g Mr ( Mi = M/Zzl) zerlegen. Nun gilt ganz allgemein fir
fiir zusammengesetzte Uberlagerugen M —inl—la.Mz

y(M > Mz) =YM > Ml) + p‘Y(Ml -+ M2) ' (8.6)
was man sofort durch Einsetzen der Definitionen einsehen kann. Induktiv folgt

dann, daB auch y(M - M/er) ganzzahlig ist.

3. Es sei jetzt G eine beliebige endliche Gruppe. Man schreibt G als ein Produkt
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von zyklischen p-Gruppen G = Hzég und zerlegt die Uberlagerung in eine
Folge von Uberlagerungen, die jeweils Primpotenziiberlagerungsgrad besitzen.
Wie unter 2) beschrieben erhdlt man fir Y eine Summendarstellung, in der der
Summand, der zur Uberlagerung mit Grad prP gehdrt, héchstens den Nenner

[#%)
pLes hat. Damit ist gezeigt:

Satz 8.7 Es sei G eine endliche zyklische Gruppe und M eine freie
G-Mannigfaltigkeit der Dimension 2n-1 .
Der Nenner des Signaturdefektes der Uberlagerung M — M/G
teilt das Produkt Hp[é’z‘;f1 , wobei p die ungeraden Primzahlen,

die IG] teilen, durchlauft.

Bemerkungen:

1. Natfirlich gilt diese Schranke fiir die Ordnung eines Defektes auch fir
die zu anderen v-Invarianten gehdrenden (totalen) Defekte,
2. Man beachte die Ahnlichkeit der Ordnung von YZ mnit dem Nenner der

L-Polynome ( siehe [hl] ).

Zagier hat in EZ] hdherdimensionale Dedekindsummen d(p;a an) definiert

11..,

und untersucht. Wegen d(p;a Yy = v( SZn—l >»Ln(p;a1,,,,an) ) stellt

173
der Beweis zu (8.7) einen "topologischen" Beweis fir die dort zahlentheoretisch

bewiesene dem obigen Satz entsprechende Aussage flr Dedekindsummen dar.

Wir wollen das Verhalten von Yz bei Zusammensetzung von Uberlagerungen noch
etwas nidher betrachten. Dabei sei G ein Produkt zweier Gruppen U und H. Zu einer
ungeradedimensionalen freien G Mannigfaltigkeit X erh&lt man ein Diagramm von

Uberlagerungen

X
fl \\ fr
\\xU

X/H £ X/U
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Die Gleichung Y(X —— X/U) + {U|Y(X/U 3z X/G) = Y (X —— X/G) wurde
schon unter 2. erwdhnt.

Sind die Ordnungen von U und H relativ prim und U und H zyklisch,
dann kann man den Signaturdefekt mod Z der Uberlagerung X —— X/G nicht
nur durch YZ(X —— X/U) und YZ(X/U —> X/G)} berechnen, sondern auch
durch YZ(X -— X/U) und Y}X — X/U) bzw. durch YﬁX/U —* X/G) und

EJX/H — X/G):

Lemma 8.8 Es seien G,U,H wie oben mit ({HI,|U|]= 1 . Dann gilt

1. Yz(x — X/G) =Y, (X — X/U) + Y, (X —> X/H)

]

2. y,x — x/G) |H|-yz(x/ﬂ —> X/G) + |U|~Yz(x/0 — X/G)

3.0 Y, — X/U) [HIyz(x/H —> X/G)

Beweis: Wegen Y(X — X/U) - |H|Yy(X/H —s X/G) = Y(X — X/H) +|Uly(X/Uu — X/

Y (X/H —> X/G)

kann man eine Invariante AX,£,U,H): = Y(X — X/U)—IH
definieren. A beschreibt den Defekt den die Y-Invariante einer Uberlagerung
X/H ——> X/G erleidet, wenn man diese Uberlagerung mit der Uberlagerung

X/U — X/G auf X/U zurickzieht. Sind die Ordnungen von H und U relativ

prim, dann ist A ganzzahlig, denn A = Y(X — X/U) + |H}y(X/E —X/G) € z[1/|u]]

und A = Y(X — X/H) + |[U[Y(X/U —x/6) ¢z[1/]8]|]

Damit ist 3. gezeigt. 1. und 2. sind Folgerungen aus 3. mit (8.6). Die Gleichung
1) ist einfach eine Folge des Zerfallens von KI(BG) in KI(BH)<9 KI(BU) unter

der Voraussetzung ({H},{G}) = 1

Bemerkungen:

1. Analog hierzu 1laB8t sich die aZ-Invariahte der G-Aktion durch die aZ-Invari-
anten der Aktionen von U und H ausdriicken. Das Verhalten von az unter dem
Isomorphismus Kl(BG) = KI(BH) ® K1(BU) wurde in § 5 betrachtet. Ebenfalls
analoge Formeln gelten fir die Defekte anderer v-Invarianten, wie etwa der

Todd-Defekt.
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2. Die Formel (8.6) impliziert insbesondere, daB die Ordnung von YZ einer
ZPr-Aktion nicht mit r anwdchst. Die maximale Ordnung von YZ ist im

Gegensatz zur Ordnung von Y; und az unabhéngig von r .
YZ zeigt sogar ein gewisses Stabilit&tsverhalten gegeniiber der Variation
von r (falls eine genigend "groBe" Zﬁ--Aktion Gberhaupt definiert ist).

Hilt man n fest, so gilt ab rs r, = [n/(p—l)]
Y, (M~ M/me ) = ‘YZ M~ M/ZPW)

denn die Differenz Y(M > M/Zprn y - M+ M/Zér) = pr-Y(M/ZPT -+ M/Zﬁm)
ist unter der Voraussetzung r 3 [n/(p-1)] ganzzahlig.
Das la8t sich insbesondere auf Aktionen auf Sphdren anwenden: Da z.B. immer

2n-1 1

YZ(S -+ Ln(p)) = 5 fir n = p-~1 gilt, folgt, da der stabile Bereich

schon erreicht ist,

1 n,r

YZ(Szn- >~ L (p)) = fir n = p-1

1

p

3. Hat G wie oben eine Untergruppe {1} # U # G , dann 1&Bt sich aus den
Werten oL(g,X)’e € durch Linearkombination nicht nur die rationale Zahl
y(X —* X/G) bilden, sondern man erhilt schon mit einer geringeren Anzahl
von Summanden rationale Zahlen. Es ist klar wie sich diesé Zahlen als
Signaturdefekte von Aktionen von Untergruppen von G deuten lassen. Genau

wie filr YZ‘ gibt es in KI(BG,Q/Z) dann auch Elemente, die i{iber das

Kroneckerprodukt, die Restklassen dieser Zahlen in @/Z liefern.

Durch die Darstellung des Signaturdefektes <Y als die Summe der g-Invarianten
kann man y Uber Fixpunktmengen berechnen. Die Formeln werden besonders iiber-
sichtlich, wenn die Gruppenaktion die Einschrinkung einer freien Sl—Aktion

. - . X 1 . 2K-1 . . ;

ist. Fir eine freie S -Aktion auf X ist die Orbitabbildung

X > X/S1 =Y ein Sl—Prinzipalbﬁndel £ und man kann das assoziierte

Scheibenblindel D(f) als berandende Sl—Mannigfaltigkeit nehmen. Die Fix-

punktmenge besteht aus dem Nullschnitt Y .
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Nach [H—Z] oder [A—S4] gilt dann mit x = cl(E) fiir die O-Invariante :

te2x +1

tezx -1

o(t,X) = - < v L(Y) , [¥] > + sign(¥,x) (8.9)

( sign(Y,x) ist die Signatur der quadratischen Form (a,b) * < abx , [Y} >
mit a, b aus HZ(Y) )

1
Schrankt man die S -Aktion auf die Untergruppe der p-ten Einheitswurzeln ein,

so erhdlt man durch (8.9) die G-Invariante dieser ZP-Aktion und zusammen mit

der bekannten tigonometrischen Identitdt i Z aztl an+1 die Formel
n az-1 yz' -1
=y
2px 2%
e v +1 e T+1

= - = < . - v > - (p- i

Y(X > X/2,) = = L a(E,X) (P =5 s vL(Y) , [Y] >~ (-1 sign(¥,x) (8.10)
s e -1 e -1 :

und fir

r e2rx_1

Y >x%x/2) = < (1-22 "2 L , [¥] > - sign(¥,x (8.11)
P e2?x?1

was man unmittelbar durch Einsetzen verifiziert oder Gber den Residuensatz

herleiten kann.,

Wie man der Bordismus-Gysinsequenz des Bilindels HE BS1 ( H = universelles

Linienbtindel, S(Hp) = BZ_ ) entnimmt, ist der Transfer (BSl) -+ Q (BZ_)
P 2n 2n-1 P

surjektiv, so daB man flr eine gegebene Zp—Mannigfaltigkeit bis auf Bordis-

mus immer die obige Situation erreichen kann.

Fiir Mannigfaltigkeiten gentigend kleiner Dimension kénnen wir K(—;ZP)-Kronecker—
produkte durch H*(-;ZP) Produkte ausrechnen (siehe § 6).

Es sei (X,f)e¢ ﬁzr_l(BZP) , ¥ ¢ p-1 und p eine ungerade Primzahl; Um

< f*y,[x]s > 2U berechnen, miissen wir ch(y) kennen. Auf Lp—l(p) 158t

sich ch(y) leicht bestimmen. Die unteren Terme von ch(y)e H*(Lp-l(p);zp) er-
hilt man tUber den pocksteinhomomorphismus aus ch(g) . Fir den Term aus
HZP-B(LP-I(p);ZP) sind einige Extraliberlegungen, die wir uns hier ersparen wollen,

ndtig.
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Es gilt: ch(y) = Zf;g (xl-y)/(i+ln (x,y wie in § 0O) und daher

-1 . ToT %2
Y, (X,£) =< fy,[x]s > = < SR Yy vL 0, [X] >H e 2,)

Dies ist genau das in § O hergeleitete Kroneckerprodukt.
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§ 9 az und YZ auf stabil-parallelisierbaren Mannigfaltigkeiten

Sowohl fir endliche als auch fir abelsche Liegruppen kann man - ganz analog
zZum orientieiten Bordismus - die Bordismusgruppen freier stabil-paralleli-
sierter G-Manﬁigfaltigkeiten mit den stabilen Homotopiegruppen des klassifi-
zierenden Raumes von G Qgr(BG) = ﬂf(BG+) identifizieren. Dabei hat man die
Parallelisierung als vertraglich mit der G-Aktion vorauszusetzen, genauer:
eine stabile &quivariante Parallelisierung einer G-Mannigfaltigkeit M ist ein

G-Vektorblindelisomorphismus

+
™ & R ——» M x RPT

n+m - . .
trivial operiert. Die

wo G auf TM Uber die Ableitungen und auf Rn, R
Orbitmannigfaltigkeit ist dann wieder parallelisierbar (siehe [L-S] ).

Fiir eine Inklusion H<G existiert ebenfalls ein Transfer (siehe z.B. [K—P]),
der wiederum durch die Einschrénkung der G-Aktion induziert wird. Der sonst
recht triviale Transfer zur Inklusion {1} =G gewinnt fir QEF eine dber-
raschende Bedeutung: Kahn und Priddy haben in [k-P] gezeigt, daB z.B. fir eine
Primzahl p der Transfer t : QiF(BZP) —_ Qﬁf(*) = Q%f(B{l}), auf ﬁi?(BZP)
eingeschrinkt, eine Surjektion auf die p-Komponenten von ng(*) liefert. Auf
ng(*) ist die e-Invariante von Adams, die wie YZ 0/Z -wertig ist, definiert.
Auf die Beziehungen zwischen diesen Invarianten gehen wir zuerst ein.

Der zum Todd-Geschlecht bzw. zum komplexen Bordismus gehdrenden eC-Invarianten
entspricht flir den orientierten Bordismus die zum L-Geschlecht gehdrende, von
Kreck in [K] definiert und untersuchte &-Invariante (mod Z).

Ahnlich wie bei der zum L-Geschlecht gehdrenden v-Invarianten aZ 188t sich
diese Invariante zu einer @-wertigen - allerdings nicht bordismusinvarianten -
Funktion anheben:

4
Man wahlt zur stabil-parallelisierten Mannigfaltigkeit (M n ,0) eine berandende

Mannigfaltigkeit X wund setzt (siehe [K]):

§M,a ): = sign(X) - L(TX/a)
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wobei TX/a das durch die stabile Trivialisierung o auf XAx definierte
stabile Blindel ist.
wie in [K] Dbewiesen wird, ist der Defekt, den § bei einer reguldren p-fachen

Uiberlagerung erfahrt, gerade die negative Summe der a-Invarianten, d.h.
§(M,m8) - pSM,0) = y(M—pm) (9.1)
Damit folgt sofort: die Hintereinanderschaltung

G5F sz —=> 9 (0 —22— /2

ist nichts anderes als der Signaturdefekt mod 2.
. ~ =~fr . . fr
Denn fir (M> M)e Q7 (BZP) ist M als Element in % (¥) nullbordant,

daher 6(M) € 2 und aus (9.1) folgt:

Y 0 > M) = 8 () = 8, e (9.2)
Damit l&dBRt sich in manchen Fillen der p-Anteil von 62 durch YZ leicht
berechnen.
Bemerkungen:

1. Wihrend auf dem Untermodul ng(*) = Qif(BZP) der Signaturdefekt ver-
schwindet, ist dies i. A. fir Gzot nicht der Fall,
2. Ersetzt man 6Z durch die eC—Invariante so gilt die analoge Aussage mit

dem Todd-Defekt Yg = ecot.Man braucht nur nachzurechnen, daf sich YZ

T
und Yz um den gleichen Faktor wie 6Z und ec unterscheiden: Fir

ec und 62 folgt aus den Ergebnissen von [Kj GZ(M,a) = —22ne¢(M,a) auf

>Q£i_1(*); far Yz und - Y; miissen wir den Unterschied der beiden Funda-

mentalklassen [M]s und [M]T bestimmen. Da das stabile Tangentialbindel

von M trivial ist, folgt A (M @ R) = 22n und aus § 2 daher D{]S=22n[M]T.

Das Vorzeichen wird von der Konvention, az als negative v-Invariante

zum L-Geschlecht zu definieren, verursacht.

~f T o N
Damit ist auf Q;r(BZP) der Defekt der e -Invarianten mit YZ identifiziert.

Cc

3. Wie unter 2. kann man zeigen, daB alle auf diese Art und Weise zu v-Invarianten
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gebildete @/Z-wertige Invarianten sich auf dem gemeinsamen Definitions-
bereich nur um einen Faktor unterscheiden.
4. Da der p-Anteil der ec-Invarianten in allen von 2n(p-1)-1 verschiedenen

Dimensionen verschwindet (siehe [AdZ]) hat das Faktorisieren von Y, iber

f . .
Q,f(*) die Konsequenz, daf in diesem Dimensionsbereich YZ ebenfalls ver-

schwindet.

Die Komposition QEf(BSI) -t QE{(*) ——§Z—%Q/Z , die wir als néchstes be-

trachten werden, faBt in gewisser Weise die durch die zu verschiedenen Prim-

8

zahlen p gehdérenden Invarianten Qg?(BZP)-—E—a ng(¥)————zeiQ/Z zusammen:
- . fr 1 fr,
In [L-S| haben L&ffler und Smith u.a. den Transfer ', (BS')—> Q% (%)

untersucht und eine Formel fir ecot angegeben. Abgekirzt 148t sich diese

Formel - in der Notation von [L~S] durch

—C,y(A)

ec([5M),8]) = < 1/(1-e . [M] o> (9.3)

wiedergeben. Dabei ist [S(X),@X] das zur stabil parallelisierten Mannigfal-
tigkeit M und dem Sl—Bﬁndel A auf M gehdrende Bild unter dem Transfer

(o bezeichnet eine kanonische stabile Trivialisierung des Tangentialbiin-

A
dels des Totalraumes S(A) ). Das Kroneckerprodukt ist natlirlich so zu inter-

-c(M)t
e

pretieren, da man 1/1- in eine Laurentreihe entwickelt und den vor

tdlm /2 stehenden Koeffizienten auswertet.

Ersetzt man wieder die e-Invariante durch 6Z , so erhdlt man mit minimalem

Modifikationen aus dem Beweis zu (9.3) in [L—S] die Formel:

20:(5)
- _<= + 1 > .
s [s@),0,] ) 2cB) _ " M] > + a (9.4)
(a ganzzahlige Konstante)
Vergleicht man die Reihenentwicklung von -(ezcﬁ€)+1)/(e2cxg)—1) mit der
von yﬂl—e—cdg)), so folgt die schon erwdhnte Beziehung
5([s(5),8,] ) mod z = —22“e¢([s<e:),q>€])

die deshalb auch als Beweis flir (9.4) {(mod Z) dienen kann.
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Zway kann man fQr Si—Bﬁndel keinen Signaturdefekt in der Art von (0.2)
definieren, man hat jedoch - zumindest im stabil-parallelisierten Fall -

als Ersatz den invarianten Teil der a-Invarianten der Sl-Aktion, d.h. den
Wert von o(t,S(§)) an der "Polstelle"l .(8.9) und (9.4) zeigen gerade
G(S(E),Qg) = o(1,S(£)) + ganzzahlige Konstante . Analog hat man in der

Formel fir ecet die zum Todd-Geschlecht gehdrende v-Invariante an der
"Polstélle" £ = 1 auszuwerten. Die p-Komponente der Komposition

ﬁﬁf(BSI) __E;a ng(*) _§Z—e ©/Z wird nun durch ﬁﬁf(le)—g Q%f(BZP),Xza>Z/P@Z
angegeben: Denn nach (8.10) unterscheiden sich Gz°t = 0(1,-) und Yz durch
das Kroneckerprodukt P < (e2Px+1)/(e2Px—1), [B] > , das aber keinen p-Anteil
im Nenner besitzt (siehe [H 1.

Man beachte, daB da das Bild des Transfers t: ﬁff(le) —> Qﬁf(BZP) nicht in
ﬁif(BZP) liegt, (9.2) nicht direkt anwendbar ist. Fir ein Element (S(§)—B)
aus ﬁﬁf(le) ist damit durch die rationale Zahl o(1,8(£)) der Wert aller
Signaturdefekte mod Z der aus der Sl-Aktion durch Einschrénkung hervorgehenden
Zé—Aktionen gegeben.

Unser nachstes Ziel ist die Beschreibung von az auf ﬁff(BZP) fir eine unge-
rade Primzahl p .

Eine stabil parallelisierte Mannigfaltigkeit hat eine kanonische stabile fast-
komplexe Struktur und Orientierung. Daher sind Vergiﬁhoﬁomorphismen

fo(x)-—EL—a—QE(X) und Qfﬁ(x) _Fe Qi?(x) definiert. Die Zusammensetzung

Qir(x) ——Eiﬁ Q.P(x)~——gi+ K4(X) ergibt genau den Thomhomomorphismus
Qir(x) N K (X)  (bzw. Qf;f(x) ® Z[%] LN K,(X ;Z[%})) . Andererseits

wird HC auch durch den Hurewiczhomomorphismus zu §-—BU definiert. Dies
liefert eine zweite Beschreibung von uc((M,f)) = f*[MﬂT: (M,f) wird durch
eine Homotopieklasse gzsi———) Xhs? reprasentiert. g, [Si]T € % (x5.87)
definiert Gber den Bottisomorphismus B ein Element Bq“[Si]T S Ki_j(xﬁ und
es gilt Bg, [s'] = u (@1,£) (siene [c-F3], [Ha]).

Damit hat man aZ(M,f) und HR((M,f)) fir (M,f) € QEF(BG) identifiziert
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(bzw. ToddZ(M;f) und Hc(M,f) ).

Weiterhin sind uc bzw. HR auf Bild Fc bzw. Bild FR injektiv, denn auf
stabil parallelisierten Mannigfaltigkeiten yerschwinden alle charakteristische
Zahlen f*(ci(TM)n[M]) auBer f£,(1n[M]) = p(u,f) und nach §4 ist die Abbil-
dung, die (M,f) ihren Satz charakteristische Zahlen zuoxrdnet, injektiv. Das
Studium von HC 138t damit Rickschlisse auf das Verhalten von FC zu.

Wie sehen die Komponentenfunktionen Y; der aZ—Invarianten auf ﬁﬁf(BZP)

aus?

Mit der Darstellung von Y; als K-Theorie-charakteristische Zahl ist es mdg-

lich, Relationen zwischen den Y; fiir stabil parallelisierte Mannigfaltigkeiten

zu finden:

Lemma 9.5 Es sei p eine ungerade Primzahl und (% > M) aus ﬁgi_l(BZP) , dann

gilt y;k(ﬁ > M) = kn-Ygl(ﬁ > M) .

Beweis : (M * M) werde repridsentiert durch g : Szntgi:i——-¢ BZPAS21 . Nach
: -k -~ +2i-1
(8.5) gilt Y X > m = <y () , Bg, [$*PTHT]
Bekanntlich ist das folgende Diagramm kommutativ
K (BZ 52 ;12 %) ————E———7 K (BZ
K P 7P p’ P
v l yhct
1 2i B 1
K (BZPAS ,ZPm) ——> K (BZP sz
Damit gilt
i . +2i-1 2n+2i~1
kL, 'Yy, kit » ) = -< xt v®) , ng*{szn * lg > = <~g ¥y , [s204 ]s >
+i +2i- +1 +2i-
=-< " gy [SZn 2i 1]S > = i v, B_g*[s2n 2i I]S

kn-H!. Y;l (ﬁ > M)

-k

- M+ M) = k“~Y;1(ﬁ + M) impliziert.

was die Behauptung Y
Bemerkung:

Bei dem Beweis zu (9.5) haben wir gleichzeitig die Operation Yk auf Bild HR

er

mitberechnet. Flir x aus Bild(HR: 1(BZP) _— KI(BZP)) gilt :

K

K
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e = k% x (9.6)
Denn wegen der Beziehungen zwischen den Y; wird x schon durch das eine Kronecker-

produkt < y , x > eindeutig festgelegt, sonit < y ,ka >=< wky , X > = k"< v, x>

aZ:QEF(BZP)————a-Kg(BZP) wird also schon durch die Funktion Y; vollstédndig

beschrieben. Damit haben wir bewiesen:

Satz 9,7 Bild H: Qgi_l(BZP) ey Kl(BZP) ist eine endliche zyklische
Gruppe.
Beweis: Man braucht nur zu beachten, daf Qgi-l(BZP) eine endliche Gruppe

ist und daB eine endliche Untergruppe von ZPW zyklisch ist.
Mit ganz anderen Methoden hat Smith in [S] die folgende Aussage, die wir
wegen der Injektivitdt von u¢ aus (9,7) erhalten, bewiesen.

. . . ofr U . .
Korollar 9.8 (smith [s] ) Bild Fg: @  (Bz,)) — Q) ,(BZ;)) ist zyklisch.

Eine analoge Aussage gilt auch fir Bild qR .
Als nachstes schétzen wir die Ordnung der Gruppe H(Qgi_l(BZP)) nach oben ab :
Satz 9.9 Die Ordnung des Bildes von H: Qgi_l(BZP)———+ KI(BZP) ist nicht

P1+vf(n) ( p ungerade Primzahl)

grdBer als
Hierbei bezeichnet vp(n) den Exponenten von p in der Primzerlegung
von n ,
Bewelis: Fir k # O (p) hatten wir festgestellt Ek(x) = k% fir

X aus H (Qgi—l(BZP)) . Das ist eine ziemlich starke Einschrénkung fir ein

k*(p) muB  k'x = k" M folgen. Insbe-

Element X aus Kl(BZP) , denn aus k

(p-1)

sondere gilt mit r =k =1 &P Vohx -0 fir xen (Q§§-1(BZP”‘

kn(p—l)

Nach [Ad 1] ist der p~Anteil in - 1 im "“ungiinstigsten Fall" (man

wihlt k so, daB die Restklasse von k die zyklische Gruppe (Z/292Y7(i1) erzeugt )

(1+ Yn))

gerade p , so daB x hdchstens diese Ordnung haben kann.

fr

Nun hat Smith in [S] Elemente 4,€ Q2k—1

(BZP) angegeben und vermutet, daB

diese Elemente das Bild von F er(BZP)————?QU(BZP) erzeugen.

C:

Fiir den Dimensionsbereich 2n(p-1)-1 hat er diese Vermutung bewiesen.



..80_.

Mit der oben gemachten Abschidtzung der Ordnung von Bild H sind wir nun in

der Lage, diese Vermutung vollst&ndig zu beweisen:

£

satz 9.10 Bild H: 92

i_l(BZP) > Kl(BZP) ist zyklisch von der Ordnung

+
P1 vp (n) und wird von dem Element Un erzeugt.

Die Aussage gilt natilirlich auch fir Bild FR und Bild F

C
Beweis: Es genligt zu zeigen, daB die Ordnung von Gn in KI(BZP) genau
P1+vp(n) ist.

zZzundchst zur Definition von Ok:

2(k-1)  _ 2 2

Uber der stabil parallelisierten Mannigfaltigkeit N §X,..%Xs

(k-1 Faktoren, mit Produkt-Parallelisierung) ist das Linienbiindel

Ck-1: =Y g...é Y definiert ( 8 = suBeres Tensorprodukt, Y = Hopfblindel).
S(Ck_l) ist damit ein Element in Qgi_l(ssl) und man setzt
. 2(k-1),  _ p .
Uk. = Transfer (S(Ck-l)'N y = (S(Ck-l) — S(Ck_1)) . Nach [S] gilt
£ar die klassifizierende Abbildung £, : N°*_L)p ¢ des Linienbundels
Ck-l degree(fk_l) = (k-1)1!
- - k-1
Deshalb gilt < c ¢, [M* V] = genren
Mit der Formel (8.11) k&énnen wir damit Y;(S(Ck_l) ————aS(Ci_l)) berechnen:
2x 2x
1 e -1 2 (k~-1) 2 e -1 2px 2 (k-1)
= e < e > = == < - >

Y, (9,) 2 o, [n ] 5 o Toe, [N ]

(x = cl(C ) ) Mit den Reihenentwicklungen

k-1
e 1 T ot 2px j+1 B 2
e .y el el - D W G DR (= R
2% i=0 (i+1)! e -1 j=1 (23) !
und degree f = (k-1)! folgt, daB zum Wert des Kroneckerproduktes mod Z nur der

k-1

oberste Term von (ezx-l)/Zx etwas beitragen kann, nadmlich der Summand

(2x)k_1/k!'. Daher

1 _«F
Y00 =+ (9.11)

undf%o& hat die Ordnung p\)"(k).‘h1 .
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Bemerkungen:
1. (YZ)1 hat die etwas einfachere Gestalt 1/p-k .
p-1
. . n .
2. Fir YZ erhdalt man YZ(Gn) = (- 2? . z k' )-1/(p'n) . Fir n = a(p-1)
k=1

ist diese Summe nicht durch p teilbar (p > 3) und YZ hat die Ordnung von

Y; . In allen Fillen verschwindet Y, auf Qgi_l(BZP) . Mit der Formel

n
(8.10) erhilt man YZ(Gn) = —(-1)2+1-2n-(B%)/(2n), woraus das schon be-

schriebene Verhalten von YZ folgt. Mit (9.10) und (9.11) ist damit uz

auf fo(azp) vollstandig bestimmt.
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§10 Der funktionale Cherncharakter auf BZ

P

Der n-te Term des Cherncharakters ch® ist eine Kohomologieoperation von K* (X)
nach Hzn(X;Q) und definiert deshalb auf Klassen in K°(X) , die sowohl im
Kern von chn als auch im Kern des von einer stetigen Abbildung f : ¥ > X in-
duzierten Homomorphismus liegen, eine funkionale Kohomologieoperation, den
funktionalen Cherncharakter zu £ (siehe ET]).

Wihlt man fiir Y eine ungeradedimensionale Sphére S2n—1 und flr X einen Raum
ohne rationale Kohomologie in den Dimensionen 2n und 2n-1 , dann gilt immer

£5(x) = chn(x) =0 filir x¢ ﬁ’(x) und man erhdlt einen Homomorphismus

chg . 8°(x) > 0/2 . In Diagrammschreibweise :
- o ¥ *
o — ®ss?™h 0 c. ) 3 w2 o
|en® | en” |en” | (10.1)
o -— Hzn(szn;Q) *§—> Hzn(Cf;Q) —_— 0
2n-1 21
(£f:S +x,cf:=e“qu)
b (x) := 6 e ¥ L) e BR(s?™;0) /ehR (52T = g/z

chn hingt nur von der Homotopieklasse von f ab, und die Zuordnung [f] — chg

definiert eine Abbildung CH" : Mooy X) —> Hom( () , ®/2 ) . Hangt man

f zweimal ein, dann ist auf Zz(f) chn+1 definiert, und aus den bekannten Eigen-
n+l1 2 n

schaften des Cherncharakters und der Puppesequenz folgt Chzzf( L% ) = chf(x) '

so daB man eine Abbildung

S ~
ca” s () — Hm(® (x),0/2)

erhdlt. Wie in [AdZJvzeigt man: CH ist ein Homomorphismus.

2k

Ein bekanntes Beispiel liefern die Sphéren : fir X = § 2k» n gilt
2k, . .8 e} n . : _ :
W2n+2k-1(s ) & nzn-l(s ) und CH  stimmt mit der Adams-Invarianten
S o " .
e, : “2n~1(s ) — ©/Z diberein.

Wihlt man fir X ein gentigend groBes Skelett von BZP , so sind die oben aufge-

fihrten Voraussetzungen erfdllt, und man kann den funktionalen Cherncharakter
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e ¢ Mo (B2) — Llim Hom(X° (LT (p)),0/2)

definieren.

tber die 8-Invariante von Kreck steht die e-Invariante -d.h. der funktionale
Cherncharakter auf den Sphiren - mit der Signatur in Beziehung. Mit dem
folgenden Satz erhalten wir eine Verbindgng zwischen dem funktionalen Chern-

charakter auf BZP und der &quivarianten Signatur Uber die OG-Invariante :

Satz 10.2 Uber die Identifikation

. ~0 , T _ =0, ¥ _
].;._m} Hom (K (L~ (p)),Q/2) = l_li:_ngExt(K (L"(p)) ,2) = K1 (BZP)

: n ] . %0, ¥ .
imm : T —
stimmt CH 2n_1(BZP) 1%3 Hom (X (L (p)),9/Z) mit dem
ofr
2 - . . Q :
Hurewicz-Homomorphismus HC 2n-1(BZP) — KI(BZP) liberein

(zumindest bis auf Multiplikation mit einer zu p primen Konstanten).

Da wir in §9 Hc berechnet haben, ist damit auch CH bestimmt.

Korollar 10.3 1Ist p eine ungerade Primzahl, dann gilt fir ein Element

3fr n _
(x,zp) aus Q. , (BZ)) CH ((X,2)) = ¢, (X,2))

Bewelis: HC(X'ZP) ist bis auf eine Xonstante das Bild von (X,ZP) unter Hh .
Damit H(X,Z,) = cify [x/zp]S = c:a_(x,2;) in K, (BZ)) .

Bemerkung:

Far ch:(Bi) ergibt sich die folgende Interpretationsméglichkeit ( Bi= El—l aus
o ~fr

K" (Bz,) , teQ, ,(BZ) ) :

Twird durch eine stabil parallelisierte freie Z_-Mannigfaltigkeit in-l repra-

P
sentiert. Man wdhle eine orientierte ZP—Mannigfaltigkeit Y2n mit Rand X (so daB
die induzierte Orientierung zur Parallelisierung paBt), und berechne die
aZ-Invariante - etwa iliber die Fixpunktmenge. Die (p-i)-te Komponente von o, ist
dann genau chg(gi)/c . Analoges gilt mit geeigneten Faktoren auch fir andere

v-Invarianten. Bildet man ch?( zg:i Bi) , dann erhilt man gerade den Signatur-

defekt mod Z auf T = (X - X/ZP).



-84~

Beweis von (10.2):

+2i- 21 ~
Es sei £ : S2n 2l~1——a S lABZP ein Reprédsentant flir T e Qgi_l(BZP) und

g = ~o(Lm(p)) , m geniigend groB. Wir milssen zeigen

n+1

(6) = c< B (9) 'HG:(T)>K

denn die Identifikation Kl(BZP) mit lim Hom(Ko(Lm(p)),Q/Z) geschieht - siehe
§8 - durch die Zuordnung x = (y*™ < B-l(y) , X >K) (B:KI(BZP;Q/Z) — RP(BZP)
ist der Bocksteinhomomorphismus und <,>K das Kroneckerprodukt
1
o QD .
K" (BZ,;Q/2) ® K, (BZ;) —> 9/z )

Aus Bocksteinsequenzen und Kofasersequenzen erhdlt man ein Diagramm mit exakten

Zeilen und Spalten (m geniigend grofB, 'Cf = e2n+2*JfLm(p) )
1 1 21 m 1
o] ey K (Cf;Q/z)-a K" (S L (p): Q/Z)——e K (8%;9/2)
e e e e e e e Y
l’ \L (2): 1{1 B {2}
o — &sH — R"(Cf) o K (S‘21 Py <= o
4
, s ___
' !
v __ “__(ﬂl -‘: 1« \l/
X q 5 .
o — ¥ ,Q) — K (G0 — % (10.5)
l ,u) ’ l
21 £ .
2 (s2M1P (p) 10/2) S5 % (s%i0/2) — 8%(c,:0/2) ——  ©
o) (@ := 2n+21i)
Der Weg (1) 14Bt sich sofort mit 6 = ch§+l(6) identifizieren ; dabei haben
wir die kanonischen Identifikationen zwischen ip(82n+21) und H2n+21(82n+21)

v _ +2ie
zu machen. Der Weg (2) beschreibt nichts anderes als 6 = < B 1(6) ' f*[szn 2l:ﬂ>

2n+2iﬁ

(=<8 , [s >, = €87 @ €0/z ) und wegen (1) = Be. [$PH]

die Zuordnung 6 v < 8_1(6) ’ HC(T) >K .
yo s2n+21

Auf der Untergruppe Bild (Sf)* wvon K ( ;0/Z) kann man den Weg (1) auch

"riickwdrts gehen". Komposition mit (2) definiert einen Homomorphismus von

2n+2i-1

pild(SE) in Bild(£%) € K (S ;0/7) . Das Rickwartsgehen auf (2) von Bild f*
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Gber (1) nach Bild(Sf)® liefert ein Inverses zu dieser Abbildung. Da Bild £
eine Gruppe Z?r (oder O ) ist, wird dieser Isomorphismus durch die Multipli-
kation mit einer zu p primen Konstante ¢ gegeben. Nach §9 ist Bild HC zyklisch,

so daB diese Konstante nur von der Dimension abhdngt.

Fir bestimmte Dimensionen kénnen wir diese Konstante leicht berechnen:
Die Inklusion B{1} -~ BZP induziert die beiden Transferhomomorphismen

£
caf¥ez) > 9T (0 wd otz K (B2,:0/7) — K_(%:9/2) .

£ K

Q

-2
, o S0 - N . t
Lemma 10.6 Die Komposition QZn—l(BZP) — K1(sz) — Kb(BZP,Q/Z)——+ Q/7

ist der Signaturdefekt mod Z.

Beweis: Nach §7 gilt fir den Transfer in der Kohomologie t': K?(B{l}) > KP(BZP)

£ 1) = reg(z,) und daher fir xe fco(BzP;Q/Z)

t(x) <1, t(x) >K =<t (1) , x>=<¢t*"(1)-p, x> =< B-l(txl)-p) , B T(x)>

<reg , B (x)>

Setzt man x =—g%U(X/ZP,f) ein, so folgt nach (8.2) t(x) = <-reg , f*[X/ZP]S >K =
YZ(X - X/ZP) .
Man betrachte das Diagramm
.‘l N N
__ yfr Be, pfr . ts ofr . Br, fr 0.7
f Qg (BZ) —= Qo (BZ,;0/2) —> @, (+;Q/2) — (3 (10.7)
| | |
; l B, (A) | He (B) IHC (©) l e
-4 ‘
Kl(BZP) -—gké ﬁg(BzP;Q/z) _”Eg Kb(*;Q/Z) =  0/z
Ce CHn I
E [o) m Hﬂ\'f'(t‘\ui) o‘
—  lim Hom (X" (L (p)),Q/Z) —— Hom(K (¥),9/2)

m

Wegen der Vertauschbarkeit von Transferabbildungen mit natilirlichen Transformationen

B-lH = YT

- siehe [K-P] - sind () und (B) kommutativ. Nach (9.4) gilt ¢t B H. =7,

(Todd~-Defekt wegen des komplexen Hurewicz HC) . Es folgt nach §9

-1 _ T . -1
He tQ BQ =Y, = e, tQ und somit HC BQ tg = e to
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Fir n>o und n = a(p-1) wissen wir aber aus [Adz] , daB ec°t9(on) - Gn aus

Qgi_l(BZP) wie in §9 - die p-Komponente von Bild e ©/Z erzeugt ( p-Kompo-

1+V; (a)

T
nente von YZ(Gn) = 1/p = p-Komponente des Nenners von B,,/2n ).

Hc 8-1 und ec missen damit gleich sein (fir p = 2 folgt dies mit einem Argument

wie unter (10.2)) . Damit ist bewiesen (B = Bocksteinhomomorphismus ) :

Korollar 10.8 Die ec—Invariante stimmt mit dem funktionalen Hurewicz-Homomor-

phismus (HE)B tberein,

Also ist auch (C) in (10.7) kommutativ. Aus der Kommutativitdt von (10.7) folgt

. . n T
N 1 = = ° 10.9
jetzt ¢ Hom(tK, ) CH tK BK H, = YZ ec to (10.9)

Man rechnet leicht nach, daB CH natdrlich ist, und da man nach [K-P] den
Transfer bis auf Suspensionsisomorphismen durch eine stetige Abbildung indu-
zieren kann, ist CH mit t vertauschbar: Hom(t'K,l)oCHn = CHnetQ = eétﬂ (10.10)

In den Dimensionen 2n-1 mit n = a(p-1),a > o ist Yz auf Bild

fr
92

(10.10) ¢ =1

(HC: (BZ ) = K (BZ )) injektiv (siehe § 9), daher folgt aus (10.9) und

Damit: cg® = -2naz fir n = a(p-1)

Bemerkung:

Die Analogie von CH® zur e-Invariante wird noch stdrker durch die folgende
Definitionsméglichkeit von CH' durch Adams-Operationen:

(Bezeichnungen wie bei 10,5)

) - +21 s ¥ - 3% .
0 — (gt 1, R(c,) 3 g?t, Py — o

Wahlt man fir B¢ KO(SzlA Lm(p)) ein Urbild B° unter j', dann ist wP(B‘)
ein Vielfaches von 14[32n+211T : o YPB) = a(B)- i*[s2“+21]T  denn

3 *yP(R') = YP(B) = 0. Wahlt man ein anderes Urbild B~ von B , dann gilt

[ 2n+21]

P -_nt . +21 +1i,
B"-B*= a-i und daher P (" -B%) = a-i, pP[s?" lew = ap"i, [s],

n+i n+i

=(a(B")-a(B* )i [S] . Damit ist a(B’)/p - a(B*)/p ganzzahlig und die

Restklasse [a(B')/pn+l3 in ©0/Z2 nicht mehr von der Urbildauswahl abhdngig. Man

zeigt leicht chf(B) = k&B')/Pn+i]
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Bezeichnungen
Z ganze Zahlen
(0] rationale Zahlen
R reelle Zahlen
Zg Z/p2
Z z[1/p) /2
Eg] gréBte ganze Zahl z mit 2 <a/p
SO . . . .
Q.= Q orientierter Bordismusring
Q? komplexer Bordismusring
fr . .. , , ~fr S
Q, stabil-parallelisierter Bordismusring (27 (X) = T (X))
R(G) komplexer Darstellungsring der Gruppe G
KG(X) Fir einen lokalkompakten Raum X ist KG(X) als

Ké(x“), x¢ = Ein-Punkt-Kompaktifizierung von X definiert

z.B. K¥(TM) = K*(B(TM),S(TM))

BG klassifizierender Raum der Gruppe G
T™ Tangentialblindel von M
BTM Ballbiindel von TM
ST™ Shérenbiindel von TM
L m~-te L-Klasse in den Pontrjagin-Klassen, siehe [H 1]
4 wk k-te Adamsoperation
ch Cherncharakter - ,
[M] Fundamentalklasse von M
<,>K Kroneckerprodukt in der K-Theorie
<,>H Kroneckerprodukt in der gewShnlichen Homologietheorie
Sq Sg = {(reg - iG[)k[ke{N } < rR(G)
Sa Sa = {A_l(V)klksN, G operiert frei auf der Einheitsphdre S(V)
des komplexen G Moduls V }
XL W) K~Theorie Eulerklasse von V
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Tabelle 1

i i . =
Die Werte von Yy , Y; , Y und YZ auf Linsenré&umen

Linsenraum

L(5;1,1)
L(5:;1,2)

L(5;1,1,1)
L(5;1,1,2)

L(5;1,1,1,1)
L(5;1,1,1,2)
L(5;1,1,2,2)

Y Y
-5 -3/5
o 1/5
-1
-1/5
36/5 1
8/5 1/5
4/5 1/5
47/52
11/52
3/52
-68/5 -47/52
-16/5 -11/52
-4/5 -3/52
o) 1/52
-89/52
-21/52
-1/5t
-1/52
644/52 89/52
152/52 21/52
36/52 1/5t
8/52 1/52
4752 1/52
g843/53
199/53
47/5%
11/53
3/5°3
-244/5'  -843/53
-288/5%2  -199/53
-68/52 -47/53
-16/52 -11/53
-4/52 -3/53
o) 1/53

.YZ

-7/5
-1/5

-3/5
-1/5

13/5
3/5
1/5

29/52
7/52
1/52

-123/52
-29/52
-7/52
-1/52

-11/5?
-13/52
-3/52
-1/52

233/52
11/5!
1/52
3/52
1/52

521/5°%
123/5°%
29/53
7/53
1/5%

-2207/5°
-521/53
-123/53

-29/53
-7/5°
-1/58

1/5
3/5
4/5

2/5
4/5
1/5

19/52
2/52%
11/52
8/52%
4/5°%

1/5!

12/52

7/52

9/52

21/52
0]

2/5
1/5

4/5

1/5
1/5

22/52
11/52
3/52

3/52
14/52
22/52

1/52

11/52
4/5%
4/5?!

24/52

14/52
11/5°2
1/5!
1/52
1/52

93753
74/5°
47/5°3
11/5°

3/5°

32/58
51/53
78/53
114753
122/53
1/53

375
4/5

2/5
4/5

3/5
3/5
1/5

4/5%2
7/52
1/52

2/52
21/5°%
18/52
24/52

14/5t
12/52
22/52
24/52

8/52
1/5!
1/52
3/5°%
1/52

21/5°
123/5°
29/5°
7/5°
1/53

43/53
104/53
2/53
96/52
118/52
124/5%
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Tabelle 2

Die Werte von YZ und Y; auf Linsenré&umen

Linsenraum YZ Yé Y; ‘Y; Y; Y;
L(7;1,1) o} 2/7 : 1/7 a/7
L(7:1,2) o} 1/7 a/7 1/7
L(7:;1,3) o} 3/7 5/7 6/7
L(7:1,1,1) o) 6/7 a/7 o}
L(7:1,1,2) o} 2/7 o} a/7
L(7;1,1,3) 0 1/7 a/7 a/7
L(7;1,2,2) 0 a/7 6/7 a/7
L(7;1,2,3) o} 6/7 6/7 1/7
L(7;1,3,3) o o 3/7 5/7
L(7;1,1,1,1) 0 1/7 5/7 1/7
L(7;1,1,1,2) o 5/7 3/7 6/7
L(7:1,1,1,3) o} 6/7 1/7 o
L(7;1,1,2,2) o 3/7 o) a/7
L(7;1.1.2.3) o} 1/7 3/7 3/7
L(7;1,1,3,3) o o) 4/7 3/7
L(7;1,2,2,2) o) o} 1/7 6/7
L(7;1,2,3,3) o} a/7 4/7 6/7
L(7:1,3,3,3) o} 4/7 1/7 2/7
L5(7:1,...,1) o) 5/7 5/7 5/7
L8 (7;1,...,1). 1/7 2/7 6/7 3/7
L’ (7:;1,...,1) o 37/7% 32/72 20/72
L8(7;1,...,1) 5/7 12/72 41/7% 38/72
L¥(7;1,...,1) o) 19/7%2 46/72 47/72
L®7;1,...,.0 a/7 30/72 - 2/7} 19/72
L¥7;1,...,1 o) 27772 40/7? 15/72
L¥%7;1,...,1) 48/7* 22/72 4/7% 47/7%
L2(11;1,...,1) o) 2/11 8/11 7/11 10/11 6/11
L*(11;1,...,1) o 7/11 3/11 1/11 8/11 3/11
L6 (11;1,...,1) 0 4/11 8/11 9/11 6/11 6/11
L8 (11;1,...,1) 0 1/11 1/11 2/11 7/11 o
Li%(11;1,...,1) 1/11 3/11 2/11 10/11 1/11 1/11

L%11;1,...,1) 3/11 9/112 58/112 47112 34/112 38/112
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