3estimmung des Zentrums der Cliffordschen Algebren einer
madratischen Form iiber einem Korper der Charakteristik 2.

1

Von Martin Kneser in Heidelberg.

B = {r,n,...} sei ein endlich-dimensionaler Veklorraum iitber dem Kdrper
K = {a, b, ...} dor Charakteristik () = 2, ¢{x) cine quadratische Form') in B, also
ine Funktion auf ¥ mit Werten in K, fir die

glax + by) = a?q(x} + big(v) + ab(x, v)

ilt mit einem gewissen bilinearen ,,Skalarprodukt® (r, §). Wir setzen voraus, daB ¢ voll-
eguliir ist, da es also keinen Vektor ¢ & 0 gibt, fiir den (g, y) == O ist mit allen Veklore
¢ ®B. Dann ist die Dimension von % gerade und es gibt eine Basis Uy, . . ., Up, Uy, - - -, Vs
ron B derart, dal} (u, v,} = 1 ist, wibrend alle anderen Skalarprodukte zweier Basis-

L

vektoren verschwinden 2). Nach C. Arf3) ist das Element ¢ = X ¢{u;) g(v;) bis auf additive
i1

Abanderung um Summanden der Form a® — a (a ¢ K) eine Invaniante der quadratischen
Form g. Hier soll eine von der Wahl ciner Basis von vornherein unabhingige Definttion
yon ¢ gegeben werden. Dazu bilde man - dem Fall y(K) + 2 entsprechend *) — die
beiden Cliffordschen Algebren von ¢. Die erste besteht aus Summen von formalen
Produkten
ap, L (020, ac K, g€ 8),

deren Multiplikation durch
{axy - r) (brai - L) = abry -k
und im iibrigen distributiv erklirt ist. Aullerdem sollen die Regeln

(1) 1o g {ay 4 D) ey L= Ay By UEswr Ee + BN Ls a3ker ki

(2) £ =g
gelten. Aus der letzten folgl durch Anwendung auf r -t vy die weitere
O LIS SLVISES RO
daher bildea die Produkte P A LU LR T i,ound k<o <k,
eine Basis dieser crsten Clilfordschen Algebra. Die zweile besteht aus den Summen von
?rodukhen ar, * - - Iy einer geraden Anzahl von Vektoren aus ¥ mit denselben Regeln.

9 Im Sinne von , Dicudonnd, Sur les eroup-s classiques, Paris 1948, 8,30, ist ¢, . . ., ¢, elne Basts vor 2
d sind x,, . . ., z, Unbestinunte, so ist (X x;e;) eine quadratische Form in Klassischen Sinne,

2} Cuhit Arf, Untersuchungen iiber quadratische Formen in Kérpern der Charakteristile 2, dieses Journal 183
1), 8. 148167, Satz L.
3y loc. cit. 2), Sata 5; vel auch die heiden vorangehenden Noten von Witt baw. Klingerberg und Witl,
1y M. Biehler, Quadratische Formen und orthogonale Gruppen, Springer-Verlag 1952, 5. 22if.
16*
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Thr Zentrum ist eine Invariante der quadratischen Form ¢. Die Klasse ¢ mod (a* — a)
bestimmt sich hieraus nach dem Satz:

Das Zentrum der zwetten Cliffordschen Algebra ist isomorph dem Restklassenring
K[x]/(x? —x—¢).

Beweis. Besteht die Menge M bzw. NV aus den Zahlen ¢, < - - - <t ¢, baw. ke, <7 - - - Tk,
so schreiben wir e, y fiir das Basiselement u; ---1u; v, - -0, . Zur Bestimmung des
Zentrums beweisen wir zunéchst:

a) Die mit allen Produkten ub; (i = 1, ..., m) vertauschbaren Elemente sind von

Vertauschungsregein

0 falls ¢¢ N
Wpehr v —— By y Uy = )

€y N_i falls t¢ NV
0 falls ¢ M]

Oy, y — Eu, x 00 = [em iw falls te¢ M

und die aus (2) fliefenden Regeln

{ Cat i, ¥ falls i¢ M
uie ' 4 . . ,
M qlu) ey ;v falls 1€ M;
e . ) CH N falls FE(;E N -
My q(0;) ey falls 2 C NV

Danach gilt auf Grund der Formel

uvt — tuy = w{ol — ) + (ut —tu) v
'+

fitr ein mit u;b; vertauschbares Element ¥ ay yey, y:

M, ¥
0=, X ay vey, v — 2 Oy yar, y WD
M, X M, ¥
= My xCyoq oy Xy iy x D
1EM TEN
== Xy vty oy X Oy vl n-
ieM ieN

Hieraus folgt ay, == 0, falls ie M, ¢ N oderi¢ M, ¢ N. Lalt man 1 alle Zahlen von 1 bis m
durchlaufen, so erhdlt man a,, , = 0 fir M + N.

b) Ist ¥ ayey , mit u,0, (L + k) vertauschbar, so hat man
v
0=, Fayey y — X ayey vyl
N N

=W Xayey pnvt Xayey v ;%
ReN iCN

== X @yey vt X Oy€y ik
TEN, REN TEN, ke N

+ X aylgu) ey i pn + q(0) e.’\’,Nrri—kJ
i, KEN

== X Uay.p + i) €1, 040
iy k02 B

+ aMmk((I(ui) ey meivr T Q08 €ariini a)l-
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raus folgt ay . . + ay,; = 0.
¢) Fur ein Zentrumselement Y aye, o gilt weiter die Gleichung
N

0=1v0, Xayey y — ayey yo;0,
N N

= Yavey . x T2 aex_ n0
FeX PN

e X Ayey g x X Oyey g v X aper a0
i, kEN kEN ey

== Xoayley i oy Tao)ey pox o H ) ey oyl

i, ke

-} & AyCy ko + X axey ik
iGN, KEN TEN, kOGN

= X @y e + @ x ot o) Car, M ik
i B M

Ay k(9000 €a a0+ Q0 €4 n ) ]
“Nach h) folgt daraus a, ;,, = 0, also ay = 0, falls N mindestens zwei Zahlen
nthilt. Jedes Zentrumselement ist also von der Form ¥ ae, ; -+ b und nach b) ist hierin

i1
= ap(== a); diese Elemente liegen aber tatssichlich im Zentrum.

d) Das Zentrum der zweiten Cliffordschen Algebra besteht somit aus den Elementen

Z2-+bmita,be Kund 2 == X ¢, = Fub,. Die Behauptung des Satzes folgl nun aus
i-l 3

er wegen (3) und (2) giiltigen Gleichung

2=(Fun):=% (u.;‘bi)“ =X (o - 1) b, = z 4 ¢.

?

Das Zentrum der ersten Cliffordschen Algebra ist der Grundkérper. Der Beweis
“dafiir ist wesentlich einfacher und ergibt sich, indem man die Vertauschbarkeit mit u,
und v; ausnutzt. Es liegen also fiir die Zentren der Cliffordschen Algebren &hnliche Ver-
hiltnisse vor wie im Fall y(K) + 2%),

) loc. cit. %), 5. 24,

Liingepangen 14, August 1953,






