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Quadratische Formen und Verschlingungsinvarianten
von Knoten.

Von
MARTIN KNESER und DIETER PUPPE.

Einleitung.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist in Verschirfung von [7] der Nachweis,
daB die quadratische Form eines Knotens (Gorritz [3])) und die eindimen-
sionale Homologiegruppe der zweifachen Uberlagerung des KnotenauBen-
raumes, aufgefaBt als Gruppe mit Verschlingung, sich gegenseitig eindeutig
bestimmen. Der Beweis dieses Satzes ist, wenn man sich auf das Ergebnis
von SEIFERT [8] stiitzt, rein algebraischer Natur und zeigt zugleich, ganz
unabhéngig von der Knotentheorie, einen engen Zusammenhang zwischen
Gruppen ungerader Ordnung mit Verschlingung und gewissen Klassen qua-
dratischer Formen. Der gleiche Zusammenhang besteht auch fiir Gruppen
gerader Ordnung, doch erfordert der Beweis dafiir weitere Hilfsmittel aus
der Theorie der quadratischen Formen. So tritt insbesondere an die Stelle
des hier benutzten Satzes von MEYER iiber Geschlechter indefiniter qua-
dratischer Formen der allgemeinere Satz von EIcHLER ([4] S. 99), und daher
ist ein Eingehen auf die Spinordarstellung der orthogonalen Gruppen (vgl. [4]
§ 4) nétig. Um den Beweis maoglichst einfach zu halten, ist hier nur der fiir
die Knotentheorie interessante Spezialfall von Gruppen ungerader Ordnung,
in dem man ohne diese Hilfsmittel auskommt, durchgefiihrt.

§ 1. Die quadratische Form eines Knotens.

Jeder reguliren Projektion einer Knotenlinie ist nach GoOERITz [3] eine
ganzzahlige symmetrische Matrix 4 = (a,,) (d.h. die quadratische Form
Za, £ %; %) mit ungerader Determinante zugeordnet. Sie ist durch den

Knoten (d.h. die Isotopieklasse der Knotenlinie) bis auf folgende Abinde-
rungen bestimmt :

¢y Unimodulare Transformation: A—>S'A4 S mit S ganz und |S|=+1.
Qy: ,,Anhidngen von 4 1‘:
4 0
.+ s
0 +1

sowie die umgekehrte Operation..

Die durch diese zulissigen Abinderungen definierte Aquivalenzklasse von
quadratischen Formen wird kurz als die ,,quadratische Form des Knotens*
bezeichnet.
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Die eben behauptete Invarianz von A bis auf die Abdnderungen Q,, Q,
folgt insofern noch nicht unmittelbar aus [3], als dort noch eine weitere Ab-
dnderung zugelassen wird, ndmlich

A 0 O
A—={0 a 1
0 1 O

und die inverse. Tatséchlich 148t sich diese aber aus @, und Q, zusammen-
setzen, was wir nun zeigen wollen:

1. Fall. a ist ungerade. Hier folgt die Behauptung sofort aus der uni-
modularen Aquivalenz von
1 0
0 —1/°

« )

(Man erhilt die zweite aus der ersten Matrix durch Subtraktion der mit [a/2]
multiplizierten zweiten Zeile und Spalte von der ersten und anschlieBende
Subtraktion der ersten Zeile und Spalte von der zweiten.)

2. Fall. a ist gerade. Dann ist offenbar

a 1 01
1 0 1 0
dquivalent. Nun ist zwar

(0 1) nicht mit (:t1 O)
1 0 0 +1

dquivalent, wohl aber

01 0 1 0 0
1 0 0] mit 0 —1 0
0 0 1 o 0 1

(Die Uberfithrung der ersten in die zweite Matrix 14Bt sich in folgenden
Schritten vollziehen:
Addition der dritten Zeile und Spalte zur ersten.
Subtraktion der ersten Zeile und Spalte von der zweiten und dritten.
Subtraktion der zweiten Zeile und Spalte von der dritten.)

Danach ist auch in diesem Fall klar, wie sich die dritte Abdnderung aus Q,
und @, zusammensetzt: Man héingt der Reihe nach 1, —1, 1 an, transformiert
unimodular und 148t 1 weg.

'§ 2. Hilfsmittel aus der Theorie der quadratischen Formen.

In diesem Paragraphen sollen einige Sétze aus der Theorie der quadra-
tischen Formen zusammengestellt werden, die in dem folgenden Beweis des
angekiindigten Ergebnisses benutzt werden. Die entscheidende Rolle wird
dabei die lokale Betrachtung einer quadratischen Form an den einzelnen
Primstellen spielen. Das bedeutet: Wir werden die Aquivalenzklassen von
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Formen zunichst nicht im rationalen Zahlkérper K sondern in seinen per-
fekten Hiillen K, untersuchen (g=p = Primzahl entspricht der p-adischen
Bewertung von K und g = oo der gewdhnlichen Betragsbewertung) und daraus
auf das Verhalten in K Riickschliisse ziehen. Wir bezeichnen den Ganzheits-
bereich in K und K, mit Z bzw. Z,. Der Ring der n-reihigen Matrizen aus
Elementen eines nges R sei " (R ) oder kiirzer M (R). Unimodulare Trans-
formation in K, bedeutet dann Transformation mit einem S€M(K,), so dab
S, STeM(Z,).

Hilfssatz 1. Ist p ungerade, so lift sich jede symmetrische Matrix aus
M(Z,) unimodular in eine Diagonalmatriz aus I (Z) transformieren ([5] S. 83
th. 32).

Hilfssatz 2. Ist p ungerade, so lassen sich zwei symmelrische Matrizen
aus M (Z,), deren Determinanien Einheiten (in Z,) sind und sich nur um einen
quadmtzschen Fakior unterscheiden, unimodular memander transformieren ([5]
S. 92 cor. 36b).

Im Falle p =2 haben wir es nur mit eigentlich pnmltlven Matrizen zu
tun; das sind Matrizen A € R (Z,), bei denen mindestens eines der Diagonal-
glieder a;; ungerade ist. Fir sie gilt:

Hilfssatz 3. Zwei symmetrische, eigentlich primitive Mairizen aus M(Z,)
mit ungerader Determinante, die sich in K, ineinander transformieren lassen,
kann man sogar unimodular ineinander transformieren ([5] S. N th. 36).

Ein weiterer Hilfssatz erlaubt es, aus der Aquivalenz zweier rationaler
Matrizen in allen K, mit ¢==p auf die Aquivalenz in K, zu schliefen:

"Hilfssatz 4. Sind zwei symmetrische rationale Matrizen, deren Deter-
minanten sich nur wm einen quadratischen Fakior unterscheiden, in allen K,
mit hochstens einer Ausnahme q=p=Eoo ineinander transformierbar, so sind
sie es auch in K,.

Dieser Satz folgt z.B. aus [4] S.32 th.12 und S. 47 th. 15, wenn man
beachtet, daB die Invariante ¢, wegen Hc =1 (vgl. [6] S. 77 th. 29) durch
die anderen ¢, bestimmt ist.

Schhethh brauchen wir zum Ubergang von der unimodularen Aquivalenz
in allen K, zu der in K einen Spezialfall des Satzes von MEYER ([6] S. 247),
der besagt, daB unter gewissen Voraussetzungen in einem Geschlecht indefiniter
quadratischer Formen nur eine Klasse liegt.

Hilfssatz 5. Haben zwei ganzzahlige symmetvische Matrizen ungerade
Determinante und die Gestalt

* 0 O
o —1 0
o 0 +1

und sind sic in jeder perfekien Hiille K, von K unimodular ineinander trans-
formierbarl), so sind sie es auch in K. *

* 1) Fiir den Fall g = oo entfillt der Zusatz ,,unimodular®.
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§ 3. Gruppen mit Verschlingung.

Es sei zunichst noch einmal an die Definition einer Gruppe mit Ver-
schlingung erinnert (vgl. [Z], [2], [8]): Ist ® eine abelsche Gruppe und K/Z
die Gruppe der rationalen Zahlen mod 1, so heiBt eine bilineare symmetrische

Abbildung V: 8x®—>K/Z

eine Verschlingung in ®. Erfiillt V die Bedingung:

Aus V(a, x) =0 fiir alle ¥ €® folgt @ = 0, so heiBt die Verschlingung primitiv.
Eine Gruppe, in der eine primitive Verschlingung festgelegt ist, wird Gruppe
mit Verschlingung oder kurz V-Gruppe genannt. Ist V irgendeine (nicht
notwendig primitive) Verschlingung in @, so gibt es eine eindeutig bestimmte
Untergruppe N<C®, so daB V in &N eine primitive Verschlingung induziert;
es ist namlich M = {a|V(a, x) =0 fiir alle x€®}.

Ublicherweise wurde bisher bei der Definition der Gruppe mit Verschlin-
gung die Endlichkeit von ® verlangt. Wir erhalten als Folgerung:

Eine endlich erzeugte V-Gruppe ist sogar endlich.

Beweis. Sei 4, ...,a, ein Erzeugendensystem. Es gibt offenbar eine
ganze Zahl g, so daB V(a,;, a,)-g=0 ist fiir alle ¢, 2. Daraus folgt wegen
der Bilinearitdt und der Primitivitit von V: g-a,=0. Die Ordnung der
Gruppe ist also hdchstens g".

Im folgenden wird nur von endlich erzeugten, also endlichen ¥-Gruppen
die Rede sein. Zur Vereinfachung der Schreibweise sei noch vereinbart, daB
V(x, y) auch als Multiplikation x - y geschrieben wird.

Ist a = (a;) ein (endliches) Erzeugendensystem einer V-Gruppe 8, so ist durch
(1) a-a’'=Amod1

eine symmetrische rationale Matrix A4 bis auf Kongruenz mod 1 bestimmt.
Wir nennen sie Verschlingungsmatrix von @ zum Erzeugendensystem a.
Umgekehrt ist durch A die Struktur der V-Gruppe festgelegt. (1) bestimmt
niamlich die Verschlingung fiir die Erzeugenden, wegen der Bilinearitdt also
fiir alle Elemente von ®, und die Forderung der Primitivitit definiert die
Relationen zwischen den Erzeugenden a;; denn fiir ein System ganzer Zahlen &
verschwindet &’a genau dann, wenn &'a-a'=§'A4=0 mod 1 ist. SchlieBlich
gibt es wirklich zu jeder symmetrischen rationalen Matrix 4 eine V-Gruppe
— wir nennen sie &(4) —, fiir die 4 eine Verschlingungsmatrix ist; denn
ist # die Reihenzahl von 4 und a = (4;) die kanonische Basis der Gruppe 2",
50 ist durch (1) eine Verschlingung V in Z* definiert, und die Faktorgruppe,
fir die V' primitiv ist, hat 4 als Verschlingungsmatrix.

Ist S eine unimodulare Matrix, 4 Verschlingungsmatrix von ® beziiglich q,

so ist
SA S’ Verschlingungsmatrix beziiglich S a,

(:: :I:(i)) Verschlingungsmatrix beziiglich (a, 0).
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Wir fassen diese Ergebnisse zusammen:

Satz 1. Jede rationale symmetrische Matrix A bestimmt genau eine V-
Gruppe ® (A), deven Verschlingungsmatrix sie ist, und & (A) dndert sich wicht,
wenn man auf A die Operationen Q,, Oy von § 1 anwendet.

Ein Beispiel fiir eine V-Gruppe ist die Torsionsgruppe der Dimension
2n + 1 einer orientierbaren (4% + 3)-dimensionalen Mannigfaltigkeit (vgl. [8]).
Die Verschlingung zweier Homologieklassen ist definiert durch die Verschlin-
gungszahl von zwei Repridsentanten, nachdem man die Mannigfaltigkeit in
fester Weise orientiert hat. Fiir die zweifache Uberlagerung des AuBen-
raumes eines Knotens f zeigte SEIFERT [9]: Die Torsionsgruppe der Dimen-
sion 1 stimmt mit der Homologiegruppe $! iiberein und ist (in unserer Be-
zeichnung) die V-Gruppe ® (Q71), wenn Q die nach §1 zu einer reguliren
Projektion eines Reprisentanten von f gehorende Matrix ist. Daraus und
aus Satz 1 folgt nun:

Satz 2. Die V-Gruppe §* (Homologiegruppe der zweifachen Uberlagerung
des Knotens t) ist durch die quadratische Form von ¥ eindeutig bestimmd.

Das ist der eine Teil des angekiindigten Ergebnisses. Um den Beweis
des zweiten Teils vorzubereiten, betrachten wir den Ubergang von K zu
seinen perfekten Hiillen nun auch bei den V-Gruppen. K, kommt dabei
nicht in Betracht; es wird sich nur um K, mit p = Primzahl handeln. Be-
kanntlich gibt es fiir jedes ¢ € K, eine eindeutige Darstellung in der Form

c= 2P, 0<Zc,<p.

r=—Fk

Man iiberzeugt sich leicht, daB die Abbildung

-1
@p: > _Zrcv~15”
einen Isomorphismus von K,/Z, in K/Z definiert. Die Abbildung ¢, hat die
Eigenschaft, daB fiir rationales 7 im Nenner der Differenz » —g, (r) die Prim-
zahl p nicht aufgeht, wihrend der Nenner von g, (r) eine Potenz von p ist.
Daraus folgt, daB im Nenner von r — Z(pp (r) iiberhaupt keine Primzahl auf-

?
geht, diese Zahl also ganz ist. Anders ausgedriickt
2@, (r) =rmod1.
?

Wir kénnen nun auch jeder symmetrischen Matrix 4 € I (K,) durch die
Festsetzung _ ‘
®,(4) =6 (p,(4))

eine V-Gruppe ®,(4) zuordnen. Fiir rationales 4 ist sowohl & (4) als auch
®,(4) fir alle p definiert. Der Zusammenhang dieser Gruppen ergibt sich
aus dem Hilfssatz 6. Zuvor definieren wir: Sind &, ®, V-Gruppen, von denen
nur endlich viele sich nicht auf Null reduzieren, ist ,=Z ®, im Sinne der

v
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bloBen Gruppenstruktur und gilt
V(Zav’zbv):ZV(av’bv)’ av’bve@v’

so heift & die direkte Summe der V-Gruppen ®,. Offensichtlich kann man
aus vorgegebenen V-Gruppen @, ihre direkte Summe eindeutig konstruieren.

Hilfssatz 6. &,(A4) st eine p-Gruppe fiir beliebiges symmetrisches A€ IR (K,)
und fiir rationales A ist & (A) divekte Summe der V-Gruppen ®,(4):

@(A)=§@p(z4),

d.h. ®,(A) ist der p-Bestandieil von & (4).

Beweis. ®,(4) hat ¢,(4) als Verschlingungsmatrix, in deren Nennern
nur die Primzahl p vorkommt; also annulliert eine geniigend hohe Potenz
von p als Faktor die ganze Verschlingungsfunktion V' und daher wegen der
Primitivitit auch jedes Element der Gruppe, d.h. ®,(4) ist p-Gruppe.

Da ¢, (A4) bei rationalem A fiir fast alle $ ganz ist, konnen wir die direkte
Summe & der V-Gruppen ®,(4) bilden. Gehort ¢, (4) zu dem Erzeugenden-
system a? = (af) von ®,(4), so ist a =2} o* = (Z af) ein Erzeugendensystem
von & mit 4 ?

a-a'=2¢,(4) =Admod1.
)

Wie behauptet, ist also =® (4).

Wir haben oben gesehen, daB3 & (4) sich bei unimodularen Transformationen
nicht dndert. Fir ®&,(4) gilt eine analoge Aussage, die wir in folgendem
brauchen werden.

Hilfssatz 7. ®&,(A4) ist gegeniiber unimodularen Transformationen von A
in K, invariant.

Beweis. Sei S eine in K, unimodulare Matrix und $* der Hauptnenner
von 4, woraus folgt, daB Multiplikation mit * die ganze Gruppe annulliert,
Dann wihlen wir ganzrationale Matrizen S und S,, fiir die

S = Smodp® S, = Stmodp®

gilt. Gehort die Verschlingungsmatrix ¢,(4) zu dem Erzeugendensystem a,
so ist a=Sa ein Erzeugendensystem (wegen S, @ = a) mit

’

i
vl

a-a 9,(4) S =, (5S4 S)mod 1.
Da p”- 4 in Z, liegt, ist

AS =S54 S modZ,,

Wl

folglich o
,(SAS)=¢,(SA4 S)mod 1,

d.h. ¢,(SAS’) ist Verschlingungsmatrix von ®,(4), und das war zu zeigen.
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Insbesondere kann man fiir ungerades p p“ 4 in K, unimodular in eine
ganzzahlige Diagonalmatrix iiberfithren (Hilfssatz 1), also 4 selber in eine
Diagonalmatrix D mit Gliedern der Form ¢; p~%, ¢; ganz rational und nicht
durch p teilbar. Ist (b;) ein Erzeugendensystem von ®,(4), zu dem ¢, (D) =D
mod 1 Verschlingungsmatrix ist, so verschwindet >’ 8, b; genau dann, wenn

K

(Zﬂ. ;s ,> Bic;p~* = 0mod 1,

d.h. wenn
B; = O mod p*/

fiir alle § gilt. Das bedeutet, daB das System aller b; mit w,> 0 eine Basis
von ®,(4) im Sinne von SEIFERT [§] bildet. Nun kann man die Torsions-
koefflzlenten und Verschlingungsinvarianten von &,(4) =®, (D) unmittelbar
ablesen. Wir formulieren es als Hilfssatz:

Hilfssatz 8. Ist D eine Diagonaimatrix mit den Gliedern c;p~, ¢, ganz
und nicht durch p teilbar, p ungerade, so sind p® mit w;> 0 die Torsions-

koeffizienten und 9,0 = %) mit w> 0 die Verschlingungsinvarianten von

®,(D) (vgl. [7], [8]). @=o

§ 4. Beweis des angekiindigten Ergebnisses.

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen: Die 1-dimensionale Homo-
logiegruppe $' der zweifachen Uberlagerung des Knotens ist die V-Gruppe
®(QY), wenn Q ein Reprisentant der quadratischen Form des Knotens ist.
DaB umgekehrt auch die quadratische Form durch die V-Gruppe $* bestimmt
ist, ergibt sich nun aus dem folgenden Satz:

Satz 3. Zwei ganzzahlige Matrizen A, B mit der Eigenschaft, daf & (A7) =
® (BY) ist und ungerade Ordnung hat, lassen sich durch die Operationen Q,
und Qq (vgh. § 1) ineinander iiberfiihren.

Die quadratische Form eines Knotens erhidlt man aus der V-Gruppe 55)1
also folgendermaBen: Man wihle eine Verschlingungsmatrix' 47 von 9,
deren Inverse A ganz ist. Ist 4 nicht schon selber Matrix der quadratischen
Form einer Projektion des Knotens, so 148t sie sich nach Satz 3 jedenfalls
durch @, und Q, in eine solche iiberfiihren und reprisentiert daher.die qua-
dratische Form des Knotens. In dem in der Einleitung erwihnten allgemeinen
Fall 148t sich ebenso (unabhingig von der Knotentheorie) einer beliebigen
V-Gruppe eine Klasse quadratischer Formen zuordnen. Man kann ndmlich
mit den genannten Hilfsmitteln aus [4] den Satz 3 auch ohne die Voraus-
setzung ungerader Ordnung beweisen und ferner zeigen, daB jede V-Gruppe
— also auch eine solche die nicht zu einem Knoten gehért — eine Verschlin-
gungsmatrix mit ganzer Inverser besitzt. Damit ist dann eine vollstindige
umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen V-Gruppen und den hier be-
trachteten Klassen quadratischer Formen hergestellt.
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Beweis von Satz3. Ist a das Erzeugendensystem von ® (4 ), zu dem
A1 Verschlingungsmatrix ist, so bildet
(2) Aa=0
ein System von definierenden Relationen; denn einerseits gilt
Aa-a'=AA1=0mod1,

wegen der Primitivitdt der Verschlingung also 4 a=0, und andererseits folgt
aus &' a =0 fiir ein gewisses System ganzer Zahlen §

0=¢aad=&ATmod1;

d.h. £ A1=ny’ ist ganz und & a =74 a =0 Folgerelation von (2). Demnach
ist der Betrag von | 4| die Ordnung von ® (4 ). Das gleiche gilt fiir B, und
wir entnehmen daraus: |4| und |B| sind ungerade und unterscheiden sich
hochstens durch das Vorzeichen.

Mit Hilfe der Operation Q, kann man 4 und B in zwei Matrizen iiberfiihren,
die gleiche Reihenzahl und Signatur sowie beide die Gestalt

* 0 0
0 —1 0
0 0 +1

haben. Es wird zu keinen MiBverstindnissen filhren, wenn wir sie wieder
mit 4 und B bezeichnen. Unter Berufung auf Hilfssatz 5 ist unsere Behaup-
tung bewiesen, wenn sich 4 und B in jedem K, unimodular ineinander trans-
formieren lassen. Wir unterscheiden fiir diesen Nachweis drei Fille:

I. = co. In diesem Falle ist die Behauptung klar, da Reihenzahl und
Signatur bekanntlich ein vollstindiges Invariantensystem bilden.

II. ¢g=p =ungerade Primzahl. Nach Hilfssatz 1 kénnen wir A und B
in K, unimodular auf Diagonalform transformieren, wobei Diagonalglieder
a, p* bzw. b, pf mit ganzen, nicht durch p teilbaren 4;, b, und nicht negativen
%, B; auftreten. 4~ und B! sind dann in zwei Diagonalmatrizen mit den
Elementen a;* p~% und b;* p~# iiberfithrbar, also, da a;, b; Einheiten in Z,
sind, auch in solche mit den Elementen a,p~% bzw. b;p~A. Aus der Vor-
aussetzung ® (41) = ® (B) folgt nach Hilfssatz 6 &, (A7) =6,(B™?). Nach
den Hilfssitzen 7 und 8 sind die p-Potenzen % und p%, soweit sie positive
Exponenten haben, die Torsionskoeffizienten dieser Gruppe und stimmen
daher bis auf die Reihenfolge iiberein. Die p-Potenzen mit dem Exponenten 0
sind alle iibrigen, also ist ihre Anzahl ebenfalls in beiden Matrizen die gleiche.
Fiir w > 0 sind die Ausdriicke

a; b;
II(z) e T16)
=0 =0
als Verschlingungsinvarianten derselben V-Gruppe einander gleich. Ferner
gilt JTa,=]10; (erstreckt iiber alle ¢) wegen |4 7| = | B1|. Demnach kénnen
] 1
Jla;, und []b,
Bi=w

y=w
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sich fiir alle @ nur um einen quadratischen Faktor unterscheiden, und daraus
folgt bekanntlich die unimodulare Aquivalenz der beiden Matrizen in K,
(durch Zerlegen in Teilmatrizen und Anwenden von Hilfssatz 2).

III. g=2. Auf Grund von I und II folgt aus Hilfssatz 4, daB 4 und B
in K, ineinander transformierbar sind, und Hilfssatz 3 besagt dann, daB dies
sogar unimodular méglich ist. '
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