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Sur les formes quadratiques positives.

Par

A. KorkiNg et G. ZOLOTAREFF,

Professeurs & 'Université de Saint-Pétersbourg.

Dans nos recherches sur les formes quadratiques, nous “avons ren-
contré et défini les formes que nous nommons extrémes. La question
sur la détermination précise de la limite des minima des formes qua-
dratiques se réduit & la recherche d'une forme extréme au plus grand
minimum. Or il est facile de voir que d’autres questions fondamentales
de la théorie des formes quadratiques dépendent aussi de I'étude de
telles formes.

A cet effet, et pour compléter les recherches que nous avons déja
publiées, nous nous sommes proposé de donner dans ce Mémoire, avec
quelques propriétés fondamentales de ces formes, toutes les formes ex-
trémes binaires, ternaires, quaternaires et & cing variables.

Notre Mémoire est divisé en deux chapitres:

Danps le premier, nous considérons principalement les formes & un
nombre quelconque de variables,

Le second est consacré aux formes i cing variables.

Chapitre premier.

1. Rappelons d’abord la définition des formes extrémes.

Nous nommons extréme une forme quadratique positive si son mi-
nimum est diminué, lorsqu’on attribue aux coefficients des accroisse-
ments infiniment petits, tels que la valeur du déterminant de la forme
reste invariable. Il est clair que toutes les formes équivalentes & une
forme extréme sont aussi des formes extrémes. Nous considérons dans
ce qui suit toute la classe de formes équivalentes comme une seule
forme.

Quoique la définition que nous venons de donner exprime la pro-
priété caractéristique des formes extrémes par laquelle elles sont com-
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plétement déterminées, toutefois la recherche de ces formes pour un
nombre donné de variables présente de grandes difficultés.

Elle demande, en effet, une étude étendue des propriétés des va-

leurs entieres des variables pour lesquelles la forme recoit la valeur
minimum.

Quelles que soient, d'ailleurs, les difficultés de la recherche, la
question des formes extrémes est cependant la premitre qu'on puisse
se proposer dans la théorie des formes quadratiques.

Les formes binaires et ternaires qui ont été étudiées sont si peu
compliquées en comparaison avec les autres, ol le nombre de variables
est plus grand, que la recherche des formes extrémes ne vest point
présentée dans leur théorie comme une question séparée; mais elle
entrait implicitement dans la réduction de ces formes, Or, si l'on sui-
vait la méme voie dans l'étude des formes avec un nombre de variables
un peu considérable, il faudrait établir des tables avec un nombre
énorme d'inégalités, qui déterminent la forme réduite dans des cas
donnés.

Si méme on n’avait aucune peine a former ces inégalités, il fau-
drait néanmoins abandonner tout espoir d’en tirer des conclusions sem-
blables & celles qui ont été déduites pour les formes binaires et ter-
naires. Or la composition méme de ces inégalités demande la con-
naissance des propriétés des valeurs entiéres des variables pour lesquelles
la forme est la plus petite possible, ce qui constitue la partie la plus
essentielle dans la recherche des formes extrémes. Quand une forme
est donnée, on peut facilement reconnaitre si elle est extréme ou non,
par une méthode que nous allons appliquer & trois formes:

s .
Un =21/";;;CT [z 2422+ 22 2%+ 2 Tyt oo+ Bai ],
LY .
V= 1/27‘_21) (22224 2 2, 2y 2 2y 0 4
’ +mn——1zn],
e
7z = I/ i D (2,24 222 22+ 20— o 2, — 2,2 — F 2,4,
— 3 2 2%yt f Loy — By AT By — %y
— z, 7).
Ce sont les seules formes extrémes dont nous aurons & nous occuper
dans ce Mémoire.

cq. .. et
9. (Considérons d’abord la forme U,. Son minimum s'obtient:

lo. Lorsque z; =1, r, =2,=" =i =%t1="" =z, =0.
Cela nous donne # représentations, ¢ étant un des nombres 1,2,3, -, n.
2, Lorsque a,—1, a3 =—1, les autres z étant égaux i zéro.

16+
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n{n—1)
2
i et I étant différents entre eux et compris dans la suite 1, 2, 3, - -+, #n*).

Nous obtenons de cette maniére représentations, les nombres

Considérons avec U, une forme f de méme déterminant — 1), telle
que la différence f— U, soit une forme guadratique i coefficients in-
finiment petits. Une telle forme { peut étre éerite comme il suit:

- n/ " Y .
f= 2]/ w1 [, (1 Fap) @+ (1, n) 22 (1 o) 2 2y
+(1 + 0(13)£U] Zy + T + (]- ”lL' ®p—1, ﬂ)xﬁ.—-l xn] .
Tci les quantités o;; et o = og; sont infiniment petites ou zéros.
Nous exceptons le cas dans lequel tous les « sont éganx a zéro,
car on aura alors identiquement /= U,.

En égalant le déterminant de f & — D, on aura, apres les ré-
ductions,

(1) noyteyt-F o) — (@pteytay 4 o) + =0,

Q étant la somme des termes dont chacun esi infiniment petit en com-
paraison avec quelques-unes des quantités «. Donnons maintenant une

N

autre forme & l'équation (1).
Supposons d’abord que, pour

fxi=17 x[:x-},:'"=xt—-l=xi+l="'==xn=07

la forme f devienne égale 3

@ 2/ 20+ o,

de sorte que @ = «;;.

Supposons ensuite que, pour #;=1, 2= — 1, les autres = égaux
a zéro, la forme f devienne
[3 g P-‘.ﬁ_.—
(3) . 27/m (1 + @),

de sorte que ©;; = oy = o;; + e — oz,
En désignant maintenant par Ze la somme de toutes les quan-

s nn-+1 .
tités w;; eb @;, en nombre ~—£—2i_—), nous aurons facilement

20 = 1 (e + gy oo - ) — (#rg eyt et s, n).
Cela nous conduit & cette forme de I'équation (1)

4) 2o 4+ Q=0.

*) Les autres représentations en nombre ﬁi%t})_7 qui s'obtiennent de celles

que nous dom}ons ici par le changement des signes de toutes les variables, ne
nous étant point nécessaires, nous en faisons abstraction.
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Les quantités o ne peuvent pas étre égales & zéro toutes ensemble,
car il s'ensuivrait que tous les « seraient égaux & zéro et nous avous
fait abstraction de ce cas. Tl est évident, de ¢e que nous avons dif
de Q, que, parmi les quantités o, quelques-unes sont négatives et les
autres positives, car il serait impossible de satisfaire & V'équation 4)
dans une autre supposition.

Supposons que ,; soit b négatif.  Alors la valeur (2) de la forme f

moind j
sera moindre que 2 J/ — 1

Si maintenant w;; est négatif, alors la valeur (3) de 1 sera moindre

/7D .
que 2/7@_{_1 - Ainsi, dans tous les cas, il y a une valeur de f plus

petite que le minimum de U,. Il s'ensuit que le minimum de [ est,
¢ fortiori, inférieur i celui de U,.

Donc le minimum de toute forme de déterminant — D, obtenue
de U, par des variations infiniment petites des coefficients est moindre
que celui de U,, et par conséquent U, est une forme extréme.

3. Dassous maintenant a la forme V,. Son minimum sobtient:
1o, Lorsque x; == 1, les autres x égaux & zéro
=1,2, - n.
20, Lorsque z; =1, zy=— 13 les autres z sont égaux a zéro,
¢ et & étant deux nombres différents pris de la suite 1, 2, 3, -+ -, #,
la combinaison ¢ ==1, & = 2 exceptée.

30, Lorsquez, = — 1, z,=— 1, z;=1,i=3,4, -+, n; les
autres z sont dgaux a zéro.

Lorsque £, = — 1, &, =—1, ;= 1, 1, =15 les autres z

sont nuls, i et & ¢étant deux nombres différents de la suite 3, 4, - - -, n.

Considérons avec V, une autre forme f du méme déterminant — D
et telle que la différence f— V, soit une forme dont tous les coeffi-
cients soient infiniment petits: La forme f* peut étre représentée comme

il suit:

=32 2D (14, 224 (1 4 )@+ A (L )@+ 01, 2,25,
A (L oy 22y (L )2y @yt - (L @ty n) Zaes Za]

les quantités «;; et «,; sont des infiniment petits ou zéros.
En exprimant que le déterminant de f* est égal 3 — D, il viendra,
apres quelques réductions,
) n (o, + o) + 4 {atgy g+t Cnn) + =2,
— 2(ayy ey At o)
- 2(“23'{‘“21'}"""["“2")’}"9 =0,
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Q étant la somme des termes qui sont infiniment petits par rapport a
quelques-unes des quantités o.
Maintenant nous allons donner une autre forme a 1’équation (1)
et, dans ce but, nous supposerons que:
1o, ; étant égal 4 Yunité et les autres & & zéro, la valeur de [ soit
S
V22D (14 wy),
de sorte que ®;; = @;;;
20, z; étant égal 4 — 1, ;& + 1 et les autres 1 i zéro, la valeur
de f soit
e
V22D (1 + o),
de sorte que @i = &;; + arx— &, la combinaison 7 == 1, b=2
étant exceptée;
3°. x; et z, étant éganx & — 1, z; & 4 1 et les autres & i zéro,
la valeur de f soit
[ ——
VZED(1 + &)
(i=3,4, ..., n),
de manitre que &= o, 4 &,, 4 o; -+ O — 0y — Oy,
do. z; et z, étant égaux & — 1, 2, et 2, & 4 1 et les autres  a
zévo, la valeur de f soit
o
]/2"—2D (l + Eik),
de sorte que & = @+ gy + e+ CkptQyg— 0y~ Cyg — 0y — g 1~} 0y
Maintenant, en ajoutant toutes les équations,
0;; == 0;;,
@i = 0y + O p— oy,
& =ay + @y -+ oy + Gy — 813 — 0y,
Eix ==y + y, 4 ey - oy Cpp — O — @y — 0y, — ey oy,
m aura
Loy + Zou + Ze + Ze,
-1
Ty {"(“11+“22) + 4(“33+“J4+"'+ann) + (" —2)«,,
— 2oyt F ey,
"‘2(“23"*“"24‘]‘ "‘+‘X2n)} .
J, , Z . .
ar consequent Péquation (1) prend la forme

2o+ Zog + Ze 4 Zey, 4 n_ﬁjl Q —0.

. Il vésulte de 14, comme précédemment pour la forme 77, que la
orme V, est extréme, ’



Sur les forines quadratiques positives. 247
4. Discutons de la méme maniere la forme

B i
29
Z =V._.3_‘. [”612+w22+x3 +aj1 +w5 xlxz ;x1x3

L
2 T1%s +72 Ty @yt §x2m4 — @y %5+ 5”3934 X3 T — Xy “5]

R o e (TR I Y P Y
il o]

Ayant Z en forme d'une somme de carrés, il est facile de trouver

les représentations de son minimum. Elles sont contenues dans la
table suivante: : '

1
';[.%‘1‘%4

R
I
{ '\7&
|
S
2
B

bt o e b OO OO OO O
b O it ik DO DO = OO —wOD
b bt Dt O et OO O OO OC
it ekt O ik DO = C OO =TSO O
DO b b bt bt ok bt ek e e OO SO

Chaque ligne contient une représentation du minimum de Z; par
exemple, dans la derniére ligne, figure la représentation

py=1, 2, =1, =1, z,=1, z, = 2.

Pour démontrer que Z est une forme extréme, considérons la
forme

f= 29D (A4 a2+ (4 an)z’ + (14ag)z? + (1 + o)z’
F (L ) @57 - (— 3+ 42 %, %2 + (—F 4 ays) %1 25
+ (— 3+ e) w2, + (—3+ )2z + (F + &a3) 29 %4
+ (Gt o)z + (— 14 ayg) @y % + Gt ez,
+ (—14-ay) 2325 + (— 1+ ag)2,24],

toutes les quantités « étant iufiniment petites.
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.

Désignons maintenant par

3 /o0

22 (1+a), VEE(+e), - V52 0+ o)

les valeurs de f qui s'obtiennent en attribuant aux variables successive-
ment les quinze systemes de valeurs contenues dans la table qui précide,

En exprimant que le déterminant de f est égal & celui de Z, on
aura, aprés quelques réductions,

(1) Ty + Betgy + Borgy + By + dayy + 3y + g+ 3oy +-4ay
+ gy oy oy 20y + 20+ 20y + =0,

Q désignant la somme des termes dont chacun est infiniment petit par
rapport & quelques-unes des quantités «,, «p, - -+, ;. Dapres L
définition des quantités e,, ©,, - - -, @, il viendra

JZ0="Tay + 3oy 4+ 3ay+3ay +4ey + 3a,; + 3y + 3o
+ day, ooy ooy oy A 20 4 2a; + 2y,
de sorte que l'équation (1) prendra la forme

o +2Q=0.
Done, ete.
5. La méthode que nous avons appliquée aux formes U,, V, et
Z peut etre employée toutes les fois qu'on demande si une forme dounde
est extréme ou non. Mais il faut recourir a d'autres moyens si I'ona
a trouver toutes les formes extrémes pour un nombre donné de variables.
Dans notre Mémoire Sur les formes quadratiques™), nous avons
duoneé un théoreme concernant le nombre de représentations du mi-
nimum d'une forme extréme. Ce nombre ne peut &tre iuférieur &
ﬁ(—nj_—l) On peut facilement vérifier cette proposition pour toutes les
formes extrémes que nous y avons données. Comme elle est fonda-
mentale pour nous, nous en donnerons la démonstration. Soit
= Zanw
une forme de déterminant — D,
Désignons les différentes représentations du minimum M de f
comme il suit:
Xy Xyt Ln

. Py P2 P
(1) 9 92°'-<_h -

L ISP

Yy Ty oco T

*) Mathematische Annalen V1. Band, S. 366.



Sur les formes quadratiques positives. 249

Supposons que cette table ne renferme pas au moins 2%+
2

représentations, qui déterminent complétement la forme f, son minimum
gtant donné.

Cela posé, mnous allons démontrer qu'en faisant varier infiniment
pen les coefficients de f, on obtient une forme de méme déterminant
et dont le minimum surpasse celui de f.

En exprimant que la table (1) contient les représentations du
pombre M, on aura les équations

@) Zpiprair =M, Zqqap=DM, - ..
La supposition que ces représentations ne déterminent pas la forme
[ consiste en ce que les équations (2) avec inconnues ¢;; ont un nombre

infini de solutions.
Il suit de la que les équations

Zpiprhiy =0, « .

peuvent étre satisfaites par les valeurs Z,; qui ne s’annulent pas toutes
a la fois. De telles valeurs 4;; étant trouvées, considérons la forme

f -+ ¢,
¢ désignant une quantité infiniment petite et ¢ la forme
Py l,k X, Xrs
La forme
f+¢9

devient minimium pour les mémes valeurs (1) des variables que f; wmais,
pour ces valeurs, la forme ¢ sannule; par conséquent le minimum de
f+ @ sera aussi ¢gal & B, comme celui de f.

Faisons voir que le déterminant de f - &g, pour la valeur con-
venable de &, devient iuférieur 4 D en valeur absolue. Désignons-le
par —D'; on a

a0
nn

, aD dD
D=D+e (’35“ Myt gt Tt g

an aD aD
-+ da, A+ d—aw‘lis + - da, 4 , Ans, n) + Q,

Q étant la somme de termes des ordres supérieurs au premier par rap-
port & e.
I y a ici deux cas & distinguer:
1°. Lorsque Pexpression
aD an aD
-P= nd—;l; l“ + da;;ln + Y + dan—l,n
differe de 2€r0;

'{n-—l, n

20, Lorsque
P=0.
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Dans le premier cas, & étant pris avec le signe coutraire & celyj
de P, on voit immédiatement que
D=D+¢P+Q2<D.
Dans le second cas lorsque P = O représentons Q sous la forme

Q=KL + 9,

K étant iudépeudant de & et Q, une quantité infiniment petite par
rapport a &
Cela posé, nous faisons voir que le coefficient

= %D 42y o @D
K= qar b + 2 a4t +

est négatif,

A ceb effet, considérons lexpression

r*— DK,

qui est, comme on sait, linvariant simultané des deux formes f et .
Transformons dans f et @ les variables par une méme transformation
linéaire dont le déterminant est égal a l'unité. Soient z,, 2,, - -+, 2,
les nouvelles variables.

La transformation mentionnde peut étre choisie de sorte que f
devienne

=27 o w2ttt @ Za®
Supposons que @ prenne la forme
Q= ZWir2%.

Composons maintenant, pour la nouvelle forme de f et ¢, lex-
pression P? — D K. Nous aurons facilement

P DE =D () + ()4 () 2

11 Qg g2

¢ Mm? "'73—-—1,11
S R R o e B

Oyy Oay n—1, n—1 %n, n
Ou voit de la que P*— DK est positif, car a,; sont tous positifs. Or
de Yinégalité
P*— DK >0,
P=0.
on déduit que K est négatif. Dans le cas considéré, on a
' &
D=D+K°% +0,
et il suit de 1y que D'< D.
Ainsi on peut supposer, dans l'un et Vautre cas,
D'=D(1—v), n>0.

4 cause de V'équation

Alors la forme
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Stew
P —
Vi—n
aura le déterminant — ) e le minimum —2r— I/ > M.
17
Done le minimum de la forme f peut étre augmenté par des va-
riations infiniment petites des coefficients qui laissent la valeur du
déterminant invariable,
Par conséquent, si une forme est telle que son miuimum ne puisse
5 5 .y . . (n+41 e
¢tre angmenté de cette maniere, i aura au moins - f ). représen-
tations qui déterminent complétement la forme.
6. Soit
f= Yanw,a
une forme dont le minimum ne puisse étre augmenté par des variations
infiniment petites de ses coefficients, en laissant la valeur du détermi-

nant invariable.
Il est facile de démontrer que par ces variations le minimum de f

variera et, par conséquent, sera nécessairement diminicd,
En effot, considérons la forme
[+ Zagwiae= [+ o,
de méme déterminant que [, ¥ == Fea,2,2; étant une forme & coeffi-
cients infiniment petits, et supposons que le minimum de (f -+ %) soit
le méme que celui de £, 1l ne peut donc étre augmenté comme celui
de 7 et la forme

Ft v

: »n , . .. .
aura au moius —ﬁ—i“—)- représentations de ce minimum (n 5.), qui

seront évidemment coutenues parmi celles du minimum de f.  Supposons
qu'elles soient

Sy Sg v S
Daprés le ne 5., les équations
Zpipran =M, Zqqax=DM,
ainsi que les équations
Zpip(a 4 e) =M, Zqqla+ an) = M,

admettent une solution déterminde.
Il résulte de 1& que tous les e« sannulent, et la forme [ ¢
est la méme que f, ce qui est contraire 4 la supposition.

7. De ce que nousavons dit dans les numéros précédents il résulte

les conséquences suivantes:



252 A. Korrine et G. ZoLOTAREFF.

1°. Une forme dont le minimum ne peut étre angmentd, si Yon fait
vatier infiniment peu ses coefficients, en laissant la valeur du déterminant
invariable, est une forme extréme (n° 6.).

20, Toute forme extréme a au moins ﬁ(ﬁzﬁ représentittions de son
winimum qui déterminent complétement cette forme, en supposant que
son minimum soit donné.

3. Les formes avec le plus grand minimum, choisies dans Iensemble
de toutes les formes de méme déterminant et avec les mémes variables,
sont nécessairement extrémes.

4o, La détermination précise de la limite des minima se réduit
évidemment & la recherche des formes extrémes avee le plus grand
minimum. Par conséquent cette détermination sera accomplie si Ton
a composé toutes les formes extrémes, le déterminant et le nombre des
variables étant donnés.

50, Le rapport d’'une forme extréme & son minimum est une forme
dont tous les coefficients sont des nombres rationnels.

Cela résulte de ce que, en vertu dun° 5., les coefficients de toute
forme extréme sont déterminds par les équations lindaires semblables
aux équations (2).

8. Nous allons nous occuper maintenant des déterminants formés
avec des nombres qui représentent le minimum de la forme. Nous les
nommerons déferminants caractéristiques. Un tel déterminant sera, par
exemple,

Py Py - D
Ly G2 ¢ Gn

|
i .
|
i

Ty Tyt Tal
les lignes

P P2t Pn
G 92 - Un
e e
7‘17‘2"‘7‘7;

désignant les représentations du minimum de la forme, comme dans
Nr. 5. la table (1); leur nombre est n.

Ces déterminants constituent un élément essentiel dans notlre
méthode de composer des formes exirémes; c'est pourquoi nous allons
démontrer quelques-unes de leurs propriétés.

Pour toute forme extréme, 1l existe au moins un déterminant caracte -
ristique qui ne soit pas égal a zéro.

Supposons le contraire et soient, comme dans la table (1),
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D

Py P2 - Pa
41 92 -+ *
toutes les représentations du minimum de 7.
I suit, de notre supposition qu'il existe des nombres

gl) gz; c gn

qui ne sont pas zéro tous ensemble et tels quon ait

Plgt +}92§2 + ct +.pngn = O;
(]lgl + %gz + e + Qngn == ();
Soit maintenant & une quantité infiniment petite positive. La forme
/ =/~ E(glxl+§2x2+"'+gnwn)2
a évidemment le méme minimum que / et les mémes représentations
de ce minimum,.
Le déterminant de la forme /" est
— DA eI (§, & k),
F(E,E---£,) étant la forme adjointe i f.
Ce déterminant sera par conséquent inféricur & 1) en valeur absolue.
Dot il résulte facilement, comme dans le n° 5., que f n'est pas
une forme extréme, et le théoreme est démontré,

9. Powr une forme positive quelconque d n variables, dont le nombre
de représentations du minemum west pas infiéricur @ n, les valeurs absolues
des déterminants caractéristiques ne surpassent pas wne cevtaine limite,
qui ne dépend que du nombre n de variables.

Pour les formes binaires, ce théoréme résultera de la formule
(1) (-0 (o' 20" = (uv' —ovu)? 4 (uw'4-vo")?2.

En effet, soit [ (x, y) la forme binaire du déterminant — D, re-
présentée par la somme de carrés

(ax+by)? + (d'z+Vy).
En posant, dans la formule (1)
w=ap, +bp, v=ap +Vp,,
w=aq, + bq,, v =2dq 4+ Vq,
nous aurons
, "o 2 ‘L2
1P, )T (@55 42) = (@0 —Da) (P @y—p201)* + (w007
En désignant par A la quantité
P19s — P20

(2,2 222 DA,
Supposons maintenant que les valeurs

il vient
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[(pyp)y 4y, 7))
solent égales au minimum M de F. 1l viendra
M?*> DA
Or on sait que
MSysD;
done _
OA)E;?/%i
(A) désignant la valeur absolue de A.
En supposant que les nombres p,, p,, q,, ¢, soient des entiers,
on aura
(A) =0, ou (&) =1.
Or on ne pent pas supposer A == 0, car il viendrait
B D
P @
et comme p, est un nombre premier 4 p, et g, & g,, on aurait néces--
sairement
P=1aq, p=1a
et les deux représentations (p,p,) et (¢,¢,) ne seront point différentes
entre elles. '
De la méme maniére pour les formes ternaires dans la formule
conmue d'Euler

P+ A+ (¢ 2 +5?)
= (pp'—qq+rr—ss) + (pg+gp—rs—sr)p?
+ (pr'+sq¢ —q5—rp) + (ps+ g’ +rg+sp)

sypposons
p=uw + v +ww, ¢=ovw —wv,
7 o= wu — uw, s =uv — ovu,
"I= QL”’ Ql [ vl}, p’m /20”, Sl — (),

et, en ayant égard & lidentité

(ww'tvv'+ww)? 4+ (v —wu)? 4 (ww' —uw)? 4 (ur’ —vw)?
= (> +w?) (w2404 w'?),

nous aurons

@) (W02 w?) (u' 242" 2w ) (20" 2w 2)
= [(ow'—wv) o’ 4 (Wi —uw)y" 4 (uv' —vu) W
. ~+ une somme de carrés.

Soit maintenant f{(x, y, #) une forme positive ternaire du déter-
minant — D). Représentons-la sous la forme d’'une somme de carrés

(@, y,8) = (ax+by+ce) + (2+by+c'2)? + (" a4-b"y+c"2)%

Faisons maintenant, dans la formule (2),
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w=ap, +bp,+cpy, v=0ap +Vp,+py
W=uag, +bg+ g, V=0a'g +Vq+ g,
w'=ar, + bry + cry, v'=a'r, +0br, Fc'r,,
w=a"p, + V' p, + "py, .
w=a"q +bg + g,
w'=a"r, 4+ V'r, +'ry.
Alors on aura
[Py D25 P3) (@15 T2y @) [ (745 72, 73)
Ppy Py
=D ' q 9 9 ‘ ~ une somme de carvés.
Ty Ty Ty
Par conséquent
F (21 22 23) 115 @y @Y (71, 72y 73) 2 D A2,
A désignant le déterminant
Py Py Py

9 92 9
Ty Ty 7y |

Supposons maintenant qu'on ait
L (P15 P2y 23) =[5 @25 @) = [ (ry, 74, 13) = M,
M étant le minimum de f.
11 viendra

M3 > DA,
Or

M< )3/21);
done

Bdy<ye.
Ainsi

(A) =0 ou (A) =1.

10. Voici une démonstration générale de notre théoreme:

Soit f(x,-x,, +-+ «,) une forme positive & » variables z,, z,, «

Faisons la transformation
Ty =02 + @2+t 2,
Ty = Py8; + @y2, + - - -+ 12,
Xp == Pn 2y + An %y + tee + Ynn,

2, 25, + ++ 2, Ctant de nouvelles variables.

Soit encore
Q == larti ek

la forme transformée. On aura
@y =1F(Dy; P2y > Pr)s Qoo =1(qy5 80, qa).

255

x,.
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Représentons ¢ par la somme de carrés

apzytagzt+a,2,

?
R
o = ay (514 ) K (a2, 4 )
+L (23—{—---)2—}--”—}—1\%,‘2,
ol, pour abvéger, nous avons désigné par K, 4, L, .- . N les quantités
suivantes:

Ko Onlu— 0 g ey Updys
Q¢ ’ A0y — 0 )

Gy Qpy Gy
: ?
L= ayy gy tyy | 2 (@),

Oy Gy (g

@y (g * = Qua { Pay, Ay Cee @, ne1
N | Bz Qo s Gen ) Gy (hyy cer M2, a1
Gin Gan * v v Cpn| Q1 net @y ney * ¢ Gyl n—e1 |

On a, en premier lien,
K- -L...N=DA?,

A désignant le délerminant
EAECRRRE &
I G T2 n

En second lieu, il est évident que

K<ay,={(q, Oy @u)y ooy N <ty = (Fy, 7y Tn).
Done . o

[(P1s P2y -+ ) F g, Doy oo Qa) = (7, 17y, - ) > DA,
Si maintenant nous supposons

TPy 2) =10, @y @) = - - =M,
M étant le minimum de £, il viendra
M > DA,
Or
M<juD,

¢ ne dépendant que de ».
I} résulte de la
B)<vu.
Donc le théoreme est démontré.
On déduit de 1a les conséquences qui suivent:
1°. Pour les formes binaires, u =4, (A)< ¥4 ; A ne pouvant
étre nul (n* 9.), on aura (A) =1.

2°. Pour les formes ternaires, u — #)?, (&) {(3-)3; par conséquent
(&) est un des nombres 0, 1.
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3o, Pour les formes quaternairves, daprésle théoreme de M. Her mite,
w=(4)% Par couséquent (A) < (})* Donc (A) ne peub tre qu'un
des nombres O, 1, 2.

Il résulte de notre Mémoire*) que (A) ne peul étre égal & 2 que
pour la forme V.

En effet, afin que (A) soit égal & 2, il faul quon ait p=4, et que
par conséquent le minimum de la forme soit /4 D. Or un tel minimum
ne peut avoir lien que pour la forme V.

4°. Pour les formes & cing variables, nous profiterons de la liniite
=9 donnée dans le Mémoire cité,

D’on il résnlte (A) < 3.

Remargnant que (A) ne peut étre dgal & 3, car dans ce cas on
aurait

M= /3D,
ce qui est impossible (n° 10. du Mémoire), on voit que (A) est un
des nombres 0, 1, 2,

11. En nous fondant sur les propositions établies dans les numéros
préeédents, nous pouvous établir les formes extrémes directement.
A cet cffet, nous allons chercher pour chacune d'elles les représen-

n(n41)
2

tations de son minimum en nombre qui la déterminent com-

’

plétement. Nous rangerons ces systemes de nombres en tables, comme
nous avons fait dans le n¢ 4. pour la forme Z. Soit

«, ﬁ: 7, T A
)] o, . B, '?’,;- cey A

. . .

— —1
a(,ll“l), ﬂ(#——)), 7}(,“ 1)J ceey, l“‘ )
une table contenant u systemes de nombres.

Deux lignes
. A
a, B, v,
&y B, v, h
sont considérées comme distinctes si les égalités
o =u, B=4p, n4+=4,

ou ces autres ,
o =—a, f=—4 ey M=—14

wont pas lieu toutes ensemble. Dans le cas contraire nous compterons

ces denx lignes
@, By, A
«, ﬁ; Yo 2
comme une seule.

#) Mathematische Anualen VI Band, S. 366.

Mathematische Annaleu. XI
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De plus, nous faisons abstraction du systéme dont tous les nombres
sont 6gaux i zéro, et nous désignons par » le nombre de colonnes dans.
la table (1).

Solent
xl’ x,, .o ., ’ln

n variables, et supposons ue chague ligne de la table (I) compron‘ne
leurs valeurs simultandes, de sorte qu'on ait successivement

ry=0a, B,=§, -, 0. =1,

- - £ ’

Ty=«, By=fF, -y Xy =14,

Nous exprimerons cela en éerivaut la table (1) comme il suit:

z, %, Zn,
a-f .- 4
I' N
( ) A S M

En remplagant les variables
. Tyy Toy =y T
par les suivautes:
3 . Yis Yas 5 Yn,
au moyen des équations

%—A%+J%+ +%ﬂ.

wwﬂ”%+J'm+ +ﬁ”m,

(Ry « (n—1)

les nombres g;” étant des enticrs et le déterminant X - ¢,¢g," - - Gy

étant égal & 4- 1, nous déduirons de la t"tbl(i‘ (I) une nouvelle table
qui se rapporte aux variables ‘

Yir Yoo * 5 Yo

Soit S
Yo W e
a4 b el
(1) PO SO

. . . . . . - . .

a®—=1 pl—1) .. -1

.

cette table. Nous dirons quelle est équivalente 3 la table {@).

Remarque I. — Si nous changons Vordre des colonnes dans.
une table quelconque ou les- signes de tous les nombres d’une méme
colonne, nous formerons une. nouvelle table i elle équivalente.

De plus, nous laissons l'ordre des llones tout & fait arbitraire; par
conséquent on pourra mettre les lignes de la table dans tel ordre que
Von voudra.
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Remarque H. — Si Tun des déterminants formés avee n lignes
’ N - ~
d'une table est ¢gal & -}- 1, on peut toujours transformer celte table
en une autre table déquivalente ot se trouveront les lignes suivantes:

_‘Jx Yo o0t Y

Lo ...0
01...0
00 ...1. :
En ‘effet, soit - o
] By -2
| 13' Yoo X

‘ a(n—~l) p(n-n y(n——x) A LR 3
ce déterminant. '

En hwmf h transformation de la table (J) au moyen des formules
. EEEEU

x‘ = C(?/] (l J + + a(” ”Jn) p
L Ty = f“h + ﬂJ + + (3""‘1?/,,

= Ay + V0 + + ag, :
nous aurons la table

: .7/! Y, ""?/1_1
10 ...0 \\..
o1 ...0
9
(> . ’()O"'l RS
alb. -

dquivalente & la table (I).
Cette table contient 2 lignes formée fehacune avee 'unité et n—1
2éros qui eorrespondent aux lignes

ay, B, -4
«, f§,
de la table (I).
Ajoutons encore que tous les nombres «, byey, oy d, by €5y
@, b la, b: c’,
ainsi que les déterminants comme} ) a, U, ¢,
] la”, b", ¢’ :
éganx aux déterminants formés avee n lignes de la table (2). Par
exemple:

, ete., sont

17*
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b ! la b ¢ -
labe--- f ta”b’({' 7
a=j(}10---O! abz()O]. o1, ete.
0001 1000 ...1]

12. Passons maintenant i la recherche des formes extrimes dont
les déterminants caractéristiques nme surpassent pas lunité en valeur
absolue. Cette question se réduit & la vecherche d'wn type auguel peuvent
etre ramendes toutes les tables

XLy Xy o0 X

(1)

pour lesquelles les déterminants formés avec n lignes quelconques sont
égaux & zéro ou a4 -+ 1,

Relativement i la lable (1) nous allons démontrer le théoreme
qui suit:

Soit donnée une table (1) 4 p > 3(1»3—_{-L) lignes distinctes.

Supposons que, parmi les déterminants formés avee n de ces lignes, 1l
J en it ar moins un qui solt cgal @ -1 et que tous les autres ne surpassent
s Pundte en valewr absolue.

('cla posé, on va voir que la tuble downce contient precisément ™ (-"—; _y
ines ct guelle peut Hre transformde en Uéquivalente

1, 0, 0,...0
0, 1, 0,---0
0, 0, 0,---1
1, —1, 0,--.0
1 ,..-0

.
.
.

Cetle dernicre table contient, en premier liew, les n Vignes

10.-.0
01...0
00...1

n{n—1) ,. . "
encore ——(»2- b lignes formdies chacune de deux unités 4 1 ot — 1,

n —~— 2 26ros.

t

Avant de démontrer le théortme général, nous allous indiquer une
topriété de la table (1). -
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‘ D’apres la supposition, au moins un des déterminants formés avee n
lignes de la table (1) est égal & -}-1. Donc, dapres le no 11, elle peut
étre transformée dans une équivalente

100 ... 0
010 0
‘ 000 -
@ ) 00 1
a b ¢
a b ¢ {
Tous les nombres
a b ¢
« b oe
ainsi que les déterminants
AR ZI: v e
foqels ¢ 1, ete.,
@ V] ! e

sont nuls ou 4+ 1.

Maintenant on voit facilement que le théorime ¢énoneé a lieu
pour n =2,

En effet, il existe dans ce cas quatre systemes différents formés -
de zéros, de 4 1 et de — 1. Ce sont

1o 1 0

20 0 1

30 1 —1

4o 1 1.

Les systemes (3) et (4) donnent le déterminant
Y
[t 1

épal & 2.
Par conséquent ils nme peuvent pas se trouver ensemble dans
table (1). Ainsi la table cherchée pour n =2 ne peut étre forn

que de deux manieres

la

e

1 0 10
0 1 et 01
1 —1 11

11 est évident que la seconde de ces tables est équivalente i la premicre

et le théoreme est démontré pour n = 2.

Nous allons démontrer maintenant que la table
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v, gt 1 O 0 () . e . O
§peemy 01 0 o - .- 0
o010 .--0

(3) ....... e
. b ¢ d cee !
v ¢ d I

............

résullant de la table (2), si on supprime la premiere ligne et la premiere

coon{n—1}) 4. sl
coloune, a au mons —~(—-2-~—~) lignes distinctes.

Soient
oien RO L

BC--- L
deux systouies uon différents entre eux, savoir
B=+D3B, C==4+C, -, L=41.

Echangeant alors, s'il est nécessaire, dans les tables (@) et (3) les signes
de tous les termeés de la ligne ou se trouve le systeme B, €, - - - L,
nous la ferons identique au systeme B, C, ---, L.

Ainsi deux lignes de la table (2), dans lesquelles se trouvent les
systemes B, €, -, L et B, C, .., L seront
i A4 BC-.- L
. ABC--- L.

Doue ils ne sont distingués l'un de l'autre que par I'élément 4.
Chacun des nombres distincts 4 et A’ est égal & zéro ou & - 1.
Remarquons maintenant que les nombres 4 et 4" ne peuvent étre

égaux b V'unité avec des signes ditférents.

En effet, si tous les nombres B, C, - .. L étaient égaux & zéro,
les systemes
A BC-... L
A BC.--L

ne seraient pas distincts, ce qui est contraire a la supposition.

Done Yun au moins des nombres B, C, - -, L est égal & 4~ 1.

Soit, par exemple, B = - 1. g

""" En supposant 4 et 4 égaux & Yunité avec des signes différents,

on aura le déterminant | ﬁ, 1;;, ! égal & + 2, ce qui ne peut étre.
Ainsi Vun des &léments 4 et A est zéro et Vautre I'nnité avec

un signe déterminé. On peut toujours supposer ce signe positif, car

«daus le cas contraire on pourrait changer le signe de tous les termes

de la ligne & laquelle appartient 4.

Nous désignerons l'ensemble de deux systemes
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ABC-.. L
ABC... L
par une seule ligne
() ADBC-.. L
- Iélément A ayant deux valeurs O et 1.
Les systemes semblables & (&) seront dits les systomes doubles.
Pour savoir le nombre des systemes distinets de la table (3), il
faut chercher combien il y a des systemes doubles dans la table (2).
Quant & celui-ci nous aurons la proposition suivante:
Le nombre de systémes doubles de 1y table (2) ne surpasse pas n—1,
Supposons, au contraire, que les systémes doubles s’y trouvent en
nombre au moins égal & #.
Soient

4 B C ... L
(4) 4, By ¢ .- L

. 4,y By Croet » o+ Loy
ces systemes.

Remarquons que dans la méme colonne de cette table ne peuvent
s¢ trouver deux wnités de signes différents.
En effet, soient, par exemple, B et By de tels ¢léments.  Alors,
supposant
Ad=1, 4,=1,
nous aurons le déterminant .
4 B
4, B, |
égal & 4- 2, ce qui ne peut avoir lien, 11 suit de 1 que, cu changeant,
sil est nécessaire, les signes de tous les termes des colonues, nous
pouvons faire positifs tous les termes de la table (4).
Cela posé, nous allons voir si cette table est possible.
Parmi les systémes
B C -..L
B, € - L

Bn——l On—-l te Ln—-[
il en existe au moins un qui contient deux ou un plus grand nombre
o g e b Ve

d'unités, car le nombre de systémes distincts formés avec Tumité ct
1 — 2 zéros est égal & n — 1.

D’apres cela, il est permis de supposer

B=1, C=1.
En outre, il est facile voir que les couples des nombres
> )
(Bn 45 (B;,, Cy)s + vy (Baes Cnr)
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peuvent se réduire A ceux-ciz (0, 0), (1, 1), et encore & I'nn des
deux couples (0, 1) et (1, O).
Bu effet, supposons, quant & ces derniers, que parmi les couples
(B, C), (B,, C,), -+, (Ba, Cx) il y ait Tun et lautre.
Soient, par exemple, B, =0, ¢, =1, B,=1, (,=0. Nous
aurons alors le déterminant
4 b C
4; By G
| 4, B, G,
dont les ¢léments sont pris & la table (4). Si nous faisons 4 =0,
A, = A4,=1, le déterminant sera égal & 2, ce qui est impossible.
Ainsi, parmi les. couples (B,, C), (I,, C,)), - -+, il ne peut se
trouver quun des couples (0, 1) et (1, 0), par exemple (0, 1).
Maintenant, en retranchant les éléments de la deuxidme colonue de
ceux de la troisitme, nous transformons la table (4) en une nouvelle
cui lui est équivalente. Les éléments de cette nouvelle table seront encore
égaux & 26éro ou & l'unité positive, car, d’aprés la supposition, les éléments
de la troisitme colonue ne sont pas inférieurs & ccux de la deuxitme.

Dans la nouvelle table, le systtme A, B, C, - - -, L sera remplacé
par celui-ci: 4, B, C— B, - .. L, contenant moins d'unités que le

précédent, car C — =10

Quant aux autres lignes de la nouvelle table qui remplaceront les
lignes 4y, B, -+, L;, 4,, B,, - -+, L,, chacn delles contiendra
un wéme nombre d'unités ou ce nombre moins un.

Ou congoit maintenant qu'en faisant plusieurs tranformations ana-
logues aux précédentes on réduit toutes les lignes

B, C ... L
B, ¢ -..1
Bn—l n—1 *° Ln»—l
aux autres, dont chacune contiendra une unité et »n — 2 zéros.

D'ott Ton voit que la table (4) est impossible, car le nombre de
telles ligues distinctes est égal & » — 1. Donc le nombre de systemes
doubles ne surpasse pas n — 1 ou, en Jd'autres termes, le nombre de
lignes distinetes de la table (3) n’est pas infériear a ’3@; Y. Maintenant
passons & la démonstration de notre proposition.

Supposons qu'elle ait liew pour le nombre n — 1 et faisons voir
qu'elle subsiste encore pour le nombre n.

Le théortme ayant lieu, par hypothese, pour le nombre n — 1, on

voit que le nombre de systemes distincts de la table (3) ne surpasse pas
n(n—1) . . .
=+ Mais on vient de voir que ce nombre n'est pas inférieur &

-
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n(n--1) p . . . nim- 1 .
——g 5 par conséquent il est dgal & . R It et résulte encore

que le nombre de systemes doubles de la table (2) est égal & (n—1).
Donc les systemes dans la table (2) sont en nombre 3%—(??»2&--1}-

Nous avons vu que les systémes doubles peuvent étre toujours
présentés ainsi:

4, 100 -..0
4, 010 ... 0
' A 00 0 oo | ,
les nombres 4,, A,, -+, A, étant égaux & zéro ou & l'unitd.

Donc détant donnés ces 2 — 1 systemes doubles, ainsi que le systeme
n—1) (n—-2
o )2( -2 autres
systemes qui forment avec les systemes mentionnés plus haut la table
que nous cherchons.

1,0,0, ..., 0, nous ferous counaitre qu'il se trouve

Remarquons, en premier lien, que si, dans le systeme quelconque
a, byc, -, 1,

le premier élément a est égal & zéro, deux des éléments b, ¢, -+ -, |
sont égaux & lPunité avec des signes différents cl les anbres sont nuls.

En effet, si, parmi les éléments

b’ C, -y l

il y en avait au moins trois égaux i I'unité, on en pourrait trouver deux
dgaux & l'unité avee un méme signe. Soient, par exemple, b =¢ =+ 1.
En supposant, dans le déterminant,

A, 1 0
4,0 1],
0 b ¢
4, = A4,=1, il vient
1 1 0
1 0 1}|=4+2,
0+141

ce qui est impossible.

Donc V'élénient a étant nul, deux des éléments b, ¢, - -, | sont
dgaux a l'unité avec des signes contraires et les autres sont des zéros.

Supposons, en second lieu, @ = 4 1. On peut toujours prendre
u==1, en changeant, dans le cas contraire, les signes de tous les termes
de la ligne a, b, ¢, - -+, [. .

Alors aucun des nombres b, ¢, - - -, [ ne sera égal 4 Tunité négatm.a.
in effet, en supposant, par exemple, b= —1¢et 4, =1, on aurait
le déterminant
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4,1
a b
égal a4 — 2. .
Remarquons encore que parmi les nombres b, ¢, - -+, I, il ny en

a plus de deux égaux i l'unité. Supposant, en effet, quil y en ait k
qui soient égaux & I'unité, nous aurons le déterminant

id, 10---0] $
4, 01.-.0
A, ;00 ... 1
K bc-«-li

En supposant
=4, = = dpa1=1

il est facile de voir que ce déterminant est égal & - (k- 1), ce qui est
encore impossible, & étant supérienr a 2.

N n— 1)(n—
Donc les systémes en nombre o )2( -

ne peuvent appartenir qu’a deux groupes
M 0,b,¢,---,1,

o les deux nombres parmi &, ¢, - -+, I sont égaux & Punité avee des
signes contraires et les autres sont zéros; et

(H) L, b,¢, -4 1,

deux des nombres b, ¢, - - I étant égaux & l'unité positive et les antres
a zéro.

: ) . (n—1)(n—2)

Maintenant nous allons démontrer que, pour tous les ——— G

t—1)(n—2) . -
——5-—  systemes du premier

systemes cherchés, on peut prendre ¢
groupe.

Ep effet, on va voir que, si la table contient les systemes du se-
cond groupe, elle peut étre transformée en une équivalente de telle
maniere, que les systémes du second groupe disparaissent. Nous commen-
cons par un cas particulier n = 3. Alors on a les systemes

1 00
4, 10
4, 0 1 i

savoir cing systemes,
Il nous faut encore chercher un systeme. Ce dernier systeme est
un des deux suivants:
0 1 — 1 systeme du 1o groupe
1 1 1 systeme du 2¢ groupe.
Considérons la table
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1 00
4, 10
4, 01
1 11
ou, ce qui est le méme, la table
100
010
110
0 01
1 01
11 1.

En retranchant les éléments de la 3¢ colonne de ceux de la 1¢

colonne, on aura la table
1 0

0

1

—1

0

0

Apres le changement de signe de tous les termes de quelques lignes
et colonnes, cette table se transformera dans la suivante:

1

0

1

1

0

0

O O = -
-0 oo

0
0
0
1
1
—1.

- OO ~=O

Dot il suit:

Si dans le cas de n =23, lu 6° ligne apparticnt an second groupe,
la tuble peut étre transformde dans une équivalente qui ne contient aucun
systeme de ce groupe. .

Au moyen de cette transformation, les systemes

4, 1 0
4, 01
ge transforment en eux mémes.

De plus, dans les 2° et 3¢ colonnes, rien n'est changé aux signes
de quelques termes pres.

Pour passer maintenant au cas général, nous supposous que li
wéme propriété subsiste pour un nombre quelconque n — 1 et nous
faisons voir qu'elle aura encore lieu pour un nombre n. Ainsi nous
supposons que la table correspondante au nombre n — 1, daus laquelle
existent les systtmes 1, 0, - -, 0, 4,, 1,0,0, -+, A,2,0,0,- -, 1
peut étre transformée dans T'équivalente
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1 0 0 ... 0

A, 1 0 .- - 0

4, O 1 ... 0

Ans 0 0o ...

0 —1 41 ... 0

0 0 0 -.. —1,1
et qu'au moyen de cette transformation les systemes 1, 0, 0, - -, 0;
A,1,0,0,0,..+, 4,2,0,0, - -- 1 se transforment en eux -mémes

et dans les 2, 3¢, ... n — 1i¥me colonnes rien n’est changé aux signes
de quelques termes prés.
Cela posé, nous considérons la table correspondante au nombre 2,
dans laquelle existent les systemes
1 G0 --.0
4 10 ..-0

Apy 00 - - 1
(n—1) (n—9)

et encore ~" 7, systémes appartenant aux groupes 1 et II.

En effacant la dernicre colonne et ne considérant que les lignes
distinctes, on aura la table correspondante & » — 1.

Cette table, d’aprés ce quon a admis, peut &étre transformée dans
la suivante:

1 00 0 0
A, 10 0 0
Ausg 00 -ov 10
0 —11--- 00

0 .00 -+ —1,1,
D'aprés cela, la table qui se rapporte au nombre s peut étre écrite
comme il suit:

1 0 0 0 .. 0
4, 1 0 0 ...0
A4,.,0 0O O e 0
0 —1 1 0 cee
0 —1 0o 1 e

4y & vy @ Ty
I R

An_s Un—2 Vp—g On—2 * = * Tp—z.
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Les systemes
0—110...¢
0—~101...q
doivent appartenir au premier groupe et par conséquent on aura
al =a2:=‘--=0‘

En outre, tous les nombres 7, 7,, - - "y Tu—g SONt égaux & 4~ 1, car

le nombre de lignes distinctes ayant zéro en dernivre colonne ne peut

nin—1
. surpasser d 5 )

¢t nous avons déji toutes ces lignes.

Il est & remarquer encore que tous les nombres Ay Ay o ey Ay
sont nuls, ou tous sont égaux & 41 (—1 peut dtre converti en + .
En effet, soit au contraire le nombre 2 ¢gal & zéro dans Pune des
lignes et dans I'autre & I'unité; savoir, supposons une des lignes apparte-
nant au premier groupe ct l'autre au second. Soient, par exemple,
Ay=0, yy= 1, vy=0, -, 7,=1
by=1, w,=0, vy=1, .., 1,=1.
En ajoutant & ces deux systemes celui-ci:
0, —1, 41, ..., 0,

on aura ce déterminant
i

i &y LSRRI
{ [ vy T, | =2,
l—1 410

ce qui est impossible. Doneles nombres A,y vy, ooy T, Ay, @), vy, 00, 7
ne peuavent etre assignés que de denx maniéres, ce qui nous conduit
aux deux tables suivantes:

1 0 0---.0 (1 0 0.0
4, 1 0----0 A, 0 0...0
Ay O 0 -venl Ay 0 0-ei
0 —1 1-.--0 \ 0 —11.-.0
w 17 7 et ()
0 —1 0.--.1 1 1 0..-1
0 0 -1....1 1 0 1...1
0O 0 0..-11 1 0 0. 11

On transforme facilement la table (0) en table (p) et au moyen
de cette transformation les systemes
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o

se transforment en cux-mémes et dans les 27, 3¢, 2°ms_colonnes,, rien
ne change aux signes de quelques termes pres.

1l est évident encore que tous- les déterminants formés avec #
lignes de la table (p) sont égaux & zéro ou a + 1.

Enfin nous remarquons que, dans la table(y), les éliéments Ay, 4, =
A, 1, aulicu de leurs valeurs 0 et 4 1, penvent avoir les valenrs O et — 13
cela revient & changer les signes de tous les termes de la 1'* colonne.

. Donc lg théoréme est démontré.

13. On déduit de ce théortme la conséquence suivante:

Toutes les formes extrémes & wu variables dout les deteumnants
ééracienst)ques sont €gaux A z€ro ou & 4-1 sont équivalents & la forme

4 .
2 2 N T
v, —ZI/W_H[xi STy SUIpr . |
Nous avons vu, en effet, que les tables correspondantes d, telles
formes se transformenf dans la table qui correspond a U,.
Pour abréger, ious dirons qu'il nexiste (u'une seule forme ex-
tréme U,, dont les” déterminants caractéristiques sont de 0 ou 4 1.
En ayant dégard aux limites des' déterminan{s caractiéristiques porer
les formes binaires et ternaires (n° 9.), on voit quil existe une seule
forme binaire extréme e
VED @+ o+ 2y,

ainsi qu'une seule forme extréme ternaire

V2D (@ a0+ 22+ Zy 4 22,4 x,0).

" Deuxiéme Chapitre. ' SR

14. En passant a la.recherche des formes extrémes 4 5 variables,”
remarquons d'abord quen vertu du n° 10. leurs déterminants caracté-
ristiques ne surpassent .pas deux en valeur absolue.

Dabord il faut démontrer gue chacune d’elles en a au moins un
égal & 4-1. .Cela deviendra évident si nous faisons voir que les formes
extrémes . & cinq variables dout tous les déterminants cm‘nctérisﬁques‘
sont égaux .2 zéro ou & 4 2 sont impossibles.

En eftet, supposons que f (z,, x,, 2;, x,, 2,) est une de ces formes
¢t que.la. tab]e 4
Ty Ty Ty oI, &

e 1Py Dy Py Py P'» Co
0 q 4, 43 95 4, : . S

Ty Ty Ty Ty T
Si S s s s,
contient tontes les ropwsontatwus du muumum A de .
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Y e Ta o T o . b.g .
D'apris le ne 7., cette table contiendra, an moins PV oy lignes.

~Comme tous les déterminants  caractéristiques de f ne sont pas
égaux & zéro (n° 8.), il en existera au moins un égal & 2.
Supposons que ce soit le délerminant B

| Py P2 Py Py Py
(0 % & O T

Ly Ty Ty Ty Ty

et, désignant par
Zyy 2y, By By F

les frouvelles variables, faisons la transformation

@, =8 + 04 + -z,

@y =2 G2t A

(21, 2y, 235 2y z;)

Soit

la forme [ transformée.
Eu vertu de ce que tous les déterminants caractéristiques de [

~

sont égaux A zéro ou & + 2, il est évident qu'a tounte ligne, comme
Ty=8, Ly=Sy ' H=275
de la table (1) correspondent les valeurs de z,, 2,, - -+, & dgales aux
nombres entiers. 1l est dvident de plus que @ Gtant comme [ une
forme extyfme tous les déterminants caractéristiques de @ sont égaux
3 zéro ou & -1 et que le minimum de @ est égal & M.
En désignant par D le déterminant de f, 4 D sera celui de .
En vertu du n® 13., le minimum M de ¢ sera égal & la quantitd

26D o
youL > .

Or cela cst impossible, car on doit avoir

5
M<)Y9D.

\

Done la forme telle que f est impossible.

Remarque. — Par le méme raisonnement on sassure que la pro-
position démontrée dans. ce numéro a encore lieu pour les formes qui-
ternaires; savoir que parmi Jes déterminants caractéristiques des fUI:lll’ch‘
extrémes quaterﬁaires , il en est au moins un qui soit égal @ l’um%e.

© A cet effet, il suffit de savoir que, pour les formes quaternaires

w<(d) j/o.
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15. Nous nous servirous dans ce qui suit d’une proposition rela-
tive aux formes gnaternaires que nous allons maintenaut démontrer.

Soit [ (2, &,, &, %,) une forme quaternaire qui regoit la va]e\m: mini-
mam M, lorsquune des variables, par exemple z,, est égale & 2, Tes
autres variables ayant des valeurs convenables,

Supposons de plus que { devienne égal & M pour les trois syste-
mes de valeurs des variables que volcl:

'1;1217 a,',2=(), w:‘=o’ xl=()?

(N z =10, 2z,

v, =0, 2,=0, z,=1, v =0.

1, ;=0

I

, @, =0,

En d’autres termes supposons que la table de [ contienne les lignes
Zy Xy Ty T,

1 000
0100
0010
a, a, a, 2

a,, @y, a, élant des entiers. Cela posé, nous allons démontrer gue
[ est I'une des huit formes équivalentes & V| quon obtient de lex-
pression

2 ? 2
x ” x, 4 x?
M@t ") + (et 5) + @t %) + 5],
en combinant les signes |- de toutes les manieres possibles.
Cornme le minimum M de f a les trois représentations (1), les
coefficients de x* %, x,® dans [ sont égaux & My ainsi l'on aura
f=Mz?+ Mzx2+ Mz + - - -.

Représentons [ sous la forme d'une somme de carrés:

=M (%, ax,+pr;+yz,) + N (2,4 0234 ¢2,)*
+ P (z,+§2,) + @z 7).
Remarquons d’abord que le coefficient () ne peut surpasser 1, car,
si 'on avait

Q> 4,

fay, ay, a5,2) >4 QM > M,
ce qui est impossible.

Ensuite faisous voir que le coefficient @ ne peut pas étre non
plus inférieur & }. En effet, dans le cas contraire, aprés avoir sup-
posé x,=1 et atiribué aux variables uwy, x,, z, des valeurs telles, que
chacun des carrés (x3+8xy)?, (@,-F0xyte2))? (@, +az, 4 fr,+p2,)?
ne surpasse pas f, la forme [* deviendrait infévieure & M, ce qui ne
peut avoir liew. Done @ doit étre égal & %-

on aurait
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En outre, on aura
N=P=1.
En effet, il est évident d'abord que chacune de ces quantités N et P
ne surpasse pas l'unit€. D'un autre coté, auncune d'elles ne peut Btre
inférieure & unité, car dans ce cas, en prenant x, = 1 et attribuant
aux nombres z,, x,, z, des valeurs telles que les trois carrés mention-

nés ne soient pas supérieurs i —i‘, on aurait la valeur de /' woindre
que M. Donc on aura
=Mz Mz2+ Mz - - .
= M (2, + ez, 4Bz, +yz,)? + (#y + 02, 4 2,)?
+ (@34 §2))* + £ 2,71,

En égalant les coefficients des #,? et 2, dans lune et Fautre cx-
pression de f, et en remarquant que le coefficient de z,? ne peut &tre
moindre que M, il vient

=0, =0, §=0,
r+e+exy

Jomme les quantités p, &, ¢ ne sarpassent pas L, en valeur ab-
solue, on doit avoir

y=x=4, e=44% (=41}
Le théoréme est démontré.

16. Eun ayant égard aux limitations des déterminants caracté-

ristiques pour les formes quaternaires (n° 10.), ainsi qu'a la proposition

du n° 13., on voit qu'il existe seulement deux formes extrémes quater-
naires

& j——
2}/'13)“(9512+x2?+x42+x42+x1x‘z+11x3+x1x.¢+xzx.z+xzx:+x.x'r4):
4 —
]/41) @2+ 5"+ 2’ 2t o 2 ke, ).

4 T .
Il en vésulte que }/41) est la limite précise des minima des formes

guaternaires.
Nous avons ainsi une nouvelle démonstration de ce théoreme.

17. 11 suit de ce qui précéde que toutes les formes extrémes &
cinq variables se distribuent en deux groupes: .
dans le premier sont contenues les formes dont les déterminants
caractéristiques ne surpassent pas l'unité, en valeur absolue;
ces formes sont équivalentes & U, en vertu du n° 13.; dan‘s
le second se trouvent les formes pour chacune des quelles il
existe des déterminants caratéristiques égaux & + 2. ‘
En cousidérant le dernier groupe de formes nous avons i distinguer
deux cas:

Mathematische Annalen. XI. 18
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1o. Lorsque toutes les valeurs des variables qui donnent le mini-
mum de la forme sont égaux & zéro et & —+ 1.

2, Lorsque parmi ces valeurs se trouvent égales a 2.

Le premier de ces cas se réduit toujours au second, en vertu de
la proposition que nous allons démontrer.

Soit f (2, &y, - * +, Tn) une forme extréme & n variables, et suppo-
sons que son minimum est donné par les valeurs O et 41 de z, ,,
- . .’ xﬂ'

Supposons de plus que ces déterminants caractéristiques ne sur-
passent pas deux en valeur absolue et qu’il en existe qui soient égaux
4 4+leta 42

Cela posé, on trouvera dans la table de f les n lignes

N
‘QI g -+ qn
(1) REREEERE 7
v ;
[ 7y 7y Tal

qui composent le déterminant égal & - 2.

Nous allons démontrer que dans cette table on trouvera une cer-
taine ligne qui, avec # — 1 lignes du déterminant (1), composera un
nouveau déterminant égal a - 1.

Supposons le contraire et, en désignant par

’

Zyy Zyy mv vy Zn
les nouvelles variables, faisons la transformation
Ty =My &y @@y
’ ’ ’
@) Ty =00, &y A= @y Ty A A 2,
Zy= M)+ @uy F - -+ 4 122,
Désignons par
. . F(a), 2, -+, a)
la forme f transformée.
Il est évident que, en vertu de notre supposition pour toute ligne
=k, wy=UFky, o xy=1Fk,
de la table de f; on obtiendra, par les équations (2), des valeurs en-
tieres de z,, ), - - - @, qui sont égaux & zéro et & - 1.
3 . . . . P :
En désignant maintenant par A un déterminant caractéristique
de [ et par d son correspondant de la forme F, on aura
A=-+429,
A et 0 étant des entiers.
) Or nous avons supposé quil y a un certain A = - 1; par con-
séquent on obtiendra
0 = :{: 1,

ce qui est impossible.
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Qn:ne peut done supposer que les 7%—1 lignes quelconques du dé-
terminant (1) composent avec toute ligne de la table de f un déter-
minant égal & zéro ou & 4-2.

Il existe, par conséquent, dans cette table une certaine ligne

Piy Pay t vy Pa
qui, avec »—1 lignes, comme

9y s, y n

Ty Ty, y Tn

compose le déterminant
Dyy Doy o0y Py
3 Qs Goy =0y Qny
iy Vo vv vy ¥y

égal & + 1.
Faisons maintenant la transformation

=Y+ Y+ 4y,
Ty =Y + GY, + -+ 1y,

: x"=p"-7/1+qn?/2+"‘+7”nyu,
et soit .

Wy Yoy "5 Yu)
la forme f transformée. v ’

Les formes f et ¢ sont équivalentes, et aux valeurs
Ty =My, Ty=1My, -+, Ln="m,
correspond la valeur y, = -+ 2.
Dans la table de @ on trouvera par conséquent les % lignes

?/;xr_ Yo o Yn
1 6...0
“) 0 1...0
0 0. 1

qui correspondent aux lignes (3) de la table de f et la ligne corre-
spondante & m,, m,, - - -, m, commencera par le nombre + 2.

Ainsi la forme f peut étre transformée dans une équivalente o,
dont la table contiendra les » lignes (4) et dans les autres lignes on
trouvera les nombres égaux & -+ 2.

18. Désignons maintenant par f une forme extréme & cing va-
riables et telle, que parmi les déterminants caractéristiques correspon-
dants & cette forme il y en a au moins un égal & 42,

On a vu (n° 17.) que la table correspondante a f peut éire trans-

18%
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formée dans une autre i elle équivalente et telle, qu’elle contienne leg

lignes e —
1 00 00
01000
00100
00010
0 0 0 0 1.

En outre, cette table contiendra nécessairement une ligne ayant
au moins un terme égal A 4 2. On peut évidemment supposer que
ce terme est égal i -2 et se trouve dans la 5° colonne. Donc on

aura la ligne
a, a, a; a, 2.
Les nombres a,, a,, @, @, peuvent étre supposés positifs et leurs
valeurs, comme on sait, ne surpassent pas 2.
Nous remarquons d’abord que deux des nombres a;, a,, a;, a, ne
peuvent &tre nuls. BEu effet, soit, par exemple,
a, =a,=0.
Cela étant, si I'on pose dans la forme f
2y =ux,=0,
on aura la forme ternaire, dont le minimum sera évidemment égal a

celui de f. Parmi les valeurs des variables g, z,, ,, pour lesquelles
la forme ternaire prendra son minimum, il y a les suivantes:

Ty Xy Zg
1 0 0
01 0
ay a, 2.

Ces trois lignes nous donnent le déterminant caractéristique égal
A 2, ce qui est impossible par rapport aux formes ternaires (n° 9.).
On voit de la méme maniere que deux des nombres «,, a,, 2;, a,
ne peuvent etre égaux a 2.
En effet, soient, par exemple,
ay=aq,=2.
Posant dans la forme f

ry=1, T,=2,,

H]

uous aurons la forme ternaire & variables x,, z,, 2;. Le minimum de
cette forme est égal au minimum de f; car les coefficients de z,? et
x,? sont égaux & ce minimum. Comme dans la table de la forme f

nous avons les lignes



Sur les formes quadratiques positives. 217

001 00

0000 1 0

2 2 a; 0, 2

la forme ternaire aura les représentations suivantes de son minimum :

Ty Xy Xy
100
01 0
a; a, 2

Ce.s hgn_es donpent encore un déterminant caractéristique dégal & 2, ce
qui est impossible.

Remarquons enfin que deux des nombres

Qs Uy Gy @

ne peuvent étre égaux, l'un & 2 et lautre i zéro.

En effet, soient, par exemple,

a, =0, a,=2,

Cela etant,_posons, dans la forme f,==0, z,=x . On aura
une forme ternaire & variables z,, z,, ..

Les représentations du minimum de f

D

00100
00 010
0 2 a, ¢ 2

donnent pour le minimum de la forme ternaire les reprdsentations

X x, x, % X

sulvantes:
Ly Xy Ly
1 0 0
0O 1 0
a, @ 2

ce qui est impossible.
1l suit, de tout ce que nous avous dit, que toutes les ligues con-
tenant le terme +-2, comme
@, as a3 ay 2,
ne peuvent étre que de trois especes:
le. Un des nombres a,, a,, a;, @, est nul et les trois autres sont
des unités. En posant, par exemple a, = 0, ou aura la ligne
0,1, 1, 1, 2.
2. Un des nombres a,, a,, @, a,, par exemple, «, est 2, et les
trois autres sont des unités. Ainsi on aura la ligue
2,1, 1,1, 2.
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3°. Tous les nombres «,, a,, «;, @ sont des unités. Alors la
table de la forme f contiendra la ligne
1, 1,1, 1, 2.
19. Examinons niaintenant le cas dans lequel la forme a une
représentation
0,1,1,1,2.
Nous allons démontrer que les formes extrémes qui admettent outre
cette représentation encore ces trois-ci:

01000
00100
0 0010

sont équivalentes a V.

On voit que, dans le cas actuel, en supposant dans la forme z,=0,
on aura la forme (n° 15.)

M [(ry—fa )+ (wy ~ )+ (&= 4 2,) 4 1257
M étant le minimum de la forme cherchée a5 variables. Par conséquent,
cette forme peut étre éerite comme il suit:

(1) M@~ oy +A4z)? + (@,—fu,+ o) + (@, — 4o, ve)
+ 4 (o402, + Kz,
Remarquant, en premier lieu, que tous les coefficients d’une forme
extreme se trouvent déterminés complétement au moyen des équations
linéaires qui expriment que la forme prend son minimum, les variables étant
égales aux nombres dounéds, ou voit que la forme (1) doit avoir au moins
5 représentations de son minimum servant & déterminer les quantités
A, u, v, 6, K.

Il est évident que, dans aucune de ces représentations, z, une peut
étre nul; en second lieu, en ayant égard & ce que le déterminant de
la forme (1) doit surpasser 42>, on voit que la quantité X surpasse §.
Donc la forme (1) ne peut avoir la valeur minimom gu'en supposant
2, =41, si z, est distinct de zéro.

En faisant, §'il est nécessaire, la transformation

%y =& -+ px,’,

x'_’ = .’132' + qxlls

Xy =2y + rz,

z, =z, + sz,

Ty =,
P, g, r, s étant des 1uombres entiers, on peut toujours arriver i la forme
dans laquelle les quantités 4, w, v, ¢ ne seront pas supérieures a §.
De plus, toutes ces quantités peuvent é&ire supposées positives. En
effet, si ¢ est négatif, il suffit de changer le signe de x; pour avoir,
au liew de 6, — ¢, savoir une quantité positive, et si I'une des quantités
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A, u, v, par exemple 4, est négative, il suffit de substituer —a, 4 =,
i I, pour transf.o'rmer le carré (z,— Lo, Az,)? en un autre (z, - §o,— 27,)%,
— & étant positif.
. . . . .
Cherchons maintenaunt quelles valeurs doivent avoir les variables
Ty, &y, Xy, @ pour que la forme (1) soit minimum en supposant z=--1.
On peut toujours prendre, bien entendu, z, = 1. '
Nous avons ici deux cas a distinguer:
lo. z, etant un nombre pair ou zéro, les valeurs minima des carrés
P | « )2 ) . Y ; o AW
(o—das+4z), (@~ Yz, due),  (@—fatva)
sont respectivement égales & 4%, u?, v*. Le mimmum de la forme,
en supposant x; donné, sera
N ‘ ‘
@) (32wt vt a0+ K.
De toutes les valeurs (2) correspondantes aux différentes valeurs de
z,, celle qui correspond & z, == 0 est évidemment la moindre. Cette

valeur est
) Mt b4 }at K.
On Yobtient en supposant dans la forme (1)

2y =y =, =10, ¥ =1, «=0

Pour les autres valeurs des variables z,, x;, x,, la forme (1) ne
peut avoir une valeur égale & (3) que dans le cas ot Yun au moins
des nombres 4, @, v est égal & 4. Si, par exemple, 1=}, on peut
supposer @, = — 1, &y =2, =0, u; = 0, pour que la forme prenne la
valeur (3).

9o, @z, étant un nombre impair, les valeurs minima des carrés

(@, — f s+ Ax,)°, (@, — b, uw)?, (bt
sont respectivement (§—4)%, (L— w2, (3—7)%, @, %y, @, ¢tant, bien
entendu, des nombres entiers, et la valeur minimum de la forme (1)
lorsque x, a la valeur assignée d'avance scra
@) ML=+ —a) G+ e+ + K.

De toutes les valeurs (4) correspondantes aux différentes valeurs
de z,, celle qu correspondra i 2, = — 1 sera la moindre. Cette
valeur est
) () —a) 4 (3 + (b2 + (L -0+ K
et on laura, en supposant dans la forme (1

By= Ty =y = — 1, B=— 1, @ =1

Pour les autres valeurs des variables &,, %3, %, la forme (1) ne
peut avoir une valeur égale & (5) que dans le cas ou Pune au moins
des quantités 4, g, v est égale & zéro. BSi, par exemple, 4 =0, la
forme (1) prend la valeur (D) pour z; = — 1, 6,=0, gy =2, =—1,
Xy = 1.
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Cela posé, M étant le minimum de la forme (1), on aura

N T ST
©) { GF—+G -+ G —v)+ {1 —e0)+ K21,
De plus
O] 32420, 1>u>0, {>v2>0,

comme nous avous dit plus haut.

De ce qui précede il suit que toutes les équations entre les cosffi-
cients 4, g, v, 6, K qui résultent des représentations du minimum de
la forme (1), pour lesquelles z, =1, équivalent & celles quon ob-
tient, en convertissant quelques inégalités (6) et (7) en équations,

Au moins cing de ces inégalités doivent &tre converties en équations
pour qu'on puisse déterminer 4, u, v, 6, K. Il suit de la que les
équations

Bfw ottt E=1,
S PSS NA e p(l—op 4 K =1
doivent &tre satisfaites, car autrement les quantités ¢ et K ne peuvent
étre déterminées.

De plus, trois au moins des inégalités (7) doivent étre converties
en équations. Supposons 4 < u < v, ce qui est évidemment permis.

Remarquons maintenant qu'on ne peut faire

A=yu=v=0,
car il en résulterait K =0, 6 = 2, ce qui est impossible.
On ne peut faire non plus
A==y =v= 3,
car il sensuivrait K =0, 6 = — 1.

On voit donc que 4 doit étre égal & zéro et » — §.

Cela posé, w ne peut pas étre égal & zéro, car, dans le cas contraire,
les équations (8) nous donneraient

Gd=1, K=/
acause de A=0, u=0, v=14.

Mais, ¢ ne surpassant pas §, cette supposition est impossible.

Done p=14. 10 résulte des équations (8) que K =14, ¢&0.
Ainsi nous aurons la forme extréme
M@y — ;) + (03— favy 4 f2,)° + (@y— w5+ $2) 4 {0,
équivalente & V..

20. Maintenant nous passons au cas ot la table de la forme f
contient la ligne
1) 2,1,1,1, 2.

En transformant la forme f au moyen de la substitution
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) =z 4z,

Ly =1, ,
Ty =y,
zy =z,
) zy = &,
on voit que les lignes ’ >
0,1,0,0,0,
0,0,1,0,0,
0,0,0,1,0,
et la ligne (1) se transforment respectivement dans les suivantes:
O, 1, O, 03 0’
0,0,1,0,0,
0,0,0,1,0,
0,1,1,1, 2.

2 2 ’
Mais nous avons vu que toutes les formes extrémes dont la table contient
ces quatre lignes sont équivalentes a V.
%1. Il nous reste & examiner le cas o on a la représentation
1, 1,1, 1, 2.
Nous avons les 6 lignes suivantes:

Ty T, 2y ¥y %
(1 10000
2) 01000
(3) 00100
4) 00010
(®) 000 01
(6) 11 11 2.
Supposons maintenant que l'une quelconque des autres ligues soit
(B) =0y, By=0by, Ty=10y, x,=10, x=1.

11 est facile de démontrer quaucun de ses termes n’est égal & 4 2.
En effet, soit d’abord
b, = 4 2.
En changeant, s'il est nécessaire, les signes de tous les termes de la
ligne (B), on peut faire b, =--2. Alors aucun des nombres &,, b,, b;, b,
ne sera ni zéro, ni +2, car dans cette supposition on aurait le cas qui
a été déja discuté dans les nos 19. et 20.
Aucun de ces nombres ne sera non plus égal & — 1, car dans
ce cas nous aurions le déterminant caractéristique
1 1 2 A
—1 b | | =1 2| "
qui est impossible (voir le n° 10.),
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Il reste & supposer
by=by=0b,=0b,= 1 13
or cela est également impossible, car alors la ligne (B) devient identique
avec la ligne (6).

La supposition
PP by = + 2

est par conséquent a rejeter.
Supposons ensuite que, parmi les nombres
byy byy by by
on en trouvera un égal a + 2.
Soit, par exemple,

by==+2;
comme précédemment, on peut faire
b, = 42,

car il est permis de changer les signes de tous les termes de la ligne (B).
Alors aucun des nombres b, b,, by, b, ne sera ni zéro, ni + 2
et, par conséquent, ils sont égaux a l'unité en valeur absolue.
Or on aura dans ce cas le déterminant caractéristique
12 ,
| == ¢ <
2 b, o

supérieur & 2 en valeur absolue, ce qui est impossible (u° 10.).

Aucun des termes de la ligne (B) ne peut donc étre supposé égal
a + 2.

Nous allons maintenant démontrer que b, est égal & 1.

En effet, supposons le contraire. Le cas b, = - 2 étant inadmis-
sible, il reste & supposer

by = 0.

Alors au moins deux des nombres b, b,, b;, b, sont égaux a 41,
car, si un seul dentre eux était 4 1 et les autres des zéros, la ligne
(B) coinciderait avec une des suivantes:

M, @), @), 9.
Par conséquent au moins deux des nombres b,, b,, by, b, sont
égaux a + 1. , .
En changeant, s'il est nécessaire, I'ordre des quatres premiéres
colonnes et les signes de tous les termes de la ligne (B), ce qui ne
change pas I'ensemble des lignes

1), @), 3), @), ©), ©),

by =+ 1.
En supposant done b, = -1, faisons dans la table de f la transformation

on peut faire
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By =Ty, Ly =—x+ba), z,=—z/4bx/, ,=—z/+ba,
Ly = — Zs ;

les sgpt lignes (1), (2), (3), (4), (5), (6), (B) seront transformées re-
spectivement dans les suivantes:

x oz x, €, @y
1y rob, b, b 0
@y 0 —1 0 0 0
(3y 0 0 -1 0 0
4y 0 0 0 —1 0
5y 0 0 0 0 —1
6y 1 by—1 by—1 b, —1 —2
(BY 1 0 0 0 0.

Comme au moins un des nombres b,, by, b, est 4 1 la ligne (6)
contiendra deux fois le nombre 4 2, ou 2éro et — 2, et nous aurons
le cas déja discuté. Ainsi il faut poser

b, = 1.

by=+1,
en changeant au besoin les signes de tous les termes de la ligne (B).
Maintenant aucun des nombres b,, b,, b;, b, ne sera — 1, car,
si I'on avait, par exemple,

Or on peut faire

=—1
2 >
on obtiendrait le déterminant caractéristique impossible
o2 27
b, b T - T

Ainsi, dans la ligne (B), le terme b, est 4 1; parmi les autres

byy by, by, by,
quelques -uns sont des zéros et au moins un seul est égal a + L. 1l
est possible aussi que tous les nombres b,, b,, b3, b, solent égaux

A+ 1.

292, Dans le cas que nous discutons avec les lignes

1y 1000
@ 01000
) G 00100
4 00010
B 00001
© 11 11 2

on ne peut done combiner que les suivantes:
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M 10001
® 010 01
(D) 1(9)00101
1) 00011
1y 1100 1
12) 1 0101
13 10011
(11D (14 0 110 1
1) 0 1,0 1 1
(16 001 11
an 1 110 1
18 1 1 011
Iv) {(19) 101 11
200 0 1 1 1 1

21 1111 1.

Des 6 premiéres lignes nous composons le premier groupe, de quatre
T), 8), (9), (10) le deuxieme, de six (11), (12), (13), (14), (15), (16)
le troisizme, et de quatre (17), (18), (19), (20) le quatrieme. La ligne
(21) wentre dans aucun de ces groupes.

En nous proposant maintenaut de trouver toutes les formes extrémes
[ non équivalentes & V, et qui admettent les six représentations de
leur minimum contenues dans les lignes du premier groupe, nous avons
a résoudre le probleme suivant:

Choisir, de toutes les maniéres possibles, parmi les 19 lignes

(M, (8), (9), + -+, (21

au moins neuf telles, que 'ensemble de ces lignes avec les six du premier
groupe détermine complétement une forme extréme non équivalente a
¥, en supposant que son minimum M soit donné.

Faisons d’abord quelques remarques qui nous permettront de diminuer
le nombre de différentes combinaisons possibles.

Remarque I. — Les quatre lignes du 4¢ groupe ne peuvent toutes
se trouver parmi les lignes cherchées, car elles composent le déterminant
caractéristique impossible

1110
11 01
101 1|=7%
0111
Done on ne peut prendre plus de trois lignes du 4° groupe.
Remarque II. — On ne peut prendre non plus les 4 lignes du

2¢ groupe avec la ligne (21), car on aura, comme précédemment, le
déterminant caractéristique impossible
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1 00 01
010 01 l
001 0 1]=—3.
000 1 1!
1L 1.1 11 }
Remarque Ill. — Toute combinaison de 3 lignes du 2¢ groupe

avec la ligne (21) équivaut & I'ensemble de toutes les 4 lignes de ce
groupe.

En effet, quelle'que soit cette combinaison, elle sera transformée
dans l'ensemble de lignes du 2° groupe par l'une des transformations

(A) zy=ux, Ly=—z, 4 z, Ty=—2, 4z, Zy=—zx,4 2/,
Ty=—ux; 422/,
B) #y=—2z,+2), z,=ua), Cy=—z,+x), To=—z/+a,
Zy== -x5’+2x._,',
©€) x,:—_-_x"..’_ xal) Ty=— xz”‘f“ x;}’; =z, Ly=— x4’+ x3',
g4 22,
0) zy=—2/t+ 2, x,=—z/4z, ry=—z 2z, =z,

Tp==—ax, -2z,
Par exemple, les lignes (7), (8), (9), (21) seront transformées par la
transformation (D), respectivement dans les suivantes:
ooz w oz
—1 0 0 0 —t1
0 —1 0 0 —1
G 0 —1 0 —1
0 0 0 1 1.

Or ce sont précisément les 4 lignes du 2¢ groupe par rapport aux
variables

2/, &, @y, @), .

Remarquons encore que l'ensemble des groupes (I), (I1II) et (IV)

ne sera changé par auncune des 4 transformations
(&), (B), (€), (D).

Remarque IV. — SilYon prend toutes les 4 lignes du 2¢ groupe
pour composer les lignes cherchées, on ne pourra prendre avec elles
ancune higne du 4° groupe.

En effet la transformation
o=z, B,=m), =1, =2, s=r'tr'tr '+ -z
ne changera pas ensemble des lignes du 1¢ et du 2¢ groupe, tandis
que les lignes (17), (18), (19) et (20) seront transformées respectivement
dans les suivantes:
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o' @y x @
1 t 1 0 2

1 10 1 2
Tt 0 1 1 2
0 1 1 1 2.

Or chacune de ces lignes contient les termes O et 2 et conduira par
conséquent au cas du n° (19.).

Par la méme raison, et en vertu de la remarque III., on ne peut
prendre avec 3 lignes du 2¢ groupe et la ligne (21) aucune ligne du 4v,

Remarque V. — Si Ton prend les 4 lignes du 2° groupe, on
doit en prendre au moins 5 du 3. En effet, en vertu de la remarque II,
la ligne (21) est & rejeter et en vertu de le remarque 1V., on ne peut
non plus prendre aucune ligne du 4°¢ groupe.

Done, pour composer au moins 9 lignes, on est obligé de prendre,
avec les 4 lignes (7), (8), (9), (10) au moins 5 du 3¢ groupe.

Or il ne faut point prendre plus de 5 lignes de ce groupe, car la
forme sera complétement déterminée par les 6 lignes du 1* groupe,
les 4 du 2¢ et les b quelconques du 3=

1l est évident quen choisissant ces derniéres 5 lignes de toutes les
manieres possibles, on aura 5 formes équivalentes entre elles qui se
réduisent l'une & Vautre par les transpositions de 2 lettres prises dans
la suite

Zyy Xy Tgy Xy
par exemple, par le changeant de z, en z, et réciproquement.

1l suffira done de prendre les 5 lignes quelconques des 3¢ groupe,
par exemple

(11), (12), (13), (14), (15).
Soit

=M}tz 4242 42%) + 2az,x, + 2Ba, 2, + 2p2,2,
202, +2 &2y 234 28w, 0+ 2y 2y 2 + 20252, + 2400, 2+ 2hxy @y
la forme cherchée.

En exprimant que son minimum M a les représentations contenues
dans les lignes

6), (1), (8, (9), (10), (11, (12), (13), (14) et (15),
on aura les équations
ety et o 20tatith)=— LM,

M Mo M M
O=—735, 1==7; i=—%, k=—7%,

et dtg—=—DM, f+0+i=—DM, y4o+4l=—H,
b nbi=—M, t4g4h—— M.
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On déduit de 13

05=[3—-_:7;=5-_—§=0, 6:7]:@:%/:*6:_%[_
On aura alors )
e 2 2§ g2
f=M(z}+ 2+, Tl at—w @, — 0, 0 — 2y 0 — 20+ 2, 2,)
Cette forme est équivalente & ¥, et se transforme dans V; par la
transformation

4 r ’ ’

By =Tyy Ly=2ay, Ty=—2ay, ¥=—zx, a,=04z +
De la méme maniére on obtiendra les formes équivalentes & V. si I'on
prend 3 lignes du 2¢ groupe avec la ligne (21) en vertu de la remar-
que III. :

Ainsi, pour avoir des formes extrémes non équivalentes & V,, on
ne doit pas prendre plus de 3 lignes de l'ensemble

M, ®), 9, 10), @1).
Remarque VI. — Comme, pour composer les lignes cherchées

(au moins 9 en nombre), on ne peut prendre du 4 groupe que 3
lignes au plus (remarque L) et de l'ensemble

M, ®), ©, 10), 1
aussi au plus 3 lignes (remarque V.), il s'ensuit quil faut prendre au
moins 3 lignes du 3° groupe.

Remarque VII. — 8i l'on prend 3 lignes du 4° groupe, par

1
e an, (8, (19)

on ne doit prendre avec elles que 3 lignes déterminées du 3¢ groupe.
Pour les trouver il faut, parmi les 4 premigres colonnes dans I'ensemble
des lignes données du 4° groupe, remarquer celle qui contient 3 unités.

Dans le 3° groupe il faut chercher trois lignes telles, que dans
leur ensemble la méme colonne contienne 3 unités.

Ces 3 lignes du 3¢ groupe sont celles qu'on doit prendre avec les
3 lignes données du 4°.

Par exemple, si I'on donne les lignes

(17 11101
(18) 11011
(19) 10111

on remarque d’abord que, des 4 premieres colonnes, celle qui contient

3 unités est la premiére.
Dans le 3¢ groupe on trouve 3 lignes déterminées

(11 11001
(12) 10101
(13) 10011

dont Vensemble contient 3 unités dans la premiere colonne.
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Ainsi, avec les lignes

an, (18, 19)
(11), (12), (13).

Pour démontrer la proposition énoncée, considérons le cas ol Von
doune les lignes (17), (18), (19), car il est évident que les autres
cas se réduisent & celui-ci par de simples transpositions des lettres

il faut prendre

Ty, &y, @3, Xy
Or, si nous faisons la transformation

, , . ,
Xy =Ly — % — Xy + x5,

€y = — % —x + @,

zy = — @ + )

gy =—a +x,

@y = — x, — x5’ + 22 — x,,

les lignes (1), (), (6), (17), (18), (19) et celles du 3¢ groupe
seront transformées respectivement dans les suivantes:

xll ZQI xal x4l xsl

(1) dans ---1 0 0O 0O O

(3) gy -0 0 0 1 0

(6) y -0 0 0 0 1

(18) ” -0 0 1 0 0 .
(19) » 11 1 1 2

(11 ” .0 1 1 1 1

(12) " 10 1 0 1

13 -1 1 0 0 1

2143 : 1 1.0 0 0 III* groupe.
(15) ” -1 0 1 0 0

(16) ” .01 1 1 2

On voit dabord que les 6 lignes du 1 groupe figureront apres la
transformation. Ensuite on remarque que la ligne (16) est & rejeter,
car, aprés la transformation elle contiendra les termes O et 2 (le cas
du n° 19.).

Les lignes (14) et (15) sont également impossibles, car chacune
d’elles étant transformée contient le terme O dans la méme colonne ol
se trouve le terme 2 de la ligne

1111 2
(voir le n° 21.).
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Restent du 3° groupe comme possibles et obligatoires (remarque VI.)
les lignes ‘

(11), 12), (183). C. q f d
Ayant fait ces remarques, nous passons & la recherche des formes
non équivalentes & ¥; et qui ont les 6 représentations de leur minimum
contenues dans les lignes du 1° groupe. Comme il est nécessaire de
prendre 3 lignes du 3° groupe (remarque VI.), nous distinguerons
deux cas:
Ie. Lorsqu'on n’en prend que 3 seulement;
2. Si lon prend plus de 3 lignes du 3¢ groupe.
Dans le premier cas, pour composer les lignes cherchées, il nous
en faut choisir encore au moins 6. Or on n'en peut prendre du 4°
groupe plus de 3, ainsi que de )ensemble

(M, ©®), 9), (10), (21
(remarque V.). Par conséquent, il faut nécessairement choisir 3 lignes
du 4¢ groupe et 3 de cet ensemble.
Comme il est indifférent quelle réunion de 3 lignes du 4¢ groupe
nous choisissons, on peut prendre (17), (18), (19). Avec elles seule-
ment sont compatibles les 3 lignes du 3¢ groupe

(11), (12), (13)
(remarque VII.). ’
Nous avons encore & assigner 3 lignes de l'ensemble
M, &), 9, (0), (2.
Or, quel que soit notre choix, une des transformations
(4), (B), (©), (D)
(vemarque [II.) changera les lignes choisies en 3 lignes du 2¢ groupe.

Aprés cela on prendra, parmi les lignes transformées du 3° et
du 4° groupe celles qui sont identiques avec les suivantes:

110 01
1 0101
1 0 0 11
11101
11011
1 0111

De cette manitre on peut fairc abstraction de la ligne (21) et
choisir avec les lignes

(1, (12), 1), (17, a8), (19

3 lignes du 2° groupe.
Or ce choix peut étre fait de deux manidres différentes:

1°, On peut prendre les lignes
(8), (9, 10);

Mathematische Annalen, XL 19
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20, Ou les lignes
M, &, @

Les autres combinaisons se réduisent & ces deux-la.
La réunion
®), (9, (10), (A1), (12), (13), (A7), (18), (19)

détermine (comme dans la remarque V.) la forme

Z=M =z + z,' + 2+ + L — § 2%y — 32,2y — f2y T, — i,
A f @@y § @8y BTy — Ty — BTy — 2, %),

qui est extréme (n° 4.) et non équivalente & V.

La réunion

M, 8), (9, (a1, (12, 43), d7, (18), (19

donne la forme ’

M (x?+ 22 + a0 2 -y — 20— 22 — 2yz)
équivalente & V; et qui se transforme daus V; par la transformation
ty=—x— ), Ty=2), B=r, r=-2, r=2'42 4z
Cette forme est par conséquent i rejeter.

Ainsi, dans le cas que nous étudions, on obtient une seule forme
Z, qui répond & la question.

Considérons maintenant le cas ot 'on prend plus de 3 lignes du
3¢ groupe.

Comme, de Vensemble

(M, ®), 9), 10), @n

on ne peut choisir plus de 3 lignes, il en faut prendre au moins 6 du
3¢ et du 4° groupe.

Ainsi, avec 4 du 3¢, il faut en prendre an moins 2 du 4¢ et, avec
5 du 3° au moins 1 du 4.

Or on peut prendre 4 lignes du 3¢ groupe de deux maniéres dif-
férentes:

La premiére est représentée par la combinaison

() 11, (12), (13), (14);
la seconde par la combinaison
(b) (1), (12), (15), (16).

Toutes les autres se réduisent 4 ces deux.
Si Yon prend b lignes du 3¢ groupe, on aura la combinaison

(k) an), (12), (13), (14), (1),
les autres se réduisant & celle-ci.
Les 6 lignes du 3* groupe donnent, bien entendu, la combinaison

@ am, a2, (13), (4), 15), (16).



(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)

B

(18)
(19)
"(20)
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Il est facile de faire voir maintenant que chacune de ces quatres
combinaisons

@, M), &, O,

prise avec un nombre nécessaire des lignes du 4¢ groupe, aprés l'une
des transformations

), (B), (O), (D)
(remarque IIL), contiendra 3 lignes de ce groupe.
Remarquons encore que les transformations :
), B), (), D)
ne changent pas le premier groupe, ainsi que I'ensemble
(M, &), ©), 0), @1).

Quant aux lignes du 3° et du 4* groupe, elles sont transformées
dans les suivantes:

(4) (B) ©) (D)

xy ) @y x) % ,xlxlx ‘z) % :,:xl’x-z/x;‘.'xn'xa' 2 @, 2y 2] w
sechangeen |1 0 1 1 110 1L 1 1 1{1 100111001
s .11 101110010101 1111001001
poow w111 OIIT00 111001 1/01 111
woo»  » (0110171101 11011101101
woom o |01 O0 1101110110101 1{10111
yw ,,0()111;0011.1;111()111011
poow » (1001101011001 1 1(11 101
w s o, 101 01:01101{1 101100111
y 0w 5, (11001;10111,01 10101011
h o s » 0111111001 10101100711

La combinaison (g) apres la transformation (A) contiendra 3 lignes
a 4 unités (du 4° groupe).
La combinaison (h) avec une quelconque des lignes

(17), (18), (19), (20)

(et il faut en prendre au moins deux) donnera, apres l'une des trans-

formations
: 4), B), ©), O,
3 lignes & 4 unités.

Les combinaisons (k) et (1) contiendront apreés la transformation
(A) 3 lignes avec ce nombre d'unités. Ainsion aura toujours 3 lignes
du 4* groupe.

Or, avec elles, il est nécessaire de prendre 3 lignes déterminées
du 3¢ groupe et 'on sera conduit au cas précédent. On obtient donc
toujours la forme Z comme le résultat de cette recherche.

19*
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23. De tout ce que nous avons dit des formes & cing variables,
il suit que, pour le déterminant donné — D, il existe 3 formes ex-
trémes 4 cing variables

[13:2]7_:% (@224 o242 7y 2, 2y vy 2 2 2 X
B + 2@y 2,2, 2, T 2y 2y Ty T+ 2,75
Z = .17?‘;]2(x12+x22+x32+x12+x52~-——.£-x1x2-1§x1x3~%m,x4—~%xtwf)
] 7 F 3@y @y § 2y Lo 25§ 2 By Ty Ty — By X5 )
Vim 0Dl ai b at ot g bl ng+ v+ @ab 2o
REELLIS SOEE SE IR A A

Comme ¥; a le minimum j/8 D, plus grand que celui de U, et
de Z, il suit du n° 7 que la quantité

V8D

est la limite précise des minima des formes & cing variables du déter-
minant — D.
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