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£inleitung

In den letzten Jahren fanden die Signatursdtze von
Hirzedbruch, Atiyah und Singer zahlreiche Anwendungen
in der Klassifikation von Nannigfaltigkeiten und neu-
erdings in elementarer Zahlentheorie [vgl. 10]- Dabei

kommen interessante :Irgebnisse h&ufig in den Fdllem VOT,,

in denen die oben angesprochenen Sitze nicht anwendbar

sind, z.B. fiir Mannigfaltigkeitén rit Rand. Der"Fehler"
£ihrt zur Definition neuer Invarianten und deren Be-
rechnung hiufig zu interessanten zshléntheoretischen
Fcrmeln. Ich e;innere z.B. an die O¢ - Invariante und
die 3erechnung auf Linsenrdumen, wo die verallgemeinerten
Dedekindsummen in der Topologie auftauchen [:siehe z.B. 8]-
In @hnlicher Weise ist die Invariante definiert, mit
der wir uns in der vorliegenden Arbeit beschdftigen wollen.
sine lannigfaltigkeit M mit einer Trivialisierung ot des
stabilen Tangentialbiindels ist Rand einer Nannigfaltig—
keit N. Dividiere das stabile Tangenfialbﬁndel 3TN von N
durch die Trivialisierung o , dann ist die O - Invari-
ante gegeben durch
O, = sign N - L(p(3My NN )| -
O(1,00 hingt nur von der Homotopieklasse der Trivi-
alisierung ab.
Im 1. Pafagraphen zeigen wir, daB die obige Definition

sinnvoll ist, stellen einige ..igenschaften zusarsen, z.B.
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daB beziiglich einer fest gewdhlten Trivialisierung é
eine affine Abbildung ist (Satz 2) und untersuchen, - wie
sich O bei Uberlagerungen verhdlt (Satz 3) . Satz 3 stellt
gleichzeitig eine Verbindung her zur o¢ - Invariante, die
im folgenden sehr niitzlich sein wird.

Im 2. Paragraphen definieren wir eine Bordismusgruppe
S;;D » indem wir zwei stabil parallelisierte Mannigfal-
tigkeiten M und M' &quivalent setzen, wenn es eine "groBe"
Mannigfaltigkeit gibt, deren Rand M und -M' ist, anf die
sich die Trivialisierung fortsetzen 148t und deren Sig-

[

Nan sieht leicht, daB E)einen Isomorphismus

#g"/l@ § —> § induziert. Das Hauptergebnis dieses

. _ -
natur O ist. 55 ist ein Homomorphismus 0 —>Qq .

Paragraphen ist Satz 7, in dem wir Eéﬁb beschreiben
und O auf irzeugenden berechnen.

AnschlieBend stellen wir eine Verbindumg zwischen Eb
und der Adams - Invariante e her (Satz 8). AuBerdem rech-
nen wir ® noch in einigen konkreten Fillen aus.

Im 3. Paragraphen beschiftigen wir uns mit Torus-
biindeln iiber Tori. Die Untersuchung der Torusbiindel
war der eigentliche AnlaR filir die vorliegende Arbeit.

Umn dies klarzumachen und die Arbeit in einen Zusammen-

Sie tauchen namlich bei Untersuchungen von Hirzebruch
iber Hilbertsche MNodulfl&chen als Umgebungsrinder von
Singularitdten auf, und in einer anderen Form wurde

die & - Invariante fir solche Umgebungsrinder von Sin-

gularitéten zunichst von Hirzebruch definiert {}gl. 9, ﬂé].

N W
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Tiir Torusbiindel geben wir eine Klasse von Triviali-
sierungen an, so daB die d - Invariante unabhéngig von
diesen Trivialisierungen wohlbestimmt ist. Die Berech-
nung der S - Invariante fiir Torusbiindel erweist sich
als sehr schwierig. Im Fall von Torusbiindeln mit Faser
T2 iiber 51 ist die & - Invariante mit einer Invariante
£ identisch, die W. Meyer in seiner Dissertation [12]
durch bekannte zahlentheoretische Funktionen vollstéan-
dig ausgedriickt hat.

Tm allgemeinen Fall haben wir die 5 - Invariante
dqurch eine andere Invariante, némlich die X - Invariante
vollstandig ausgedriickt (Satz 11). Die Berechnung der
o - Invarianten fiihrt wieder im Fall von Torusbiindeln
mit TFaser T2 iber S'1 zu bekannten zahlentheoretischen
Tunktionen (Satz 14). Im hdherdimensionalen Fall haben

. - . —q
wir die 5 - Invariante nur in einigen einfachen Fdllen

ausrechnen konnen.(Satz 17).

Fiir die Anregung , den Problemkreis der vorliegen-
den Arbeit zu untersuchen, und die Bereitschaft zu
hiufigen und fruchtbaren Diskussionen mochte ich Herrn
Prof. Hirzebruch herzlich danken. Die Moglichkeit, mit
Institutsangehdrigen iiber meine Probleme zu diskutieren,
hat mir sehr geniitzt. Besonders dankbar bin ich . Karras,

W. Meyer, E. Ossa und D. Zagier.




§ 1

Definitionen und Eigenschaften

pie Objekte,die wir im folgenden untersuchen,sind stabil

paralleliSierbare Mannigfaltigkeiten M® mit fester Trivia-
lisierung & des stabilen Tangentialbﬁndels.Wir schreiben
dacir : (MP,0¢) ist eine stabil parallelisierte Mannigfal-
tigkeit.Das stabile Tangentialbiindel von M2 bezeichnen wir
mit STV .Zwei stabil parallelisierte Mannigfaltigkeiten
*, <) und (M'™®, ') heiBen isomorph,wenn €S einen Diffeo-
morphismus ¥ : ME— M'? gibt,so daB o die unter ¥ zurick-
geholte Trivialisierung ' ist,d.h. das Diagramm

smue 2¥5  sow®

s [

MEXR™ —lrg M xR

ist kommutativ.Alle auftretenden Mannigfaltigkeiten sollen

kompakt,orientiert und ¢~ aifferenzierbar sein.

Sei (Mn,O() eine geschlossene stabil parallelisierte

n - dim Mannigfaltigkeit.#ir wollen (MP,o¢) eine rationale
7ahl zuordnen.Samtliche charakteristische Zahlen von M
sind Null und deshalb gibt es eine (n+1) - dim. berandete
Mannigfaltigkeit ¥+ pig ont*l- Mnj)as Tangentialbiindel TM
von M ist ein Unterbiindel von TN| .Wihle einen orientie-
tungserhaltenden Biindelisomorphismus T™Me1 —> TN sder
eingeschrénkt guf TM die Inklusion ist ( 1 ist da% eindi-

mensionale reelle Produktbiindel).Dieser Biindelisomorphismus

¥ opientiere N so, daB mit einem aus N herauszeigenden Nor-
malenvektor eg und einer Oriéntierung (eq,..,en) von T N
(eo,..,en) Orientierung von TXN ist. Diese Definition
stimmt mit der homologischen iiberein.

—————eEEEEEE




ist bis auf Homotopie wohldefiniert. Es ist nun oceine Tri-
vialisierung vom STN| 4 und wir kdnnen das Vektorraumbiinde]
STNA liber % betrachten, das wir erhalten, wenn wir die
Fasern liber M mittels der Trivialisierung ox zu einer Faser
identifizieren [§,Seite 181‘1] « Die Isomorphieklasse dieses
Vektorraumbiindels ist unabhéngig von der Homotopieklasse von
Trivialisierungen [3] und héngt somit nicht von der obigen

Identifizierung von TN] mit TMe®1 ab.
'

Definition: B(Mn,oc) = sign Ne+1 _ L(STN% )[Nnyn]'
M

Dabei ist L die L-Klasse, definiert in [7, Seite 12] als

T 2 = als charakteristische

multiplikative Sequenz mit

Potenzreihe und P; die i-te Pontrjagin - Klasse pi(STN/“),

I:IV} das Bild der Fundamentalklasse von (N , M) unter der
M

Abbildung (N , M)—> (y » * ) und sign N die Signatur von N,
M

S(M,x) ist eine vationale Zahl.Da Signatur und L(STNOL) N
fir nf 3 mod 4 verschwinden,ist 5 in diesen Dimensionen Null.
Interessant ist also nur der Fall n = 4k - 1.

®wir miissen uns nun iiberlegen,daB die obige Definition
sinnvoll ist,d.h. unabhédngig von der Auswahl von N.Sei also
N' eine berandete Mannigfaltigkeit mit ON'" = M.Wir betrach-
ten die kanonische Abbildung T: N : (=N') —> IVMU (-I‘f)/M.

Es gilt : ST(N}‘( (-N")) =TT ((STN/)& V} ST(-N'%() und
‘n‘. : Hn+’1 (I‘VM U N/M) — Hn_'_,](N}‘{ (-N')) ist gegeben durch

(x’-[l\ym] i d [-N/M}) a2 (x+y)l:N ;’ (—N')] (Wenn wir

keine Koeffizientengruppe angeben,meinen wir immer mit

-3 _

- Klasse eines Vektorraumbin-

L(STN )[IV}-{-
(04 M
ST(-N) ) |(-N") ]
wan Oy,

sign(N U -N') = sign N - sign N'. Nach
M

Koeffizienten in Z). Da die L

dels natiirlich ist,folgt
') [N U (—N')]

L(ST(N gé ( 0

Andererseits gilt

dem Hirzebruchschen Signatursatz [7,Seite 86]‘ gilt

L(ST(N U -N' ))[N N -N] - sign (VY ).

Also : sign N - L(S‘I‘N/ [/] + sign (-N') = L(ST(-Ny [ /1

sign (NU -N') - L(ST(N U —N‘)[NU —N:] =0

apeziell fiir N = N' gilt :

sign N' - L(STN/OL )[N/ﬂ + sign(-N') - L(ST(-N'%L) [—-N/M} 0

und somit ist gezeigt,daB die Definition von 5 unabhangig

von der Auswahl von N ist.

Bemerkung : Wenn auch N stabil parallelisierbar ist und
es eine Trivialisierung (3 auf N gibt,deren Einschrankung
guf M & ist — wir schreiben danna(N,@) = (M,) — , dann ist
! ivi ilt somit
das Vektorraumbiindel STI‘%L trivial und es gi
B(Msa) )

sign N .

Sei Q’?r die Bordismusgruppe aller stabil pare.allellslc.er-
ten Mannigfaltigkeiten.Diese Gruppe ist bekanntlich endlich.
§ . . o n |
Zu jeder stabil parallelisierten Mannigfaltigkeit (M~,0()
gibt es deshalb aell und eine stabil parallelisierte Mannig-

1
faltigkeit (Nn+’l ) , so daB o™, @) - a(M®, o)

Dann gilt :




Wir halten hier zwei Eigenschaften von é) fest,die sich
unmittelbar aus der Definition ergeben.
1) O(,00 + S, 0¢) = S0 + (*,0¢))
O(-M,00 = - S(M,00

2.) Seien & und ohomotope Trivialisierungen von STM. i

Skx) = O, el

Sei nun ML’Lk_,1 eine stabil parallelisierbare Mannigfaltig-

keit und (3 eine fest gewdhlte Trivialisierung von STMq’k—q.

#k=1 5ind beziiglich

Alle anderen Trivialisierungen o von STM
pdurch Abbildungen f : M —> GL(o,R) gegeben. Die f
zugeordnete Trivialisierung ist oc= f-f3 : STMM("’I —> qu_’]xlff?

Jenn klar ist,beziliglich welcher festen Trivialisierung @

diese Zuordnung gelten soll,schreiben wir fiir (M,x) auch (M,f).
|

Eine stetige Abbildung f : M —> GL(»,R) definiert ein

stabiles Vektorraumbiindel Ef iiber SM ,der Suspension von M. s

f ist charakteristische Abbildung dieses Biindels.

Sei(3 festgewdhlte Trivialisierung von STM4k"1 5

Satz 1 :
f : i —> GLE~,R) stetig und o die zugehdrige Trivialisierung.
Dann gilt

S0 =SW,p) - L(Ef)[smx"‘k‘q .

Dabei ist IESMuk"q:l Erzeugendes von Hq.k(SM) = H4k(CM,M)
(wobei CM der Kegel iiber M ist), das unter
Q: H,, (CM,M) —> Hl#k-’l(m) auf die Fundamentalklasse von M
abgebildet wird.

4k-1

Beweis : Sei N perandete Mannigfaltigkeit mit an*k - u

Betrachte das Biindel STN \Bjcm xR . |

Sei M: NUCM ———)I\V U SM die Projektion. Es gilt
M

M
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00
“T‘((ST’-;A)UEI') = STN\éCM xR und

TT-("E‘/M] , y[S(-M):I) - (x+y)Emuc(-M>] .
paraus folgt:

L(STN/O‘)[N/M] + L(Ef)[s(-M)} =

sy o ok vc(-M)] .
L(S’J.‘N/@)]:N /M] .

somit ist O(M,) = sign N - L(STN/O()[N/M]

- L<STM/®>[N/M] + L(Ef)[S(-M)]

- L(Ef)[SM1 i

sBign N

oM, P)

Die Menge der stetigen Abbildungen M —3> GL(o,R) ist
eine Gruppe. Sei wieder (3 eine feste Trivialisierung von STM.
Dann isté , aufgefaBt als Abbildung von der Menge.aller ste-
tigen Abbildungen M —> GL(co,R) nach @, eine .a'ffine Abbil-
dung. Genauer gilt.

Satz 2 : O(M,£) + S(M,£') =S, ') + SM,P) .
Beweis : Bekanntlich gilt
Boov ® E, © E; ©

Da auf einer Suspension samtliche Cup Produkte Null sind, gilt

2k ( ,2k=1
2 - . .
——i—(T)—H T8, Dy (E; @ hf.)[sm] [7,seite 12]

L (B @ Ep1) [SM}

und

Pk(Ef)[SM] + pk(Ef,)[SM] .

P(Ep ® Ego) [sm]




-6 =

Also L (Eg @Ef.)[SM] = Lk(Ef)[SM] + Lk(,Ef.)[SM] q

Nach Satz 1 gilt :

d(m,2) + S(u,2) = 25(u,p) - L(t,f)[

- L(E, >[sm]

25(M,p) - L(Eppy) [sm]

oM, ££') + SM,B) .

Wir wollen nun untersuchen, wie sich unsere Invariante
bei endlichen Uberlagerungen verhdlt. Sei Mq'k-/I eine Mannig-
faltigkeit, auf der die endliche Gruppe G differenzierbar 2
frei operiert. Sei M/G stabil parallelisierbar. Das Tangen-
tialblindel von M ist das unter der Projektion T : M ——a-M/G
zuruckgeholte Tangentialbiindel vom M/G' Eine Trivialisierung
3 von oT(M/G) kann mittels T zu einer Trivialisierung von
STM zurilickgeholt: werden, die wir mlt'TT ﬁ bezeichnen wollen.
Es stellt sich die Frage, in welcher Beziehung B(M/G ' @)
und B(MT r3) stehen.

Un diese Frage zu beantworten, verwenden wir die von
Atiyah und Singer [5] eingefiihrteoc~ Invariante. Wir wieder-
holen hier die Definition, die eine starke Analogie zur
Definition der & - Invariante aufweist.

Operiere wieder die endliche Gruppe G differenzierbar g
und frei auf M=, Es gibt aelV und eine G - Mannigfaltig-

keit N, die aM &quvivariant berandet. Sei geG , g # 1 .

o(g,M) = 2(sign(g,N) - L(g,N))

1)

orientierungserhaltend

-7 -

Dabei ist sign(g,N) die dquivariante Signatur und L(g,N)
die Zahl, die im dquivarianten Signatursatz von Atiyah
und Singer [5] auftritt. Diese Definition variiert von
ginaldefinition durch das Vorzeichen. DaB die In-

der Ori
folgt mit &hnlichen Additivi-

variante wohldefiniert ist,
tatsargumenten wie bei der O - Invarimte aus dem &dquiva-
rianten Signatursatz. Wie bei der S - Invariante kann man
a2 und N immer so wéhlen, daB L(g,N) = O ist. Denn aus der
Bordismustheorie wissen wir, daB ein geeignetes Vielfaches

a von M eine freie G - Mannigfaltigkeit N &dquivariant be-

randet. Dann gilt

g, M) = -?;sisn(g,N)

Wir konnen nun die S - Invariante fiir Uberlagerungen durch

die d - Invariante des Orbitraums und die o - Invariante aus-

driicken.

Satz 3 : S, TR) - G]-S(M/G,(b) -Z;Goc(s,lﬂ) .

g#1
Beweis : Wihle eine freie G-Mannigfaltigkeit N, die al aqui-
die Pro-

variant berandet. Sei I : N/BN ——e»(N/G)Aa(N/G)
jektiom. Es gilt

T\’(ST(N/G)/G) & STN/T’_'(p) und

T By (Y o) —> 8, (N6 fapy )

[N@N} — |G| [(N/G)/d@j(})_]
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Daraus folgt

L(STN/W‘B)[N/aN] - 1GIL(ST(N/G)/Q) [(N/G>@(N/G)j

Ferner ist bekanntlich :

§ 2

Berechnung der B - Invariante

sign(N/G) = I%leign(g’N) 0

get Wir wollen die & - Invariante zun#dchst einmal in Spe-

Zusammenfassend ergibt sich: gialféllen berechnen. Als naheliegende Beispiele betrach-

41 4k

ten Wir Standardsphéren. Wir fassen S als Rand vom D

Su, @) = %(sign N - L(SIN ;p*) N/aN:l) =

auf, das wir mit der kanonischen Orientierung vershen. Wir

%( |u| sign(N/G) —Zsign(g,N) - ]G| L(ST(N ) /) |(N ) y & wahlen die Einschrénkung der Standardtrivialisierung von
/Gﬁ /6 N /6) 4=y

g;’?, ¥ auf k=1 o715 feste Trivialisierung von ST(S Sei
. . Hk=1 . .
]d'g(M/G,@) —z Go((g,M) . wie wie iiblich I:o > SL(OO,IR):] die Menge der Homotopie-
gjm q.e.d. klassen von Abbildungen von g1 5p SLo,R) . [S4k_1 ,SL(OO,YR)]

4K Nu11 ist, ist O

- [s“k""l . SO% Da die Signatur von D
ein Homomorphismus von [S4k—1,SO°€|auf §. Bekanntlich ist
[s“’k'q 4 San] o ’IﬁR(SL.FK) ¥ Z, so daf wir S berechnet haben,

5 & . 4k -1 4k =1
wenn wir fiir ein Erzeugendes h von S , S0c0 s ,h)
ausgerechnet haben.

Nach Satz 1 ist

S(s*E-1 1) - -1(E,) [Sll-k:l

2k, 2k~1
22k (2k=1_4 N R
=““'E'é‘k)‘!' — kak(hh)[s ] )

3 p . 1 1 1 4
wobei Bk die Bernoullizahlen sind. By=g , BZ'BO’ BB'ZT-?: B4-—3—o...
Betrachte die Komplexifizierung c : ’ER(SLLK) ——??{’c(suk).
Bekanntlich ist c(Eh) in den Dimensionen k gerade ein Er-
zeugendes von ic(suk) und in den Dimensionen k ungerade

zweimal ein Erzeugendes von ﬁc(sq'k). Der Cherncharakter
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ist ein Isomorphismus ch : ﬁc(s4k) — H4k(S4k). Sei
lleEﬂk'q,SOOﬂ ein Erzeugendes und ch(th)[é4%] = a, wo-
bei g, = 1 fir k gerade und 8 = 2 fir k ungerade. Mit

k-1

=1

;
oh(eBy) = - rop=myT Co(CEy) = 3ryT Py(B,) folgt.

Satz 4 :

k-1 2k~
4k~ _
OC s¥=1,n) - (-1)ke 2 (27~ -1) e ON: %

Die Werte fir k = 1,...,5 sind :

2 14 2 2032 261632
”3'73"%’ 15 T T 33 e

Um eine topologische Invariante vollstdndig zu berechnen,
ist ein naheliegender \Weg, auf den Objekten eine geeignete
Kquivalenzrelation zu definieren, mit der die Invariante
vertrédglich ist, und die Invariante auf Erzeugenden zu be-
rechnen. In unserem Fall bietet sich als Kquivalenzrelation
die Bordismusrelation fiir stabil parallelisierte Mannig-
faltigkeiten an. Die Bordismusgruppe aller n - dimensio-
nalen parallelisierten geschlossenen Mannigfaltigkeiten
bezeichnen wir mitgzﬁ . Nun ist aber klar, daB O nicht
mit dieser Bordismusrelation vertrdglich ist. Denn fiir
eine stabil parallelisierte Mannigfaltigkeit (M,x) , die
Rand einer stabil parallelisierten Mannigfaltigkeit (w,Q)
ist, gilt O(M,x) = sign N und die ist i.a. nicht Null.
Damit bekommen wir nur, daB‘g==§mod1 ein Homomorphismus
von§R —>Q, ist.

Es liegt nun nahe, die Bordismusrelation fiir stabil

-1 =

arallelisierte Mannigfaltigkeiten in der folgenden Weise
P

gu verfeinern.
n 5 -
Definition : Seien (M? ’(xq) und (M2 ,C(2) stabil paral
.
jelisierte n- dimensionale Mannigfaltigkeiten. Wir setzen
(H,I ’M,] )~ (M2 ,062)

genau dann, wenn es eine stabil parallelisierte Mannig-

faltigkeit (N,() gibt, so daB

(My06) + (My00) und

N, @

0 ist.

sign N

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, die Transi-
tivitdt folgt aus der Novikov - Additivitat der Signatur.
Die Menge der Aquivalenzklassen nach dieser Relation bil-
det eine Gruppe, die wir mit S:H?O bezeichnen wollen. Fiir
n#3mod 4 ist Sof, = Q},‘r , da die Signatur von n+1 -
dimensionalen Mannigfaltigkeiten in diesen Fallen Null ist.

Offensichtlich ist O mit der obigen Aquivalenzrelation
vertréaglich. ® ist also ein Homomorphismus von gé#o in
die rationalen Zahlen.

A " e G 4%-1
Erste Informationen iber die Gruppe To

bekommen wir,
. k 4k-1 4k - _

indem wir den Kern der Projektion O —>Q1r be

stimmen. Der Kern besteht aus allen stabil parallelisierten

geschlossenen Mannigfaltigkeiten (M,0¢),die Rand einer stabil

parallelisierten Mannigfaltigkéit (N,p) sind. Zwei Elemente

des Kerns (M,0t) bzw. (Mf,od) , die Rand von (N,(3) bzw. (N',@)
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4x-1

sind, sind in 0 cleich, genau dann, wenn sign N = sign N!

Sei (‘I‘,@) eine 4k - dimensionale stabil parallelisierte
Mannigfaltigkeit mit Rand und sign T = 1 . Eine solche
Mannigfaltigkeit existiert in allen Dimensionen, denn z.B.

ist das Scheibenbiindel des Tangentialbilindels lber S2k stabil

parallelisierbar und, da die Selbstschnittzahl des Nullschnitts

Sgk, der die mittlere Homologie erzeugt, 2 ist, ist die Sig-
natur dieser berandeten Mannigfaltigkeit gleich Do a(T,(S)
ist ein in Q_i%_q wohldefiniertes Element, das wir im fol-
genden als BTQQ-]LT%A bezeichnen wollen. Die Ordnung von T
in -;%_1 ist nicht endlich und die von QT erzeugte unend-
liche zyklische Untergruppe ist der Kern der Projektion

4k-1 4k=1 s
0 —_ Q‘U‘ . Wir fassen zusammen.

Satz 5 : 1.) Die folgende Sequenz ist exakt

0 —=» & —>424] ——7@#"" )
1 +—> 3T

2.) Sei {(Mtjtk_l],o(i)} ein Erzeugendensystem von
Q_#k_’] , dann ist {(M’;k_q,o(,i) ,8’1} ein Erzeugenden-
system von 1%61 . Die Mannigfaltigkeiten Mi kdnnen als

Homotopiesphéren gewdhlt werden, falls k>1.

3.) QU1 % 2 @ TorlHFS" .

Beweis : DaB Q_#_k—’l fiir k>1 durch stabil parallelisierte
Homotopiesphéren erzeugt werden kann, folgt aus einem Satz
von Kervaire und Milnor E1, Theorem 6.6] , die beweisen, daB

fiir k>1 eine 4k-1 - dimensionale stabil parallelisierte

Mannigfaltigkeit durch eine Folge von Modifikationen, auf

— 45 o

deren Spur sich die Trivialisierung jeweils fortsetzen

14B8t, zu einer Homotopiesphare gemacht werden kann.
LK e .
DaB Q:‘ﬁfa“ % Z & Tor -Frioq ist, folgt aus der schon er-

wahnten Tatsache, daB @rk—q endlich ist.

Fiir die 5- Ipvariante folgt aus unseren Uvberlegungen,
daB O , da es nicht identisch verschwindet, auf dem freien
peil von G2YES1 eine injektive Abbildung in @ ist. Un den
Wert von 5 auf einem Erzeugenden des freien Teils von
Q‘Ln]faq zu bestimmen, beantworten wir die #dquivalente Fra-
ge, welche ierte D in ¢ annimmt.

Ehe wir diese Frage beantworten, geben wir einige Lr-
gebnisse iber die Eorxtismusgruppeng#'q an, die zum gro-

Ren Teil von Adams [?] stammen.

Die stabilen IIomotopiegruppen—ﬂ-n+k(Sn) (n>k+1) bezeich-
nen wWir mit"ﬂ’ls{ . Wir identifizieren mittels der Thom -
Pontrjagin Konstruktion Q_,lf. mit "ITIS( . Adams hat eine In-
variante e :Trgi_,l —%Q/Z eingefiihrt, mit deren Hilfe
er die Ordnung des Bildes des Hopf - Whitehead Homomor-
phismus J :Tk(SOm) ——>—]T§ bestimmt.

Die Invariante e kann mit Hilfe der Adamsoperationen
folgendermaBen definiert werden [vgl. 3, Seite ’\45] o

82m+2k-1 —> 52m eine Abbildung, m wnd k-;ew:,c’d Bilde

m=0 mod 4

Sei f
pem+2ky 528 ynd betrachte die Inklusion
2m+2k s°®  ynd die Abbildung
2m+2k¥ gom > S2m+2k , die den Rand von pom+ak

Zzu einem Punkt identifiziert.
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Man erhilt die kurze exakte Sequenz

J* i* a2
0 h1R(¢2m+2k\ : km ,)Lm+axy 2m> i };m(sem) o .

Seien u und v Erzeugende von K1R< em+aky  ynd R’m(szm) und

*

xe‘Km(Dam+2k\£‘lS‘m) , so daB 1"x = v. Sei y = Ju . Seien
1
Wy
L m 1 m+k
W(x)=lx+bly.“+/(y)=l
' ' 1
degen W MYL' YW ILWL gi1p 171K - Dy, = 10RQE - )b, 4

die Adams Operationen. Es gilt

o

b

Also ist ———l-—— unabhingig von 1 in § wohldefiniert.
Ahl <K
Bk ) )
enn man X in r{ (,2m+?ku 5°m) verdndert, so andert sich
Ll
~——=——— um eine ganze Zahl. Deshalb ist e(f) = _m—k_
l“\.‘““ (1 —1)

in 1,// wonldefiniert und induziert einen Homomorphismus
7,

e :W2m4»2]<—’](32m) _’Q/Z , der fiir m>k die Adams Invari-

ante e :_H—ZE-'] —_—> Q/Z ist .

Sei m(2k) der Nenner des gekiirzten Bruchs I °

= N LT S ]
Satz ( Adams ) : Das Bild von e ._|T4k_,] —>Q,, ist

o
m(2k)

surjektiv, e(S

ae 2y C Q/Z . eJ :.IT4k_1(SO°<>) _>Zm(2k) ist
B
ST ) = (R e Q/y - Das Bild von J

ist eine zyklische Gruppe der Ordnung m(2k) fiir k gerade

und der Ordnung m(2k) oder 2(m2k) fiir k ungerade. MS{_,]
Z,(ok) © Kern e . Mahowald hat gezeigt (Bull. A.M.S. 76 (1970

dafl die Ordnung von Bild J genau gleich m(2k) ist und somit

M,y_q = Bild J @ Kern e .
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Gei n(2k) der Nenner des gekiirzten Bruchs

-————(~—————2 B . n(2k) ist ungerade, da der Nenner

von B], durch 2 aber nicht durch 4 teilbar ist.

a

sei plk=3  die hdchste Zweierpotenz, die k teilt.

femma 1: m(2k)/n(2k) = 21K

gHk=1 ka Nach Definition von e folgt
Beweis : e(J(S ,h)) = L Nach Definitio gt,

td

X N . k b
dal es m und b ¢ Z gibt mit Tk ° m
pa 27511 una 22K_q1  teilerfremd sind, folgt damit,daB

k] .
m(2k) und 2°k=1_4  teilerfremd sind.

B.
2k+1 k
Also ist n(2k) gleich dem Nenner von. a2 k+1, T

Da der Nenner von Bk durch 2 aber nicht durch 4 teil-

1
bar ist, und weiterhin ay 22k+1 =2 . ist, folgt

1
m(2k)/n(2k) = 27k
Jir kommen jetzt auf die Frage zuriick, welche Werte

& in § annimmt.
Satz 6 : Das Bild von 8 ist die lenge (ﬁ azl}(h

Beweis : Auf Grund der Berechnung von § fiir Sphiren und

a€ Z}

eine Teilmenge von Bild§ ist. #s bleibt also zu zeigen,

. a
der Tatsache, daB & (3T) = 1 ist, folgt, dab {m

dall 8 keine anderen Werte annimmt.




A ¢so ergibt sich :

a<z,(3>e{ma ! aez} -

| Die Werte von n(2k) fir k = 1,2,...,5 sind : 3,15,63,15,33.
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Zunschst der Fall k = 1 . Stelle & als gekiirzten Bruch
dar, dann ist nach Definition von é der Nenner von dein

Teiler des Nenners von I‘k . Fir k = 1 ist dieser aber 3 . -

Andererseits ist n(2) = 3 und deshalb die Behauptung rici- ~ Wir wollen nun untersuchen,wie die Torsion von

tig. aussieht.
Fiir den Fall k>1 wenden wir Satz 5 2.) an. Wir sind , Zundchst beschreiben wir, wie das Bild des J - Homo-

fertig, wenn wir gezeigt haben: - morphismus inQ_Lrl»rk—’l liegt.

. Lemma 2 : Das Bild von J ist die Untergruppe aller stabil

Tir jede stabil parallelisierte Homotopieshdre (Z“k""p) it .
 parallelisierten Mannigfaltigkeiten (M=o vongz%r' s

&=, B¢ fah aez} :

Brumfiel [6, Theorem 3.8] hat bewiesen, daB es eine Spin

gilt :
v. so daB M Rand einer stabil parallelisierbaren Mannigfal-

. tigkeit N ist (Die Parallelisierung braucht nicht auf N
. fortsetzbar sein) .

. s HE L 4k-1 E

Mannigfaltigkeit N gibt, deren Rand > ist, derart  Beweis : Tiir k = 1 folgt die Aussage aus der Tatsache,
daB sd8mtliche Pontrjagin Zahlen von STN/ Null sind auBer ;‘daB das Bild von J gleich@-%- ist und jede % - dimensionale

SASTARE Pk(STN/p)[N/BN] - Daraus folgt orientierte Mannigfaltigkeit Rand einer stabil paralleli-

22k 52k _
@) = &= 1) kak(STN/(g,P[N/aN] mod 1

Telterhin hat Brumfiel [6, Lemna 3.5.] gezeigt, daB
Al . . .
A (°TN/(5)I?q/8]§eak Bild e in Q/ak-L ist.

“ sierbaren Mannigfaltigkeit ist.

4k

©  Sei nun k>1 und (M ,0() eine stabil parallelisierte

5 Mannigfaltigkeit,so daB M Rand einer stabil parallelisier-
-*b‘aren Mannigfaltigkeit ist. Nach dem Satz von Kervaire -
~ Milnor IEM, Theorem 6.6.| gibt es eine stabil paralleli-

- sierte Homotopiesphdre (T -1 (3) , so daB in Q_#{_']

. B,
i (STN/ﬁ)[N/a.I\ﬂ e pk(STN/B)[N/Mﬂ . Also gilt: 3

- (Z,p) = (M,0) . Die Homotopiesphére 2. liegt in bP, .
Zéhler B, /4k i " Die Menge {(Z’X)‘ yf stabile Trivialisierung von sm%cﬁ%‘.’“
=T Pk(oTN/@)[N/aN:I €a,Z . Wir setzen dies in g

die Formel fiir O(3, @) ein und erhalten :

| ist eine Restklasse von g?f-ﬁ—k"1 nach der Untergruppe
4 {(Sq'k"I s 'X-). ¥ stabile Trivialisierung von Sq'k_1} [11 S
e

Lemma 4.5.] . Wir konnen uns also stabile Trivialisierun-

3

us gibt be akZ » So daB mod 1 gilt :

2k+1, .2k
2 2 -1).
(=, R) = Nennez(' (B, /%K) —
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£inleitung

In den letzten Jahren fanden die Signatursdtze von
Hirzedbruch, Atiyah und Singer zahlreiche Anwendungen
in der Klassifikation von Nannigfaltigkeiten und neu-
erdings in elementarer Zahlentheorie [vgl. 10]- Dabei

kommen interessante :Irgebnisse h&ufig in den Fdllem VOT,,

in denen die oben angesprochenen Sitze nicht anwendbar

sind, z.B. fiir Mannigfaltigkeitén rit Rand. Der"Fehler"
£ihrt zur Definition neuer Invarianten und deren Be-
rechnung hiufig zu interessanten zshléntheoretischen
Fcrmeln. Ich e;innere z.B. an die O¢ - Invariante und
die 3erechnung auf Linsenrdumen, wo die verallgemeinerten
Dedekindsummen in der Topologie auftauchen [:siehe z.B. 8]-
In @hnlicher Weise ist die Invariante definiert, mit
der wir uns in der vorliegenden Arbeit beschdftigen wollen.
sine lannigfaltigkeit M mit einer Trivialisierung ot des
stabilen Tangentialbiindels ist Rand einer Nannigfaltig—
keit N. Dividiere das stabile Tangenfialbﬁndel 3TN von N
durch die Trivialisierung o , dann ist die O - Invari-
ante gegeben durch
O, = sign N - L(p(3My NN )| -
O(1,00 hingt nur von der Homotopieklasse der Trivi-
alisierung ab.
Im 1. Pafagraphen zeigen wir, daB die obige Definition

sinnvoll ist, stellen einige ..igenschaften zusarsen, z.B.
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daB beziiglich einer fest gewdhlten Trivialisierung é
eine affine Abbildung ist (Satz 2) und untersuchen, - wie
sich O bei Uberlagerungen verhdlt (Satz 3) . Satz 3 stellt
gleichzeitig eine Verbindung her zur o¢ - Invariante, die
im folgenden sehr niitzlich sein wird.

Im 2. Paragraphen definieren wir eine Bordismusgruppe
S;;D » indem wir zwei stabil parallelisierte Mannigfal-
tigkeiten M und M' &quivalent setzen, wenn es eine "groBe"
Mannigfaltigkeit gibt, deren Rand M und -M' ist, anf die
sich die Trivialisierung fortsetzen 148t und deren Sig-

[

Nan sieht leicht, daB E)einen Isomorphismus

#g"/l@ § —> § induziert. Das Hauptergebnis dieses

. _ -
natur O ist. 55 ist ein Homomorphismus 0 —>Qq .

Paragraphen ist Satz 7, in dem wir Eéﬁb beschreiben
und O auf irzeugenden berechnen.

AnschlieBend stellen wir eine Verbindumg zwischen Eb
und der Adams - Invariante e her (Satz 8). AuBerdem rech-
nen wir ® noch in einigen konkreten Fillen aus.

Im 3. Paragraphen beschiftigen wir uns mit Torus-
biindeln iiber Tori. Die Untersuchung der Torusbiindel
war der eigentliche AnlaR filir die vorliegende Arbeit.

Umn dies klarzumachen und die Arbeit in einen Zusammen-

Sie tauchen namlich bei Untersuchungen von Hirzebruch
iber Hilbertsche MNodulfl&chen als Umgebungsrinder von
Singularitdten auf, und in einer anderen Form wurde

die & - Invariante fir solche Umgebungsrinder von Sin-

gularitéten zunichst von Hirzebruch definiert {}gl. 9, ﬂé].

N W
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Tiir Torusbiindel geben wir eine Klasse von Triviali-
sierungen an, so daB die d - Invariante unabhéngig von
diesen Trivialisierungen wohlbestimmt ist. Die Berech-
nung der S - Invariante fiir Torusbiindel erweist sich
als sehr schwierig. Im Fall von Torusbiindeln mit Faser
T2 iiber 51 ist die & - Invariante mit einer Invariante
£ identisch, die W. Meyer in seiner Dissertation [12]
durch bekannte zahlentheoretische Funktionen vollstéan-
dig ausgedriickt hat.

Tm allgemeinen Fall haben wir die 5 - Invariante
dqurch eine andere Invariante, némlich die X - Invariante
vollstandig ausgedriickt (Satz 11). Die Berechnung der
o - Invarianten fiihrt wieder im Fall von Torusbiindeln
mit TFaser T2 iber S'1 zu bekannten zahlentheoretischen
Tunktionen (Satz 14). Im hdherdimensionalen Fall haben

. - . —q
wir die 5 - Invariante nur in einigen einfachen Fdllen

ausrechnen konnen.(Satz 17).

Fiir die Anregung , den Problemkreis der vorliegen-
den Arbeit zu untersuchen, und die Bereitschaft zu
hiufigen und fruchtbaren Diskussionen mochte ich Herrn
Prof. Hirzebruch herzlich danken. Die Moglichkeit, mit
Institutsangehdrigen iiber meine Probleme zu diskutieren,
hat mir sehr geniitzt. Besonders dankbar bin ich . Karras,

W. Meyer, E. Ossa und D. Zagier.
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Definitionen und Eigenschaften

pie Objekte,die wir im folgenden untersuchen,sind stabil

paralleliSierbare Mannigfaltigkeiten M® mit fester Trivia-
lisierung & des stabilen Tangentialbﬁndels.Wir schreiben
dacir : (MP,0¢) ist eine stabil parallelisierte Mannigfal-
tigkeit.Das stabile Tangentialbiindel von M2 bezeichnen wir
mit STV .Zwei stabil parallelisierte Mannigfaltigkeiten
*, <) und (M'™®, ') heiBen isomorph,wenn €S einen Diffeo-
morphismus ¥ : ME— M'? gibt,so daB o die unter ¥ zurick-
geholte Trivialisierung ' ist,d.h. das Diagramm

smue 2¥5  sow®

s [

MEXR™ —lrg M xR

ist kommutativ.Alle auftretenden Mannigfaltigkeiten sollen

kompakt,orientiert und ¢~ aifferenzierbar sein.

Sei (Mn,O() eine geschlossene stabil parallelisierte

n - dim Mannigfaltigkeit.#ir wollen (MP,o¢) eine rationale
7ahl zuordnen.Samtliche charakteristische Zahlen von M
sind Null und deshalb gibt es eine (n+1) - dim. berandete
Mannigfaltigkeit ¥+ pig ont*l- Mnj)as Tangentialbiindel TM
von M ist ein Unterbiindel von TN| .Wihle einen orientie-
tungserhaltenden Biindelisomorphismus T™Me1 —> TN sder
eingeschrénkt guf TM die Inklusion ist ( 1 ist da% eindi-

mensionale reelle Produktbiindel).Dieser Biindelisomorphismus

¥ opientiere N so, daB mit einem aus N herauszeigenden Nor-
malenvektor eg und einer Oriéntierung (eq,..,en) von T N
(eo,..,en) Orientierung von TXN ist. Diese Definition
stimmt mit der homologischen iiberein.

—————eEEEEEE




ist bis auf Homotopie wohldefiniert. Es ist nun oceine Tri-
vialisierung vom STN| 4 und wir kdnnen das Vektorraumbiinde]
STNA liber % betrachten, das wir erhalten, wenn wir die
Fasern liber M mittels der Trivialisierung ox zu einer Faser
identifizieren [§,Seite 181‘1] « Die Isomorphieklasse dieses
Vektorraumbiindels ist unabhéngig von der Homotopieklasse von
Trivialisierungen [3] und héngt somit nicht von der obigen

Identifizierung von TN] mit TMe®1 ab.
'

Definition: B(Mn,oc) = sign Ne+1 _ L(STN% )[Nnyn]'
M

Dabei ist L die L-Klasse, definiert in [7, Seite 12] als

T 2 = als charakteristische

multiplikative Sequenz mit

Potenzreihe und P; die i-te Pontrjagin - Klasse pi(STN/“),

I:IV} das Bild der Fundamentalklasse von (N , M) unter der
M

Abbildung (N , M)—> (y » * ) und sign N die Signatur von N,
M

S(M,x) ist eine vationale Zahl.Da Signatur und L(STNOL) N
fir nf 3 mod 4 verschwinden,ist 5 in diesen Dimensionen Null.
Interessant ist also nur der Fall n = 4k - 1.

®wir miissen uns nun iiberlegen,daB die obige Definition
sinnvoll ist,d.h. unabhédngig von der Auswahl von N.Sei also
N' eine berandete Mannigfaltigkeit mit ON'" = M.Wir betrach-
ten die kanonische Abbildung T: N : (=N') —> IVMU (-I‘f)/M.

Es gilt : ST(N}‘( (-N")) =TT ((STN/)& V} ST(-N'%() und
‘n‘. : Hn+’1 (I‘VM U N/M) — Hn_'_,](N}‘{ (-N')) ist gegeben durch

(x’-[l\ym] i d [-N/M}) a2 (x+y)l:N ;’ (—N')] (Wenn wir

keine Koeffizientengruppe angeben,meinen wir immer mit

-3 _

- Klasse eines Vektorraumbin-

L(STN )[IV}-{-
(04 M
ST(-N) ) |(-N") ]
wan Oy,

sign(N U -N') = sign N - sign N'. Nach
M

Koeffizienten in Z). Da die L

dels natiirlich ist,folgt
') [N U (—N')]

L(ST(N gé ( 0

Andererseits gilt

dem Hirzebruchschen Signatursatz [7,Seite 86]‘ gilt

L(ST(N U -N' ))[N N -N] - sign (VY ).

Also : sign N - L(S‘I‘N/ [/] + sign (-N') = L(ST(-Ny [ /1

sign (NU -N') - L(ST(N U —N‘)[NU —N:] =0

apeziell fiir N = N' gilt :

sign N' - L(STN/OL )[N/ﬂ + sign(-N') - L(ST(-N'%L) [—-N/M} 0

und somit ist gezeigt,daB die Definition von 5 unabhangig

von der Auswahl von N ist.

Bemerkung : Wenn auch N stabil parallelisierbar ist und
es eine Trivialisierung (3 auf N gibt,deren Einschrankung
guf M & ist — wir schreiben danna(N,@) = (M,) — , dann ist
! ivi ilt somit
das Vektorraumbiindel STI‘%L trivial und es gi
B(Msa) )

sign N .

Sei Q’?r die Bordismusgruppe aller stabil pare.allellslc.er-
ten Mannigfaltigkeiten.Diese Gruppe ist bekanntlich endlich.
§ . . o n |
Zu jeder stabil parallelisierten Mannigfaltigkeit (M~,0()
gibt es deshalb aell und eine stabil parallelisierte Mannig-

1
faltigkeit (Nn+’l ) , so daB o™, @) - a(M®, o)

Dann gilt :




Wir halten hier zwei Eigenschaften von é) fest,die sich
unmittelbar aus der Definition ergeben.
1) O(,00 + S, 0¢) = S0 + (*,0¢))
O(-M,00 = - S(M,00

2.) Seien & und ohomotope Trivialisierungen von STM. i

Skx) = O, el

Sei nun ML’Lk_,1 eine stabil parallelisierbare Mannigfaltig-

keit und (3 eine fest gewdhlte Trivialisierung von STMq’k—q.

#k=1 5ind beziiglich

Alle anderen Trivialisierungen o von STM
pdurch Abbildungen f : M —> GL(o,R) gegeben. Die f
zugeordnete Trivialisierung ist oc= f-f3 : STMM("’I —> qu_’]xlff?

Jenn klar ist,beziliglich welcher festen Trivialisierung @

diese Zuordnung gelten soll,schreiben wir fiir (M,x) auch (M,f).
|

Eine stetige Abbildung f : M —> GL(»,R) definiert ein

stabiles Vektorraumbiindel Ef iiber SM ,der Suspension von M. s

f ist charakteristische Abbildung dieses Biindels.

Sei(3 festgewdhlte Trivialisierung von STM4k"1 5

Satz 1 :
f : i —> GLE~,R) stetig und o die zugehdrige Trivialisierung.
Dann gilt

S0 =SW,p) - L(Ef)[smx"‘k‘q .

Dabei ist IESMuk"q:l Erzeugendes von Hq.k(SM) = H4k(CM,M)
(wobei CM der Kegel iiber M ist), das unter
Q: H,, (CM,M) —> Hl#k-’l(m) auf die Fundamentalklasse von M
abgebildet wird.

4k-1

Beweis : Sei N perandete Mannigfaltigkeit mit an*k - u

Betrachte das Biindel STN \Bjcm xR . |

Sei M: NUCM ———)I\V U SM die Projektion. Es gilt
M

M

-5 =

00
“T‘((ST’-;A)UEI') = STN\éCM xR und

TT-("E‘/M] , y[S(-M):I) - (x+y)Emuc(-M>] .
paraus folgt:

L(STN/O‘)[N/M] + L(Ef)[s(-M)} =

sy o ok vc(-M)] .
L(S’J.‘N/@)]:N /M] .

somit ist O(M,) = sign N - L(STN/O()[N/M]

- L<STM/®>[N/M] + L(Ef)[S(-M)]

- L(Ef)[SM1 i

sBign N

oM, P)

Die Menge der stetigen Abbildungen M —3> GL(o,R) ist
eine Gruppe. Sei wieder (3 eine feste Trivialisierung von STM.
Dann isté , aufgefaBt als Abbildung von der Menge.aller ste-
tigen Abbildungen M —> GL(co,R) nach @, eine .a'ffine Abbil-
dung. Genauer gilt.

Satz 2 : O(M,£) + S(M,£') =S, ') + SM,P) .
Beweis : Bekanntlich gilt
Boov ® E, © E; ©

Da auf einer Suspension samtliche Cup Produkte Null sind, gilt

2k ( ,2k=1
2 - . .
——i—(T)—H T8, Dy (E; @ hf.)[sm] [7,seite 12]

L (B @ Ep1) [SM}

und

Pk(Ef)[SM] + pk(Ef,)[SM] .

P(Ep ® Ego) [sm]
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Also L (Eg @Ef.)[SM] = Lk(Ef)[SM] + Lk(,Ef.)[SM] q

Nach Satz 1 gilt :

d(m,2) + S(u,2) = 25(u,p) - L(t,f)[

- L(E, >[sm]

25(M,p) - L(Eppy) [sm]

oM, ££') + SM,B) .

Wir wollen nun untersuchen, wie sich unsere Invariante
bei endlichen Uberlagerungen verhdlt. Sei Mq'k-/I eine Mannig-
faltigkeit, auf der die endliche Gruppe G differenzierbar 2
frei operiert. Sei M/G stabil parallelisierbar. Das Tangen-
tialblindel von M ist das unter der Projektion T : M ——a-M/G
zuruckgeholte Tangentialbiindel vom M/G' Eine Trivialisierung
3 von oT(M/G) kann mittels T zu einer Trivialisierung von
STM zurilickgeholt: werden, die wir mlt'TT ﬁ bezeichnen wollen.
Es stellt sich die Frage, in welcher Beziehung B(M/G ' @)
und B(MT r3) stehen.

Un diese Frage zu beantworten, verwenden wir die von
Atiyah und Singer [5] eingefiihrteoc~ Invariante. Wir wieder-
holen hier die Definition, die eine starke Analogie zur
Definition der & - Invariante aufweist.

Operiere wieder die endliche Gruppe G differenzierbar g
und frei auf M=, Es gibt aelV und eine G - Mannigfaltig-

keit N, die aM &quvivariant berandet. Sei geG , g # 1 .

o(g,M) = 2(sign(g,N) - L(g,N))

1)

orientierungserhaltend

-7 -

Dabei ist sign(g,N) die dquivariante Signatur und L(g,N)
die Zahl, die im dquivarianten Signatursatz von Atiyah
und Singer [5] auftritt. Diese Definition variiert von
ginaldefinition durch das Vorzeichen. DaB die In-

der Ori
folgt mit &hnlichen Additivi-

variante wohldefiniert ist,
tatsargumenten wie bei der O - Invarimte aus dem &dquiva-
rianten Signatursatz. Wie bei der S - Invariante kann man
a2 und N immer so wéhlen, daB L(g,N) = O ist. Denn aus der
Bordismustheorie wissen wir, daB ein geeignetes Vielfaches

a von M eine freie G - Mannigfaltigkeit N &dquivariant be-

randet. Dann gilt

g, M) = -?;sisn(g,N)

Wir konnen nun die S - Invariante fiir Uberlagerungen durch

die d - Invariante des Orbitraums und die o - Invariante aus-

driicken.

Satz 3 : S, TR) - G]-S(M/G,(b) -Z;Goc(s,lﬂ) .

g#1
Beweis : Wihle eine freie G-Mannigfaltigkeit N, die al aqui-
die Pro-

variant berandet. Sei I : N/BN ——e»(N/G)Aa(N/G)
jektiom. Es gilt

T\’(ST(N/G)/G) & STN/T’_'(p) und

T By (Y o) —> 8, (N6 fapy )

[N@N} — |G| [(N/G)/d@j(})_]
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Daraus folgt

L(STN/W‘B)[N/aN] - 1GIL(ST(N/G)/Q) [(N/G>@(N/G)j

Ferner ist bekanntlich :

§ 2

Berechnung der B - Invariante

sign(N/G) = I%leign(g’N) 0

get Wir wollen die & - Invariante zun#dchst einmal in Spe-

Zusammenfassend ergibt sich: gialféllen berechnen. Als naheliegende Beispiele betrach-

41 4k

ten Wir Standardsphéren. Wir fassen S als Rand vom D

Su, @) = %(sign N - L(SIN ;p*) N/aN:l) =

auf, das wir mit der kanonischen Orientierung vershen. Wir

%( |u| sign(N/G) —Zsign(g,N) - ]G| L(ST(N ) /) |(N ) y & wahlen die Einschrénkung der Standardtrivialisierung von
/Gﬁ /6 N /6) 4=y

g;’?, ¥ auf k=1 o715 feste Trivialisierung von ST(S Sei
. . Hk=1 . .
]d'g(M/G,@) —z Go((g,M) . wie wie iiblich I:o > SL(OO,IR):] die Menge der Homotopie-
gjm q.e.d. klassen von Abbildungen von g1 5p SLo,R) . [S4k_1 ,SL(OO,YR)]

4K Nu11 ist, ist O

- [s“k""l . SO% Da die Signatur von D
ein Homomorphismus von [S4k—1,SO°€|auf §. Bekanntlich ist
[s“’k'q 4 San] o ’IﬁR(SL.FK) ¥ Z, so daf wir S berechnet haben,

5 & . 4k -1 4k =1
wenn wir fiir ein Erzeugendes h von S , S0c0 s ,h)
ausgerechnet haben.

Nach Satz 1 ist

S(s*E-1 1) - -1(E,) [Sll-k:l

2k, 2k~1
22k (2k=1_4 N R
=““'E'é‘k)‘!' — kak(hh)[s ] )

3 p . 1 1 1 4
wobei Bk die Bernoullizahlen sind. By=g , BZ'BO’ BB'ZT-?: B4-—3—o...
Betrachte die Komplexifizierung c : ’ER(SLLK) ——??{’c(suk).
Bekanntlich ist c(Eh) in den Dimensionen k gerade ein Er-
zeugendes von ic(suk) und in den Dimensionen k ungerade

zweimal ein Erzeugendes von ﬁc(sq'k). Der Cherncharakter
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ist ein Isomorphismus ch : ﬁc(s4k) — H4k(S4k). Sei
lleEﬂk'q,SOOﬂ ein Erzeugendes und ch(th)[é4%] = a, wo-
bei g, = 1 fir k gerade und 8 = 2 fir k ungerade. Mit

k-1

=1

;
oh(eBy) = - rop=myT Co(CEy) = 3ryT Py(B,) folgt.

Satz 4 :

k-1 2k~
4k~ _
OC s¥=1,n) - (-1)ke 2 (27~ -1) e ON: %

Die Werte fir k = 1,...,5 sind :

2 14 2 2032 261632
”3'73"%’ 15 T T 33 e

Um eine topologische Invariante vollstdndig zu berechnen,
ist ein naheliegender \Weg, auf den Objekten eine geeignete
Kquivalenzrelation zu definieren, mit der die Invariante
vertrédglich ist, und die Invariante auf Erzeugenden zu be-
rechnen. In unserem Fall bietet sich als Kquivalenzrelation
die Bordismusrelation fiir stabil parallelisierte Mannig-
faltigkeiten an. Die Bordismusgruppe aller n - dimensio-
nalen parallelisierten geschlossenen Mannigfaltigkeiten
bezeichnen wir mitgzﬁ . Nun ist aber klar, daB O nicht
mit dieser Bordismusrelation vertrdglich ist. Denn fiir
eine stabil parallelisierte Mannigfaltigkeit (M,x) , die
Rand einer stabil parallelisierten Mannigfaltigkeit (w,Q)
ist, gilt O(M,x) = sign N und die ist i.a. nicht Null.
Damit bekommen wir nur, daB‘g==§mod1 ein Homomorphismus
von§R —>Q, ist.

Es liegt nun nahe, die Bordismusrelation fiir stabil

-1 =

arallelisierte Mannigfaltigkeiten in der folgenden Weise
P

gu verfeinern.
n 5 -
Definition : Seien (M? ’(xq) und (M2 ,C(2) stabil paral
.
jelisierte n- dimensionale Mannigfaltigkeiten. Wir setzen
(H,I ’M,] )~ (M2 ,062)

genau dann, wenn es eine stabil parallelisierte Mannig-

faltigkeit (N,() gibt, so daB

(My06) + (My00) und

N, @

0 ist.

sign N

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, die Transi-
tivitdt folgt aus der Novikov - Additivitat der Signatur.
Die Menge der Aquivalenzklassen nach dieser Relation bil-
det eine Gruppe, die wir mit S:H?O bezeichnen wollen. Fiir
n#3mod 4 ist Sof, = Q},‘r , da die Signatur von n+1 -
dimensionalen Mannigfaltigkeiten in diesen Fallen Null ist.

Offensichtlich ist O mit der obigen Aquivalenzrelation
vertréaglich. ® ist also ein Homomorphismus von gé#o in
die rationalen Zahlen.

A " e G 4%-1
Erste Informationen iber die Gruppe To

bekommen wir,
. k 4k-1 4k - _

indem wir den Kern der Projektion O —>Q1r be

stimmen. Der Kern besteht aus allen stabil parallelisierten

geschlossenen Mannigfaltigkeiten (M,0¢),die Rand einer stabil

parallelisierten Mannigfaltigkéit (N,p) sind. Zwei Elemente

des Kerns (M,0t) bzw. (Mf,od) , die Rand von (N,(3) bzw. (N',@)
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4x-1

sind, sind in 0 cleich, genau dann, wenn sign N = sign N!

Sei (‘I‘,@) eine 4k - dimensionale stabil parallelisierte
Mannigfaltigkeit mit Rand und sign T = 1 . Eine solche
Mannigfaltigkeit existiert in allen Dimensionen, denn z.B.

ist das Scheibenbiindel des Tangentialbilindels lber S2k stabil

parallelisierbar und, da die Selbstschnittzahl des Nullschnitts

Sgk, der die mittlere Homologie erzeugt, 2 ist, ist die Sig-
natur dieser berandeten Mannigfaltigkeit gleich Do a(T,(S)
ist ein in Q_i%_q wohldefiniertes Element, das wir im fol-
genden als BTQQ-]LT%A bezeichnen wollen. Die Ordnung von T
in -;%_1 ist nicht endlich und die von QT erzeugte unend-
liche zyklische Untergruppe ist der Kern der Projektion

4k-1 4k=1 s
0 —_ Q‘U‘ . Wir fassen zusammen.

Satz 5 : 1.) Die folgende Sequenz ist exakt

0 —=» & —>424] ——7@#"" )
1 +—> 3T

2.) Sei {(Mtjtk_l],o(i)} ein Erzeugendensystem von
Q_#k_’] , dann ist {(M’;k_q,o(,i) ,8’1} ein Erzeugenden-
system von 1%61 . Die Mannigfaltigkeiten Mi kdnnen als

Homotopiesphéren gewdhlt werden, falls k>1.

3.) QU1 % 2 @ TorlHFS" .

Beweis : DaB Q_#_k—’l fiir k>1 durch stabil parallelisierte
Homotopiesphéren erzeugt werden kann, folgt aus einem Satz
von Kervaire und Milnor E1, Theorem 6.6] , die beweisen, daB

fiir k>1 eine 4k-1 - dimensionale stabil parallelisierte

Mannigfaltigkeit durch eine Folge von Modifikationen, auf

— 45 o

deren Spur sich die Trivialisierung jeweils fortsetzen

14B8t, zu einer Homotopiesphare gemacht werden kann.
LK e .
DaB Q:‘ﬁfa“ % Z & Tor -Frioq ist, folgt aus der schon er-

wahnten Tatsache, daB @rk—q endlich ist.

Fiir die 5- Ipvariante folgt aus unseren Uvberlegungen,
daB O , da es nicht identisch verschwindet, auf dem freien
peil von G2YES1 eine injektive Abbildung in @ ist. Un den
Wert von 5 auf einem Erzeugenden des freien Teils von
Q‘Ln]faq zu bestimmen, beantworten wir die #dquivalente Fra-
ge, welche ierte D in ¢ annimmt.

Ehe wir diese Frage beantworten, geben wir einige Lr-
gebnisse iber die Eorxtismusgruppeng#'q an, die zum gro-

Ren Teil von Adams [?] stammen.

Die stabilen IIomotopiegruppen—ﬂ-n+k(Sn) (n>k+1) bezeich-
nen wWir mit"ﬂ’ls{ . Wir identifizieren mittels der Thom -
Pontrjagin Konstruktion Q_,lf. mit "ITIS( . Adams hat eine In-
variante e :Trgi_,l —%Q/Z eingefiihrt, mit deren Hilfe
er die Ordnung des Bildes des Hopf - Whitehead Homomor-
phismus J :Tk(SOm) ——>—]T§ bestimmt.

Die Invariante e kann mit Hilfe der Adamsoperationen
folgendermaBen definiert werden [vgl. 3, Seite ’\45] o

82m+2k-1 —> 52m eine Abbildung, m wnd k-;ew:,c’d Bilde

m=0 mod 4

Sei f
pem+2ky 528 ynd betrachte die Inklusion
2m+2k s°®  ynd die Abbildung
2m+2k¥ gom > S2m+2k , die den Rand von pom+ak

Zzu einem Punkt identifiziert.
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Man erhilt die kurze exakte Sequenz

J* i* a2
0 h1R(¢2m+2k\ : km ,)Lm+axy 2m> i };m(sem) o .

Seien u und v Erzeugende von K1R< em+aky  ynd R’m(szm) und

*

xe‘Km(Dam+2k\£‘lS‘m) , so daB 1"x = v. Sei y = Ju . Seien
1
Wy
L m 1 m+k
W(x)=lx+bly.“+/(y)=l
' ' 1
degen W MYL' YW ILWL gi1p 171K - Dy, = 10RQE - )b, 4

die Adams Operationen. Es gilt

o

b

Also ist ———l-—— unabhingig von 1 in § wohldefiniert.
Ahl <K
Bk ) )
enn man X in r{ (,2m+?ku 5°m) verdndert, so andert sich
Ll
~——=——— um eine ganze Zahl. Deshalb ist e(f) = _m—k_
l“\.‘““ (1 —1)

in 1,// wonldefiniert und induziert einen Homomorphismus
7,

e :W2m4»2]<—’](32m) _’Q/Z , der fiir m>k die Adams Invari-

ante e :_H—ZE-'] —_—> Q/Z ist .

Sei m(2k) der Nenner des gekiirzten Bruchs I °

= N LT S ]
Satz ( Adams ) : Das Bild von e ._|T4k_,] —>Q,, ist

o
m(2k)

surjektiv, e(S

ae 2y C Q/Z . eJ :.IT4k_1(SO°<>) _>Zm(2k) ist
B
ST ) = (R e Q/y - Das Bild von J

ist eine zyklische Gruppe der Ordnung m(2k) fiir k gerade

und der Ordnung m(2k) oder 2(m2k) fiir k ungerade. MS{_,]
Z,(ok) © Kern e . Mahowald hat gezeigt (Bull. A.M.S. 76 (1970

dafl die Ordnung von Bild J genau gleich m(2k) ist und somit

M,y_q = Bild J @ Kern e .
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Gei n(2k) der Nenner des gekiirzten Bruchs

-————(~—————2 B . n(2k) ist ungerade, da der Nenner

von B], durch 2 aber nicht durch 4 teilbar ist.

a

sei plk=3  die hdchste Zweierpotenz, die k teilt.

femma 1: m(2k)/n(2k) = 21K

gHk=1 ka Nach Definition von e folgt
Beweis : e(J(S ,h)) = L Nach Definitio gt,

td

X N . k b
dal es m und b ¢ Z gibt mit Tk ° m
pa 27511 una 22K_q1  teilerfremd sind, folgt damit,daB

k] .
m(2k) und 2°k=1_4  teilerfremd sind.

B.
2k+1 k
Also ist n(2k) gleich dem Nenner von. a2 k+1, T

Da der Nenner von Bk durch 2 aber nicht durch 4 teil-

1
bar ist, und weiterhin ay 22k+1 =2 . ist, folgt

1
m(2k)/n(2k) = 27k
Jir kommen jetzt auf die Frage zuriick, welche Werte

& in § annimmt.
Satz 6 : Das Bild von 8 ist die lenge (ﬁ azl}(h

Beweis : Auf Grund der Berechnung von § fiir Sphiren und

a€ Z}

eine Teilmenge von Bild§ ist. #s bleibt also zu zeigen,

. a
der Tatsache, daB & (3T) = 1 ist, folgt, dab {m

dall 8 keine anderen Werte annimmt.




A ¢so ergibt sich :

a<z,(3>e{ma ! aez} -

| Die Werte von n(2k) fir k = 1,2,...,5 sind : 3,15,63,15,33.

- 16 -

Zunschst der Fall k = 1 . Stelle & als gekiirzten Bruch
dar, dann ist nach Definition von é der Nenner von dein

Teiler des Nenners von I‘k . Fir k = 1 ist dieser aber 3 . -

Andererseits ist n(2) = 3 und deshalb die Behauptung rici- ~ Wir wollen nun untersuchen,wie die Torsion von

tig. aussieht.
Fiir den Fall k>1 wenden wir Satz 5 2.) an. Wir sind , Zundchst beschreiben wir, wie das Bild des J - Homo-

fertig, wenn wir gezeigt haben: - morphismus inQ_Lrl»rk—’l liegt.

. Lemma 2 : Das Bild von J ist die Untergruppe aller stabil

Tir jede stabil parallelisierte Homotopieshdre (Z“k""p) it .
 parallelisierten Mannigfaltigkeiten (M=o vongz%r' s

&=, B¢ fah aez} :

Brumfiel [6, Theorem 3.8] hat bewiesen, daB es eine Spin

gilt :
v. so daB M Rand einer stabil parallelisierbaren Mannigfal-

. tigkeit N ist (Die Parallelisierung braucht nicht auf N
. fortsetzbar sein) .

. s HE L 4k-1 E

Mannigfaltigkeit N gibt, deren Rand > ist, derart  Beweis : Tiir k = 1 folgt die Aussage aus der Tatsache,
daB sd8mtliche Pontrjagin Zahlen von STN/ Null sind auBer ;‘daB das Bild von J gleich@-%- ist und jede % - dimensionale

SASTARE Pk(STN/p)[N/BN] - Daraus folgt orientierte Mannigfaltigkeit Rand einer stabil paralleli-

22k 52k _
@) = &= 1) kak(STN/(g,P[N/aN] mod 1

Telterhin hat Brumfiel [6, Lemna 3.5.] gezeigt, daB
Al . . .
A (°TN/(5)I?q/8]§eak Bild e in Q/ak-L ist.

“ sierbaren Mannigfaltigkeit ist.

4k

©  Sei nun k>1 und (M ,0() eine stabil parallelisierte

5 Mannigfaltigkeit,so daB M Rand einer stabil parallelisier-
-*b‘aren Mannigfaltigkeit ist. Nach dem Satz von Kervaire -
~ Milnor IEM, Theorem 6.6.| gibt es eine stabil paralleli-

- sierte Homotopiesphdre (T -1 (3) , so daB in Q_#{_']

. B,
i (STN/ﬁ)[N/a.I\ﬂ e pk(STN/B)[N/Mﬂ . Also gilt: 3

- (Z,p) = (M,0) . Die Homotopiesphére 2. liegt in bP, .
Zéhler B, /4k i " Die Menge {(Z’X)‘ yf stabile Trivialisierung von sm%cﬁ%‘.’“
=T Pk(oTN/@)[N/aN:I €a,Z . Wir setzen dies in g

die Formel fiir O(3, @) ein und erhalten :

| ist eine Restklasse von g?f-ﬁ—k"1 nach der Untergruppe
4 {(Sq'k"I s 'X-). ¥ stabile Trivialisierung von Sq'k_1} [11 S
e

Lemma 4.5.] . Wir konnen uns also stabile Trivialisierun-

3

us gibt be akZ » So daB mod 1 gilt :

2k+1, .2k
2 2 -1).
(=, R) = Nennez(' (B, /%K) —
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gen (51 von 2 und p; von SHE=1 wihlen, so daB (X, {3,])
Rand einer stabil parallelisierten NMannig-

ist wnd (5, R) = (X, B, + (51,3,
in Q%l-{—’] . Jdegen (3, (51) = 0 in g 2 - folgt die Be-

hauptung.

faltigkeit N'K

k-1

Definition :bad4p, := {”L’ ot"!M ist Rand einer stabil pa-

rallelisierten 1Lann1vfalt1grke¢§CQM‘ - .

4% -1

Die Projektion p T0 -—-*7@-#{ ik induziert einen

Isomorphismus

4k 41
T /Bild J ° o

Z @ ToerL#k o .

—_— wird von

He="
Qﬁ—a /D H{ ’1

(Sl’q'{"1 h) und 9T erzeugt. b§34k =

g

tk—1

1,%) =% ] , d.he  nimmt schon auf bS alle
n(2k) o

seine Jerte an.
Wwir wollen nun ein Erzeugendes fir den freien Teil von

#51 und damit auch von ‘_%_51 angeben und bestimmen,
wie der Kern von p , die von OT erzeugte Untergruppe, be-

zliglich einer solchen Aufspaltung in Q‘_ﬁfa" liegt.

Nach Kervaire und Milnor EH, Lemma ’7.4.] gibt es auf
=1 stabile Trivialisierungen o« , derart daB (Sl‘tk"l1 Kod)
Rand einer parallelisierten Mannigfaltigkeit (N,(3) ist
mit sign N # O . Die Werte flir die Signatur von N sind

1-6(k) , wobei

6(k) = ak22k+1(22k—1—1)-Zahler(Bk/4k)-
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41
Da ©injektiv auf S -

i i . k=1
Trivialis:Lerungen ¢ auf S

ist, sind die stabilen
, derart da (*¥77,00 Rend

eineT parallellsle“ten VMannigfaltigkeit ist, gerade durch

1 n [ ri1
aie Bedingung S(S *=1,0) = 0 mod &(k) gegebon. Nun gilt

Zéhler(B, /4k)
a2y S(SH1,n) = (-1 *n(2k) ak)dk+1(22k 1) Nenner(B, /%K)
- (=D)k S(x) .

B(x) 31 inGET |

Da 22k'/]-’| und n(2k) teilerfremd sind, wissen wir, daB

Lk— . k
Also ist u(2k) (s*¥1,n) gleicn (-1)

©(x) und n(2k) teilerfremd sind . Es gibt also z, und

ez mit z,(-1F  6(k) + zpn(2k) = 1 . Setze

g2
4k =1 .
Z’Im 21; (qu—q,h) + 2y oT =§’k€52-“-o . Dann gilt
n
2 i in E i S den
Lemma :Qk ist ein Erzeugendes des freien Summan
K~ 4k - )
von bgg%o bizw. > epg . n(2k) Qk AT
Beweis : Wir brauchen nur die Aussage n(2k)-§k = 9T zu
S = =
beweisen, denn daraus folgt Qk = 5E)

n(2k)'€k _ Zﬁm(gk).(sq”k'q,h) + Zén(Ek)- aT .

Nun gilt aber

m(2k)(S4k—1,h) = (1 )k G(k)- OT
und aus z,](-’l )k S(x) # 22n(2k) = 1 folgt die Behaup-
tung.

Aus diesem Lemma folgt die bekannte Tatsache,

Bemerkung :
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Korollar : Die exakte Sequenz aus Satz 5 sieht folgen-

dermaBen aus

" K-1
0 —>Z —>1-§_ o Tor TTE L~>Q?;——~> ¢

1 +—> n(2k)

k
bzw.

0 —> 2 —>2-@, @ Tor bgJiy'—> Eild J —> 0

T— n(20g, .

Zusammenfassend erhaltem wir.

=L@l , @ Kern e

[ve1. 1] }

g;% * 7 g Ky; Py g:gg A} La @ L!
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Auf eine naheliegende Frage konnen wir jetzt eine Ant-
wort geben. éx (5mod 1 und e sind beides Homomorphismen
vonQL_t“I_(—1 —> Q; . Welches sind die Beziehungen zwischen

}5 und e ?
s & : Sei (Moo SHE-T
By = -2, 275127 e(m)

Beweis : Fir (M,x)e€ Bild J folgt die Aussage, da Bild J
yon (Sq’k—’],h) erzeugt wird aus unseren Berechnungen von
& und den csrgebnissen iiber e . Also ist die Behauptung
4 CO4k-1 .

fir (M,00)e Ln(ak)c Zn(2k) @1211\; @ Kern e = QT rich-
$ig. Fir (M,0)€ Z,1x @ Kern e gilt &M,00 = 0 und-an-

dererseits wegen 1, < 2k+1 22k+1e(M,oL) =0 .

Um weitere konkrete Beispiele fiir die Berechnung von
& zu erhalten, beschdftigen wir uns zum SchluB dieses

Paragraphen mit Linsenrdumen.

Sei Gp = {z z€C, ZP = ’i} die Gruppe der p - ten Ein-
heitswurzeln. Seien aq,...,akel teilerfremd zu p . Gp
operiert frei auf 5%%=Tc ¢¥  Qquren z—(zq,...,zk) =

;J‘Zk—’l

(z"'lz,1 B ... 2%z . Den Orbitraum /G bezeichnen

K
wir wie iiblich mit L(pja y... ,ak) , die Projektion
AN L(p;a,],...,ak) mit IV . Lr wird in Analogie zum

3 - dimensionalen Fall verallgemeinerter Linsenraum genannt.

#ir untersuchen nun zundchst, wie die Menge der Homo-

topieklassen von Abbildungen L(p;a,I 5000 ,ak) —> 5000 aus-
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sehen. Diese lenge ist gleich KI;’!(L(p;a,I,. yay))
. ces 8y .
Satz 9 : Sei A=R oder C ,
T ®Id : Kn(L(p;
K/\( (p,aq,...,ak))ch ———)I\:;\(S‘Zk-/])tgll
ist ein Isomorphismus und fiir k gerade gilt
-1
K‘/\‘(L<p;aﬂ""’ak’\>/£‘or £z
Pir /\= € gilt : M1 =t pek=T(s2k-1y .
C )i= b,

fir = 1 y

A =R und k/2 gerade bzw. fiir k/2 ungerade, wenn pun-
gerade, gilt

. )
-+ =1/22k=1\ ~ ,,
A PE Km (s ) £ & und fir k/2

ungerade und p gerade 1, .2k=1

"
™1 =2 5 r- i
p oder *p/2e K, (5 ) % g,

Beweis : Di ste B

eweis : Die erste Behauptung folgt aus einem Satz fiir
allgemeine Kohomologietheorien. Damit ist auch klar, daB
o 1 ’ 3
l;/\(_i_/(p;a,],..-,':

aR das R31 & lediet
daBl das Bild von TT gleich pZ oder p/2Z ist.

D) o~ R $
ok’ ror = Z . Es bleibt also zu zeigen,

ke

Sei D™ CL(pjaqye-vyay ) o Durch x —> i T
ok x fir xeD

1 d 11

und x =—>00 fir xel(p;a,,,...,agk) - ptk-1 ist eine

stetige Abbildung h : L(p;aq,...,aak; — she=1 pk-1

gegeben. Betrachte das folgende kommutative Diagramm :

=1/, 4k=1 Qe _
Rg (87°7)  —F— ggl(s*kT) SN, k=1 k-1

TTT TTI'* TT'.*
=1, ~
ey, D o
g (2(P383)) jpo. —> hcq(L(p;ain/TO;h‘% 21 (1,(p,
X
Th Th* Th*

=71 7 k=11 -a
K, (8 ) e K&’I<S4k-1) Do k=1 k=1

ai))/Tor

/81)41{-1
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Alle auftretenden Gruppen sind isomorph zu Z. Die Abbil-

* %
gungen M h  sind in allen drei Kohomologietheorien Multi-

plikation mit p. Deshalb gilt

. e . -1 ¢ k=1
prcBild T : KA(K(P:85)) pop —> KA .
Andererseits ist aus dem obigen Diagramm unmittelbar klar,
daB fiir A= ¢ und /\= R, wenn k gerade (dann a = 1) oder
k ungerade und p ungerade ist, 'TT"I =%pe K"]/\(Su'k"q) ist,

und wenn k ungerade und p gerade ist,“ﬂ"’l = *p oder xp/2

ist.

Bekanntlich sind hdherdimensionale Linsenréume i.a.
nicht stabil parallelisierbar. Wir beschrénken uns des-
haldb bei der Berechnung von S auf den 3 - dimensionalen
Fall.

Auf Grund der obigen Berechnungen sind wir fiir einen

Iinsenraum L(p;q,r) fertig, wenn wir fiir eine stabile Tri-
vialisierung o von L(p;a,r) &L(p;q,r),x) berechnet haben,
denn fiir ein geeignetes Erzeugendes h von [L(p;q,r),SOdEI/Tor
ist nach Satz 9 p,lL(Eh) [S@(p;q,r))]= % oder % - je nach-
dem ole"’l =*p oder*p/2 ist. Es ist also

O(L(p;q,r),h) = © (L(p;a,r),00 +% ( oder eventuell % y

wenn p gerade) .

Aus Satz 3 folgt nun leicht.

Temma 4 : Sei o eine Trivialisierung von STL(p;q,r), dann

&3, To + Z o(z,52))
2 2zP=1
21
Der letzte Ausdruck wurde von Atiyah und Bott berechnet.

gilt : O(L(p;a,r) &) =
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. q : 4
ZOM’S}) = -d(p;q,r) = -Z Bl 22l [Atiy.h
2¥F=

zP=1 231 2T
2+ z#1
Bott 4, Theorem 6,27 .]

CKp;q,r) ist bis auf einen Faktor die klassische Dedekind

Summe und geniigt folgendem Reziprozitatsgesetz [}iohe z.B.

16 | :
Lacn. 1 i 24 9%, 50
pd(pia,r) + 34(aip,T) + Zd(rip,q) = 1 - *4pqr+ .,

Speziell fiir g = r = 1 folgt daraus

2 -
d(p;1,1) = - B = 3p + 2

In diesem Fall sind auf TS5 ® 1 durch

2 — > 13 @1 - 53k

<q'1’q2> (== ((quqZ)7<q/]»q2>>
(q1,q2) — ((q11qZ)1<-anq1)}
(q19q2> = (<Qqaq2>,(i‘lr]s'iq2)>

(q1,Q2 == ((Q1’q2),(iq2yiQ1))

vier iiber R linear unabhéngige und beziiglich der Operation
yon Gp auf TSj @ 1 dquivarinte Schnitte gegeben. Die da-
durch gegebene Trivialisierung von TS% @ 1 ist beziiglich
der Standardtrivialisierung ein .rzeugendes von [55,Som]
[14] , die auf TL(p;1,1) @ 1 induzierte Trivialisierung

bezeichnen wir mit o und erhalten

5(L(p;1,1 X)) = =1 + % c

Denn &(3°,Tax) :t§ . &2, - % fiihrt zum #idersprueh,

a5

* 2 .
da 38¢Z, also folgt mit O(s%,Tx) = - § die Behauptung

aus Lemma 4 .

Wir beenden diesen Paragraphen mit einer Bemerkung
iiber hdher dimensionale Linsenrdume. Ist ein Linsenraum
L(P5aﬂ”"’32k) stabil parallelisierbar und o eine sta-

bile Trivialisierung, so verallgemeinert sich Lemma 4 zu:

_ k=1
5(L(p;a1,...,azk),oc) = %[&s“’k '|,T\"oc) +pZ o(z,S )_J

2¥=1
21
und K
as
dJ 9
:>; H=1 | _d(pia......a =_Z lz———+-—
=1 G S zP=1 j=12%3 - 1
:*% z$1

aeé} , folgt unter der Bedin-

. a
Da Bild® gleich {ETEET
gung, daB L(p;aq,...,a2k) stabil parallelisierbar ist,
daB der Nenner von d(p;aq,...,azk) ein Teiler von n(2k)

ist. Wir konnen damit festhalten .

Bemerkung : Ist der Nenner von d(p;aq,...,aZK) kein Teiler
von n(2k) , dann ist L(p;aq,...,a2k) nicht stabil paral-
lelisierbar.

Zum Beispiel ist fiir p = 3 der Nenner von d(p;aq,...,a2k)
gleich 3 und fir k>1 3 nicht Teiler von n(2k) [1,

Theorem 2.5] , so daB fiir p = O mod 3 L(P5aqv""32k>
nicht stabil parallelisierbar ist, was andererseits auch

klar ist, da die Pontrjaginklassen in diesem Fall nicht

verschwinden.
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(-7
W

Torusbiindel iiber Tori

A) Definitionen und allgemeine Resultate

Thema dieses Paragraphen ist die Berechnung der 25 - In-
variante in einigen konkreten Fillen.Nachdem wir im vori-

gen raragraphen é)berechnet haben, indem wir auf ELrzeu-

genden von g_q b bestimmt haben, zeigt sich, daB die Be-

rechnung auf konkreten stabil parallelisierten Mannigfal-
tigkeiten schwierig ist. Das Haupthindernis ist das Auffin-
den einer liannigfaltigkeit, die die vorgegebene zum Rand
hat.

#ir untersuchen Torusbiindel iiber Tori oder genauer dif-
ferenzierbare Faserbilindel, deren Basis und Faser Tori sind,
und deren Strukturgruppe SL(n;Z) ist, die Gruppe der Auto-
morphismen von Z® mit Determinante 1. Der Grund, warum wir
uns mit Torusbiindeln beschdftigen, liegt darin, daB solche
Blindel als Umgebungsrénder von Singularitidten auftreten, die
im Zusammenhang mit Untersuchungen von Hirzebruch der Hil-
bertschen liodulgruppe eines total reellen ZahlkSrpers auf-
tauchen, und daB die & - Invariante zunichst bei quadra-
tischen Korpererweiterungen zur Berechnung gewisser Invarian-
ten dient, so z.B. fiir p>3, p = 3mod4 von h({V=p') und von

o)
sign HL/G » wobel G die [ilbertsche lodulgruppe fiir QVp ist.-

Egl. 9, 1§] . &s liegt also nahe, die d - Invariante all- |
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gemein fiir Torusbiindel zu berechnen. Das ist mir nur in

“pezialféllen gelungen, da das oben angesprochene iinder-

2

nis, némlich das Auffinden einer l.annigfaltigkeit, die das
’

aorusbiindel zum Rand hat, i.a. uniiberwindlich war.

Definition : Seien Aj,...,4 € 5L(m3Z) und AiAj = Ain
1¢ig<n , 1<¢Jj<n. Die llatrizen ;xi induzieren Diffeomor-
phismen von ™ - mm/zm auf sich. Wir konstruieren in-
duktiv differenzierbare Faserbiindel x(nq,..,Ai) 1¢ ign
{iber 1t pnit Faser TO wund Strukturgruppe SL(m;Z) . )

B(h,) = Ix Tm/v (1,x)~ (0,4,%) « =(Ay) ist iber S
gefasert, und Ai i>1 operiert auf ;(Aq) durch (t,x)
—> (t,Aix) 5 .

Sei nun E(Aq,..,Aj) konstruiert und operiere i; (i>3)
auf B(Aq,..,l\j). |

J(Aq,...,Aj+q) = Ix A(Aﬂ""Aj)Av (1,x)ﬂr(0,nd+qx) .
A, (i> j+1) operiert auf 5(31,..,Aj+1) durch (t,x) —>
b A.x) .

l .
) ! J i jektion.
Sei Irj 8 Q(Aq,..,Aj) —> 7Y die Projekti

o 3+ ot
Tr,j+’l h(‘&’l""Aj-r’I) —> T IR/Z T
(t,x) +—> (t,Trj(X)) .
. ) . . . on
J(Aq,..,Aj) trage die durch die kanonischen Orientierung

von ™ bzw. Iﬂ induzierten Orientierungen.

Beispiel [vgl. ’18] :
Sei K ein total reeller algebraischer Zahlkorper vom

Grad n iber §, M eine additive Untergruppe von K, die als

Z - Nodul frei vom Rang n ist. it U; wird die Gruppe der
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total positiven :iinheiten von K betrachtet, die I. in sich
liberfiihrt, aiso UE%-M =M. Ui} ist frei vom Rang n-1.

Sei V¢ UJ,* von endlichem Index. LixV = (:':)lfiv)/“dvl]
operiert folgendermaBen frei auf Hn, H die obere Halbebene.

seien flir xeK die n konjugierten Elemente mit xm):x,x(‘g),

(n)

ceyX bezeichnet.
2= (zgyeenyz)) s (€W D00 ), )y
e(. "‘6(n) = 1 ist, fihrt MxV die I enge{zed l ‘n-Isz—’l}

in sich {iber. ﬁen Orbitraum {zeH ,TImz ‘1}/1“>1V bezeich-
nen wirmit u(I‘ ,V). Lr ist eine 2n-1- dim orientierte dif-
ferenzierbare lannigfaltigkeit. Hn/MNVUw kann in nahelie-
gender .Jeise als komplexer Raum aufgefallt werden [vgl. ’18] s
in dem oo isolierte Singularitit ist. E(11,V) ist Umgebungs-
rand dieser Singularitit.

Jir wollen uns nun Uberlegen, daB E(I.,V) ein Torus-
biindel iber T 1 mit Taser T® ist. Identifiziere HY nit
®xR® durch H® ——> RO R® qurch

(z,] 500 ,zn) — (Rez,] yeesRez ;lnlnz,,.. »1nInz )
Die lienge {z eHn, jTIsz:’I} entspricht dabei dem Unterraum
R"x U, wobei UCTR® die llenge {(x yeeaXy )€ IR”{ZX = O} IS
I:XV operiert dann auf I™x U durch
(x,],..,x 3T qsees¥p) —> (&(’I)x]+ ’,..,g 572 +,L£ ),y +ln£( )

...,yn+ln€(n) )

Der .uotient RPx U/I\leV = i(1;,V) ist ein Biindel mit Faser
Rn/L: = ™ iber U/V = o1 » also ein Torusbiindel.

Un dieses Torusbiindel im Sinne der obigen Definition durch

ein n - Tupel von lLatrizen zu beschreiben, gehen wir zunichst
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auf R zu einer Basis iiber, bezliglich derer die Operation
von M auf RP gleich der Standardoperation von % aur R®
wird. Solch eine Basis erhalten wir, indem wir eine Z - Ba-
518 Mys .o yity VOD )M angeben. Dann ist nimlich (/4&”,...,%@)
1¢i<n eine solche Basis des R". Sei weiter €,,...,€, 4
eine Z - Basis von V. Betrachte die lineare Abbildung
B —s R
(kqyee0x) = €V, ,6{Mx0).
Bezliglich der Basis su(’l,,“”#(n)) 1<1i ¢ n ist diese 1li-
neare Abbildung durch eine latrix A; gegeben, und, da Ay
den durch gu:.(L’]),...ybLj(_n)) 1€1i&n aufgespanntén Z - liodul
in sich iiberfiihrt, gilt Aie SL(n;Z).

llan kann sich leicht iiberlegen, daf L(}M,V) = E(A,],..,An_,l)

ist.

Jir wollen nun den Kohomologiering von ;ﬁ(A,],...,An) unter-
suchen. Bekanntlich gilt filir ein Bindel F —» B mit
charakteristischer Abbildung A : F—> I S,I
H*(&; R) % Kokern Hn_1(xx—’1) @ Kern H®(A-1). Das ergibt sich
z.B. aus dem Studium der Spektralsequenz.

Jenn Kern H®(A-1) —> Kokern H™(A-1) fiir alle n ein

x vr—> [x]
Isomorphismus ist, folgt: . :
B (3 R) = 1 *(s',; »)® 1" (F; R)* (als Gruppen), wobei
" (T, ]R) die unter ?{'(A) invariante Teilmenge ist.
Fiir Torusbiindel folgt daraus induktiv :

. N = A
lemna 5 : Jenn fiir alle i,n Kern T (Ai—’l) —» Fokern T-(A-1)
x +— [x]
ein Isomorphismus ist, gilt:
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*

. L *

T (T R) ® 2 (T R)™M7 9%y
* n * A‘ ‘\.
NACRD ® /A (R%)Mre00%

Jenn die Ai in GL(m; R) simultan diagonalisierbar sind (z.B,

*
H (2(4q50004); R)

(als Grupy,

"

E(Aq,..,An) = E(M;V) ), ist die obige Vorraussetzung erfiillt,

Dann ist * o * R ~
AR NA(RNM =g (E(Agyeesd); R)
®
do s [

q S o2 . *
sogar ein Ringisomorphismus, wobei faob:E(Ai) —9_/\T(n(Ai))
der durch die ibbildung R" x R" — R x R%x A ( F)e/( B

(x,5y)—(x,y5, a®b)

induzierte Schnitt ist und [fa@b] das durch f_ . repri-

sentierte ZIlement in der de Rham Kohomologie ist.

lenn wir die é - Invariante fiir Torusbiindel berechnen
wollen, miifen wir zunéchst untersuchen, ob Torusbiindel stabil
parallelisierbar sind.

Diese I'rage kann fiir die Torusbiindel £(1i,V) sehr leicht
positiv beantwortet werden. TE(M,V) = »( IR®x U>/L>0V 3
Sei f,l,...,fn_,I eine Basis von U, €seesey die Standardba-
sis des I". T(R™ U) = (R U)X ( B®™X U) . iuf 7( K% U)
sind durch
EXU ——— 2(R®x U) = (R% U) x (K U)
(Gepds (0D = (G4 (73)) 5 Cexp(yydey , 0)
(G (y)) = (a0 4 0, £5) 1€ 3<nmt

1€ j&n und

2n-1 linear unabhingige Schnitte gegeben, die mit der Aktion |

von MXV vertrédglich sind. Sie induzieren also eine Trivi-

alisierung auf :(1,V).
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Im allgemeinen ist mir fiir Torusblindel nicht bekannt,
ob sie stabil parallelisierbar sind. Man kann aber zeigen,
daB die Komplexifizierung TE(Aq,..,An)QQG parallelisierbar
ist. Das ist insofern von Interesse, als man die Defini-
tion der 6 - Invariante in natiirlicher .eise auf lMannig-
faltigkeiten M mit Trivialisierung von STL®T erweitern
kann. Wir werden das spater tun und zunidchst zeigen, dal
T!Q(A,I,..,An)®0 parallelisierbar ist.

Lemma 6 : Seien A ,..,A € SL(m;Z). Dann ist Tﬁ(hq,..,An)GDB
parallelisierbar.

Beweis : 1.) Es gibt stetige Abbildungen f; : I —> GL(m;€),
so dab £;(0) = Id , £5,(1) = A; und £, (8)Ay = AL, (8) fir
1€¢i¢n , 1€ jgn und tel .

Denn betrachte in L(m;C) den von Aq’°'1An aufgespannten
Unterraun [A,],..,An] . Fir B,Ce€ [Aq,..,.kn:l zilt BC = CB .
Die Determinante ist eine analytische lunktion det
[Aq""An —> C . Daraus folgt Aq,..,A%] - det’q(o)
ist zusammenh&dngend.  .dhle fi so, daf Bildfie EH,..,AHJ
- det_q(O) . Dann ist klar, daB f; die obigen Iligenschaften
erfiillt.

2.) Seien fi wie oben angegeben. Jir geben nun induk-
tiv eine Trivialisierung von Tj(Aq,..,An)QDC an.

Sei P ¢ Tilhgy.rrhy)®C —> .:(Aq,..,ﬂa.)x&j*m bereits
kmmmmm,mﬂdﬁaﬂ TJ%,”J9®C—»Tm%,”Jy®G

flir i> j gegeben durch

bzgl. ‘Pj

— J+ - g+
dA,® 1 :JL(A,‘,..,AJ)X e L(A,',..,Aj)x ¢d

(X’V)*——)(Aix’(’gzi)v>
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is ist:TECA - 2 A J+71+m
is ist T,(nq,..,/\‘j*_,])@c = Ixu(“,],..,AJ._'_,])x\’\) /o

N X d O
(1,x,v) & (O,Ajmx,(o qu)v)
Jir definieren nun

. 2l A A J+1+m ] A J+4
70[5+’] : IXAJ(A,',..,J_\J.)X e /Q:‘/ —> IXx /(A,I,..,AJ.)AXC

(o}
(t,X,V) '-——’(t,x,ofw(t))v)

Man rechnet leicht nach, daf ‘PJ.M wohldefiniert, faserwei-
se linear und bijektiv und somit ein Vektorbiindelisomor-

phismus ist, und daB dAi®’l bzgl. ‘Pj+’l fir i > j+1 segeben
ist durch

AA;®1 & (i, eeyh, o) x ¢I¥THD gd+t+m

J+1)
A F——)(nix,(gzi)v)

‘ine Trivialisierung wie beim obigen Beweis an-

— ‘}(Aq 90a ,AJ.+,|)><

demerkung :
gegeben nennen wir im folgenden eine Trivialisierung vom
Typ W . 2z.B. induziert die oben fiir i(},V) angegebene Trivi-

alisierung eine vom Typ W.

7ir erweitern nun die Definition der 8 - Invariante auf
Vannigfaltigkeiten I mit Trivialisierung o von STIL®C .
Da sdémtliche Pontrjaginzahlen von I verschwinden, gibt
es kel und lannigfaltigkeit I, so daf klf =9 N. Jir defi-
nieren l'ontrjaginklassen pi(.SI‘N,(X.) € I{4i(1;/ali) durch

p; (ST = (-1 opy (STN®C, ) . u

Definition : &(M,0) = L(sign N - L(p; (370000 [1/1] )

Sperleguncen wic im U 1 errceben uvnmittelbar, dal
b(m,oc) wohldefiniert ist. Jede Trivialisierung oc von I
jnduziert einc ppivialisierung von STII®CT, und das eben
definierte 5 fiir diese Trivialisierung stimmt mit dem

Pini (i".o0) iiberei Die Sitze von 1 ver-
frither definierten é\l;,oc) iiberein. Die Sutze §

allgenmeinern sich in natiirlicher .Jeise.

Al ind o (hnyeeqst, ) mit Tri-
Jir wollen nun iiir lorusbo del L eersy/

vialisierung‘P vom D é( .)(“,],..,AI),OC) bestimmen. la-
zu betrachten wir zunachst folpende situation. Sel
SL(m;Z)NCSL(m;Z) die Untergruppe aller liatrizen, deren
Koeffizienten modulo N die ioeffizienten der Litheitsma-
trix sind. Seien 4;€ SL(m;Z)N . Schreibe Zy als {EQQ/A
sel} c (ZN\moperiert auf T° = Rm/zm durch

s S
(i%,---’i%)(xq""’xm) = (x4 + —%,...,xm + -%) 0

Diese Operation ist frei und mit den Diffeomorphismen Ai N
vertrdglich. Sie induziert deshalb eine Operation von (Z.N\

auf E(A,l,...,An)-

Satz 10 :<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>