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0.1 Introduction

La L-théorie est ’étude d’invariants liés au groupe orthogonal ,O,,(A) d’un anneau

involutif A, od € est dans le centre de A tel que €€ = € = 1. En premiére approx-

imation, on peut dire que 'on construit & partir du groupe O(A) = U ¢On.n(A) des
n

groupes abéliens ,L;(A) qui forment ce que l'on appelle la L-théorie de ’anneau A (on
dit parfois K-théorie hermitienne).
Un grand nombre de questions sur ces groupes ont été résolues (cf. [1] [14], [18], [22]).

Notre travail est essentiellement consacré i la K-théorie hermitienne (cf. [17]). 11
est partagé en trois parties indépendantes :
Le premier chapitre présente une construction des Lambda-opérations en K-théorie
orthogonale. On constate que les Lambda-opérations qui existent en K-théorie al-
gebrique classique (cf. [16], [23]) ne s’adaptent pas au cas orthogonal car les puissances
extérieures de formes hyperboliques ne sont pas, en général, hyperboliques. C’est pour
cela qu’on considére une classe plus large de formes bilinéaires symétriques. En util-
isant un théoréme de prolongements des isométries de Witt, dans le cas des anneaux,
on définit des applications \* : BO(A)* — BO(A)*, définies & homotopie faible pres,
qui permettent d’avoir une structure de pré-A-anneau sur la K-théorie orthogonale.

Dans le deuxiéme chapitre, on considére I’analogue hermitien d’un célébre théoreme
de Goodwillie (cf. [13]) qui lie, rationnellement, la K-théorie relative d’un idéal nilpo-
tent a ’homologie cyclique relative:

Théoréeme 0.1.1

Soit A un anneau hermitien et I un idéal de A, nilpotent et stable par l'involution.
Alors, rationnellement, la L-théorie algébrigue relative est la méme que ’homologie
diédrale relative:

LA 1) ® Q= HD:1(A,1)®Q.

Notre preuve utilise un modele de Volodin relatif en L-théorie et la relation, donné par
la théorie de Malcev, entre (Q-algébres de Lie nilpotentes et groupes de Lie uniquement
divisibles. Nous adaptons ici le modéle qui a été introduit, dans le cas de la K-théorie
algébrique classique, par Ogle et Weibel (cf. [34]). Ce résultat a été démontré par des
méthodes différentes indépendamment par Song (cf. [39]) et Lodder (cf. [30]).

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de la suite exacte de periodicité en
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homologie quaternionique:
cvr = HT(A) = HQu(A) & HQu_4(A) = HT,,1(A) = ---

Une des raisons d’étudier ’homologie quaternionique (resp. diédral) est leurs liens avec
I’homologie de I'algébre de Lie des matrices orthogonales. Loday, (cf. [24]), montre
que 'homologie quaternionique est une homologie Pin(2)-équivariante. En utilisant ce
résultat et le lien de celle-ci avec une homologie S3-équivariante, on interpréete la suite
exacte de périodicité comme une suite exacte de Gysin d'une S3-fibration.




Chapitre 1

A-opérations en L-théorie

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de montrer que la K-théorie orthogonale d'un anneau est
munie d’une structure de pré-A-anneau, compatible, par le foncteur oubli, avec celle de
la K-théorie algébrique classique.

Le cas de cette derniére a été traité par Kratzer [23]. Pour d’autres approches, voir
Hiller [16] et Soulé [41].

Pour un anneau A, muni d’une involution, considérons la catégorie C 4 des A-modules
bilinéaires symétriques [37]: on rappelle qu’un objet (M, @) de C4 est un A-module M
muni d’une forme bilinéaire symétrique y, et qu’un morphisme de (M, p) dans (N, )
est une application A-linéaire f : M — N, vérifiant ¥(f(z), f ( )) = p(z,y) pour z
et y dans M. On note ¢, , la forme bilinéaire diagonale < 1,...,1,-1,...,—1 > sur

h—\,-—-f

AP*1 et on considere la sous-catégorie pleine @ 4, de C4, dont les ob jets soth les (M, p)
isomorphes a un (A”*9, ¢, ) pour un certain couple (p, q).

Soit G un groupe et RQ4(G) 'anneau des classes d’isométries de représentations de
G dans des objets de Q 4. Les puissances extérieures induisent une structure de pré-A-
anneau sur RQ 4(G).

Comme dans la situation de la K-théorie usuelle (cf. [23]), un point crucial con-
siste A construire des applications A* de BO(A)* dans BO(A)*, définies a homotopie
faible prés, qui induisent sur le groupe L, (A)(n-i¢éme groupe d’homotopie de BO(A)™)
une structure de pré-i-anneau. Pour avoir une structure de A-anneau en K-théorie al-
gébrique classique, on utilise (voir [23]) le "splitting principle” qui consiste a se ramener
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au cas des modules de rang un. Par contre, on ne sait pas s’il existe un analogue pour
la K-théorie orthogonale permettant de se ramener a des modules de rang deux..

Nous remarquons que les formes bilinéaires symétriques sont stables par puissances
extérieures, alors que les formes bilinéaires antisymétriques ne le sont pas. Clest la
raison pour laquelle nous considérons, dans ce chapitre, seulement la K-théorie orthog-
onale. Le cas de la K-théorie symplectique pose d’autres problémes et nous ne I’avons
pas étudié.

Dans tout le chapitre, on suppose que 2 est inversible dans I'anneau A; cela nous
permettra d'utiliser certains résultats, par exemple le théoréme de Witt sur le pro-
longement des isométries, ainsi que I’équivalence entre formes quadratiques et formes
bilinéaires symétriques en caractéristique différente de deux. Ainsi on parlera indif-
féremment de forme quadratique ou de forme bilinéaire symétrique.

1.2 L’anneau des représentations RQ4(G)

Soit G un groupe et Q4 la sous-catégorie pleine des A-modules quadratiques dont les
objets sont isomorphes a un (A™*7, ¢, .) pour un certain couple (p, q).

Définition 1.2.1

(1) Une représentation p du groupe G dans un objet (M, p) de Q4 est un morphisme
de G dans le groupe des automorphismes de (M, ¢), p: G — Autg,(M, p).

(2) Soient p: G — Autg,(M,p) et p: G — Autg,(N,v) deux représentations du
groupe G dans des objets (M, p) et (N,v) de Q4.

On dira que les deuz représentations p et p sont isométriques si il existe une isométrie
h: (M, ) — (N,9) telle que pour tout g de G, le diagramme suivant

(M, p) 225 (M, p)

est commutatif.

La classe d’isométrie d’une représentation p du groupe G dans un objet de Q4 sera
notée [p).
L’ensemble E des classes d’isométries des représentations de G dans des objets de Q4




est muni d’une

(a) addition:
Soient p : G — Autg,(M,p) et p: G — Autq,(N,¥) deux représentations du
groupe G dans des objets de Q4. La somme des représentations p et u est la représen-
tation G — Autg,(M & N,¢ L 9) notée p ® p. La classe d’isométrie de p @ p est la
somme des classes d’isométries de p et de p.
La classe de la représentation triviale e : G — Aut({0}, ), ou ¢ est la forme nulle
sur le A-module {0}, est ’élément neutre pour cette addition.
Soit ~ la relation d’équivalence sur E x E définie par : ([p], [1]) ~ ([¢], [#']) si et seule-
ment si [p] + [¢] = [0] + [u]-
Le passage au quotient par cette relation d’équivalence donne une structure de groupe
sur E X E/~ que P'on note RQ4(G) et dit groupe de Grothendieck de la catégorie
additive @ 4.

(b) produit:
Rappelons d’abord briévement ce qu’est le produit tensoriel de deux formes bilinéaires
symétriques.
Soient (M, p) et (N, 1) deux objets de C4. L’application,

MxNxMxN — A
(z,9,7,9) oz, 2)P(y,¥),

est linéaire par rapport a chaque argument et induit une forme bilinéaire symétrique
sur le A-module M ® N, notée ¢ ® 9. Ce produit est distibutif vis & vis de la somme
orthogonale. .

Soient p : G — Autg,(M,p) et p: G — Autg,(N,?) deux représentations du
groupe G dans des objets de Q4.

La classe d’isométrie de la représentation G — Autg,(M ®4 N, ® 1), sera notée
(P11l

L’élément neutre de ce produit est la classe de la représentation

G — Autg,(A,p =<1 >).

Ce produit est associatif et distributif par rapport a I’addition; donc donne une struc-
ture d’anneau sur RQ(G).

Morphisme de restriction

Soit f : G — G’ un morphisme de groupe et p : G’ — Aut(M, p) une représentation
de G’ dans un objet (M, ).

L’application composée po f : G — Aut(M, ¢) induit un morphisme d’anneaux de
RQ4(G') dans RQ 4(G), dit morphisme de restriction et noté p*.
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RQ A(G) est donc un fonteur contravariant, en G, de la catégorie des groupes dans celle

des anneaux.

Lo(A) est le groupe de Grothendiek de la catégorie C4 (pour un cadre plus général,

voir [19] p. 306). Le produit tensoriel, défini précédemment, sur C4 fait de Lo(A) un

anneau.

Puisque le produit tensoriel d’une forme hyperbolique < 1,..., 1,—1,...,—1 > par une
Nty e’ et pae—

P P
forme bilinéaire symétrique est une forme hyperbolique (cf. [37] p. 76), on déduit un
foncteur C4 ® Q4 — @4, qui induit une structure de Lo(A)-algébre sur RQ4(G).

1.3 Structure de pré--anneau sur RQ4(G)

1.3.1 Puissances extérieures des formes bilinéaires

Soit M un A-module et ¢ une forme bilinéaire sur M.

Le module M muni de ¢ sera noté (M,y) et dit A-module bilinéaire.

Le sous A-module L,, du produit tensoriel M ®r  engendré par les éléments décom-
posables ayant deux facteurs égaux, est aussi engendré, puisque 2 est inversible dans
I’anneau A, par les éléments de la forme

{z — e(0)o(z) | o0 € Bp, z € M®P et €(0) est la signature de o} et est appelé le sous
A-module d’antisymétrisation de M®”. Le module quotient M ®r /L, est la puissance
extérieure p-itme du module M. L’image de z; ® ... ® T, sera noté z, A ... A Zp.
Définissons I'application de M dans A qui associe & (21, ..., Zp, Y1, - Yp), le détermi-
nant de la matrice des (i, y;).

C’est une application multilinéaire par rapport a z, et y;, alternée vis a vis des z;
d’un coté et y; de autre et s’annulant sur le sous A-module d’antisymétrisation de
M®r_ donc passe au quotient et définit une forme bilinéaire sur A" M notée APy, on
obtient ainsi un A-module noté (A” M, AP), c’est la puissance extérieure du A-module
bilinéaire (M, ). AP : (M, p) = (A” M, A’yp) est un foncteur.

En particulier, si : A" x A" — A une forme bilinéaire, alors sa puissance extérieure
p-ieme AP est définie par:

APA" x APA" LAy

r
(ZTy A e Ayt Ao Ayp) > €(o) 1 8(z0tiys Yoiy) = det(8(zi, yi)r<iisp -

L3S =1

Proposition 1.3.1
Le foncteur puissance extérieure A?, de la catégorie C4 dans C4, laisse stable la sous-
catégorie Q4.
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PREUVE :
Soit (M, ) un objet de Q4 donc isomorphe & un (A", ¢, ,) pour un certain couple
(p, 9)-
Soit B = (ey, ..., €p4q) la base de Ar*1 dans laquelle la matrice diagonale de ¢, , est
<1,.,1,-1,.,-1>.

N ! s ——

P q
La puissance extérieure k-itme du module A"*? est canoniquement identifié au A-

module AT,
Soit {e;; A ... A€, h<ir<..<iz<p+q 12 base de AF AP+ notée A*B, associée & B.
On remarque que A¥p, (e;; A... A€, ;e A...Aej,) qui vaut det(©p.q(€inms €5, )1<m, 1<k)
est nul dés qu'il existe un n de 'ensemble {1,..., k} tel que e;, est distinct de tous les
€i;-
I=k
On a aussi que A¥p, (e A...Ae;en A...Ae;,) est le produit IT ©p.qlei€i), donc
I=
est égal a (—1)™, out m est le nombre de vecteurs e;, pour lesquels ;M(ei,, e,) = —1.
On déduit donc que la puissance extérieure k-itme de I'objet (M, ¢) de Q4 est un objet
(Na ¢) de QA-
Donc Q4 est stable par A*. : |

1.3.2 Puissances extérieures d’une somme orthogonale

Proposition 1.3.2
Soient (M, p) et (N, ) deuz A-modules bilinéaires symétriques.
Alors on a :

A (M, ) L (N,9) 2 3 A(M,p) @ AN, 9).

0<i<k

PREUVE :

La formule bien connue pour les puissances extérieures de la somme directe de deux
A-modules est encore valable pour la somme orthogonale des deux modules bilinéaires
symétriques (M, ¢) et (N, ).

En effet, en tant que module, la puissance extérieure k-ieme /\k(M @ N) est la somme
directe des produits tensoriels A' M ® AF~* N pour i entier compris entre 0 et k.

De plus on vérifie que cette décomposition est orthogonale vis a vis de la forme bilinéaire
A*(p L %) et que la restriction de cette derniére sur chaque facteur AM A N est
la forme Afp @ A¥iy. [ |

Remarque : _
La proposition précédente reste vraie si on remplace les modules symétriques par des
modules antisymétriques.
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Puissance extérieure de représentations

Soit @ une représentation d’'un groupe G dans un A-module M,

0:G — Aut(M)
g ~6g).

L’application de M* dans A* M qui, & (24, ..., Z1), associe
8(g)(z1) A ... A 8(g)(z:) se factorise a travers A¥ M pour donner, pour g dans G fixé,
l’applica.tion

A¥(6(g)) : A* M — A*M
gy A Az - 0(g9)(z1) A AB(g)(Th)-

Le groupe des A*(6(g)), ot g parcourt G, définit la puissance extérieure k-iéme de la
représentation 6.

Lemme 1.3.3
Soient p : G — Aut(M, ) et yu: G — Aut(N,9) deuz représentations d’un groupe
G dans des objets de Q4.

Alors on «
k

A (le] + (1)) = ;‘] Ap) ® A**[u].

PREUVE :
La preuve de ce lemme est une conséquence directe de la proposition précédente. W

1.4 Rappels sur les A-anneaux

Définition 1.4.1 (/23] p. 238-239)

Un pré-A-anneau R est un anneau commutatif avec unité, muns d’une suite d’opérations
{A"}n>0, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) N(z)=1 et /\1(:1:) =z

(i) A\*(z + ) Z M)A\ (y

1=0

En introduisant les séries formelles: A;(z ZA' )t' et Y_i(z) = —t3(logh(z)),
1=0
on définit une suite d’opérations ¥* : A — A, k > 0 (opérations d’Adams) par
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Y_i(z) = 3 (-1 (@)t

i=0
On vérifie que les ¥* sont des endomorphismes de groupes.
Pour k > 0, la formule ¢_,(z) = —tZ(logh(z)), donne

¢k _ 'l,bk-lAl 4o+ (—l)k—l'll)lAk_l + (_I)LAL = 0,

qui peut servir de définition par récurrence des P
Remarque :
Si z est de rang 1, c’est a dire \(z) = 1+ tz, on obtient, par induction, ¥*(z) = z*.

Définition 1.4.2

Un pré-A-anneau est un A-anneau si les A- opérations vérifient les propriétés suivantes,
1) M(1) =1+t

(ii) A(zy) = Pa(A1(2), s A"(2), A1), -0 A ()

(iii) A"(A™(z)) = Pam(A(Z), ..., A™"(2))-

ot P, et P,,, sont des polynémes universels a coefficients entiers.

Exemples de M-anneau :

(1) L’anneau Z muni des A-opérations suivantes: M(n) = (':)

(2) L’anneau des classes de fibrés vectoriels, sur un espace topologique compact X,
muni des opérations A'([£]) = [A*€].

(3) Le Ko(R) des classes de R-modules projectifs de type fini et, d’apres [23], plus
généralement les K,(R).

On définit, pour tout entier k positif, les opérations ¥ sur RQ4(G) par :
P P

RQA(G) — RQ4(G) (1.1)
V] o~ M[V]:= [AF V) .

Ainsi, il résulte de 1.3 que

Proposition 1.4.3
Les opérations A\* définies ci dessus munissent RQ4(G) d’une structure de pré-A-
anneau.

Remarque:
On ne sait pas si ce pré-A-anneau est un A-anneau.
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1.5 Un morphisme de Lo(A)-algébre de RQ4(G) dans
[BG, BO(A)"]

On commence d’abord par rappeller la construction + de Quillen

1.5.1 La construction + de Quillen

Théoréme 1.5.1 (Quillen) (/26/p. 313)
Soit X un espace conneze pointé tel que le groupe fondamental 1 = m (X, zo) admet
un sous groupe parfait normal N.
Alors il eriste un espace X+ et une application continue pointée (unique d¢ homotopie
prés)
i X — X,

vérifiant les propriétés suivantes :
(a) L’application m(X,zq) — m(X*, o) s'identifie d la projection n— II/N.
(b) Pour tout systéme de coefficients locauz L sur X, Uapplication i induit un 1so-
morphisme

HJ.(X;i"L) —— H.(X*;L).

Remarque :
L’espace X+ est obtenu 3 partir de X par attachement de cellules de dimension 2 et 3.

Soit O(A) := |JOnn(A) le groupe orthogonal infini, ou Onn(A) est le groupe
n>1

des isométries du module hyperbolique (A%",p,,) (cf. [19] p. 308) et la décompo-
sition Pptine1 =< 1 >L ppn 1< —1 > permet d’avoir des inclusions Onn(A) <
Ons1n+1(A). Le groupe élémentaire E(A) = [O(A),O(A)] est un sous groupe parfait
normal de O(A) (cf. [1]). Donc , en appliquant la construction + de Quillen a I’espace
BO(A), on obtient 'espace BO(A)* dont les groupes d’homotopies sont, par définition
(cf. [17]), les groupes de L-théorie de A : pour n > 1,

La(A) == m(BO(A)*).

1.5.2 Structure de Ly(A)-algébre sur [BG, BO(A)*]

Définition 1.5.2 ([40] p. 34-35)

Un H -espace est un espace (X, o) pointé avec une application continue (multiplication)
p: X x X — X telle que les deuz applications y — u(y,To) ety — w(zo,y) sont
homotopes a l'application identité de X.
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Exemple: Tout groupe topologique.

Rappelons la structure de H-espace sur BO(A)*
La somme directe dans GL(A), définie par (cf. [26]p. 320),

ag st 1=2k-1, 3=2[-1
(a@d); =1ay sii=2k j=2 (1.2)
0 sinon,

ot a et @ sont dans GL(A), induit une somme directe sur le groupe orthogonal O(A).
Cette somme donne un morphisme de groupe O(A) x O(A) — O(A), qui induit une
structure de H-espace sur BO(A)*.

Comme le produit tensoriel d’une forme ¢, , par une forme @+ est une forme gy g
soient f et g deux automorphismes respectifs de (AP*7, ¢, ;) et (A” 7 py.a), ON 3,

era((f® 9z ®Y), (f® 9 ®Y)) = vpalf(2), ()0 .¢(9(y), 9('))
= Ppg(T, ) -Pp .0 (¥, Y)
= (2 Qy, 2 QY),

on obtient donc un morphisme O, ,(A) X Oy ¢(A) — Opr gu(A).
Soit [V'] un élément de Lo(A), on définit Papplication fiy) de Op4(A) dans O(A) par

fiv1: Opg(A) — O(A)

« — id[V] ® a. (1'3)

Cette application est compatible avec les inclusions O, 4(A) <= Op41,4(A) €t O, ,(A) =
Op4+1(A). Donc induit une application notée aussi fiy) : O(A) — O(A).
L’application fiy) envoie le groupe élémentaire sur lui-méme et par suite induit une
application, définie 2 homotopie prés, BO(A)* — BO(A)™.

On en déduit une structure de Lo(A)-algébre sur [BG, BO(A)?*].

Définition 1.5.3

(1) On dira que deuz morphismes de groupes f et f' : Gi — G2 sont conjugués
s’ils sont conjugués au but, c’est @ dire s’il existe un élément h € G, tel que, pour
tout g € Gy on ait f'(g) = hf(g)h™t

(2) Un sous groupe est dit quasi-parfait si son sous-groupe des commutateurs est par-
fait.

Proposition 1.5.4 ([26] p. 317)

Soit G un groupe quasi-parfait et I' un groupe quelconque.

Soient f et f' deuz homomorphismes de T’ dans G conjugués par un élément h de [G,G] .
Alors les applications continues f* et f'* de BT dans BG* sont homotopes.
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Définition 1.5.5 ([26] p. 333)

Deuz applications continues (pointées) f etg: X — Y sont dites faiblement homo-
topes si pour tout compact K de X, les restrictions fix et gk sont homotopes (en tant
qu’applications pointées).

1.5.3 Construction d’un morphisme de RQ4(G) dans [BG, BO(A)"]

En interprétant une représentation p de G dans un objet E de Q 4 comme un morphisme

de G dans le groupe des isométries de E, on construit un morphisme de RQ 4(G) dans
[BG, BO(A)*] noté

r: RQ4(G) — [BG,BO(A)*]
[p] L 'I‘(E)

Construction du morphisme:

On notera dans la suite AP au lieu de (A"*9, pp,,).

Soit p : G —» Aut(E, p) une représentation du groupe G dans un objet (E, p) de Q4.
L'objet (E, ) est isomorphe a un A™. Soit b’ : (E,p) — A”'4" un autre isomor-
phisme, ainsi A™? est isomorphe a AP par 9 := h' o h7L.

On a, pour tout g de G, le diagramme commutatif suivant :

(E.¢) o, (Ey)
Hoplg) h
Ap’,q’ 1 h'oh—1 APT,

L’action de G sur (E, v) donne une application

R:G — Isom(E)
g R,

et on obtient ainsi le diagramme commutatif suivant :
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Isom(E) A Op .4 (A)

ol a est 'application qui, & f de Isom(E), associe ho f o h=1, B est celle qui, a f
de Isom(E), associe h' o f o i/ =1 et 7 est celle qui, & u de O, ,(A), associe I’élément
’l,b ouo '¢'_1 de O’,l’ql(A).

Par application du théoréme de prolongement des isométries de Witt, dans le cas des
anneaux (cf. [22]), on peut prolonger ¥ en une isométrie Pde A™", oun =p+qg=p'+q.
On obtient donc le diagramme suivant :

Opqa(A) —— Ona(A) —— O(4)

/

G ¥ (! 0% 7% eid

N

g (A) — Opn(d) — O(A).

On a donc pour tout g dans G,
KoR(g)oh ' =gohoR(g)oh™ oy (1.4)

Le prolongement ¥ de ¥ permet daffirmer que les applications G — Oy g — Onn(A)
et G — Op g — Ona(A) sont conjuguées par I’élément 1) du groupe orthogonal
Onn(A).

L’égalité (1.4) vue dans Oay 2n(A), peut s’écrire matriciellement sous la forme,

D AT !

Donc , en rerrlplacant I’application %, réalisant la conjugaison, par Vo E-l, on peut
supposer que ¥ est un élément du groupe élémentaire E202a(A) C Oap 2a(A) (voir [1}).
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Par suite, d’aprés la proposition (1.5.4), les applications G — Op4(A) — Ona(4) —
O(A) et G — Op g(A) — Onn(A) — O(A) induisent des applications homotopes
de BG dans BO(A)*. La classe d’homotopie de ces applications sera notée r(E).

Ainsi on définit I'application de RQ 4(G) dans [BG, BO(A)*] sur les générateurs par :

r: RQ4(G) — [BG,BO(A)*]
[p] — T(E)

1.6 Construction des applications \* de BO(A)* dans
BO(A)*, définies & homotopie faible pres.

Dans cette section, on adapte, a la K-théorie orthogonale, la construction des -
opérations en K-théorie (cf. [23]).

Théoréme 1.6.1
1l eziste des applications A\*, définies a homotopie faible prés, de BO(A)* dans BO(A)*,
induisant des \-opérations sur les groupes de L-théorie.

PREUVE : (Cette démonstration est inspirée de [23]).

Soit G le groupe O, .(A) et [Al"] la classe de la représentation identité de G dans
I'objet (A%, Ynn) de Q4.

Considérons la représentation dite triviale 2n.1 : Opn(A) — Orn.n(A) qui envoie tout
élément g de O,, ,(A) sur la matrice identité.

La différence, dans RQ (O, .(A)), des classes d’isométries [A[;"] et [2n.1] que l'on
note [A%"]~ := [AL"] — [2n.1] est compatible avec les inclusions i, de Oy n(A) dans
Opt1n+1(A), cest a dire que le morphisme de restriction RQ 4(Ons1.0+1(A)) —
RQ 4(On.n(A)) envoie la classe [ALFE" ) sur (AN~

Considérons le diagramme suivant :

RQA(Ous1ni1(A)) —2= RQ4(Onn(A))

g .|

RQ4(Ont10+1(4)) —— RQ4(Onn(A)),
Les puissances extérieures des classes de représentations [A7;"] et [2n.11] et la structure

de pré-A-anneau nous donnent I'égalité A* i} ([A5"]™) = i) A* (A7), clest a dire
la commutativité du diagramme précédent.
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Soit le diagramme suivant :
RQA(On+1,n+1(A)) _r_) [Bon+1,n+1(A)v BO(A)+]

D’apres la construction du morphlsme r et du fa.lt que le morphlsme de restriction

envoie [AnT'"™ sur [AL"]", la restriction de r(AMALY" YY) & BOna(A) est
r(ALT).

Soit donc Af ,, une application continue dans la classe d’homotopie r(A¥[A5"]™), alors

le triangle suivant est commutatif & homotopie pres :

BO, .(A) At

. . BO(

. A
K Ki—l,n-{—l

BOn+l,n+1(A)
On a ainsi les diagrammes suivants
BO;1(A) —_— BO,4(A vvr = BO,n(A)
Ai‘,l /\g 2
O(A)*.

La suite des cw-complexes BO; 1(A) C BO2a(A) C -+ C BOpa(A) C --- a pour

réunion le cw-complexe BO(A).

Un argument de cofibration fermée (cf. [26]p. 333), permet de remplacer les appli-

cations AX nn Par des applications homotopes de sorte que les triangles du diagramme

c1 dessus soient strictement commutatif. Ce qui donne une application continue, notée
k. BO(A) — BO(A)*, telle que pour tout entier n strictement positif, la restriction

de A¥ 3 BO, .(A) est Papplication AL ..

En d’autres termes le triangle |

an(A) . . BO(A)*
N7

0(4)
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est commutatif.

Le groupe m;(BO(A)*) est abélien, donc I'image par 71(M¥) du sous groupe E(A), de
O(A), dans m;(BO(A)*) est le sous-groupe {0}. Ainsi I'application Ak 2 BO(A) —
BO(A)*se factorise & travers BO(A)* :

BO(A) _X  BO(A)*

N A
BO(A)*.

Pour tout entier n, la restriction de M 3 BO, .(A)* est bien définie. Or pour tout
compact K de BO(A)*, il existe un entier m tel que K C BOmm(A)*.
Donc M est définie & homotopie faible pres. [ |

On définit les opérations A* sur les groupes de L-théorie comme suit :
M Lo(A) = [S7, BO(A)Y]. — La(A)
fl - o, |
ol [S™, BO(A)*]. désigne les classes d’homotopies d’applications pointées de S™ dans
BO(A)*.
Les propriétés des A induisant la structure de pré-A-anneau sur la L-théorie se dé-
duisent via ’homomorphisme 7, puisque RQ 4(G) est un pré-A-anneau.
On obtient aussi des opérations A\* sur [BG, BO(A)*] par composition
A [BG, BO(A)*] — [BG,BO(A)*)
[f] = Ao f).

(1.5)

Définition 1.6.2

Soit K un pré-A-anneau. On dira qu’une K-algébre R est une K-pré-A-algébre si R
est munie d’une suite d’opérations {A\*}i5q telles que K x R muni des lois suivantes
est un pré-A-anneau:

(a,u) + (d,¢') =(a+d,u+)

(a,u).(d',v') = (ad, ‘“{—T a'.u+u.a)
M (a,u) = (A¥(a), Z:G A(a) M ().

Le foncteur RQ 4(—) et le morphisme r donnent, pour n, m > 0, le diagramme suivant
RQA(On._n(A) X Om,m(A)) _'f—') RQA(Oﬂ-,n(A))

| |

[B(Onn(A) X Omm(A)), BO(A)*] —— [BOsa(A), BO(A)*],
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ot u est le morphisme provenant de

Onn(A) — Opn(A) X O m(A)
a — idy)®a.

Soit X un espace topologique, puisque la structure de Lo(A)-algébre sur L(X,A) :
[X, BO(A)*] est obtenue par composition, il suffit de montrer que L(BO(A)*, A)
[BO(A)*, BO(A)*] est une Lg(A)-pré-)-algébre. Le morphisme r induit,

imRQA(Onn(4)) - lim[{BOn (A), BO(A)*] = [BO(A), BO(A)*] = [BO(A)*, BO(A)*].

La vérification, par exemple, de la derniére formule de la définition 1.6.2 sur L (A) x
[BO(A)*, BO(A)*] se raméne  une vérification sur RQ4(On.n(A) X Omm(4))-

Définition 1.6.3

Un H'-espace (ou co-H-espace) est un espace X muni d’une application continue (co-
multiplication) ¢ : X — X V X tel que les applications ppoioc et pyo i0c sont
homotopes & Uidentité, oui: X VX — X x X est linclusion, py et p2 sont les deux
projections et X V X est l'union disjointe de deuz copies de X avec identification des
points bases (X VX = X [[ X/zq ~ o).

Lemme 1.6.4
Si X est un H'-espace alors la structure multiplicative de L(X, A) est triviale.

PREUVE :

Elle est identique a celle de ([23] p. 242) en remplacant 'espace BGL(A)* par
BO(A)*. . u
Remarque:

Quand la structure multiplicative de L(X, A) est triviale, alors Mo L(X,A) —
L(X, A) est un morphisme de groupe, puisqu’on obtient My 4+ v) = A(u) + M (v).
C’est le cas de la L-théorie puisque X = S" est un H'-espace comme toute suspension.

1.7 Lien avec les MA-opérations en K-théorie algébrique

1.7.1 Foncteur oubli

Soit G un groupe et soit R 4(G) 'anneau des représentations du groupe G dans la
catégorie P4 des A-modules libres.

Considérons une représentation p de G dans un objet (M,p) de Q4, p : G —
Autg, (M, ).
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La composée de p avec le morphisme naturel Autg (M, p) AN Autp (M) est la
représentation f o p: G — Autp,(M).
On obtient donc un morphisme de RQ 4(G) dans R 4(G)

[l = [for
Puisque la formule M*(M & N) = ) AM @ M=t N est vraie dans RQ4(G) et dans

=0
R 4(G), le morphisme précédent est compatible avec la structure de A-opération. En

d’autres termes, le diagramme suivant :

RQA(G) —— R4(G)

»1 l”

RQ4(G) —— Ra(G),
est commutatif.
L'inclusion de O(A) dans GL(A) donne, d’autre part, une application BO(A)* —
BGL(A)* et par suite une application

[BG, BO(A)*] — [BG, BGL(A)*)
f1 - = uefl

On en déduit un diagramme commutatif:

D’ou la

Proposition 1.7.1
Le foncteur oubli donne un morphisme de (Lg, Ko, F)-pré-A-algébre L, (A) —£5 Ka(A).

Par suite, on obtient une structure de pré-A-anneau sur les co-groupes de Witt W, (A),
out W!(A) est le noyau de du morphisme L,(A) — K,(A) (cf. [14]).
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1.7.2 Foncteur hyperbolique

Soit G un groupe.

Le foncteur hyperbolique qui va de la catégorie P4 dans la catégorie Q 4 et qui associe
A tout objet A" le module hyperbolique (A?", o, ,) donne un morphisme de I'anneau
des représentations R4(G) dans celui RQ4(G).

Plus précisément, on a un morphisme :

H:Psa —Qa
[M] =~ H(M):= (M & M*, By),

ot la forme hyperbolique By est définie par : By((z, f);(v,9)) = f(y) + g9(z).
Soit p: G — Autp,(M) une représentation du groupe G dans un objet M de P4.
La composée de p avec le morphisme Autp, (M) — Autg,(M & M~, By) permet de
définir un morphisme de R 4(G) dans RQ4(G).
Le probléme de la parité des dimensions surgit la aussi, en effet :
En dimension finie, on a un isomorphisme (A* M)* & A'(M*).
Ainsi on obtient, AZ**{(H(M)) = H( ) AM ® A=),
0<i<k 4
Donc les puissances extérieures impaires du module H(M) sont aussi de la forme H (N)
pour certains modules N.
Quant aux puissances extérieures paires, AZ(H(M)) n’est pas de la forme H(N).
En effet, A*(H(M)) = >, ANMQNM".
i+j=2k
Dans cette somme, le module ANM® A¥ M* est auto-dual, et on a,
A*HM)=MaeM)=H( S ANMANTM) e (\*MeAM).
0<i<k-1
Par exemple, o
A (H(M) = M&M*) = A* MO(A* MEM*)®(A2 MOA® M*)S(MON’ M* )N M*.
On remarque que, dans cette somme, A2 M @ A2 M* est auto-duale.
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Chapitre 2

Modele de Volodin en L-théorie

2.1 Introduction

Commengons par rappeler le théoréme de Goodwillie dans un cas particulier,

Théoréme 2.1.1 [13]
Soit A un anneau et I un idéal nilpotent de A. Pour tout entier n > 1, il eriste un
isomorphisme fonctoriel

K"(A,I)®QEHCH—1(A11)®Qv

ot HC.(A,I) est I’homologie cyclique relative de la paire(A, I) (cf. [29] p. 59).

Dans ce chapitre, on adapte au cas hermitien, la preuve de ce théoréeme donnée par C.
Ogle et Ch. Weibel dans [34]: la K-théorie est remplacée par la L-théorie et I’homologie
cyclique par ’homologie diédrale.

Rappelons que ce résultat a été démontré indépendamment par Song [39] et par Lodder
[30].

Signalons aussi que, dans la comparaison L-théorie et homologie diédral, Gurrola [15],
en s’inspirant des travaux de C. Kassel dans le cadre des théories bivariantes, introduit
des groupes de L-théorie bivariante, une théorie de cohomologie quaternionique bivari-
ante et montre I'existence d’un caractére de Chern les reliant.

Les deux clés qu’on va utiliser dans la démonstration de ce théoreme sont le modele
de Volodin relatif en L-théorie et la relation, donnée par la théorie de Malcev, entre
Q-algebres de Lie nilpotentes et groupes nilpotents uniquements divisibles.
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2.2 Homologie diédrale

Rappelons d’abord I’homologie de Hochschild ainsi que I’homologie cyclique :

2.2.1 Homologie de Hochschild

Soit k un anneau commutatif unitaire et A une k-algebre.
Un bimodule sur A est un k-module M sur lequel A opére & gauche et a droite de sorte
que :

(am)a' = a(md’) pour tout a,a’ € Aetme M.

Définition 2.2.1 (cf. [29])

Soient A une k-algébre associative unitaire et P un A-bimodule.

L’homologie de Hochschild de A & coefficients dans P est donnée par [ ’homologie du
compleze suivant:

ces 3 Cn(A,P) =22 Cuy(A,P) y + Cy(A,P) —— Co(A,P) 50 -
Ou
Co(A,P)=PQRA®, n>1 et Co(A,P)=P
et

CulA, P) 53 Co_y1(A, P)
n-1
(pa a, ..., a’ﬂ) — (pala a2, --+ an) + Z(_—l)l(p$ A1y a0y BiQig1, --oy a'n)
=1
+(_1)n(anpa ay, '--7a'n—1)-

On notera H,.(A, P) ’homologie de ce complexe.
Si P = A, on pose HH,(A) = H.(A, A) et on I'appelle ’homologie de Hochschild de
A. '

2.2.2 Homologie cyclique

L’homologie cyclique est une variation de ’homologie de Hochschild utilisant I’action
du groupe cyclique Z/(n+1)Z sur Cp(A, A).
Rappelons briévement, quand k est de caractéristique nulle (cf. [25]), la définition
pour une k-algébre associative unitaire A.
Le groupe cyclique Z/(n+ 1)Z opére sur C,(A, A) par:

t(ag, ory @n) = (—1)"(@n, @0y -ey Gn—1)-

Ou t est un générateur de Z/(n+1)Z .
Cette action est compatible avec la différentielle b, (bt = tb), elle permet donc de
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considérer le complexe quotient des coinvariants (C.(A,A)/(1 — t),b) c’est a dire
(A®C+D /(1 —1),b).
L’homologie cyclique de A est :

HC,(A) = H,(A®"*D /(1 - t),b).

2.2.3 Cas d’une involution. Module involutif

Définition 2.2.2

Soient A une k-algébre associative unitaire et P un A-bimodule. On dira que P est un
A-bimodule involutif si:

(i) A est munie d’une involution (a — T) qui est un anti-automorphisme d’algébre
unitaire (ab = ba).

(ii) P est muni d’une involution (p = B).

(iii) Pour tout a dans A et pour tout p dans P, on a:pa =ap (ce qui est équivalent

¢ G=77)

Exemple 1:

Une algébre A munie d’une involution vérifiant (i) est un A-bimodule involutif.
Exemple 2:

Si A est une algébre commutative et P un A-bimodule symétrique (i.e [A, P] = 0),
alors P est un A-bimodule involutif pour les involutions triviales.

Soit P un A-bimodule involutif. On munit le complexe (C.(A, P), b) d’'une involution
u par:
U(Pa ay, -y an) = (_1)ﬂ(ﬂ+1)/2(ﬁ’ Ty -ees El.)'
On a le lemme suivant dii 3 Loday (cf. [24]) lorsque P = A.

Lemme 2.2.3 A
L’involution u commute avec la différentielle du compleze (C.(A, A),b).

PREUVE :
Voir [24] p. 121. ]

Conséquences:
Puisque 2 est inversible et la caractéristique de k est nulle, (C.(A4, P), b)) se décompose
en une somme de deux complexes (C}(A, P),b)) et (C7(A,P),b)) ou

C} (A, P),b) = {z € C.(4, P)lu(z) = z}
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C: (A, P),b) = {z € Cu(A, P)lu(z) = —z}

Les homologies correspondantes sont respectivement notées H (A, P)t et H(A P) .
Elles sont respectivement appelées partie positive et partie négative de I’homologie de
Hochschild de A a coefficients dans P.

Comme le corps k est de caractéristique nulle, on a un isomorphisme canonique entre
le complexe des coinvariants et celui des invariants.

1l en résulte que les groupes H.(A,P)*t et H,(A, P)” sont également donnés par
(C.(A,P)/(1 —u),b) et (C.(A, P)/(1+ u),b) respectivement.

2.2.4 Homologie diédrale

L’homologie diédrale est une notion analogue & celle de I’'homologie cyclique ou le
groupe cyclique est remplacé par le groupe diédral, elle est diie a Loday (cf. [24]).
On suppose que l’algébre A est munie d’une involution qui est un anti-automorphisme
d’algébre unitaire.

Définition 2.2.4
Le groupe diédral D,, d’ordre 2n, est le groupe engendré par deuz générateurst et u
avec les relations:

t"=ul=1; utul=t"!

C'est le groupe des rotations et des symétries du plan qui conservent un polygone
régulier @ n sommets. Il s’identifie au sous-groupe de S, engendré par la permu-
tation circulaire t=(1 2...n) et par v = (2 n)(3 (n —1))... (c’est la composée des
transpositions (k [) ot k+1l=n+2etk,l €{2,3,..,n}) .

D41 opere sur  A®"*1) par:

t(ag, ey @n) = (=1)*(an, @o; ey Gn-1)
U(CLQ, aeey an) = (_l)n(n+l)/2(a(h-5n’.“,a—l-)

L’homologie diédrale de A est définie comme ’homologie du complexe (C}*(A),b) ou
CL™(A) = A®D /(1 —t,1 +u)

et
b: Cria(4) = Cr(4)

(@0 oy @n) = I (—1)'(0, -r; Giis1, -ovy @n) + (=1)"(@na0, @1..., Gn1)
=0
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On note cette homologie par HD.(A).

Remarque:

On aurait pu définir ’homologie diédrale, en procédant comme au paragraphe précé-
dent, en définissant l'involution u sur le complexe calculant I’homologie cyclique et
obtenir HD,(A) comme la partie négative de HC,(A) par rapport a I'involution u
(voir [24]).

Exemple:

Si A est une algebre lisse, Loday [24] a calculé 'homologie diédrale de A en termes de
cohomologie de De Rham et de formes différentielles. Elle est donnée par:

HDz(A) = Hpp*(A)®HDF(A)® ...
HDzny1(A) = Q+/dO% @ Hpp*(A) @ Hpp '(A) & ...

2.3 L-théorie relative

Soit A un anneau muni d’une involution ( ab = b @), I un idéal stable par Pinvolution et
¢ un élément du centre de A tel que €€ = Ze = 1. Rappelons que le groupe orthogonal
Onn(A) est formé des isométries du module e-quadratique

n n _ (0 el
(A"® A™, Xom = L 0
inductive des O, ,(A) (cf. [19]).
La surjection A — A/l  induit un homomorphisme de groupes .O(A4) —
(O(A/I) dont on note I'image par .O(A/I).
La fibre homotopique de I'application induite B ,0(A)* — B ,O(A/I)* est notée
F(A ).
On définit les groupes de L-théorie relative de la paire (A,I) par :

). Par définition, le groupe orthogonal infini est la limite

eLa(A, 1) :=-7r,,(EF(A, 1)) pour n>1

Ces groupes s’insérent dans une suite exacte (longue suite exacte d’homotopie d’une
fibration homotopique)

co = (L(A 1) — Lo(A) — La(A/]) — elna (A ) — -

Pour . Ly(A), voir la définition dans le chapitre précédent ou (cf. [19]).
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2.4 Modéle de Volodin en L-théorie

2.4.1 Modele de Volodin absolu

Définition 2.4.1 ([{2]p. 13-14)

Soit G un groupe et {G;}, une famille de sous groupes.

(1) On note V(G,{G,},) lensemble simplicial dont les sommets soni les éléments de
G et go,.. gp ( i # g; pour i # j) forment un p-simpleze si et seulement si tous les
9i-9; 1 gppartiennent d un méme G, pour un certain k.

G opére sur V(G,{G:i},) par action diagonale: g.(go, -..,gn) = (990, ---»99n)-

Soit W(G,{G},) la réalisation géométrique de V(G,{Gk},) -

(2) On définit le modéle de Volodin X ({Gi}x) par :

X({Gi},) = W(G,{G:},)/G =] BGi C BG.
k
On définit les sous groupes triangulaires, qu’on note Ty, (A), du groupe orthogonal ¢Onn(A)

comme suit :
Soit o un ordre de {1,2,3,---,2n} := 2

ETr’;n(A) = Té’n(A) N eOn,n(A)a

Ou
T7.(A) = {(a-’,;‘)xs-‘,jSZnEGLZH(A) | ai=1cet ;=0 si ’%J}

représentent les sous-groupes triangulaires, relatif a I'ordre o, du groupe linéaire.
Dans le cas ou I'ordre o est l'ordre classique 1 < 2 < ... < 2n, Ty, (A) représentent
les matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale.

Définition 2.4.2
La L-théorie de Volodin est définie par :

EL:V(A) = 7Ti-—l(l_i_r_,n {V(EO,‘,"(A), {ET:,n}n)l) = liLn 7r.-_1(|V(EO,,:,,(A), {ET:,n n)l)

[V (:0nnl(A), {Tn,}.)| := réalisation géométrique de V(Onn(A){Tr .}, )-
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On note

Xan(A) = U B (T].(4))

et
X(4) =lim, X, na(A).

Song [38] a démontré que . X (A) est caractérisé (2 équivalence d’homotopie prés) par :
(a) 1l a le type d’homotopie d'un cw-complexe.
(b) 1l est connexe et son groupe fondamental est . St(A).
(c) C’est un espace simple en dimension supérieur a 2, i.e., m (X (A)) opére triviale-
ment sur m;(eX(A)) pour i > 2.
(d) 11 est acyclique,
et de plus,
X(A) — B.O(A) — B.0(A)*

est une fibration homotopique.
Ce qui donne, par la suite exacte d’homotopie de fibration, que la L-théorie de Karoubi
est équivalente & la L-théorie de Volodin :

LY (A) := m_1(. X (A)) 2 7(B O(A)*) = . La(A) pour n> 1.

2.4.2 Modele de Volodin relatif

On adapte au cas e-hermitien le modele relatif de Ogle et Weibel (cf [34]). Soit / un
idéal de A stable par I'involution, on définit les groupes triangulaires relatifs hermitiens
par:

ST:,n(A’ ]) = Tz,.(A, I) ﬂ eOn,n(A)
Ou

Ton(AI) = {12,, + (agtj)ls..,jgﬂ € GLap(A) |ai; €1 pour 14 ]},

ou I, est la matrice identité en dimension 2n.
Pour n fixé, on définit:

EXn,n (Aa I) = U B ET;n(A7 1)'
Soit
ET”(Aa I) = l.an CT:n(A’I)
XA D = | BT(4,1)
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Lemme 2.4.3
Le diagramme suivant est cartésien ¢ homotopie preés.

X(A,I) —— B.O(A)

l |

«X(A/I) — B.O(A/I)

PREUVE :

Un n-simplexe (go, g1, ---» gn) dans B,O(A) s’envoie dans un B T°(A/I) C B .O(A/I),
pour un certain ordre o si et seulement si, pour tout 7, gi € T (A D).

Donc le simplexe (go, 91,--,9gn) est dans B [T7(A,I).

et par suite ce simplexe est dans X (4,7 ). | |

Lemme 2.4.4
X (A, I) — B .0(A) — B .0(A/I)*

est une fibration homotopique.

PREUVE :
Maintenant considérons le diagramme commutatif suivant:

. X(A,]) — B,0(A) — B.O(A/I)}

l l l

.X(A/I) —— B.O(A/I) — B.O(A/I)*

le carré de gauche est cartésien & homotopie prés (lemme 2.4.3) .

La fibre homotopique de X (A/I) — B (O(A/I) est 'espace, QB O(A/I)*,

des lacets de B .O(A/I)*.

Donc la fibre homotopique de I’application X(A,I) — B (O(A/I)* est espace
OB . 0(A/I)* .

Par suite ,X(A4,1) — B .0(A) — B .O(A/I)* est une fibration homotopique. W

Lemme 2.4.5
X(A) — X(AT)— F(A )

est une fibration homotopique.
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PREUVE :
Considérons le diagramme commutatif suivant:

X(A) —  X(A,]) ——  F(A])

| |

,X(4) — B.O(A) —— B.O(R)*

I |

—— B,O(A/)Y — B.0(A/D?

la verticale du milieu est une fibration homotopique (lemme 2.4.4), celle de droite aussi
(par définition de .F(A,TI) ).

Donc .X(A,I) — B.O(A) et F(A,I) — B .O(A)*, ont la méme fibre homo-
topique qui est I’espace des lacets 2B O(A/I)*T.

Par suite le diagramme :

EX(AaI) — CF(A,I)

l |

B .O(A) —— B .O(A)*
est cartésien & homotopie pres.
donc X(A,I) — (F(A,I) ala méme fibre homotopique, X (A), que
B .0(A) = B .O(A)*.
d’ou:
X(A) — X(AI) — F(A])

est une fibration homotopique. . |

Lemme 2.4.6
X(AT) — F(AI)

induit un isomorphisme en homologie.

PREUVE :
Considérons le diagramme de fibrations homotopiques :

.X(A,I) — B.0(A) —— B.O(A/I)*

l 1 l

F(A,]) — B .0(A)* — B_.O(A/I)Y,

On a : B ,O(A/I)* est un H-espace, donc m(B (O(A/I)*) opére trivialement sur
’homologie de . X (A, I) et sur ’homologie de F(A ).
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Par la propriété fondamentale de la construction plus : H.(B (O(A)) & H.(B O(A)*).
Ainsi le théoréme de comparaison des suites spectrales de Zeeman (cf. [42]) permet de
conclure. -

Lemme 2.4.7

L’image de .St(A) = m (. X(A)) — m1(cX(A,I)) est un sous groupe parfait normal.
La construction plus de Quillen relative ¢ ce sous-groupe donne une équivalence
d’homotopie X (A, 1)t — F(A,I).

PREUVE :
Par la suite exacte d’homotopie de la fibration:

X(A) — X(A, 1) — F(AT),
on a la suite exacte:
,St(A) = m(: X(A)—E—m (X (A, [))—2—rm(F(A, I)) — m(X(4)) =0.
Comme ,St(A) est un groupe parfait, son image dans (. X(4, I)) est un groupe

parfait et normal (¥ ker(v)) .
On a donc

M X (A, I)*) = m( X (A, 1))/ Im(p) = m( X(A,I))/ ker(¥) = Im(¢).

Donc
771(5X(A, I)+) = WI(EF(Aa I))’

or

H.(.X(A, DY) = H(F(A,T),
d’ou par le théoréeme de J.H.C.Whitehead,

T(eX (A, 1)) 2 m(F(A,T))
et par suite, on a une équivalence d’homotopie entre cw-complexes

X(A, DY — F(A.
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2.4.3 Rappels sur la théorie de Malcev

Définition 2.4.8
Une algébre nilpotente est une algébre A (sans unité) telle que A™ =0 pour un certain
entier positif n.

On note (cf. [36]) Gm(A) le groupe multiplicatif 1+ A= {1+z |z € A} et G,(4)
I’algebre de Lie A munie du crochet [z,y] = zy — yz (Quillen définit ceci pour une
large classe d’algebres: les algébres complétes augmentées).

Rappelons que pour tout groupe nilpotent G, il existe (cf.[36]) un groupe nilpotent
uniquement divisible, noté G, appelé la completion de Malcev de G et il existe une
application canonique j:G — G, caractérisée par les propriétés suivantes :

(a) le noyau de j est égal au sous groupe de torsion de G.

(b) Si z est dans G, alors z" est dans I'image de j pour un certain n non nul.

Soit A une Q-algébre nilpotente et U(A) son algébre enveloppante universelle.
Soit J I'idéal d’augmentation de U(A), on note U(A)* = lim, U(A)/J" la comple-
tion de U(A) pour la topologie J-adique.

L’application exponentielle
exp:J" =5 1+ J"

est convergente dans la topologie J-adique.

Cette application est bijective et I'inverse est donné par la série logarithme.

Ona e"e’ =€t sifr,y]=0

Par définition le groupe nilpotent associé & A est N := exp(A) C (1+J")*.

On a d’apres [36], une correspondance biunivoque entre algébres de Lie nilpotentes sur
Q et les groupes nilpotents uniquement divisibles.

Algebre de Lie nilpotente sur Q — Groupe nilpotent uniquement divisible.

n r—F—-) N

2.4.4 Analogue de Lie

Soit (tg ,(A,I) Tlalgébre de Lie : .t .(A,]) =
I’algébre de Lie du groupe orthogonal Oy n(A),

Onn(A) = {9 € glan(A) | *9Xnn + Xnng = 0}

Le crochet de Lie est [z,y] = zy — yz. On définit

t5.(A, 1) N ¢0nn(A) 00 (0nn(A) est

A7(AD) = lim 27 (A T).
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Quand I est un idéal nilpotent de A, (t”(A,I) est une algebre de Lie nilpotente. On
suppose que A est Q-algébre muni d’une involution @ — @. La théorie de Malcev donne
le groupe nilpotent uniquement divisible associé & 7 (A,I) quiest ,T7(A,I).
D’aprés [35)], 'homologie, rationnelle, de I’algébre de Lie .t7(A, ) est isomorphe a celle
du groupe [T7(A, I):

H-(eta(Aa 1;Q = Hc(eT”(Aa I); Q)-

Nous avons aussi,

X(A D) = U BET”(A»I)

et
(A1) = |J A7(A D).

Q

Donc
H(X(A1);Q = H.(z(AI)Q.

En utilisant la théorie des invariants, Loday et Procesi [28] démontrent que la par-
tie primitive de ’homologie de 'algebre de Lie des matrices orthogonales sur une al-
gebre A est ’homologie diédrale de A. Donc la partie primitive de H.(cz(A, I ); Q) est
HD:‘—I(A’ I) ® Q

2.5 Théoréeme reliant la L-théorie et I’homologie
diédrale

On peut donc énoncer le résultat principal de ce chapitre

Théoréme 2.5.1
Soit A un anneau unitaire hermitien et I un idéal, de A, nilpotent et stable par
I'involution.

Alors, rationnellement, la L-théorie algébrique relative est la méme que l’homologie
diédrale relative:

ELl(A7I)®Qg HD:—I(AvI)®Q
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PREUVE :
D’aprés ce qui précede, on peut écrire,

LiAD®Q =m(.F(A,1)®Q
= Prim H,(.F(A,I)) @ Q (Milnor — Moore [32])
= Prim H.(.X(A, 1)) ®Q (F(A,I) = X(A, D))
~ Prim H.(.z(A,1),Q)  (P.F.Pickel [35])

=~ HD; 1(A,1)®Q (Loday — Procesi [28])
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Chapitre 3

Homologie S3-équivariante et
homologie quaternionique

3.1 Introduction

Voici quelques fagons de construire des modéles simpliciaux du cercle S'. La plus sim-
ple est de prendre seulement deux cellules non-dégénérées: une en dimension zéro et
une en dimension un: S! = *Uje! ou f: S® —  est la fonction d’attachement.
Un autre modele consiste & prendre le nerf, M,Z, du groupe Z (vu comme catégorie).
Sa réalisation géométrique a plusieurs cellules. C’est ce modéle qui tient compte de la
structure du groupe S! = BZ = |N,Z| puisque N,Z est un groupe simplicial.

C’est aussi ce modéle qui donne naissance aux espaces cycliques et a une bonne version
simpliciale des S'-espaces. En utilisant ce dernier modéle de S et la notion de fonc-
teurs dérivés, introduite par A.Connes pour donner une reformulation de ’homologie
cyclique, Loday (cf. [29]) démontre un théoréme affirmant que I’homologie cyclique
d’une k-algebre simpliciale (voir plus loin la définition 3.2.2) k[X.] est isomorphe a
I’homologie S!-équivariante du réalisé | X.|, oi X, est un ensemble simplicial cyclique:

HC.(K[X.])) & HS (|1 X.], k).

1l montre aussi, (cf. [24]), que ’homologie quaternionique est une homologie Pin(2)-
équivariante. En utilisant ce résultat et le lien entre I’homologie Pin(2)-équivariante
et ’homologie S3-équivariante, nous démontrons que, pour un S3-espace, ces deux
homologies coincident, quand 2 est inversible, et nous obtenons la suite exacte de
périodicité en homologie quaternionique comme une suite exacte de Gysin d’une S3-
fibration.

Nous obtenons aussi les groupes d’obstructions a I'isomorphisme entre ces deux ho-
mologies.
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3.2 Homologie quaternionique

Commencons par quelques rappels (cf. [24]) :

Soit Q.. le groupe engendré par deux éléments z et y soumis aux relations:

™ = y? et yzy = x~!. Clest le groupe des quaternions généralisés. Il est d’ordre
4m car il s’identifie au sous-groupe des quaternions engendré par e*/m et j (52 = —1).
Son quotient par le centre (isomorphe & Z/2Z) est le groupe diédral

Dm=<zy|a™=¢y’=Lyzsy=12"">.
Ce dernier contient le sous groupe normal cyclique d’ordre m
Cmn=<cz|z™=1>.

Rappelons que I’homologie quaternionique (resp. diédrale) est liée & I’homologie de
I'algébre de Lie des matrices orthogonales (cf. [28]), comme I'homologie cyclique est
liée & ’homologie de I’algebre de Lie des matrices (cf.[25]).

L’un des théorémes importants sur I’homologie quaternionique est la suite exacte de
périodicité [24],

.. o HT(A) = HQn(A) » HQu_4(A) & HT,_1(A) = ...,

ot la théorie HT., peut se calculer & partir de 'homologie de Hochschild.

Cette suite exacte s’obtient a partir de I’action de @, sur A®™ et de I'existence d’une
résolution particuliere périodique de période 4 du Qy,-module trivial Z. Notons que
le D,,-module trivial Z n’admet pas de résolution périodique, quand m est pair.

3.2.1 Une résolution périodique du Qm-moldule trivial Z

Théoréme 3.2.1 (cf. [2{] p. 145)
Le Qum-module trivial Z admet la résolution libre périodique (de période 4) de modules
a gauche

e = ZI0.] 2 Z[Qu) — Z[Qn? — Z[QuP —2 Z[Qmw] —— Z.

ou € est l’'augmentation,

, avec L = 14z+..4z™}, N= Z g,
gGQm

a=(l-z 1-y), 8= ( —(

et _ 1—=z
T\ yz—1 '

L 1+yzx
1+y) -1
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PREUVE :
Voir [24] - n

Rappelons la définition de k-module simplicial cyclique :

Définition 3.2.2 (c¢f. [29])

Un k-module simplicial cyclique est un objet simplicial, M,, dans la catégorie des k-
modules, tel que, pour tout entier n > 0, M,, est muni d’une action du groupe cyclique
Z[(n+ 1)Z vérifiant :

trtl = id
ditn = —ta_1di1 €t ity = —tay18i pour 1 <1< n
dot, = (—1)"d, et sotn = (——1)"t?,+ls,,

oud;: M, = M,_1, i=0,...,n (faces), s; : Mqy = Mpi1, 7=0,..,n (dégénérescences)
et t, est un générateur de Z/(n + 1)Z (c’est l'image de 1 par le morphisme Z —
Z/(n+1)Z).

Exemple:

L’exemple fondamental est celui donné par Connes (cf. [10}) lui permettant de donner
une interprétation de ’homologie cyclique en termes de foncteurs dérivés (voir plus
loin la section 3.3).

Loday fait de méme pour ’homologie quaternionique en introduisant une notion de
module simplicial quaternionique (cf. [24]) :

Définition 3.2.3

Un module simplicial quaternionique (resp. diédral) est un module simplicial M, mun,
pour tout entier positif, d’'une action & gauche de Qny1(Tesp. D, 1) sur M, telle que:
d,’(l? = —':L‘d,'_.1 pour ISZSTL

$;x = —xsi1 pour 1<i<n

diy = (-1)"ydn—i pour 0<i<n
siy = (=1)"*'z s,y pour 0<i<n
pour d;: M, > M,_; et s;: My, = Mpy,.

Lemme 3.2.4

n—1 n
Posons b= (-1)'d;, b = S(-1)'d;, L= S N= Y g,
1=0 =0 1=0 9€Q . 41

pour d;: M, - M,_, et £ € Qni1-
On a les relations:
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(a) b(1—z)=(1—=z)¥,

(b) by = yb,

(c) bYyz = yzV,

(d) V'L = Lb,

(e) YN = Nb.

PREUVE : [24] |

Considérons le diagramme C(M)

+ <+

iy M, My oM, 2 M.eM, 2 MM, — M,

. . b 0 N .
i l 0¥ )l 0 b /1 !

i — Myy —— Mpoy —— My @My —— Ma @M,y — Moy

Ou la n-iéme ligne est obtenue en tensorisant M, par la résolution du Qn+1-module
trivial Z décrite dans le théoreme 3.2.1.

_ L1+
Soit a=(1—2z 1—y), ﬁ=(_(1+y) x__yf)’

7=( o )’b’='f<—1>"d«-etb= mo(=1)'di

yz - 1 1=0

Lemme 3.2.5 (cf. [2{])
C(M)est un bicomplexe de k-modules.

PREUVE :
vérifions ’anticommutativité des quatre carrés ci-dessus :
Pour celui de droite,

b(l—z yz—1)=(1-=z ym—l)(%l 2),

ceci résulte de (a) et (b).
Pour le second,

(%’ 2)(—(1L+y) 1xty1:8)=(—(1L+y) 1m-i--y1x)(g z?');
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ceci résulte de (a),(b),(c) et (d).
Pour le troisieme,

(1-=z yz—l)b’=(g 3,)(1—-:1: yz — 1);

ceci résulte de (a) et (c).
Pour le dernier: b’N=Nb; c’est (e). |

Définition 3.2.6

Soit M, un module simplicial quaternionique.

L’homologie quaternionique de M, est HQ.(M.) := H,(Tot(C(M))).
En particulier, si M, = A"*!, on note cette homologie par HQ.(A).

La premiére suite spectrale associée au bicomplexe donne la

Proposition 3.2.7
Il eziste une suite spectrale du premier quadrant

E,, = Hy(Qq41, My) = HQpiq(M,),

ot la différentielle d* est induite par b.

Corollaire 3.2.8
Si k C Q, ’homologie quaternionique de la k-algébre A est donnée par

HQu(A) = Ha(A™/(1— 2,1 - y),b).

3.3 Ensemble cyclique et espace cyclique

Les rappels ainsi que les résultats (bien connus) de cette section se trouvent dans [29].

3.3.1 La catégorie AC et sa catégorie opposée AC?

Rappelons que la catégorie simpliciale A est la catégorie dont les objets sont les en-
sembles ordonnés [n] = {0 < 1 < ... < n} et les morphismes sont les applications
croissantes.

La catégorie cyclique d’A.Connes AC est obtenue a partir de la catégorie A et des
groupes cycliques :

en fait, elle a les mémes objets que A, et tout morphisme de AC s’écrit, de manieére
unique, comme composé de morphisme de A et d’un élément d’un groupe cyclique fini.
Plus précisément, on a la
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Définition 3.3.1 :

La catégorie cycligue AC a pour objets les [n), n €N et les morphismes engendrés
par les faces &;: [n—1] = [n], 0< i< n, dégénérescences o : [n+1] = [n], 0K
n, et les opérateurs cycliques T, : [n] — [n] vérifiant, en plus des formules classiques
définissant A, les propriétés suivantes :

Tabi = 6iTicy pour 1 <1< n
Tné(l = 611
TaOi = Oi-1Tn41 pour <1< n

2
Th00 = OnTpyy

n+l _
Tt =ad.
Remarques:
(a) La relation 7,00 = 8, est une conséquence des autres relations puisque
w =T, = 106,100 = ... = TnboTy = Tabo -

De méme 7,00 = 0.T2,, est une conséquences des autres relations.

n+1l
(b) La catégorie AC est isomorphe a sa catégorie opposée (chose fausse pour la caté-
gorie A, voir la proposition 3.3.6).

Théoréme 3.3.2 [29]

La catégorie AC contient la catégorie A comme sous-catégorie et on a:

(1) Le groupe des automorphismes de [n] dans AC est cyclique d’ordre n+1.

(2) Tout morphisme de [n] vers [m] dans AC peut s’écrire de maniére unique comme
composé ® o g avec ® € Homa([n],[m]) et g € Autac =Z/(n+1)Z.

PREUVE : [29] |

Définition 3.3.3
Un espace cyclique est un foncteur de la catégorie AC dans la catégorie des espaces.

On ale

Théoréme 3.3.4 [10]
L’espace classifiant BAC de la petite catégorie AC est égal au classifiant
BS! = P*(C) du cercle S'.

PREUVE : [10]

Comme 'ensemble Homac([n],[m]) n’est jamais vide (il y a toujours, au moins, une
face ou une dégénérescence entre [n] et [m]), 'espace classifiant BAC est connexe
par arc.
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Comme Homac([0],[0]) = idj) est réduit & un élément, tout foncteur de AC dans
la catégorie des ensembles avec pour fleches les bijections, est triviale, (c’est a dire
que tout lacet dans BAC est homotopiquement trivial), ainsi BAC est simplement
connexe.

Or 'anneau de cohomologie H*(BAC;Z) est égal 3 Z[o), 0 € H}(BAC;Z).

De méme ’homologie de BAC est sans torsion et la dualité canonique fait de
H"(BAC;Z)le groupe Homz(H,,Z).

11 en résulte que, si f est I’application continue de BAC danslespace K (Z,2) = CP>
qui correspond 3 o € H*(BAC,Z), I'application f, : Ho(BAC,Z) = H,(CP*=,Z)
est un isomorphisme pour tout entier n positif.

Ainsi le théoréme de Whitehead montre que m,(BAC) 2 m,(CP*) et donc BAC est
un K(Z,?2) et est homotopiquement équivalent & CP> = BS!. |

Définition 3.3.5

(a) Les objets de AC™sont les mémes que ceur de AC, donc de A .

(b) Les morphismes sont engendrés par les faces d; : [n] > [n—-1], 0<i<n,
dégénérescences s;: [n] = [n +1], 0<j < n, et les opérateurs cycliques T, : [n] —
[n] soumis, en plus des relations donnant A, a celles suivantes suivantes:

dit, = tn—ldi—l pour 1 < 1 <net dﬂtn =d,
Sitn, = tn+lsi—1 pour 1 S i .<.. n et sﬂtn = t121+lsﬂ
tntl =4d.

Proposition 3.3.6
(1) On a une nouvelle dégénérescence on41: [n+1] — [n] dans AC,
Ont1 = O¢Ty. ll, ainsi la catégorie AC est isomorphe d sa catégorie opposée AC par:

AC? — AC
[n]— [n]

di — o;
8 — 5,‘4_1
ty— 11!

(2) On a une inclusion de catégories

AP — AC™T = AC.

PREUVE :

On envoie la catégorie AC™ dans AC par le foncteur suivant:
I'objet [n] est envoyé sur [n], la face d; sur o;:[n—1] — [n] pour
i= 0,1,..., n+1, (et ceci grace a la nouvelle dégénérescence Ont1)-
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La dégénérescence s; est envoyée sur ;4 : [n—1] — [n]pouri=0,..,n— 1.(ict
8o n’est pas utilisé).

L'opérateur t, s’envoie sur 7,1 :[n] — [n].

Par exemple, la relation di;d; = d;_1d; pour @ < j devient o,0; = 0;_,0; pour
i < j qu’on peut écrire 0;0; = 0;0j41 -

Si i = j alors la relation d;d,, = d,_1d; devient 0,0, = 0,_10; i.e. 0,007 = oot} 0,
. -1

puisque 0;0¢ = 0pg0i41 — 00Tp—-1%iTn-

on obtient donc toutes les relations définissant AC & partir de celles de AC™. [ |

3.3.2 Ensemble cyclique et espace cyclique

Par définition, un objet cyclique dans la catégorie C est un foncteur X : AC” = C.
Comme d’habitude, I'image par X d’un morphisme f est noté f. .

On considére, parfois, X comme un foncteur contravariant de AC dans C; dans ce cas,
I'image par X d'un morphisme ® de AC est noté ®*.

Un ensemble cyclique est un ensemble simplicial {X,}.>¢ tel que pour tout n, X,
est muni d’une action du groupe Z/nZ, compatible avec la structure simpliciale, plus
précisément, on a la

Définition 3.3.7

Un ensemble cyclique est un foncteur X : AC® — Ens, de la catégorie AC™ dans la
catégorie des ensembles.

C’est donc la donné d’une collection d’ensembles X,,, n > 0 avec faces

d;i: X, — Xn_1, 0<1i<n, dégénérescences s;: X, — Xn41, 0 1< n, et des
opérateurs t, : X, — X, vérifiant les relations donnant A et les analogues a celles
données dans la définition (3.3.1).

3.4 Homologie cyclique et homologie S'-équivariante

Soit Z un espace topologique muni d’une action du groupe topologique S* .

Soit £S! la catégorie dont les objets sont les éléments de S' et tel qu’il n’existe qu'un
et un seul morphisme entre deux objets.

Soit AES! le nerf de cette catégorie et ES! I'espace classifiant.

ES! est évidemment contractile (il y a un objet initial dans la catégorie £S').

S! opére librement sur £S! et donc sur ES!.

Le quotient par cette action est précisément BS! .

On a la fibration homotopique S!' — ES! — BS!, en particulier, BS' est un
K(Z;2) = CP>.

Plus précisément, ’espace de Borel ES! x g1 Z est I’espace quotient de I’espace produit
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ES! x Z par la relation d’équivalence: (g.z, g.2) ~ (, 2)
ou (z,9.2) ~ (g7'.z, 2) pour tout z € ES", tout 2 € Z et tout g€ S .
Par définition, ’homologie S'-équivariante du S'-espace Z est:

HS(Z,k) := H™(ES" x &1 Z,k).

Soit X un ensemble simplicial cyclique. Sa réalisation géométrique |X| est un S L
espace (cf. [29] theorem 7.1.4. p. 225).

On appelle réalisation géométrique cyclique de X, I'espace de Borel, noté |X|7v,

| X|¥ := ES' x5 | X] .

Notons que si X est 'ensemble simplicial cyclique trivial *, alors || = ES Ixg|x| =
BS*.

L’homologie cyclique de k[X.], pour un ensemble simplicial cyclique X, est liée a
’homologie S! -équivariante du S! -espace |X.,|.

Plus précisément, on a le

Théoréme 3.4.1 [29]
Soit X un ensemble simplicial cyclique et k[X] son module cyclique associé.
(1) On a un isomorphisme canonique:

HC.(K[X]) = H.(|X|™, k) =: HS (|X], k).

(2) Par cette identification, et Uisomorphisme H.(k[X]) = H.(|X|,k), la suite ezacte
de Gysin de la fibration homotopigue S' — |X| — |X|¥ coincide avec la suite
eracte d’A. Connes :

co 5 Ho(k[X]) —— HCn(k[X]) —— HCn—2(k[X)) —— Hnp-1(kX]) - -

E |= E |=

e o Ha(| X[, k) —— Ha(IX|, k) —— Haa(1X[7,k) ) —— Hooa(X|k) = -

PREUVE : Voir [29]
|

3.5 Interprétation topologique de I’homologie dié-
drale et de ’homologie quaternionique

Rappelons la

47



Définition 3.5.1
Un ensemble quaternionique est la donnée d’un ensemble simplicial X. et, pour tout
entier n positif, d’une action de Q41 sur X, vérifiant les identités suivantes :

diz = xd;—y, S = xsiy pour 1 <1< n, (3.1)
diy = ydi-1, Sy =ysi-y pour 0<i<n '
ot z ety sont les générateurs de Qny1.
Remarque
On définit la notion d’ensemble diédral de fagon analogue en changeant Qn41 par
Dyt1.
Exemple
Soit G un groupe. Considérons I’ensemble simplicial G. ot G, = G X ... X G
Nt
(n+1)
avec

di(g('la sees gn) = (gO»'"a 9i-1,9i9i+1, Gi+2, "'agn)
5i(g0s -1 Gn) = (90, - Gi=1, 1, iy oy Gn)-

On munit G. d’une structure cyclique par:
y P

(g0, > Gn) = (Gn> 90; -+, Gn-1)

puis d’une structure diédrale par:

y(g(h “'19") = (g(l_lagrtlv '--’gl_l)

on obtient une structure canonique de module diédral sur k[G.].

De méme qu’un ensemble simplicial peut étre décrit comme un foncteur contravariant
de la catégorie A dans celle des ensembles, un ensemble quaternionique (resp. diédral)
peut étre décrit comme un foncteur contravariant d’une catégorie AQ (resp. AD )
dans la catégorie Ens des ensembles.

La catégorie AQT

Ses objets sont les mémes que ceux de A, c’est a dire les [n] pour n > 0.
On définit les morphismes par générateurs et relations:
(i)Les générateurs sont ceux de A et de Qn41:

di:[n]o[n—1] etsi:[n]o[n+1] pour 0<i<i<n.
z : [n] — [n] et y: [n] = [n] pour Z, Yy € Qn41
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Les relations sont:

(i) celles de A

(i1) celles de Qn41

(iii) les relations (3.1) de définition d’un ensemble quaternionique.

Proposition 3.5.2 (cf. [24])
Le classifiant de la catégorie AQ (resp. AD) est homéomorphe au classifiant du groupe
topologique |Q.| = Pin(2) := Ngs3(S') (resp. O(2) ).

Rappelons que les extensions
1 —Z/2Z— Qun — D, —1
donnent naissance a la fibration suivante
Z[2Z — Pin(2) — 0O(2).

Plus précisément, on a un morphisme surjectif de groupe topologique Pin(2) — 0(2)
dont le noyau est Z /2Z.

Théoréme 3.5.3 [29]
Soit k un anneau et X un ensemble quaternionique ou diédral, alors, on a des isomor-
phismes:

HQn(k[X]) = H"@(|X],k)
HD,(k[X]) = HJ®(X],k),

0i Pin(2) = Ng(S') = {z € $3 | 2S'z~! = S'} est le sous-groupe de S* engendré
par e etj (2= —1 et je¥j7' = e ).

Pour S3, les choses se passent différemment:

S® ne peut étre réalisé géométriquement comme un groupe simplicial, puisqu’il n’est
pas nilpotent (voir le lemme 3.5.5).

En ce qui nous concerne, on veut retrouver la suite exacte de périodicité en homologie
quaternionique par des méthodes topologiques en utilisant la suite exacte de Gysin
d’une S3- fibration. D’ot la

Question :

Quel est le lien, pour un S°-espace Z, entre I’homologie S3-équivariante H SS(Z) et
I’homologie Pin(2)-équivariante H*"2(Z)?
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La notion de groupe simplicial croisé provient de la question naturelle : existe-t-il
des familles de groupes qui ont les mémes types de relations avec A que les groupes
cycliques?

Cette notion généralise celle de catégorie cyclique d’A.Connes.

Définition 3.5.4 (cf. [12] p. 59)

Un groupe simplicial croisé est une famille de groupes {Gn}n>0 telle que, il eziste une
catégorie AG d’objets [n], n > 0, contenant la catégorie A comme sous catégorie et
telle que:

(1) Le groupe d’automorphismes de [n] dans AG soit le groupe G,F (groupe opposé
de G, ).

(2) Tout morphisme de [n] dans [m] dans AG peut s’écrire de fagon unique,comme la
composé ®og ot ® € Homa([n],[m)]) et g € Autag([n]) = G.

Exemples

(1) La famille des groupes cycliques {Z/nZ}n>o.

(2) La famille des groupes diédraux {Dpm }m>o-

(3) La famille des groupes quaternioniques {Qm }m>o-

Remarquons, qu’en général, G n’est pas un groupe simplicial (pour G, = Z/nZ, il

n’existe pas de morphisme non trivial de groupe entre Z/nZet Z/(n + 1)Z).
Question:

Existe-t-il un groupe simplicial croisé dont la réalisation géométrique est le groupe de

Lie S37

La réponse a cette question est donnée dans la sous-section suivante :

3.5.1 Le groupe de Lie S3 n’est pas un groupe simplicial
croisé.

Lemme 3.5.5
Le groupe S® n’est pas nilpotent.

PREUVE :

Sinon, il existe q sous-groupes distingués Hy, Ha, ..., H, de 53 tel que I'on ait: S% =
Hy D Hy D ..DH,={1} etpourtout ks, 0 < k< qg—1, ona Hy/Hpyy C
centr(S®/ Hy41).

Donc H,_; C centr(S®) = {£1}.

On peut supposer que l'inclusion H, C H,_, est stricte, ce qui donne H,_, = {%1}.
de méme H, o/H,, C centr(S3/{£1}) = {1} car S°/{£1} est simple, ce qui
implique que H,_, = H,_; donc la suite se réduit a : S} =HyD>H ={x1}DHy=
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{1} et donc on aurait O*(3,R) = S°/{£1} = Ho/H: C centr(S3/H,) = {1} ce qui
est absurde N |

Lemme 3.5.6
Il n'existe pas de groupe simplicial croisé {X.} tel que la réalisation géométrique |X.|
soit le groupe de Lie S° .

PREUVE :

D’aprés le théoréme 5.15 de [12], si X, est un groupe simplicial croisé tel que sa
réalisation géométrique est |X.| = S comme groupe de Lie, alors la composante
connexe (par arc) de identité de S® clest a dire S}, = S° est nilpotente, Or
53 n’est pas nilpotent (lemme 3.5.5). |

Théoréeme 3.5.7 ([{5]p. 85)

(1) Tout sous groupe de SO(3) est soit cyclique, soit diédral, soit un groupe polyédral
(l'un des trois groupes: Tetraédral, Octaédral ou Icosaédral).

(2) Si deuz sous groupes finis de SO(3) sont isomorphes, alors ils sont conjugués

dans SO(3) .

Soit H I’algébre des quaternions réels : c’est un espace vectoriel réel de dimension 4 et
de base {1,1, 7, k}.

Considérons R3® comme sous espace des quaternions imaginaires purs, avec la base
(i, k).

En identifiant S® i ’ensemble des quaternions de norme 1, on obtient une application
7 : $% — SO(3) définie par (n(q))(¢) = qd'q™".

7 est un homorphisme surjectif de H dans SO(3). C’est un revétement differentiable
de SO(3) par S*:

Z/27 —— S* — SO(3).

En fait, on a un isomorphisme de groupe S3/{1,—1} & SO(3).
On définit les groupes polyédraux binaires par :

T = = Y(T)
0*= =Y0) (3:2)
I*= =7Y(I).

Théoréme 3.5.8 ([45]p. 88)

(a) Tout sous groupe fini de S3 est soit cyclique, soit quaternionique, soit un groupe
polyédral binaire (I’un des trois groupes: T*, I* et O*).

(b) Si deux sous groupes finis de S* sont isomorphes, alors ils sont conjugués dans S3.
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(c) Un sous groupe fini de S3  est contenu dans un sous corps complere de Hi, si et
seulement si il est cyclique, contenu dans un sous corps réel de H, si et seulement si
il est cyclique d’ordre 1 ou 2.

PREUVE :
voir [45] page 88. |

Proposition 3.5.9 (c¢f. [12])

(1) Si G. est un groupe simplicial croisé, alors il existe, pour tout n, une inclusion
de G, dans |G.] comme sous groupe discret.

(2) Si m+1 divise n+1, alors il eziste une dégénérescence 7 : [n] = [m] dans A
tel que 1 induit une inclusion de groupes Gn, C G, et tel que le diagramme suivant
commule:

Gn

/

G

N

|G.|

3) UG, est un sous groupe dense de G.

PREUVE : voir [12] |

Une autre facon de voir que S3 n’est pas un groupe simplicial croisé utilise ses sous
groupes discrets:

En effet, si le groupe topologique S3 était un groupe sxmphcml croisé: S3 = |G, alors
on aurait des inclusions de sous-groupes discrets G, C S3. Or les sous-groupes dis-
crets donc fini (puisque un discret dans un compact est fini) de S3 sont, a conjugaison
pres, la famille des sous-groupes cycliques ( {Z/nZ},, ) celle des sous-groupes quater-
nioniques ( {Q@m }m, ), le groupe Tétraédral binaire T*, le groupe Octaédral binaire O*
et le groupe Icosaédral binaire I*.

Or la réalisation géométrique de ces groupes simpliciaux donne (cf. [29]) respective-
ment le cercle S!, le groupe orthogonal Pin(2), le groupe tétraédral T, le groupe
octaédral O*et le groupe icosaédral I* et donc ne peut donner S3.

3.6 Un résultat sur ’homologie S3-équivariante
Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant :
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Théoréme 3.6.1
Soit Z un S®-espace conneze.
(i) on a une suite ezacte longue suwante :

oo HS (2,2/22) —— H2"(2) — HS(Z2) — $* (2,2/22) — -

- n—

(ii) Les obstructions auz isomorphismes HE"™®(z) =~ H5(Z) sont les groupes
H(Z,Z/2Z).

(iii) Pour une k-algébre A, en supposant que 2 est inversible dans k, la réalisation
géoméirique du k-module simplicial quaternionique associé a A permet d’obtenir la
suite ezacte de périodicité en homologie quaternionique,

cee — HTn(A) R HQn(A) I HQ,,_4(A) — HTn—l(A) ——‘-) rty

comme suite ezacte de Gysin d’une S3-fibration.

PREUVE :

Soit Z un S3-espace, Z est donc muni de I’action induite de Pin(2) ot
Pin(2) := Ngs(S') (le normalisateur du tore maximal dans S°).

On a les deux fibrations homotopiques :

Pzn(2) —_ EPz'n,(2) xXZ — EP'I,TI.(Q) X p,‘n(g)Z
S —— ES3%Z —— ES3x g2
ou EGxcZ est 'espace de Borel associé au G-espace Z, autrement dit:

EGxgZ := (EGxZ)/~

et oul "~" désigne la relation d’équivalence suivante: (gz,z) ~ (z, g~ 12) pour tout
z€ EG, z€ZetgeG.

EG est un espace contractile, donc EGxZ est homotopiquement équivalent aZ.
L’inclusion Pin(2) — S? induit une application

EPin(2)X pinyZ — ES*x 7 ,

dont la fibre homotopique est S3/Pin(2).

On sait que Pin(2)/S! est un groupe & deux éléments (donc isomorphe a {+1}).

En considérant S? comme sous-espace de Cx R et S? comme le groupe des quaternions
de norme 1 (z + jz' tel que |2|2 + |2'|?> = 1), on définit I'application de S° dans S? par :

f:8 — 8
z 4§z — (222,22 = |Z']?).
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On a,

)

]
tz,

e’ (z+j2) = €2+ €2 =2+ je
ce qui donne f(e®.(z + j2')) = (2¢¥ze™?2",|e¥2|* — |e™*2'|) = f(z + j2').
Donc I'application f est S'-équivariante (S? est consideré comme S l_espace trivial).
Elle induit donc une application f:8° /St — S2.
L’action de Pin(2) sur S est donnée par I'action de e ci-dessus et par I'action de j :
j(z+3j2') = —-2"+jz.
On a:

fG(z+32) = f(=2'+j2)

(—22'z, |2 = |2[?)
(=222, —(|2> = |2'[*))
—(222, |2 = |2']?)
—f(z+32).

]

Par suite, action de Pin(2) sur S° induit sur S? I'application

52— 5
z — -z,

Clest 4 dire I'action de Pin(2)/S! & Z/2Z sur S%. On obtient, puisque $3/S* = S?, que
S3/Pin(2) = (S%/8')/(Pin(2)/S") = S*/{£1} = RP(2), d’ou la fibration suivante :

RP(2) — EPin(2)X pinnyZ — ES*x 3 Z .

Pour avoir le résultat, on va étudier, en détail, la suite spectrale associée a cette
fibration.

Puisque RP(2) n’a de ’homologie entiére qu’en degré zéro (H(RP(2)) = Z) et en degré
un (H,(RP(2)) = Z/2Z) (cf. [40]), on va déduire le lien entre HPn?)(Z) et HS(Z) de
I’étude de la suite spectrale de la fibration suivante:

RP(Q) — EPm(2) Xp,‘n(g)z — E53X53Z.
On a une suite spectrale du premier quadrant qui dégénére en degrés deux :

E2 = Hp(ES*x 53 Z; Hy(RP(2))) = Hpsq EPIn(2)X pin2y %)
En particulier :

E2

».0

= H(ES*x5:Z) = HS (Z)

et
E2| = H,(ES*x 5 Z; Z/2L)
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(c’est ’homologie équivariante a coefficients dans Z/2Z).

2 _ .
E,=0 st g#0 et gqg#1l.

Ona:
2 — 2 2
Ep+2,—1 = 0 — Epyo — Ep_2:1 9

c’est a dire :
0 — HS(Z) — Hp2(ES*x 5 Z;Z/2Z).
Donc

EIQ)'+3,"2 =0— E]?,O — E§—3,2 =0 N

et par suite

ES = B3, = ker(Hy (%) — Hp—o(ES*x5:Z;Z/2Z)).
On a la filtration de H™"®)(Z) :
0=FyCF C..CF,_CF,HF"®(7) = H*)(Z).

Regardons les quotients successifs, on a :

HE"O(Z) [ Fooy = Egiy = ker(HY (2) — Hao(ES° X525 2/20)),

Foi/Fao=EX et Fpo=F,3=..= Fy=0car Ej5 =0 dés que ¢ > 2.

Donc on a une suite exacte,

0— EX,; — HI"(Z) — EZ— 0

Pour E3*,,,Ona:

2 5 2 ) 2 —_
En+2,0 En,l En—2,2 =0

c’est a dire
3

HS ,(Z) — Ho.(ES*x5:Z;Z/2Z) — 0

donc

B H.(ES®x$:Z;Z/2Z)
"1 Im(HS,(Z) — Hu(ES3x5:Z;Z[2Z))
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on a
3 3
En+3,-1 =0— En,1 — E?.—s,s =0,

et par suite

H.(ES®x$:Z;7/2Z)
Im(HS(Z) — Ha(ES3xs:Z;L[2Z))

oo _ 3
En,l - En,l -

Alors la filtration de HF"(?(Z) devient:

Ho_1(ES®x 3237 /27)

0 C Fn— = 3
YT Im(HS,(Z) — Ho-1(ES3x 5:2;2/27))

CF,= Hfmm)(z)v

et le quotient

Fo/Fa_1 = HP"®F,_1 & ker(HS (Z) — Ho2(ES*x 5 Z;2/2Z)).

Soit
HS,(2,2/22) -2~ HEP"O)(2),

I’application composée

g3 N H,_1(ES*x c32:2/2Z) B, Pin(2)
Hn—l(ZaZ/2Z) 7 ]nl(Hfil(Z)—’Hu—l(EsaXSBZ§Z/2Z)) 4 Hn (Z)i

et soit
HFPin®(Z) —*~ HE(Z),

Papplication composée

HPn®(Z) —Zy ker(HS(Z) —— Hao( ES*x:Z;Z(22)) —— HS(Z).

n

Alors la suite suivante :
HS(2) —f HS\(2,2/22) — HE™®(2) —2 HS(2) =2 HE,(2,2/20),

est exacte, puisque:
ker(y) = Im(a) = im(a), ker(a) = ker(a) = Im(B) = Im(B) et

ker(8) = Im(yp).
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On obtient donc la suite exacte:

- H"-l(E83X53Z;Z/2Z) — Hfin(z)
Tm(HEA(2) — Hor(ES*x502; Z)22)

— ker(HS'(Z) — Hn—2(ES*x:2;Z/2Z)) — 0.

(Z2) —

0—

Conséquence:
On a le diagramme suivant:
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oo —— HY(2,2./22) —  HT. —— HI™(Z,Z) —— H'3(Z2,2/2Z) — -

n—-2

3 +

oo —— HS (2,2/22) — HFP"®(Z) —  HZ(Z) —— HEL(Z,2/2Z) — -

n—

+ 4

.. — H®(2,2)22) — HI"P(2) — HE,(2) — HY

> " (2,2]2Z)y —— --
i i 1 ol
. — H™(Z,2/22) — HT,., —— H"{(Z,2) — H™{(Z,2/2Z) — ---

n-3
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Appendice : Remarques sur
I’excision en K-théorie a coeflicients

Dans I'appendice de [21], Karoubi donne une hypothése homologique sur un pseudo-
anneau I pour que P’on ait excision. Charney (cf. [9]) donne une autre hypothese.
Ici, nous donnons un exemple d’un pseudo-anneau I vérifiant I’hypothése de [21] sans
vérifier celle de [9], montrant ainsi que la classe de pseudo-anneau considérée dans [21]
est plus large que celle considérée dans [9)].

Pour une référence sur I'excision, voir Suslin and Wodzicki [42].

A.1 Comparaison d’un résultat de Karoubi et d’un
résultat de Charney

Rappelons le résultat de [21],

Théoreme A.l.1 (/21] appendice)

Si I’homologie réduite de I (considéré comme un groupe abélien opérant irivialement sur
Z./nZ), Hi(1,Z [nZ) est nulle, alors I est excisif en K-théorie algebrique a coefficients
dans Z [nZ.

Signalons aussi celui de [9)],

Théoréme A.1.2 (cf.[9])

Soit I un pseudo-anneau et M une partie multiplicative de Z telle que:

IQ@ M 'Z =0 oul @ M~Z posséde une unité.

Alors I est un idéal M-excisif et H.(F;, M~'Z) = H.(GL(I), M~'Z), ou F; désigne la
fibre de l’application B(GL(I) x» £)* — BE*

Comme application, soit 7 un entier positif. Charney considére la partie multiplicative

M = {m € Z | pged(m,n) = 1} et note M~'Z par Z,.
Elle obtient le
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Théoréme A.1.3 [9]
Si 1 ® Zn) =0 oul ® Ly contient l'unité, alors I est excisif en K-théorie algébrique
a coefficients dans Z [nZ.

Commentaires :

Le lien entre le résultat de Karoubi et celui de Charney est le suivant :

L’hypothése de Charney I ® Z(,) = 0, pour M = {m € Z | pged(m,n) = 1}, est
équivalente au fait suivant:

pour tout élément z de I, il existe ¢ € Z, premier avec n, tel que gz = 0.

Lemme A.1.4

Soit G un groupe et n un entier positif non nul.

Si I’homologie réduite H,(G,Z /nZ) est nulle alors, il en est de méme pour H.(G,Z/n"Z)
pour toutl entier s.

PREUVE :
On va démontrer le résultat par récurrence sur I'entier s : supposons que pour tout
i < s, H(G,Z/n'Z) = 0 et montrons que H.(G,Z/n'Z) = 0.

La suite exacte ( — Z/nZ xa Tl Z/nZ —— Z[n"'Z —— 0 donne une
suite exacte longue en homologie,

= Hw(G,Z/nZ) - Hn(G,Z/n"Z) = Hu(G,Z /7" 'Z) = Hpmor(G,Z[nZ) —

L’hypothése de récurrence permet d’affirmer que H.(G,Z/n°Z) = 0. Donc si
H,(G,Z/nZ) est nul alors H.(G,Z/n"Z) I'est aussi pour tout entier s positif. [ |

Proposition A.1.5
Soit n un entier strictement positif fité. Si G est un groupe abélien tel que, pour tout
z € G, il existe un entier q premier avec n vérifiant gz = 0. Alors, H.(G,Z/nZ) = 0.

PREUVE :

Puisque tout groupe abélien est limite inductive de groupes abéliens de type fini, et

sachant que la limite inductive permute avec I'homologie, on peut supposer que le

groupe G est de type fini.

Soient zi, ..., Tn, des éléments qui engendrent G tel que, pour tout ¢, il existe ¢; véri-
m

fiant ¢;z; = 0, et soit ¢ = H g; (premier avec n). On a, pour tout : tel que, 1 <2< m,
1=1

gz; = 0. Donc G est de g-torsion.

Soit n = p}'.. pk‘ la décomposition de n en produit de nombres premiers. On a

H.(G,Z/nZ) = @H G,Z[p7Z). Remarquons que g est différent de tous les p;,
=1
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donc la p;-torsion de G est nulle car elle est aussi de g-torsion. Puisque p; est pre-
mier, H.(G,Z/p:Z) est nulle (d’aprés [4] p. 126) et le lemme précédent permet de
conclure. -

_ D’apres cette proposition ’hypothése de Charney entraine celle de Karoubi a savoir
H(1,Z/nZ)=0.

Alors que, comme nous allons le voir, la réciproque est fausse.

Exemple d’un pseudoanneau ne vérifiant pas I’hypothése de Charney

Considérons un nombre premier p ne divisant pas n, et soit I la limite inductive du
systeme 1pZ C LpZ C LpZ ¢ ...

I= L'J ;ltva cQ.
(a) Le nombre premier p ne divise pas n donc I ne contient pas d’unité et par suite
c’est un pseudoanneau.
(b) Le pseudo-anneau I (vu comme groupe abélien) n’est pas de torsion, donc ne vérifie
pas ’hypothese de Charney.
(c) Par construction, I'application | —X, | est surjective, donc le groupe abélien [/
est n-divisible.
La formule des coefficients universels donne la suite exacte

0 — Hi(I) ® Z/nZ — H\(I,Z/nZ) — TorZ(Hy(1),Z[nZ) — 0

comme Ho(I) = Z et Hy(I) = I, on obtient que H,(I,Z/nZ) est nul, puisque I est
n-divisible.

Le groupe pZ est isomorphe & Z en tant que groupe abélien et ce dernier n’a pas
d’homologie en degré supérieur ou égal a deux. Donc , le pseudo-anneau /, comme
limite inductive de copies de Z vérifie H,(I,Z [nZ) = 0, pour k > 1.
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Résumé

Dans la premiére partie, on définit, pour tout anneau involutif A, une structure
de pré-A-anneau sur la K-théorie orthogonale de A en utilisant un théoréme de
prolongement des isométries de Witt dans le cas des anneaux.

On montre que le morphisme L,,(A) — K,(A), induit par le foncteur oubl,
est un morphisme de pré-A-anneau.

La deuxiéme partie est consacrée a un analogue d’un théoréme de Goodwillie
qui relie la K-théorie algébrique et I’homologie cyclique. En utilisant un mod-
¢le de Volodin relatif et la relation, donnée par la théorie de Malcev, entre
Q-algebres de Lie nilpotentes et groupes de Lie uniquement divisibles, on mon-
tre que, rationnellement, la L-théorie relative est l]a méme que I’homologie
diédrale relative.

Dans la troisiéme partie, on montre qu'il n’existe pas de groupe simplicial croisé
ayant pour réalisation géométrique le groupe S3. On construit une longue suite
exacte reliant I’homologie S3-équivariante et I’homologie Pin(2)-équivariante
d’un S3-espace connexe, on déduit I’obstruction a ce que ces deux homologies
coincident et on interpréte la suite exacte de périodicité en homologie quater-
nionique comme la suite exacte de Gysin d’une S3-fibration.

Mots clés : A-opérations, L-théorie, Homologie quaternionique,
Homologie équivariante.

Abstract

In the first part we define for all rings A with involution a A-ring structure
on the orthogonal K-theory of A by using a theorem of Witt of extension of
isometries.

We prove that the morphism L,(A) — K,(A) induced by the forgetful func-
tor 1s a morphism of A-rings. _

The second part is devoted to an analogue of a theorem of Goodwillie relating
algebraic K-theory to cyclic homology. By using a Volodin relative model in
L-theory and the relationship given by Malcev theory betwen nilpotent Lie al-
gebras over Q and uniquely divisible groups, we prove that rationally relative
L-theory is the same as relative dihedral homology.

In the third part we show that there is no crossed simplicial group with ge-
ometric realization S3. We construct a long exact sequence connecting S°-
equivariant homology of an S3-space with its Pin(2)-equivariant homology, we
deduce the obstruction to the equality of the two homologies and we interpret
the periodicity exact sequence in quaternionic homology as the Gysin exact
sequence of an S3-fibration.

Key words : A-operations, L-theory, Quaternionic homology,
Equivariant homology.






