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Die Homologie isolierter Singularititen

Klaus Lamotke

Die vorliegende Arbeit ist die revidierte Fassung von zwei Manuskripten des
Verfassers aus dem Jahre 1970 (Die Storung einer isolierten Hyperflichen-
singularitét, Syracuse University, und Isolated Critical Points and Monodromy,
Liverpool Singularities Symposium), die bisher nur in vervielfiltigter Form
existierten und seitdem in mehreren Arbeiten iiber isolierte Singularititen benutzt
wurden. Die im folgenden dargestellten Ergebnisse wurden teilweise unabhingig
auch von anderen Autoren gefunden, ohne daB jedoch eine zusammenhingende
Darstellung verdffentlicht wurde. Im Grunde genommen gehen Spezialfille dieser
Ergebnisse auf Lefschetz (1924) [15] und Picard (1897) [22] zuriick.

§ 1. Uberblick

Es wird ein holomorpher Funktionskeim f: (C"*!, 0) — (€, 0) betrachtet, der 0
als isolierte kritische Stelle hat. Wenn man &>0 und §>0 hinreichend klein
wihlt, besttimmt ein positiver Umlauf lings der Kreislinie |£|=8 in € einen
Diffeomorphismus h: FaF, wobei F={zeC"*': f(z)=05 und |z|<e} eine durch
|z|<¢ abgeschnittene reguldre Faser von f in der N#he der kritischen Stelle ist.
Man nennt 4 die Monodromie. Man kann es so einrichten, daB # den Rand 0F
identisch abbildet, und nur solche Monodromien werden im folgenden zugelassen.

Jeder stetigen Selbstabbildung & eines topologischen Raumes X, die einen
Teilraum A identisch abbildet, wird ein sogenannter Variationshomorphismus
var: H (X, A)— H,(X) der ganzzahligen singuliren Homologie zugeordnet, so
daB h,—id: Hy(X)— H,(X, A)— H,(X) ist. Hier ist id die Identitit, der erste Pfeil
ist durch die Einbettung (X, @)c(X, A) induziert, und der zweite Pfeil ist die
Variation. Insbesondere ist also fiir die Monodromie h: F~F die Variation
H (F, 0F)— H_(F) definiert. Unter anderem wird gezeigt, daB3 diese Variation in
allen Dimensionen g=0, +dim F ein Isomorphismus ist, sogar dann, wenn f
nicht holomorph sondern lediglich reell analytisch ist. Wenn man diese Ergebnisse
auf nicht entartete, d.h. quadratische Singularititen anwendet, erhiilt man die
Picard-Lefschetzschen Formeln.

SchlieBlich wird ein Funktionskeim f betrachtet, der eine beliebige isolierte,
moglicherweise entartete kritische Stelle hat. Man kann dann durch Stdrung
von f eine neue Funktion f” gewinnen, die lauter nicht entartete kritische Stellen
hat, wihrend die zu f’ gehorige Monodromie #': F'~ F' zur alten Monodromie
von f isomorph ist. (Der positive Umlauf lings |t|=06 umkreist jetzt mchrere
kritische Werte von f') Die Picard-Lefschetzschen Formeln fiir die einzelnen
kritischen Stellen von f’ zusammen mit der Tatsache, daB die Variation von h
ein Isomorphismus ist, ergeben dann die Hauptergebnisse 6.1 der vorliegenden
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Arbeit, unter anderem: H, (F)=0 fiir alle ¢+0, n. (Das hatte Milnor [19]
mittels Morsetheorie bewiesen.) Die den einzelnen kritischen Stellen von f* zu-
geordneten ,,verschwindenden” Homologieklassen bilden eine Basis von H,(F).
Die Variation in der Dimension n wird durch eine Dreiecksmatrix beschrieben,
aus der man in einfacher Weise die Schnittmatrix von F und die Matrix von
h,: H,(F)~ H,(F) berechnen kann.

§ 2. Die Monodromie

2.1. Es sei f: X — V eine eigentliche C*-Abbildung zwischen der differenzier-
baren Mannigfaltigkeit X mit dem Rand 0X und der konvexen, offenen Menge
V cR% Die Beschrinkung f|0X habe iiberall den maximalen Rang g. Es sei
K <X die Menge der kritischen Stellen von f, an denen f einen Rang <gq hat,
und es sei 4 =f(K)<=V die kritische Menge.

In V'~ 4 sei ein Basispunkt % fest gewidhlt. Die kompakte, differenzierbare
Mannigfaltigkeit F=jf~"(x) mit dem Rand 0F =FndX heiBt typische regulire
Faser.

2.2. Bei den folgenden Aussagen handelt es sich um Varianten des Ehres-
mannschen Faserungssatzes [6] (einen neueren Beweis findet man in [25]), der
in der vorliegenden Situation besagt, daB f|...: X~ f~1(4) > ¥V 4 eine lokal
triviale Faserung ist, deren Beschriankung auf 0X ~ f~!(4) sogar trivial ist.

Es gibt eine Trivialisierung, d.h. einen Diffeomorphismus

(22.1) T 0XmOFxV, 1(x)=(r,(x),f(x)), mit 7, (y)=y falls yeF,
xedX, 1(x)edF, f(x)eV.

Auf X~ K gibt es einen integrierbaren Zusammenhang fiir f, der auf 6X mit
dem durch 7 bestimmten Zusammenhang iibereinstimmt. Durch Integration
eines solchen Zusammenhangs erhélt man zu jedem stiickweise C® Weg  in
V 4 von a nach b einen Diffeomorphismus A,: E,~ F, mit der Eigenschaft

(2.2.2) T h,(V)=1,(y) fur alle yedE,

(Die Integration des Zusammenhangs lings o ergibt die Isotopie B,: E,xI— X
mit f,(x,0)=x, fB,(x, p)=0w(p) und 1,(y)=1,B(y, @) fir alle xeF,, yedE, und
pel=[0,1]. Man definiert dann h,(x)=B(x, 1).)

(2.2.3) Wenn sich die Wege w und o' hintereinander durchlaufen lassen (o' w
bedeutet: erst w dann '), ist A, ,=h,h,.

(2.24) Wenn die Wege w und o' bei festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt
homotop sind, sind 4, und h, homotop, wobei diec Homotopie auf OF, stationir
ist.

(Eine Homotopie H: Yx I -— Z heiBt auf A < Ystationér, wenn H (a, t)=H (a,0)
fiir alle ae A4 und el gilt)

(2.2.5) Wenn o ein geschlossener Weg von * nach * ist, nennt man h,: Fx~F
eine zulidssige Monodromie lings . Wegen (2.2.2) ist dann h,|dF =id. Bis auf
eine Homotopie, die auf JF stationdr ist, hdngt h , in diesem Falle nicht von der
Wahl der Trivialisierung und des damit vertréglichen Zusammenhangs ab.
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2.3. Die isolierten Singularitdten ordnen sich der in 2.1 beschriebenen Situation
folgendermaBen unter: Essei U eine Umgebung vonOelR™ 2 undf=f, +if,: U—»C
eine reell-analytische Funktion mit f(0)=0. Es sei 0 die einzige kritische Stelle
von f.

Wenn man den Radius ¢>0 der Vollkugel B={xeR™*?2: |x|<¢} hinreichend
klein wihlt, schneidet die singulire Faser f~'(0) den Rand OB transversal,
s. Milnor [19], S. 17. Daher schneiden alle Fasern f~1(¢), |¢|<#, den Rand 0B
ebenfalls transversal, vorausgesetzt, daB #>0 klein genug ist. Wenn man nun
V={teC: |t|<y} und X=f"YV)nB mit dX=f"YV)néB wihlt, sind die
Voraussetzungen von 2.1 erfiillt. Es ist K={0}<IR"*Z und 4={0}cC. Als
Basispunkt nimmt man ein reelles deC mit 0<d <.

Es geniigt, den Weg w(p)=6>"?, 0< ¢ <1, und eine zuldssige Monodromie
h=h,: F=f~"'()nB~F lings dieses Weges zu betrachten.

2.4. In dieser Situation sind fiir 3.4 folgende Konstruktion und ihr Ergebnis
wichtig: In F x [0, 1] identifiziert man die Enden F x0 und F x 1 mittels h, also
(x, 0) mit (h(x), 1) fiir alle xe F. So entsteht eine Mannigfaltigkeit E, deren Rand
OE in kanonischer Weise zu 0F x S diffeomorph ist, weil h|6F =id ist. Mit D
wird die abgeschlossene Kreisscheibe mit 6D =S' bezeichnet.

Satz (Milnor). Wenn man E und O0F x D lings ihrer Rinder mittels des kano-
nischen Diffeomorphismus identifiziert, erhilt man eine zur (m+ 1)-Sphire diffeo-
morphe Mannigfaltigkeit.

Beweis. Die iiber @ liegende Isotopie f: F x I — X bestimmt einen Diffeo-
morphismus E~f~*(0D)nB, wobei D= {teC: |t|<} ist. AuBerdem hat man
die Trivialisierung t=': 6F x D~ f~}(D)n0B. Da sich f und t miteinander ver-
tragen, entspricht dem kanonischen Diffeomorphismus die identische Abbildung
von f~*(0D)néB. Daher folgt die Behauptung aus Milnors Ergebnis, [19] S. 99.

§ 3. Die Variation

Im folgenden wird die singuldre Homologietheorie mit ganzzahligen Koeffi-
zienten benutzt. Alle Uberlegungen lassen sich direkt auf Koeffizienten in einem
beliebigen nullteilerfreien Hauptidealring iibertragen.

3.1. Essei F'F ein Paar topologischer Ridume und es sei h: F— F eine stetige
Abbildung mit k| F'=id. Man definiert die Variation von 4 fiir alle Dimensionen
q durch

(3.1.1) var: H(F, F)—> H(F), kilx— kl(h(x)—x).

Hier ist ein x ein g-Zykel von (F, F'), kix seine Homologieklasse, h(x)—x ein
absoluter g-Zykel von F, dessen Homologieklasse nur von kix abhingt. Die
Variation ist ein Homomorphismus. Wenn mehrere Abbildungen h auftreten,
wird der Deutlichkeit wegen var, geschrieben. Folgende Eigenschaften folgen
sofort aus der Definition:

Fiir die Einbettung j: (F, @) — (F, F') gilt

(3.1.2) jxvar=h,—id und varj =h, —id.
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Natiirlichkeit. Fiir h wie oben, g: G — G mit g|G'=id und @: (F, F")— (G, ()
mit g&=Ph gilt

(3.1.3) @, var,=var, @ _.
Verkniipfung. Fiir zwei Abbildungen h, g: F— F mit h|F'=g|F'=id ist
(3.14) Var,, = Var,+var,+var,j,var,.

(3.1.5) Homotopie. Wenn h, g: F— F homotop sind, wobei die Homotopie auf
F’ stationdr ist, ist var,=var,.

Zum Beweis von (3.1.5) benutzt man, daB dic Homotopie zwischen g und &
eine Kettenhomotopie D: C,(F)— C,,,(F),g—h= D0+ 0D, induziert, die D(a)=0
fiir alle ae C (F') erfiillt.

3.2. Dieser Abschnitt handelt von dem Zusammenhang zwischen der Variation
und dem Schnittprodukt. Dazu wird vorausgesetzt, dall F eine m-dimensionale
kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit mit dem Rand F'=0F ist. Wenn ae H (F)
eine absolute bzw. € H (F, OF) eine relative Homologieklasse ist, wird die dazu
Poincaré-duale Kohomologleklasse mit o' e H" 4(F, 0F) bzw. €H™ (F) be-
zeichnet, also a'n[F]=a, wobei [Fle H,(F, 0F) die Orientierungsklasse ist. Das
Schnittprodukt der Homologieklassen ¢ und b ist dann

(3.2.1) a-b=@ub)n[Fl=anb,

und zwar wird a+ b als absolute Klasse aufgefalit, wenn wenigstens ein Faktor
absolut ist, sonst als relative Klasse. Fiir die Einbettung j: (F, &) — (F, 0F) gilt
daher j, (a)-b=a-b falls b absolut und j,(a) b=j,(a"b) falls b relativ ist.
Falls dim g +dim b=m=dim F ist und a oder b absolut ist, ist also a - be Hy(F).
Sei &: Hy(F) — Z die Augmentation. Als Schnittzahl definiert man in diesem Falle

(3.2.2) (a,b>=¢(a"b).

Satz. Es sei ein Homdomorphismus h: F — F mit h|0F =1d gegeben. Fiir seine
Variation var: H (F, 0F)— H,(F) gelten:

(3.2.3) (var a) - (var b)=var (a-b)—a - (var b)—(vara)* b,
(3.2.4) (var a)* h,(b)=var (a-b)—a- (varb),

insbesondere

(3.2.5) {var a, var by = —{a, var by +(— 12" -D+1(p, var a),
(3.2.6) Chy(b), var ay =(—1)1"~D*1(q, var b,

acH(F, 0F), be H,(F, 0F) insbesondere r=m—q bei den { —, —>-Formeln.

Beweis. Wegen (vara)-(varb)=(vara)-j,varb und j var=h,—id (3.1.2)
sind (3.2.3+4) dquivalent. Da govar=0 ist, folgen (3.2.546) aus (3.2.3+4).
Daher mu8 nur (3.2.4) bewiesen werden. Wenn das Schnittprodukt auch fiir
singulire Ketten « und § definiert wire, wiirde (3.2.4) sofort aus der Definition
vor var und h(a+ f)=h(x) - h(p) folgen. (Die induzierte Kettenabbildung wird mit
demselben Buchstaben wie die zugrundeliegende stetige Abbildung bezeichnet.)
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Genauer schliefit man so: Sei & ein reprisentierender Kozykel der zu a dualen
Kohomologieklasse a. Dann ist w'=a'h~' —« ein Kozykel von (F,dF), d.h.
@' 0=0und ' =0 auf oF. Es gilt (var af =klw’, d.h.

(3.2.7) klo' n[F]=var a.

Wenn man dies unterstellt, ergibt sich (3.2.4) wie folgt: Sei f ein repriisentierender
Zykel fiir b. Die linke Seite von (3.2.4) ist die Klasse des absoluten Zykels

@h™ —a)nh(B)=(h™")h(B)—o Nh(B)=h(x N f)—o "h(p).

Hier wurde benutzt, da das Capprodukt auch fiir (Ko-)Ketten definiert werden
kann und sich in iiblicher Weise mit Kettenabbildungen vertrigt. Entsprechend
ist die rechte Seite von (3.2.4) die Homologieklasse von

h(o AB)—a A B—o Ah(B)-+o' nB=h(' " B)—o Nh(B)

woraus die Gl. (3.2.4) folgt. Es bleibt (3.2.7) zu beweisen: Dazu sei ¢ ein reprisen-
tierender Zykel fiir [ F]. Dann wird a durch o’ n¢ und var a durch h(o'ng)— o' ne
reprasentiert. Die linke Seite von (3.2.7) wird also durch (o’h~' —a')n¢ und die
rechte durch h(d’'n@)—o'n@ repriasentiert. Die Differenz dieser Zykel ist
(h=)n(h(p)— @), und es geniigt nachzuweisen, daB dies ein Rand ist, in der
Tat: («’h~")~(h(p)— ) reprisentiert die absolute Klasse h(a)- var[F]. Sie ist
Null, weil var[F]=0 ist.

3.3. Dieser Abschnitt wurde durch das in 2.4 zitierte Milnorsche Ergebnis an-
geregt. Es sei F eine m-dimensionale, kompakte Mannigfaltigkeit, bei der alle
Zusammenhangskomponenten berandet sind. Ferner sei h: F~F ein Homdo-
morphismus mit & | 0F =id. In F x I identifiziert man F x 0 mit F x 1 mittels h,
also (x, 0)~{h(x), 1) fiir alle xeF. Der Identifikationsraum E ist dann der Total-
raum einer Faserung iiber der Kreislinie S!, deren Projektion E —S' durch
FxI—1, (x,9)— ¢, induziert ist. Da h | F =id ist, hat man einen kanonischen
Homdoomorphismus r: 0F x S'~JE. Man heftet E und T=~F x D? (D? ist die
abgeschlossene 2-dim. Kreisscheibe mit dD?=S') lings ihrer Rinder mittels »
aneinander und erhdlt so eine geschlossene (m+1)-dim. Mannigfaltigkeit
2=Eu,T.

Satz. Genaudann,wenn F zusammenhingend und ovientierbar ist und die Variation
von h fiir alle 0<q<m ein Isomorphismus var: H(F, 0F)~ H(F) ist, ist X eine
Homologiesphire.

Beweis. Die Mayer-Vietoris-Sequenz der Zerlegung X=EuT mit EnT=
OF x §* lautet

(3.3.1) ---—>°—l‘5—>'—>Hq(Z)—>'—k'L:1—>°—>Hq_1(Z)—>-~-,

wobei k,: H,(OF x Sl)ﬂHq(E)@Hq(T) durch die beiden Einbettungen induziert
ist. Offenbar ist H (T)~ H, (0F) und nach der Kiinnethschen Formel H (3F x sH
~H, ,(0F)® H,(0F). Wenn man entsprechend ersetzt, kann man in (3.3.1) k, als
den Homomorphismus

(332) k. H,_,(0F)@H(0F)— H(E)®H(0F), (a, b) = (v,(@)+g,.(b), —b)
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auffassen, bei dem g: 0F ~ 0F x Basispunkt c 6F x S! ~BECE die Einbettung ist
und 7, folgendermaBen definiert wird:

(3.3.3) v, H, (0F) —>H (ansl) SH,(OE) % H(E)
s=[S']eH,(S*) die Orientierungsklasse.

Diese y, kommen zusammen mit den var,: H (F, 0F) — H,(F) in den Spalten des
Diagramms (3.3.4) vor, dessen Zeilen die exakte Homologiesequenz des Paares
(F, 0F) und die Wangsche exakte Sequenz der Faserung E — S! sind:

-« ——— H_(0F) H (F) H,(F,0F) — H, ,(0F) —

i

(3.3.4) yar1 1 TR lvar, 1l Ya

> H, ,(E) . H,(F) heis Hqi(F) 8 H(E)——

Die Kommutativitdt des Teildiagramms I ergibt sich, wenn man die Definition
(3.3.3) mit der Definition von 4, s. z.B. bei Milnor [19], S. 67, vergleicht:

H,,(E)—> H(E, F) 2 H,_,(F x(I, [)) <" H,(F);

hier ist =0, 17, I ={0, 1}; die Einbettung i: F < E ist durch FcFxI, x—(x,0)
induziert, und @ ist durch die kanonische Abbildung p: F xI — F induziert;
schlieBlich ist c=[I]eH, (I, I) die Orientierungsklasse.

Das Teildiagramm II ist wegen (3.1.2) kommutativ und die Kommutativitit
von 1II bis aufs Vorzeichen beweist man folgendermafBen: Es wird ein Kreuz-
produkt x fiir singuldre Ketten mit den iiblichen Eigenschaften benutzt. Sei ¢
ein reprisentierender relativer Zykel fiir ¢. Man definiert die Kettenhomotopie
D: C,(F)— C,,,(E), Dx=p(x x 7). Dann ist

(3.3.5) i(h(x)—x)=(—1)%@Dx—Dox).
Wenn nun x ein Zykel von (F, F) ist, ist dx ein absoluter (¢ — 1)-Zykel von 0F. Die

Beschrinkung von p auf 0F x I kann man aber als 0F x I Ax™, OF x S éaEcE
schreiben, wobei n: I — S* Anfangs- und Endpunkt identifiziert, also kim(t)=s
und Dox=er(0x x n(r)). Wenn man dies in (3.3.5) einsetzt und zu den absoluten
Homologieklassen iibergeht, folgt

i, var (kix)=(—1)""1e,r, (8, (klx) x s)=(—1)**17,0,(kIx),

d.h. die Kommutativitit von III bis aufs Vorzeichen.

Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich die Behauptung des Satzes folgender-
maBen: Sei > eine Homologiesphire. Aus dem Ende der Sequenz (3.3.1) bei g=0
folgt, daB E zusammenhéngend ist. Weil alle Zusammenhangskomponenten von F
berandet sind, ist H,(F, 0F)=0. Daher folgt aus dem Ende des Diagramms (3.3.4)
bei g=0, daB mit E auch F zusammenhidngend ist. Da H, (2)=0 fiir alle 0<g=m
und g>m+1 ist und H,,_.,(X)~Z ist, folgt aus (3.3.1) weiter: Alle k,, 0<g<m,
sind Isomorphismen und k,, ist ein Epimorphismus mit Kern k,~7Z. Wegen
(3.3.2) gilt dasselbe fiir y,. Wenn man nun auf (3.3.4) das Funferlemma anwendet,
folgt, daf3 alle var, fiir 0<q <m Isomorphismen sind und H,(F, 0F)~Z ist. Da F
zusammenhangend ist, bedeutet letzteres, daB F orientierbar ist. Alle diese
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Schliisse lassen sich umkehren und ergeben dann die andere Richtung der
Behauptung.

34. Folgerung. Bei einer isolierten Singularitdt f: U— € wie in 2.3 gilt fiir die
dort beschriebene Monodromie h: F~ F: Wenn F keine randlosen Zusammen-
hangskomponenten hat, ist F zusammenhingend (und orientierbar) und die
Variation von h ist fiir alle 0<g<m ein Isomorphismus var: H (F, 0F)~ H,(F).
(In den Dimensionen 0 und m ist die Variation offenbar gleich Null.)

3.5. Ein Beispiel. Die quadratische Singularitit
(3.5.1) I (N f(z):z%+...+z'2l

ist das einfachste Beispiel einer isolierten holomorphen Singularitdt. Im Sinne
von 2.3 kann man &>0 ganz beliebig und dazu 4, so daB 0<é<e? ist, wihlen.
Die typische reguldre Faser

(352) F=f"Y0)nB,={zeC"*': 2,2+ - +2,2,<¢* und z; +--- +z2 =5}

besitzt die reelle Sphéire S"={zeF:Imz;=0 fiir alle j} vom Radius ]/3 als
Deformationsretrakt. Daher ist

(3.5.3) H/(F)=0 fiir alle 0%qg=+n und Hy(F)~H,(F)~Z.
Wegen der Poincaréschen Dualitédt folgt dann fiir die relative Homologie
(3.54) H,(F,0F)=0 fiir alle n=q+2n und H,(F,0F)~H,,(F,0F)=1Z.

Da das Innere F = F ~ éF eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, ist F in kanonischer
Weise orientiert und somit das Schnittprodukt eindeutig festgelegt. Vermdge der
Schnittform {—, —> (3.2.2) sind H,(F,dF) und H,(F) zueinander dual. Man
wihlt eine Orientierung der reellen Sphidre S"cF und damit ein erzeugendes
Element se H (F). Dazu wihlt man das erzeugende Element ¢ von H,(F,0F)
so, daB

(3.5.5) {e,sy=1
ist.

Man nennt S” verschwindenden Zykel, Lefschetz [15], da diese Sphiare S”
vom Radius ]/5 zu einem Punkt wird, wenn man die regulire Faser F=f~!(6)nB,
mit §— 0 in die singuldre Faser f~*(0)n B, iibergehen 1d68t. Entsprechend heiBt s
verschwindende Homologieklasse.

GemilB 2.3 gehort zu f eine zuldssige Monodromie h: Fa~F mit h|dF=id
und dazu eine Variation var: H (F,dF)— H (F). Es sei j: (F, @)<(F,dF) die
Einbettung. Dann gilt:

(3.5.6) var c=u,s, oa,=+1,
(3.5.7) (s, 5> 2{ 0, n ungerade,
—2ew,, n gerade,
. 0 n ungerade
358 — ? >
29 o { —2a,c, n gerade,
(3.5.9) h*S=(_ 1)n+1S.

3 Math. 2, Bd. 143
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Beweis. Da var ein Isomorphismus ist, s. 3.4, folgt (3.5.6). Wenn man (3.2.5)
auf a=b=c anwendet, folgt (3.5.7). Daraus ergibt sich (3.5.8), da (s, s> =(j,s, s>
ist. SchlieBlich kann man h,=id+varj, (3.1.2) aus (3.5.6+8) berechnen, um
(3.5.9) zu erhalten.

§ 4. Die quadratische Singularitiit

Die Ergebnisse (3.5.4—7) sind fiir die folgenden §§ 5 und 6 von grundlegender
Bedeutung. Daher wird in diesem § 4 (3.5.4) erneut hergeleitet, und zwar so, dal
der genaue Wert des Vorzeichend o, ebenfalls herauskommt. Fiir diese weit-
gehend geometrische Herleitung werden im wesentlichen nur die Definitionen
der Monodromie und der Variation, nicht aber der Isomorphiesatz in 3.3 benutzt.
Fiir die quadratische Singularitét (wie auch fiir viele andere) kann man leicht
eine unzulidssige Monodromie explizit angeben. Aus diesem Grunde wird in den
beiden ersten Abschnitten gezeigt, wie man generell aus einer unzulissigen
Monodromie die Variation einer zuldssigen Monodromie berechnen kann.

41. Es wird an die in 2.1 beschriebene Situation angeknlipft. Wie dort seien
eine Trivialisierung t=(t,,/) und ein damit vertréglicher Zusammenhang fest
gewihlt. Es sei @ ein Weg in ¥ ~4 von = nach =. Es sei irgendeine Homotopie

4.1.1) f:(F,0F)xI1—(X,0X) mit ff'(x,p)=w(p) und f(x,0)=x,
xeF, pel,

gegeben., Dann nennt man

4.1.2) h:F—-F, h,(x)=p(1)

eine (im allgemeinen unzuldssige) Monodromie ldngs . Man definiert die Un-
vertriglichkeitshomotopie

(4.1.3) y: OF xI—0F,  y(y,0)=1/'(y, 0).

Indem man die Homotopie-Hochhebungs-Eigenschaft der Faserung f: X ~ f~*(4)
— ¥V ~ 4 ausnutzt, findet man eine Homotopie I': F x I — F von der zuldssigen
Monodromie h, nach h , so dal I'=y auf 6F x I ist.

4.2. Sei F'cF ein Paar topologischer Rdume, seien g, h: (F, F')— (F, F') zweil
stetige Abbildungen mit k| F'=id aber moglicherweise g| F'#id. Es sei eine
Homotopie I': (F, F)x I-»(F, F') von h nach g gegeben. Dann kann man die
Variation var,: H (F, F')— H,(F) folgendermaBen mittels g und y=1I"| F' x I be-
schreiben: Sei t die durch id; bestimmte 1-Kette auf I, sei i: F' < F die Einbettung
und sei x ein Kreuzprodukt fiir singulire Ketten. Fiir jeden g-Zykel x von
(F, F') ist dann

(4.2.1) var,(klx)=kl(g(x) — x4+ (— 1)y (dx x 7)).
Das folgt leicht, indem man dI"(x x ) ausrechnet.

4.3. Nun wird wie in 3.5 die quadratische Singularitit

4.3.1) L ST, f@)=Rt 2
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betrachtet. Es seiz, = x, + iy, die Zerlegung der Koordinaten in Real- und Imaginir-
teil. Man schreibt z=x+iy mit x=(x,, ..., x,) und y=(y,,... ,yn) eR**1 50 daB
fx+iy)=|x*—|y|*+i(xy) ist. Hier ist xy X x,y, das iibliche innere Produkt
in R**! und |x|—]/§} Ein beliebiges ¢>0 und dazu ein é mit 0<d<¢&? seien
fest gewihlt. Die typische Faser (3.5.2) lautet dann

432)  F={x+iy:x,yeR"" |x]?+[y?<e?, | x> —|y|* =4, xy=0}.

Durch die Transformation

X 2
433 iv=—"— '|/
( ) u+tiv |X|+l 82_5y

mit der Umkehrung

2 2_5
(4.3.4) x+iy=|/%(sz—5)+5u+i 82 v

wird F diffeomorph auf
(4.3.5) Q={u+iv: u,veR"™, [u|=1, |v|<1, up=0}

abgebildet. Man kann Q als Totalraum des Biindels aller Tangentialvektoren
der Linge <1 an die Einheitssphére im IR"*! auffassen. Durch v=0 wird in Q
der Nullschnitt S <@ bestimmt. Eine Orientierung dieser n-Sphire S bestimmt
ein erzeugendes Element [S]e H,(Q)~Z. Der Tangentialraum an die Sphire im
Punkte e,=(1,0,...,0) ist

C={ey+iv: |v|£1, v,=0}=Q.

Wenn man C orientiert hat, ist dadurch ein erzeugendes Element [C]e H,(Q,6Q)~ Z
bestimmt.

Nachdem man F gemiB (4.3.3 +4) mit Q identifiziert hat, geht es also darum,
var [C] auszurechnen. Das soll mittels (4. 2.1) geschehen. Dazu braucht man
eine Trivialisierung t=(t;,f): 0X~dQ x D wobei D D,={teC: |t|<n} mit
d<n<e?und 0X ={x+iy: x, yeR**+1, |x|2—l-|y|2—.s2 |f(x+ly)|<11} ist. Um 1,
anzugeben, stellt man fiir x+iyedX das Bild f(x+iy)=pe*™®, 0<p<n und
@€, in Polakoordinaten dar. Fiir x'+iy’ =e~"?(x +iy) ist dann f(x' +iy)=p.
Die erste Komponente der Trivialisierung lautet nunmehr t,: 6X — 80,

. (X !
rl(x—i—iy):e"””( —+1i y, )
X' 1y

Man beachte, dafl diese Definition sinnvoll ist, obwohl ¢ nicht eindeutig be-
stimmt ist.

Als Homotopie f': FxI—X={zeC""':|e[<cund |f(z)|<y}, s. (41.1),
nimmt man f'(z, p)=e"¢z. Wenn man F und Q gemiB (4.3.3+4) identifiziert,
lautet die Unvertriglichkeitshomotopie (4.1.3)

y:00xI1—>0Q, yu+tiv, p)=e"?(u+iv).

Geometrisch bedeutet dies: Wahrend ¢ von 0 bis 1 Huft, wird der Punkt ueS
lings des GroBkreises durch u in der Richtung des Tangentialvektors —v ver-

3%
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schoben, so daB bei ¢ =1 der Antipodenpunkt —u erreicht wird. Gleichzeitig
wird v langs dieses GroBkreises parallel verschoben und erreicht —v bei p=1.

Essein: @ — S, n(u+iv)=u. Da = und die Einbettung S = @ bis auf Homotopie
zueinander invers sind, geniigt es =, var [ C] statt var [ C] auszurechnen. Dafiir
erhédlt man nach (4.2.1)

n, var [C]=kl(ng(C)—n(C)+(— 1)'ny(dC x I)),

wobei g: Q— Q, g(u+iv)= — (u+iv), die durch f bestimmte, unzulissige Mono-
dromie ist. Da n(C)=¢, und ng(C)= —¢, zu Punkten entartet sind, ist n,var[C]
=(—1)"(ny), [0C x I], also

(4.3.6) var [C]=(—1)"grad (xy)[S],

wobei grad(ny) der Abbildungsgrad von ny: dCxI—S ist. Da das Innere
0Cx1 diffeomorph auf S~ {e,, —e,} abgebildet wird, ist grad (zy)= 11 und
damit hat man (3.5.4) erneut bewiesen.

Um das Vorzeichen «, zu bestimmen, werden fiir S und C Orientierungen
festgelegt: Man orientiert S als Rand der Einheitsvollkugel im R"*!, wobei
R"*! seine kanonische Orientierung trigt. Man orientiert C durch die Koordi-

naten (v, ..., v,); die Reihenfolge ist wichtig. Im einzigen Schnittpunkt e,+ i0
von C und S sind dann (v, , ..., v,) ein positiv orientiertes Koordinatensystem von
C und (u, ..., u,) ein solches von S. Zusammen ergeben sie das Koordinaten-

system (v, ..., 0,, Uy, ..., t4,) von Q. Die Schnittzahl {[C7,[S])> ist = +1 oder
= —1, je nachdem, ob dieses Koordinatensystem von Q positiv oder negativ
orientiert ist. Als Orientierung von Q wird dabei die ,komplexe® Orientierung
von F, durch (4.3.3) nach Q iibertragen, genommen. Das oben genannte Koordi-
natensystem wire in diesem Sinne positiv orientiert, wenn die Koordinaten in
der Reihenfolge (u,,v,,u,,v,,...,4,,v,) auftrdten. Die Schnittzahl ist also das
Vorzeichen der entsprechenden Koordinatenpermutation

n(n+1)
4.3.7) CLISH=(-1) ?

Fir 0C wird die von C her induzierte Orientierung genommen und fiir 6C x I
die durch die Reihenfolge dC, I bestimmte Orientierung, wobei I die kanonische
Orientierung tréigt. In der Umgebung des Punktes (e, +ie, ,3)istdann (v,, ..., v,, @)
ein positiv orientiertes Koordinatensystem von 8C x I. Esist ny(e, +ie, ,3)= —e, .
Als positiv orientiertes Koordinatensystem von S in der Umgebung dieses
Punktes kann man (ug, #,, ..., 4,) nehmen. Die Funktionaldeterminante von ny
beziiglich dieser Koordinatensysteme ist negativ und daher ist grad(zy)= —1,
also wegen (4.3.6) var[Cl= —(—1)"[S]. Wenn man nun nach 3.5 zuriickkehrt

nn+1)

und s=[§] nimmt, mul man, um (3.5.5) zu etfiillen, c=(—1) 2 [C] nehmen,
s. (4.3.7). Also ist
n(n—1) n(n—1)

438) varc=—(—-1) * s, dh a,=—(—1) % in (3.5.6-38).

§ 5. Die Picard-Lefschetzschen Formeln

5.1. Die Picard-Lefschetzschen Formeln sind die Folgerungen aus (3.5.6+7)
fiir eine holomorphe Function f: Y— €, dic nur nicht entartete kritische Stellen
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hat. Hier ist Y eine komplexe (n+ 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, und ein
Punkt aeY heiBt nicht entartete kritische Stelle von f, wenn das Differential
df=0 in a ist und die Hessesche Form Hf in a den maximalen Rang n+1 hat.
(Beziiglich irgendwelcher holomorpher Koordinaten (z, ...,z,) von Y in der
Umgebung von a wird H f durch die Matrix der zweiten Ableitungen (62 f, /0z;02;)
gegeben.) In diesem Falle besagt die holomorphe Version des Morseschen Lem-
mas, vergleiche die reelle Version bei Milnor [18], S. 6, dall man stets ein lokales
Koordinatensystem (z,, ..., z,) so finden kann, daB f (z)= f(a)+ z+--- + 22 ist.

52. Im ganzen §5 werden folgende Bezeichnungen und Voraussetzungen
benutzt: Mit f: X - Vwird eine Abbildung wie in 2.1 bezeichnet, wobei zusétzlich
verlangt wird:

Das Innere X =X ~0X ist eine (n+ 1)-dim. komplexe Mannigfaltigkeit.

Esist g=2, also V<= C (=R?).

Die Funktion f ist in X holomorph.

Alle kritischen Stellen von f sind nicht entartet. Die Anzahl dieser Stellen ist
endlich.

5.3. Zunichst wird zusitzlich vorausgesetzt, daB f nur eine (nicht entartete)
kritische Stelle @ mit f(a)=0e ¥ hat. Wenn 6 >0 so klein ist, daf3
D;={teC: |t|=£d}cV

ist, sind dann zum Weg w (@) = § e2™¢ eine zulissige Monodromic h: F=f ()~ F
mit hlaF =id und dazu Variationen var: H,(F, 0F)— H,(F) fiir alle g definiert.
Da F ecine komplexe Mannigfaltigkeit ist, ist F orientiert.

Picard-Lefschetzsche Formeln
(5.3.1) var=0: H (F,0F)—> H, (F) fiir alle g#n.
Es gibt eine ,,verschwindende* Homologieklasse se H, (F), die durch eine in F

eingebettete n-Sphére reprisentiert wird, deren Normalenbiindel isomorph zum
Tangentialbiindel von S* ist. Die Selbstschnittzahl von s ist

—1 s )2, n gerade
(5:3.2) <557 ={( 0,) n ﬁngerade
(5.3.3) var (x)= fir alle xeH,(F, OF).
(5.3.4) Folgerungen fiir die algebralsche Monodromie h,: H (F)~ H,(F):
h,=id fir alle Dimensionen g=+n,
hO)=y—(—1)" T (psys  firalle yeH,(F)
insbesondere
hy(s)=(—1)"*"s,
hZ=id, 1) falls n gerade,

E)=y—(—=1) % r{ysys, falls n ungerade
yeH,(F), reZ.
Das ergibt sich aus (5.3.1—3), weil A =id + var j, ist, s. (3.1.2).
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5.4. Zum Beweis der Picard-Lefschetzschen Formeln wird zunichst eine Variante
von 2.1 betrachtet: In X liege eine gleichdimensionale abgeschlossene Unter-
mannigfaltigkeit B mit dem Rand éB. Auch f|0B habe (wie f|0X) iiberall den
maximalen Rang g. AuBlerdem sollen alle kritischen Stellen von f in B liegen.
In F liegt dann die gleichdimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit FnB
mit d(FNB)=Fn 0B. Die Voraussetzungen ergeben, daB jetzt micht nur 90X,
sondern ganz X ~ B durch f iiber V trivial gefasert wird. Es gibt also eine Triviali-
sierung 7: X ~\Ba(F~B)x V analog zu (2.2.1) und einen mit ¢ vertraghchen
Zusammenhang, so daB} der Diffeomorphismus h,,: F,~F, zum Weg w in V'~ 4
sogar 7, h,(y)=1,(y) fir alle yeF, < B erfiillt, vgl (2.2.2). Insbesondere hat bei
cinem geschlossenen Weg w von * nach = die zuldssige Monodromie h,,: F~F
die Eigenschaft i | F~ B=id. Darum werden durch & drei Variationen bestlmmt
die in folgendem Dlagramm zusammengefaft sind:

H,(F,0F)—"—H (F, F\B)«%— H,(FnB, Fn0B)

I var vary vary

v

H,(F) = H,(F) «<*—H/(FNB)

Alle waagrechten Homomorphismen sind durch Einbettungen induziert. Ins-
besondere ist e, ein Ausschneidungsisomorphismus. Wegen der Natiirlichkeit
der Variation (3.1.3) ist das Diagramm kommutativ. Seine Bedeutung liegt darin,
dal3

(5.4.1) var=evar, e, r.

5.5. Beweis der Picard-Lefschetzschen Formeln (5.3.1—3). In einer Umgebung
von a wihlt man ein komplexes Koordinatensystem (z,, ..., z,) fiir X, so daB
a=(0, ...,0) und f(z)=z% +---+1z2 ist,s. 5.1. Man wihlt ¢>0 so klein, daB die
Vollkugel B={z:|z|<¢} im Definitionsbereich dleses Koordinatensystems liegt,
und man wihlt # und § so, daB 0<d<n<e? und D < V. Man hat dann die in 5.4
beschriebene Situation erreicht, indem man V auf D und X auf f “I(D) ein-
schrinkt. Daher ist nach (5.4.1)

var: H,(F,0F) > H(F, F~B)«%— H,(FAB, Fn0B) " H (FnB) > H,(F),

wobei FnB zur typischen Faser (4.3.2), also zu Q (4.3.5) diffeomorph ist und
var, der in 3.5 betrachteten Variation entspricht. Dann folgt (5.3.1) aus (3.5.3).
Das erzeugende Element s, =[S1e H (F N B)~Z wird gemil 4.3 gewihlt. Dann
hat s=e(s,)e H,(F) die gewlinschten Eigenschaften. SchlieBlich wird

¢,eH,(FnB, Fn0B)

so gewihit, daB {c,,s;>=1 ist (3.5.5). Dann ist e;'r(x)={x,s>¢;,und (5.3.3)
folgt aus der angegebenen Zerlegung von var und der Formel (4.3.8) fiir var,,
¢, und s, .

5.6. Anstelle einer einzigen kritischen Stelle a von f wie in 5.3 wird nun zu-
gelassen, daB f endlich viele nicht entartete kritische Stellen 4, ..., a, hat, so
daB f(a,)*f(a,) fir u=+v ist. Es seien b,, ..., b, eV die zugehdrigen kritischen
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Werte. Man wihlt 6>0 so klein, da3 die Kreisscheiben D, = {teC: |t—b,|<6}
alle in V 11egen und dlsjunkt sind. Es sei w,(@)=b, +5e2’”“’ 0=, und u,
ein C*-Weg in V'~ {b,,...,b,} vom Ba51spunkt * nach b,+4¢. Man nennt dann
(5.6.1) v,=u;"w, U,

ecinen elementaren Weg zu b,.

Nach (2.2.3—5) gehort zu jedem aen(V ~{b,,...,b,}, *) eine Monodromie
h,: F~F mit h,|JF, die bis auf eine aufl JF stationdre Homotopie wohlbestimmt
ist. (m bedeutet die Fundamentalgruppe) Zu h, gehdren Variationen
var,: H,(F, 0F)— H (F)fiir alle g, die nur von a abhingen (3.1.5).

Satz. Es sei 8, die Homotopieklasse eines elementaren Weges v, zu b, (5.6.1).
Dazu gehort ein sy eH,(F), so daf fir die Monodromie h=h,, , die Variation
var=var, und s=s, diePicard-Lefschetzschen Formeln (P.-L. Formeln) (5.3.1—3)
und ihre Folgerungen fiir (hy ), wortlich zutreffen.

- Beweis. Wenn man #> ¢ hinreichend nahe bei 6 wihlt, sind fiir die Umgebung
V'={t:|t—b, <y} von b,, fir X'=f~" (V') und fiir f'=f]|X" die Voraussetzun-
gen 5.2 erfiillt, und man hat es nur mit einer kritischen Stelle an zu tun. Nach 5.3
gelten dann die P.-L. Formeln fiir die typische Faser F,=f~'(b,+4), fir die
Monodromie h;: F,~F, lings des Weges cu” und die dazu gehorlge Variation.
Die verschwmdende Homologleklasse sei s,eH,(F,). Nun bestimmt der Weg
u, von = nach b,+4 einen lefeomorphlsmus @: FxF,, so dal} wegen (2.2.3)
gilt: hy =&~ "h,@. Da alle Operationen, die in den P -L. Formeln auftreten,
naturhch d.h. m1t & vertréglich sind, bleiben die Formeln fiir h= hg,, var=vary ,

s=s5 =(P~ ) (s,)e H,(F) und alle xe H,(F, 0F) richtig.

5.7. Auch die Voraussetzung von 5.6, daB f(a,)+f(a,) fiir p+v gilt, kann
eliminiert werden. Wie in 5.6 seien q,, ..., a,,€ X die kritischen Stellen, von denen
genau a, ., ...,q,,, iber demselben kritischen Wert be V' liegen mogen. Es sei
ein elementarer Weg v zu b gewahlt, vgl. (5.6.1). Fiir eine zuldssige Monodromie
h langs v und die zugehodrige Variation var = var, gelten die Picard-Lefschetzschen
Formeln (5.3.1 —3) mit folgenden Anderungen:

Satz. (5.7.1)=(5.3.1), d.h. var=0 in allen Dimensionen q=n. Es gibt ver-
schwindende Homologieklassen s, , ..., s € H,(F), die durch n-Sphdren reprisentiert
werden, die in F disjunkt emgebettet sind, so daff ihre Normalenbiindel zum Tan-
gentialbiindel von S* isomorph sind. Ihre Schnittzahlen lauten:

0, n ungerade
57.2 S5 S0 = nn—1) v=1,...,k
(5.72) S 52 (=1) % 26,,, n gerade #
nn—1) k
(5.7.3) varx=—(—1) > Y <{x,5,)s,.
v=r+1

Beweis. Wie im Beweis von 5.6 fithrt man die Behauptung auf den Fall zuriick,
daBl f nur einen kritischen Wert b=0 mit den dariiber liegenden kritischen
Stellen ay, ..., g, hat. In dieser Situation modifiziert man den Beweis 5.5, der den
Fall k=1 behandelte, folgendermaBen: Man wiahlt analog zu 5.5 zu jedem a,
eine Vollkugel B, , so daf} alle B, disjunkt sind. Man erreicht wie in 5.5 die in 54
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beschriebene Situation; nur ist diesmal B=B; u---uB, und folglich FnB=
(FnB,)u --- U(Fn B,) difftomorph zur disjunkten Vereinigung von k Exemplaren
von Q. Daher ist in jedem F B, eine n-Sphire S, so eingebettet, dall das Normalen-
biindel isomorph zum Tangentialbiindel ist, und alle S, sind offenbar in Fn B
paarweise disjunkt. Daher bilden die s;=[S,],...,s,=[S,]1eH,(FnB)~

n{n—~1)

Z®-- @Z eine Basis mit (s,,s,>=0 fiir n ungerade und =(-1) * 24,
fiir n gerade. Man definiert s, =e(s,). Es sei cj,...,c,eH,(FnB, FndB) die
Basis, die beziiglich (—, —) zur Basis s{, ..., s; dual ist. Dann ist

k
er'r(x)= Y {x,s.0c, fiir alle xeH,(F, dF)
k=1

und die Formeln (5.7.1—3) folgen genauso wie in 5.5.

Bemerkungen. (a) Der Leser moge die Formeln (5.3.4) fiir den vorliegenden
Fall verallgemeinern.

(b) Da jedes Element aen(V~{by,...,b,}, *) ein Produkt der elementaren
B, ist, kann man var, wegen (3.1.4) durch die var, ausdriicken. Insbesondere
ergibt sich, daf3

(5.7.4) var,=0: H (F,0F)— H(F) fir alle g#n und aen

gilt. Wenn man var, in der Dimension # ausrechnen will, benétigt man die Schnitt-
zahlen <s,,s,> der verschwindenden Homologieklassen, iiber dic man im all-
gemeinen nichts weif, auBer in dem Fall, daB s, und s, zu kritischen Stellen a,
und a, mit f(a,)=f(a,) gehoren, s. (5.7.2).

§ 6. Die Storung isolierter Singularititen

6.1. Essei U eine Umgebung von 0 in €**! und es sei 1 U — € eine holomorphe
Funktion mit f(0)=0, die 0 als einzige kritische Stelle hat, d.h. fiir alle ze U, z+0,
sei das Differential df+0. Wie in 2.3 wihlt man ein ¢>0 und ein >0 und be-
trachtet die typische reguldre Faser F=f~'(§)nB, zusammen mit einer zu-
lassigen Monodromie h: FaF, also insbesondere 4| 0F =id, ldngs des Weges
w(p)=35e2"? 0< p < 1. Offenbar ist F eine kompakte, 2n-dimensionale Mannig-
faltigkeit mit dem Rand 0F = f ~1(8)n 0 B,, deren Inneres F eine komplexe Struktur
tragt. Insbesondere ist F kanonisch orientiert und hat keine randlosen Zusammen-
hangskomponenten, da diese kompakte komplexe Untermannigfaltigkeiten des
C"** also Punkte wiren.

Zur Monodromie 2 gehort eine (von der Wahl von & unabhingige) Variation
var: H (F,8F)— H,(F), die nach 3.4 i allen Dimensionen 0=q=+2n ein Iso-
morphismus ist. AuBerdem werden eingefithrt:

(6.1.1) die algebraische Monodromie H=h,: H,(F)~ H,(F),
(6.1.2) die Schnittform S: H (F)®@H,(F)—Z, S(x,y)=<{x,y> und

(6.1.3) die Verschlingungsform L: H (F)® H (F)— Z,
L(x, y)=(—1)""*{var =1 (y), x>.

Dabei ist { —, —> die Schnittzahl (3.2.2).
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Hauptsatz. (6.1.4) H,(F)=Z, H (F)=0 fiir alle 0% q=n, H,(F) ist eine endlich
erzeugte freie abelsche Gruppe.
(6.1.5) S(x, y)=L(x, y)+ (= 1)"L(p, x)
(6.16)  L(x,Hp))=(-1y"'L(y,x)

Wenn man in H (B) irgendeine Basis wahlt und H, Lund S als Matrizen beziiglich
dieser Basis ansieht, ist also

(6.1.5) S=L+(—1)L,
(6.1.6) H=(-1y+11p,

fiir alle x, ye H (F).

L =transponiert.

Da var ein Isomorphismus ist, ist L invertierbar.

(6.1.7) Die Monodromie h: F~F laft sich als Produkt h=h, o o h von Mono-
dromien h,. F~F mit h,|0F =id schreiben. Zu jedem u gehort eine ,,verschwin-
dende” Homologzeklasse s, eH (F), welche durch eine in F eingebettete orientierte
n-Sphiire reprisentiert wzrd deren Normalenbiindel zum Tangentialbiindel von S"

isomorph ist. Fiir jedes h,, seine Variation var y=var, und s, gelten die Picard-
Lefschetzschen Formeln (5.3.1—4).

(6.1.8)  Die(sy,...,s,,) bilden eine Basis von H,(F).
nn—1)

(6.1.9) H=o0,0-00y, wobeio,: H(F)xH(F), o,(x)=x—(—=1)" 2 S(x,s DS,
(6.1.10) Beziiglich der Basis (6.1.9) wird L durch eine obere Drezecksmatnx be-

nn+1)
- 2

schrieben, deren Diagonalelemente (—1) lauten.

6.2. Beweis. Zunidchst wird gezeigt, daBl aus (6.1.748) zusammen mit den
Ergebnissen von 3.2, 3.4 und 5.3 die iibrigen Behauptungen folgen:

Zu (6.1.4): Nach 34 ist F zusammenhingend und var: H o \F> OF)~ H (F) fiir
alle 0%¢=+2n ein Isomorphismus. Da andererseits in allen D1mens1onen q$n
jedes var, =0 ist (5.3.1), folgt aus der Kompositionsregel (3.1.4), daB} auch var=0
ist. Daher muBl H (F)=H,(F,0F)=0 fir alle g0, +n, #2n sein. AuBerdem
sind dann H,(F) und H,(F, 0F) freie abelsche Gruppen und beziiglich ¢ —, —>
dual zueinander.

Zu (6.1.5+6). Nach (3.2.5) ist S(var a, var b)= —({a, var b)> +(—1)" (b, var ay)
fiir alle a, be H,(F, 0F). Da var in der Dimension n ein Isomorphismus ist, ist es
sinnvoll x=var a und y=var b einzusetzen, so daB (6.1.5) entsteht. Entsprechend
folgt (6.1.6) aus (3.2.6).

Zu (6 1. 9) Wegen (5.3.4) ist g,=(h,),. Daher folgt die Behauptung aus
h=h,o---oh,.

Zu (6 1 10). Es sei ¢,...,c,cH(F,0F) die zu s,,...,s,eH(F,0F) duale
Basis, also <c,,s,>=9,,. Es sei ¥ die Matrix von var beziiglich dieser Basen.
Dann ist nach (6.1.3) L=(—1)"*' (V' ~!)". Die Behauptung ist somit #quivalent zu:

n(n—1)
(6.2.1) Vist eine untere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente —(— 1y 2
lauten.

Zum Beweis wird g, =h,o---o h,, u=1, ..., m, eingefiihrt und durch Induktion
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iiber u bewiesen:

nn—1)

(6:22) var, (¢)=—(—1) 7 s,+Linearkombination der s, ..., s, k<p
n(n—1)

=—(=1) ? s; k=p

=0; k>u.

Der Induktionsbeginn bei y=1 folgt aus (5.3.3), weil g, =h, ist. Fiir den SchluB3
von y auf pu+1 zerlegt man die Variation von g, ,=h, , °g, gemiB (3.14):

var,  =var, +Vﬁ£g_“ 1—)4— var, oj,ovar, . Wenn man hier ¢, einsetzt, folgt:

2

var, . (¢)= —('— 1) Ouit, kSusrFvar, () +4s, ;, wobei AeZ, und zwar
A=0 falls k>p ist. Wenn man nun var, (c,) geméB der Induktionsvoraussetzung
ersetzt, folgt die Induktionsbehauptung und damit fiir y=m die Behauptung
(6.2.1), da h=g,, ist.

6.3. Zum Beweis von (6.1.7+8) wird eine Entfaltung von f: U— @€ benutzt.
Darunter versteht man eine holomorphe Funktion g: U x W — €, wobei W eine
konvexe Umgebung von 0 in €7 ist, so daB fiir alle ze U gilt: f(z)=g,(z)=g(z, 0).
Allgemein sei fiir festes ae W definiert: g,: U — €, g,(z2)=2(z, a).

Es seien ¢, # und ¢ gemiB 2.3 gewdhit. Da 0 die einzige kritische Stelle von f
ist, kann man zu jedem vorgegebenen n’' mit d <y’ <y ein W finden, so daB fiir
alle ae W gilt:

(6.3.1) Alle Fasern g;*(z), |t|<#/, schneiden 4B, transversal.
(6.3.2) Alle Punkte zeB, mit |g,(2)| =6 sind regulir fiir g_.

Man nennt dann jedes derartige g, eine (g, 6)-Storung von f. Nach 2.1 ist fiir die
Abbildung g, mit der typischen reguliren Faser E,=g_(8)n B, lings des Weges
w(p)=05e*"? 0 p<1, eine zuldssige Monodromie h,: F,~F, definiert.

Lemma. Wie in 6.1 sei F die typische regulire Faser von fund h: F~F eine
zullissige Monodromie fiir f lings w. Es gibt einen Diffeomorphismus @: F~F,, so
daf} h und @~ h,® homotop sind,wobei die Homotopie auf OF stationdr ist.

Beweis. Sei D,={teC: |t]<r}. Man erhdlt die in 2.1 beschriebene Situation,
wenn man V=l°),,, xW,X={(z,w)eUx W: |z|<eund|g(z, w)|<y}und G: X > V,
G(z, w)=(g(z, w), w) wiihlt. Wegen (6.3.1) hat G|0X iiberall den maximalen Rang g.
Aus (6.3.2) folgt, daB} die kritische Menge 4 in D; x W enthalten ist. Man bildet
in V~ 4 die Wege

Qp)=(6e>",0), Q(p)=(e’™?a) und v(p)=(5,ap); O0=Zp=1l

Es ist G71(6,0)=F und G~'(4,a)=F,. Eine zulissige Monodromie h, fiir G
ldngs Q ist eine zuldssige Monodromie 4 fiir f 1dngs w kurz h, =h und entsprechend
ho,=h,. DieWege Q und v~'Q,v sind in V' \ 4 zueinander homotop. Wenn man
®=h,: F~F, als den Diffeomorphismus lings v definiert, gilt wegen (2.2.3+4),
daB &~1h,® und h homotop sind, wobei die Homotopie auf oF stationir ist.

6.4. Zu jedem f gibt es eine Entfaltung g, so daB g, fiir fast alle a nicht entartet
ist, d.h. nur nicht entartet kritische Stellen hat, die auBerdem in verschiedenen
Fasern liegen. Zum Beispiel ist dies fiir g(z, w)=f(z)+wyzo+ - +w,z, der Fall,
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s. Milnor [19], S.113. Es sei nun g, eine nicht entartete (g, §)-Storung von f.
Dann treffen fiir g,, F, und h, wie in 6.3 die Voraussetzungen und damit auch die
Ergebnisse von 5.6 zu. Wegen des Lemmas in 6.2 kann man die Ergebnisse mittels
@' auf f, F und h iibertragen und erhilt so (6.1.7). Ferner gilt, s. Milnor [19],
Appendix B oder Brieskorn [3a], Appendix:

(6.4.1) Der Rang mvon H, (F), 5.(6.1.9), ist gleich der Anzahl der kritischen Stellen,
die eine nicht entartete (g, 8)-Storung g, von f innerhalb der ,,.Dose g;*(D;) " B, hat.

Wenn man nun var: H (F, 0F)~H,(F) gemifl (3.1.4) aus den einzelnen
var,(x)=+<x,s,>s, (5.3.3) zusammensetzt, folgt, dal H (F)=Bild(var) von
5155 Sy erzeugt wird. Wegen (6.4.1) bilden die s,, ..., s,, dann sogar eine Basis,
so daB (6.1.8) bewiesen ist. (Mdglicherweise 146t sich auch (6.4.1) direkt mit den
hier benutzten Methoden beweisen. J. W. Bruce, Liverpool, verdanke ich den
Hinweis, dal3 der Beweis dafiir in [13] unzureichend war.)

§ 7. Literaturhinweise

Die Definition der Monodromie h: F ~F einer isolierten Singularitit ist mit
der willkiirlichen Wahl von ¢ und § behaftet, s. 2.3. Milnors Uberlegungen, [19],
S.17ff.,, zeigen, daB h bis auf ,,Diffeomorphie“ von der Wahl von & und § un-
abhiingig ist. Deligne, [4], S.22ff, fithrt aus, wie man umgekehrt aus h die
Singularitit f bis auf topologische Aquivalenz rekonstruieren kann.

Die Ergebnisse von 3.5 und ihre Konsequenzen in § 5 gehen auf Picard, [22],
S.951f, und Lefschetz, [15], S.23f, zuriick. Beim §4 handelt es sich in etwa
um eine moderne Fassung der alten Beweise, s. auch [16, 217 und [4].

Man kann f~!(0)n 3B < 0B als hoherdimensionalen Knoten untersuchen. Die
Seifertsche Verschlingungsform Lfiir die iiblichen Knoten im IR3, s. [23], wurde
von Levine [17] auf den hoherdimensionalen Fall verallgemeinert. Bei einer
isolierten Singularitiit entspricht diese Verschlingungsform der Variation, s. (6.1.3)
und [12]. Fir die Seifertsche Verschlingungsform findet man die Ergebnisse
(6.1.546) im wesentlichen schon bei Levine [17]. Durfee [5] bewies mit den
Methoden des Manuskriptes [13] direkt fiir die Seifertsche Verschlingungsform L
die Dreiecksgestalt, vgl. (6.1.10), ohne den Zusammenhang (6.1.3) zu benutzen.

Die von allen ,Spiegelungen® o, ...,0,: H (F)~H,(F) erzeugte Automor-
phismengruppe héngt nicht von der Wahl der Stérung g, von f ab, mit deren
Hilfe die o, gewinnen wurden, s. 6.4. Das ergibt sich, wenn man statt irgendeiner
Entfaltung g ,die” universelle Entfaltung nimmt, s. dazu Looijenga [17a].

Beginnend mit Pham [20] wurden eine Reihe von Methoden entwickelt, um
die Verschlingungsform L einer isolierten Singularitit explizit zu berechnen,
siehe insbesondere [1, 7—11].

Arnold, s. [2] und [3], und Siersma [24] haben alle isolierten Singularitdten
mit rg H,(F) <13 bis auf analytische Aquivalenz klassifiziert und die zugehorigen
Verschlingungsformen angegeben. Arnolds Arbeiten enthalten dariiber hinaus
einen Uberblick iiber alle wichtigen Ergebnisse im Zusammenhang mit isolierten
Singularitdten und umfangreiche Literaturverzeichnisse.
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