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Die Homologie isolierter Singularit iten 

Klaus Lamotke 

Die vorliegende Arbeit ist die revidierte Fassung von zwei Manuskripten des 
Verfassers aus dem Jahre 1970 (Die St6rung einer isolierten Hyperfl~ichen- 
singularit~it, Syracuse University, und Isolated Critical Points and Monodromy, 
Liverpool Singularities Symposium), die bisher nur in vervielf~iltigter Form 
existierten und seitdem in mehreren Arbeiten tiber isolierte Singularit~iten benutzt 
wurden. Die im folgenden dargestellten Ergebnisse wurden teilweise unabh~ingig 
auch von anderen Autoren gefunden, ohne dab jedoch eine zusammenh~ingende 
Darstellung ver6ffentlicht wurde. Im Grunde genommen gehen Spezialf~ille dieser 
Ergebnisse auf Lefschetz (1924) [15] und Picard (1897) [22] zuriick. 

w 1. Uberblick 
Es wird ein holomorpher Funktionskeim f: (112" + 1 0) --~ (~, 0) betrachtet, der 0 

als isolierte kritische Stelle hat. Wenn man ~>0 und 6>0  hinreichend klein 
w/ihlt, bestimmt ein positiver Umlauf l~ings der Kreislinie It[ =6 in 112 einen 
Diffeomorphismus h: F,.~F, wobei F =  {zO12"+1 : f ( z )=6  und Iz[ <e} eine dutch 
[z [ < e abgeschnittene regul~ire Faser von f in der N~ihe der kritischen Stelle ist. 
Man nennt h die Monodromie. Man kann es so einrichten, dab h den Rand OF 
identisch abbildet, und nut solche Monodromien werden im folgenden zugelassen. 

Jeder stetigen Selbstabbildung h eines topologischen Raumes X, die einen 
Teilraum A identisch abbildet, wird ein sogenannter Variationshomorphismus 
var: Hq(X,A)~H~(X) der ganzzahligen singuliiren Homologie zugeordnet, so 
dab h. - id: Hq(X) ---, Hq(X, A) -* Hq(X) ist. Hier ist id die Identit/it, der erste Pfeil 
ist dutch die Einbettung (X, ~ ) c ( X ,  A) induziert, und der zweite Pfeil ist die 
Variation. Insbesondere ist also fiir die Monodromie h: F ~ F  die Variation 
Hq(F, OF)~ Hq(F) definiert. Unter anderem wird gezeigt, dab diese Variation in 
allen Dimensionen q=~0, + d i m F  ein Isomorphismus ist, sogar dann, wenn f 
nicht holomorph sondern lediglich reell analytisch ist. Wenn man diese Ergebnisse 
auf nicht entartete, d.h. quadratische Singularit~iten anwendet, erh~ilt man die 
Picard-Lefschetzschen Formeln. 

Schlieglich wird ein Funktionskeim f betrachtet, der eine beliebige isolierte, 
m6glicherweise entartete kritische Stelle hat. Man kann dann durch St/Srung 
von f eine neue Funktion f '  gewinnen, die lauter nicht entartete kritische Stellen 
hat, wiihrend die zu f '  gehiSrige Monodromie h': F ' g  F' zur alten Monodromie 
yon f isomorph ist. (Der positive Umlauf l~ings ]t 1=6 umkreist jetzt mehrere 
kritische Werte von f'.) Die Picard-Lefschetzschen Formeln fiir die einzelnen 
kritischen Stellen von f '  zusammen mit der Tatsache, dab die Variation von h 
ein Isomorphismus ist, ergeben dann die Hauptergebnisse 6.1 der vorliegenden 
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Arbeit, unter anderem: H~(F)=0 ffir alle q4:0, @n. (Das hatte Milnor [19] 
mittels Morsetheorie bewiesen.)Die den einzelnen kritischen Stellen von f '  zu- 
geordneten ,,verschwindenden" Homologieklassen bilden eine Basis yon H,(F). 
Die Variation in der Dimension n wird durch eine Dreiecksmatrix beschrieben, 
aus der man in einfacher Weise die Schnittmatrix von F u n d  die Matrix yon 
h. : H,(F),,~ H,(F) berechnen kann. 

w 2. Die Monodromie 

2.1. Es sei f :  X ~ V eine eigentliche C~-Abbildung zwischen der differenzier- 
baren Mannigfaltigkeit X mit dem Rand •X und der konvexen, offenen Menge 
V c IR ~. Die Beschr~inkung f lc3X habe iiberall den maximalen Rang q. Es sei 
K c X die Menge der kritischen Stellen yon f, an denen f einen Rang < q hat, 
und es sei A = f ( K )  c V die kritische Menge. 

In V'..A sei ein Basispunkt �9 lest gew~ihlt. Die kompakte, differenzierbare 
Mannigfaltigkeit F = f - a ( , )  mit dem Rand OF=Fc~OX heiBt typische reguliire 
Faser. 

2.2. Bei den folgenden Aussagen handelt es sich um Varianten des Ehres- 
mannschen Faserungssatzes [6] (einen neueren Beweis findet man in F253), der 
in der vorliegenden Situation besagt, dab f I---:X \ f - l ( A ) - - ,  V'-. A eine lokal 
triviale Faserung ist, deren Beschr~inkung auf OX \ f - l ( A )  sogar trivial ist. 

Es gibt eine Trivialisierung, d.h. einen Diffeomorphismus 

(2.2.1) ~: ~?X~c3F x V, T(x)=(~l(x),f(x)) , mit "cl(y)=y falls y~ f ,  

x~OX, ~l(x)ec~F, f (x)eV.  

Auf X'- .K gibt es einen integrierbaren Zusammenhang ftir f,  der auf 3X mit 
dem durch z bestimmten Zusammenhang iibereinstimmt. Durch Integration 
eines solchen Zusammenhangs erh~ilt man zu jedem stiickweise C =~ Weg co in 
V \ A yon a nach b einen Diffeomorphismus ho~: F a ~ F b mit der Eigenschaft 

(2.2.2) ~h~(y)=~l(y ) fiir alle ye~Fa. 

(Die Integration des Zusammenhangs l~ings co ergibt die Isotopie/~>: F, x I--->X 
mit /~o~(x, 0)=x,  f/},o(x,(o)=co(~o) und ~l(y)=~l/}(y,~0) fiir alle xeF~, ye0F~ und  
q~el= [0, 1]. Man definiert dann ho~(x)=~(x, 1).) 

(2.2.3) Wenn sich die Wege co und co' hintereinander durchlaufen lassen (co'co 
bedeutet: erst co dann co'), ist h~,~=h~,h~. 

(2.2.4) Wenn die Wege co und co' bei festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt 
homotop sind, sind h~o und hoy homotop, wobei die Homotopie auf ~?F~ station~ir 
ist. 

(Eine Homotopie H: Yx I -+ Z heigt aufA ~ Ystation~ir, wenn H(a, t) = H(a, O) 
flit alle asA und t e l  gilt.) 

(2.2.5) Wenn co ein geschlossener Weg yon � 9  �9 ist, nennt man h~: F,~F 
eine zulgtssige Monodromie l[ings co. Wegen (2.2.2) ist dann h~ I~?F=id. Bis auf 
eine Homotopie, die auf #F station~ir ist, hiingt h,o in diesem Falle nicht yon der 
Wahl der Trivialisierung und des damit vertriiglichen Zusammenhangs ab. 



Die Homologie isolierter Singularit~ten 29 

2.3. Die isolierten Singularit~iten ordnen sich der in 2.1 beschriebenen Situation 
folgendermagen unter: Es sei U eine Umgebung von 0e]R" + 2 u n d f = f  1 + if2: U ~  
eine reell-analytische Funktion mit f ( 0 )=0 .  Es sei 0 die einzige kritische Stelle 
von f. 

Wenn man den Radius ~ > 0 der Vollkugel B = {x zlR m + z: I x I < e} hinreichend 
klein w~ihlt, schneidet die singul~ire Faser f-~(0)  den Rand ~B transversal, 
s. Milnor [19], S. 17. Daher schneiden alle Fasern f - l ( t ) ,  Itl<t/, den Rand ~B 
ebenfalls transversal, vorausgesetzt, dab t />0  klein genug ist. Wenn man nun 
V = { t r  [t[<t/} und X=f - I (V )c~B  mit O X = f - l ( V ) c ~ B  w~ihlt, sind die 
Voraussetzungen yon 2.1 erffillt. Es ist K = { 0 } ~ ] R .  m+2 und A = { 0 } c C .  Als 
Basispunkt nimmt man ein reelles 6 r r mit 0 < 6 < t/. 

Es genfigt, den Weg o~(r 6e 2"i~', 0<~0 < 1, und eine zul~issige Monodromie 
h=h,o: F=f - I (6 )c~B~F l~ings dieses Weges zu betrachten. 

2.4. In dieser Situation sind fiir 3.4 folgende Konstruktion und ihr Ergebnis 
wichtig: In F • [0, 1] identifiziert man die Enden F x 0 und F • 1 mittels h, also 
(x, 0) mit (h(x), 1) fiir alle xr So entsteht eine Mannigfaltigkeit E, deren Rand 
~E in kanonischer Weise zu t3F • S ~ diffeomorph ist, well h l 0 F = i d  ist. Mit D 
wird die abgeschlossene Kreisscheibe mit 0D = S ~ bezeichnet. 

Satz (Milnor). Wenn man E und OF x D lgmgs ihrer Riinder mitteIs des kano- 
nischen Diffeomorphismus identifiziert, erhiilt man eine zur (m + 1)-Sphgtre diffeo- 
morphe Mannigfaltigkeit. 

Beweis. Die fiber co liegende Isotopie fl: F x I--~ X bestimmt einen Diffeo- 
morphismus E ~ f -  1 (~D) c~ B, wobei D = {t ~ IE: I t ] =< 6} ist. AuBerdem hat man 
die Trivialisierung z - I : 0 F  x D ~ f - l ( D ) n  0B. Da sich fl und z miteinander ver- 
tragen, entspricht dem kanonischen Diffeomorphismus die identische Abbildung 
yon f-I(OD)c~OB. Daher folgt die Behauptung aus Milnors Ergebnis, [19] S. 99. 

w 3. Die Variation 

Im folgenden wird die singul~ire Homologietheorie mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten benutzt. Alle Uberlegungen lassen sich direkt auf Koeffizienten in einem 
beliebigen nullteilerfreien Hauptidealring iibertragen. 

3.1. Es sei F ' c F  ein Paar topologischer R~iume undes  sei h: F ~ F  eine stetige 
Abbildung mit h F ' =  id. Man definiert die Variation von h fiJr alle Dimensionen 
q durch 

(3.1.1) var: Hq(F, F')-*Hq(F), klx -~ kl(h(x)-x). 

Hier ist ein x eln q-Zykel yon (F,F'), klx seine Homologieklasse, h(x ) -x  ein 
absoluter q-Zykel yon F, dessen Homologieklasse nur yon klx abhiingt. Die 
Variation ist ein Homomorphismus.  Wenn mehrere Abbildungen h auftreten, 
wird der Deutlichkeit wegen var h geschrieben. Folgende Eigenschaften folgen 
sofort aus der Definition: 

Fiir die Einbettung j: (F, lg) --~ (F, F') gilt 

(3.1.2) j ,  v a r = h , - i d  und v a r j , = h , - i d .  
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Natiirlichkeit. Fiir h wie oben, g: G -* G mit g ] G' = id und ~b: (F, F') ~ (G, G') 
mit g ~ =  q~h gilt 

(3.1.3) ~ ,  var h = Varg ~ . .  

Verknfipfung. Ftir zwei Abbildungen h, g: F ~ F mit h IF'= g IF '=  id ist 

(3.1.4) varg h = Varg + var h + vargj, var h . 

(3.1.5) Homotopie. Wenn h, g: F---, F homotop sind, wobei die Homotopie  auf 
F' station~ir ist, ist var h =Varg. 

Zum Beweis von (3.1.5) benutzt man, dab die Homotopie zwischen g und h 
eine Kettenhomotopie D: Cq(F) -~ Cq + t (F), g -  h = D 0 + 0D, induziert, die D(a) = 0 
fiir alle aeCq(F') erfiillt. 

3.2. Dieser Abschnitt handelt von dem Zusammenhang zwischen der Variation 
und dem Schnittprodukt. Dazu wird vorausgesetzt, dab F eine m-dimensionale 
kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit mit dem Rand F ' =  OF ist. Wenn a~Hq(F) 
eine absolute bzw. eHq(F, OF) eine relative Homologieklasse ist, wird die dazu 
Poincar6-duale Kohomologieklasse mit a'~Hm-q(F, OF) bzw. cHm-q(F) be- 
zeichnet, also a'c~ [F] = a, wobei I-F] ~Hm(F, OF) die Orientierungsklasse ist. Das 
Schnittprodukt der Homologieklassen a und b ist dann 

(3.2.1) a " b=(a' ub')~[F] =a' ~b, 

und zwar wird a" b als absolute Klasse aufgefal3t, wenn wenigstens ein Faktor 
absolut ist, sonst als relative Klasse. Fiir die Einbettung j:  (F, ~ ) -~ (F ,  OF) gilt 
daher j,(a)" b =a" b falls b absolut und j , (a ) 'b=j , (a"  b) falls b relativist. 

Falls dim a + dim b = m = dim Fis t  und a oder b absolut ist, ist also a .  b e Ho (F). 
Sei 5: Ho(F)~ 77 die Augmentation. Als Schnittzahl definiert man in diesem Falle 

(3.2.2) ( a, b) =e(a " b). 

Satz. Es sei ein Hom6omorphismus h: F ~ F mit h lSF =id  gegeben. Ffir seine 
Variation var: Hq(F, OF) ~ Hq(F) gelten: 

(vat a)" (vat b) = vat (a- b ) -  a" (var b ) -  (vat a)" b, 

(var a)" h,(b)= var (a- b ) - a "  (var b), 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

insbesondere 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(var  a, var b) = - ( a ,  var b ) + ( -  1) q(m-1)+l (b, var a),  

@,(b), var a)  = ( -  1)q(m-1)+l (a, var b), 

a~Hq(F, OF), b~Hr(F, OF) insbesondere r = m - q  bei den ( - ,  -)-Formeln. 

Beweis. Wegen (var a)- (var b)=(var  a ) ' j , v a r  b und j ,  v a r = h , - i d  (3.1.2) 
sind (3.2.3+4) iiquivalent. Da ~ o v a r = 0  ist, folgen (3.2.5+6) aus (3.2.3+4). 
Daher mug nur (3.2.4) bewiesen werden. Wenn das Schnittprodukt auch ftir 
singuliire Ketten c~ und/3 definiert wiire, wiJrde (3.2.4) sofort aus der Definition 
vor var und h (e'/~) = h (c~)" h (/~) folgen. (Die induzierte Kettenabbildung wird mit 
demselben Buchstaben wie die zugrundeliegende stetige Abbildung bezeichnet.) 
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Genauer schliegt man so: Sei ~' ein repr~isentierender Kozykel der zu a dualen 
Kohomologieklasse a'. Dann ist o Y = c d h - l - e  ' ein Kozykel yon (F, OF), d.h. 
o)'0 =0  und co' = 0  auf 0F. Es gilt (var a)' =kl~o', d.h. 

(3.2.7) kloYn [F] = var a. 

Wenn man dies unterstellt, ergibt sich (3.2.4) wie folgt: Sei fl ein repr~isentierender 
Zykel fiir b, Die linke Seite yon (3.2.4) ist die Klasse des absoluten Zykels 

(ct'h -1 - : Q n h ( f l ) = ( ~ ' h - t ) n h ( f l ) - ~ '  c~h(fl)=h(~' n f l ) - ~ '  c~h(fl). 

Hier wurde benutzt, dab das Capprodukt  auch I~fir (Ko-)Ketten definiert werden 
kann und sich in iiblicher Weise mit Kettenabbildungen vertr~igt. Entsprechend 
ist die rechte Seite yon (3.2.4) die Homologieklasse yon 

h(e' n f l ) - e '  n fl-c~' nh(fl)  + cd c~ fl=h(cd c~ fl)-cd nh(fl) 

woraus die GI. (3.2.4) folgt. Es bleibt (3.2.7) zu beweisen: Dazu sei ~0 ein repr~isen- 
tierender Zykel fiir [F]. D ann wird a durch e'c~ (p und var a durch h(e 'n ~o)- cdn q) 
repriisentiert. Die linke Seite yon (3.2.7) wird also durch (e'h -1 - ~ ' ) n t p  und die 
rechte durch h(e'nq~)-cc'nq~ repr~isentiert. Die Differenz dieser Zykel ist 
(cdh-1)n(h(q))-~o), und es geniigt nachzuweisen, dab dies ein Rand ist, in der 
Tat: (a'h-1) n (h (q0) - ~0) repfiisentiert die absolute Klasse h (a)- var [F]. Sie ist 
Null, weil va r [F]  = 0  ist. 

3.3. Dieser Abschnitt wurde durch das in 2.4 zitierte Milnorsche Ergebnis an- 
geregt. Es sei F eine m-dimensionale, kompakte Mannigfaltigkeit, bei der alle 
Zusammenhangskomponenten berandet sind. Ferner sei h: F ~ F  ein Hom6o-  
morphismus mit h I OF =id. In F x I identifiziert man F x 0 mit F x 1 mittels h, 
also (x, O)~(h(x), 1) ffir atle x~F.  Der Identifikationsraum E ist dann der Total- 
raum einer Faserung fiber der Kreislinie S 1, deren Projektion E ~ S  ~ durch 
F x I -~ I, (x, q~) ~ ~0, induziert ist. Da h I OF = id ist, hat man einen kanonischen 
Hom6omorphismus r: OF x SI,~OE. Man heftet E und T = ? F  x D 2 (D 2 ist die 
abgeschtossene 2-dim. Kreisscheibe mit OD~=S ~) l~ings ihrer R~inder mittels r 
aneinander und erh~ilt so eine geschlossene (m+l)-dim. Mannigfaltigkeit 
Z = E w ,  T. 

Satz. Genau dann, wenn F zusammenhfmgend und orientierbar ist und die Variation 
yon h f~r alle O<q <m ein Isomorphismus var: He(F, ~F)~Hq(F) ist, ist Z eine 
H omologiesphi~re. 

Beweis. Die Mayer-Vietoris-Sequenz der Zerlegung Z = E o T  mit E ~ T =  
~F x S 1 lautet 

(3.3.1) ...___~ . k~ , .__,He(Z)__,. ~ .---~ Hq_~(Z)~ ..., 

wobei kq: He(OF x S~)-~Hq(E)OH~(T) durch die beiden Einbettungen induziert 
ist. Offenbar ist Hq(r)~Hq(t?F) und nach der Kfinnethschen Formel He(OF x S 1) 
,~Hq_t(~F)~Hq(~?F). Wenn man entsprechend ersetzt, kann man in (3.3.1) kq als 
den Homomorphismus 

(3.3.2) k~: H~_~(c?F)~H~(gF)~ H~(E)| (a,b)~(7~(a)+g,(b),  - b )  
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auffassen, bei dem g: 0F ~ 0F x Basispunkt c OF x S 1 ~ 0E ~ E die Einbettung ist 
und ?q folgendermal3en definiert wird: 

r .  
(3.3.3) 7q: Hq_I(OF) - • Hq(OF x SA)~Hq(OE) e. ,Hq(E) 

s = IS 1] eHI(S  1) die Orientierungsklasse. 

Diese 7q kommen zusammen mit den varq: Hq(F, OF)--+Hq(F) in den Spalten des 
Diagramms (3.3.4) vor, dessen Zeilen die exakte Homologiesequenz des Paares 
(F, OF) und die Wangsche exakte Sequenz der Faserung E--~ S 1 sind: 

�9 .. , Hq(~?e) , H~(F) , Hq(F, c~F) ---. Hq_~(oe) , . . .  

(3.3.4) ~q+l I id II !varq III ~q 

�9 .. ,Hq+l(e  ) ~ ,Hq(F) h . - , a  Hq(F) i, , uq (e )  , . . .  

Die Kommutativitiit des Teildiagramms I ergibt sich, wenn man die Definition 
(3.3.3) mit der Definition yon A, s. z.B. bei Milnor 1-19], S. 67, vergleicht: 

A: H~+,(E) ,Hq(E,F)( r Hq+,(F• -2  ~ Hq(F); 

hier ist I = [0, i], I = {0, i}; die Einbettung i: F~E ist durch F~F • I, x--~ (x, O) 
induziert, und @ ist durch die kanonische Abbildung p: F xI-+F induziert; 
schlieBlich ist c=[I]eH,(l, i) die Orientierungsklasse. 

Das Teildiagramm II ist wegen (3.1.2) kommutativ und die Kommutativit~t 
yon III bis aufs Vorzeichen beweist man folgendermal}en: Es wird ein Kreuz- 
produkt x f'tir singul~ire Ketten mit den iiblichen Eigenschaften benutzt. Sei 
ein repr[isentierender relativer Zykel fiir c. Man definiert die Kettenhomotopie 
D: Cq(F)--~ C~+I(E ), Dx=p(x x z). Dann ist 

(3.3.5) i(h(x)- x)=(- l )q(('~Dx- mOx). 

Wenn nun x ein Zykel yon (F, 0F) ist, ist 0x ein abso]uter (q - l)-Zykel yon 0F. Die 
r e 

Beschr~inkung yon p auf 0F x I kann man aber als OF x I ia• OF • S' .~OE~E 
schreiben, wobei ~: I-~ S' Anfangs- und Endpunkt identifiziert, also kl~(z)=s 
und DOx = er(Ox • ~(z)). Wenn man dies in (3.3.5) einsetzt und zu den absoluten 
Homologieklassen iibergeht, folgt 

i ,  var ( k l x ) = ( -  1) q+' e,r . (O.(k lx)  x s ) = ( -  1)q+'7~O.(klx), 

d.h. die Kommutativit~it yon III bis aufs Vorzeichen. 

Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich die Behauptung des Satzes folgender- 
mal3en: Sei X eine Homologiesph~ire. Aus dem Ende der Sequenz (3.3.1) bei q=0  
folgt, dab E zusammenhiingend ist. Weil alle Zusammenhangskomponenten von F 
berandet sind, ist Ho(F, 0F)--0. Daher folgt aus dem Ende des Diagramms (3.3.4) 
bei q = 0, dab mit E auch F zusammenh~ingend ist. Da Hq(Z)= 0 fiir alle 0 < q __< m 
und q > m + l  ist und H,,+,(Z)~2g ist, folgt aus (3.3.1) weiter: Alle kq, 0 < q < m ,  
sind Isomorphismen und k mis t  ein Epimorphismus mit Kern km~2g. Wegen 
(3.3.2) gilt dasselbe fiir 7q- Wenn man nun auf (3.3.4) das Fiinferlemma anwendet, 
folgt, dab alle varq fiir 0 < q < m Isomorphismen sind und H~(F, OF)~ 7Z ist. Da F 
zusammenh/ingend ist, bedeutet letzteres, dab F orientierbar ist. Alle diese 
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Schltisse lassen sich umkehren und ergeben dann die andere Richtung der 
Behauptung. 

3.4. Folgerung. Bei einer isolierten Singularit~it f :  U--, r wie in 2.3 gilt f'tir die 
dort beschriebene Monodromie h: F ~ F :  Wenn F keine randlosen Zusammen- 
hangskomponenten hat, ist F zusammenNingend (und orientierbar) und die 
Variation yon h ist fiir alle 0 < q < m  ein Isomorphismus var: Hq(F, OF)~Hq(F). 
(In den Dimensionen 0 und m ist die Variation offenbar gleich Null.) 

3.5. Ein Beispiet. Die quadratische Singularit~it 

(3.5.1) f: IE"+I~C, f(z)=zZ+...+z2, 

ist das einfachste Beispiel einer isolierten holomorphen Singularit~it. Im Sinne 
yon 2.3 kann man e>0  ganz beliebig und dazu 6, so dab 0<  6 <e2 ist, w~ihlen. 
Die typische regul~ire Faser 

(3.5.2) F=f-l(6)nB~={zOl2 "+I" Zo2o+...+z,2,<e z und z02+ .. z -+z  =6} 

besitzt die reelle Sph~ire S"={zeF: Imz~=0 ftir allej} vom Radius l f6  als 
Deformationsretrakt. Daher ist 

(3.5.3) H~(F)=0 fiiralle O+-q=t=n und Ho(F)~H,,(F)~TI. 

Wegen der Poincar6schen Dualit~it folgt dann ffir die relative Homologie 

(3.5.4) Hq(F, OF)=O fiir alle n+q4=2n und H,,(F, OF),~H2,,(F, OF)=Z. 

Da das Innere _F = F \ 0F eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, ist F in kanonischer 
Weise orientiert und somit das Schnittprodukt eindeutig festgelegt. VermiSge der 
Schnittform ( - , - )  (3.2.2) sind H,,(F, OF) und H,,(F) zueinander dual. Man 
w~ihlt eine Orientierung der reellen Sph~ire S"cF und damit ein erzeugendes 
Element s~H,(F). Dazu w~ihlt man das erzeugende Element c von H,(F, OF) 
so, dab 

(3.5.5) (c, s) = 1 

ist. 

Man nennt S" verschwindenden Zykel, Lefschetz [15], da diese Sph~ire S" 
vom Radius 1/~ zu einem Punkt wird, wenn man die regul~ire Faser F = f -  1 (6) c~ B~ 
mit ~ ~ 0 in die singul~ire Faser f -  1 (0)c~ B, iibergehen l~il3t. Entsprechend heil3t s 
verscllwindende Homologieklasse. 

GemN3 2.3 geh/Srt zu f eine zul~issige Monodromie h: F~F mit h l~F=id  
und dazu eine Variation var: H,,(F, OF)~H,(F). Es sei j:  (F,~)c(F, OF) die 
Einbettung. Dann gilt: 

(3.5.6) var c = %s, % = + 1, 

(3.5.7) ( s , s ) = ~  0, n ungerade, 
( - 2 e,, n gerade, 

0, n ungerade, 
j .s= -2~,c, n gerade, 

(3.5.8) 

(3.5.9) 
3 Math. Z., Bd. 143 

h . s = ( -  1)"+is. 
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Beweis. Da var ein Isomorphismus ist, s. 3.4, folgt (3.5.6). Wenn man (3.2.5) 
auf a = b = c anwendet, folgt (3.5.7). Daraus ergibt sich (3.5.8), da {s, s) = (.j, s, s) 
ist. Schlieglich kann man h , = i d + v a r j ,  (3.1.2) aus (3.5.6+8) berechnen, um 
(3.5.9) zu erhalten. 

w 4. Die quadratische Singularit~it 
Die Ergebnisse (3.5.4- 7) sind fiir die folgenden w167 5 und 6 von grundlegender 

Bedeutung. Daher wird in diesem w 4 (3.5.4) erneut hergeleitet, und zwar so, dab 
der genaue Wert des Vorzeichend g, ebenfalls herauskommt. Fi.ir diese weit- 
gehend geometrische Herleitung werden im wesentlichen nur die Definitionen 
der Monodromie und der Variation, nicht aber der Isomorphiesatz in 3.3 benutzt. 
Fi.ir die quadratische Singularit~t (wie auch flit viele andere) kann man leicht 
eine unzul~issige Monodromie explizit angeben. Aus diesem Grunde wird in den 
beiden ersten Abschnitten gezeigt, wie man generell aus einer unzul~issigen 
Monodromie die Variation einer zul~issigen Monodromie berechnen kann. 

4.1. Es wird an die in 2.1 beschriebene Situation angekn~pft. Wie dort seien 
eine Trivialisierung "c=('c 1,f) und ein damit vertr~iglicher Zusammenhang fest 
gew~ihlt. Es sei co ein Weg in V "-.A von �9 nach *. Es sei irgendeine Homotopie 

(4.1.1) /~': (F,~F)xI---,(X, OX) mit f/Y(x,q))=co(r und /3'(x, 0)=x,  

xeF, (peI, 

gegeben. Dann nennt man 

(4.1.2) hi: F-* F, h'~(x)=~'(x, 1) 

eine (ira allgemeinen unzul~issige) Monodromie l~ings co. Man definiert die Un- 
vertr~iglichkeitshomotopie 

(4.1.3) 7: aFxI---~aF, y(y, (o)=zl/~'(y, (0). 

Indem man die Homotopie-Hochhebungs-Eigenschaft der Faserung f: X \ f -  i (A) 
V \ A  ausnutzt, findet man eine Homotopie F: F x I--~ F yon der zul~issigen 

Monodromie h~, nach h~,, so dab F = 7 auf ~F x I is t .  

4.2. Sei F'cF  ein Paar topologischer R~iume, seien g,h: (F,F')~(F,F') zwei 
stetige Abbildungen mit h l F ' = i d  abet m6glicherweise g lF '+ id .  Es sei eine 
Homotopie F: (F, F ' )x  I ~ (F, F') yon h nach g gegeben. Dann kann man die 
Variation vara: H~(F, F')~Hq(F) folgendermaBen mittels g und ? = F  t F ' x  I be- 
schreiben: Sei r die dutch id~ bestimmte 1-Kette auf I, sei i: F' c F  die Einbettung 
und sei • ein Kreuzprodukt fiJr singul~ire Ketten. Ffir jeden q-Zykel x yon 
(F, F') ist dann 

(4.2.1) varh(klx ) = k/(g(x)-  x + ( - 1)qi7 (~x x z)). 

Das folgt leicht, indem man ~F(x x v) ausrechnet. 

4.3. Nun wird wie in 3.5 die quadratische Singularit~t 

--+ 2 (4.3.1) f: C "+i 112, f (z)=zZ+.. .+z,  
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betrachtet. Es sei z~ = x~ + iy~ die Zerlegung der Koordinaten in Real- und Imagin~ir- 
teil. Man schreibt z = x + iy mit x = (x o . . . . .  x,) und y = (Yo .. . .  , y~)elR ~H, so dab 
f ( x  + iy) = [x [z _ [y [2 + i(xy) ist. Hier ist xy = X~x~y~ das iibliche innere Produkt 
in IR "+~ und IXl=lf~. Ein beliebiges e>0  und dazu ein 6 mit 0 < 6 < e  2 seien 
fest gew~ihlt. Die typische Faser (3.5.2) lautet dann 

(4.3.2) F={x+iy :  x, yelR "+~, Ixl2-1-lylZ<=e z, IxlE-lyl2=6, xy=0}.  

Durch die Transformation 

(4.3.3) 

mit der Umkehrung 

(4.3.4) x + i y = ] / J ~  - 

wird F diffeomorph auf 

. X . 2 

5 - 

(4.3.5) Q= {u + iv: u, velR "§ lul= 1, Iv l~ l ,  uv=O} 

abgebildet. Man kann Q als Totalraum des Biindels aller Tangentialvektoren 
der L~inge _< 1 an die Einheitssph~ire im IR "+1 auffassen. Durch v=0  wird in Q 
der Nullschnitt S c Q  bestimmt. Eine Orientierung dieser n-Sph/ire S bestimmt 
ein erzeugendes Element IS] sH,(Q)~ ;g. Der Tangentialraum an die Sph~ire im 
Punkte %=(1,  0, ..., 0) ist 

C= {eo + iV: lvl_-< l, vo=O} c Q. 

Wenn man C orientiert hat, ist dadurch ein erzeugendes Element [C] e H,(Q, 0Q)~ Z 
bestimmt. 

Nachdem man F gem~ig (4.3.3 +4) mit Q identifiziert hat, geht es also darum, 
varEC] auszurechnen. Das soll mittels (4.2.1) geschehen. Dazu braucht man 
eine Trivialisierung z = ( z l , f ) : O X ~ Q x ~ ,  wobei /} ,={tEl l :  It]<~} mit 
(~<I/<~ 2 und OX= {x +iy: x, y~IR ~+1, Ixl2 +lyl2=e 2, [f(x + iy)[<tl} ist. Um "~1 
anzugeben, stellt man far x + i y ~ 3 X  das Bild f ( x+ iy )=pe  2'~i~~ 0__<p<t/ und 
(p ~ IR, in Polakoordinaten dar. Ftir x' + iy' = e-'~ie (x + iy) ist dann f (x' + iy') = p. 
Die erste Komponente der Trivialisierung lautet nunmehr zl: O X ~  OQ, 

z~(x +iy)=e~i~(~x,[ +i ~ ) .  

Man beachte, daB diese Definition sinnvoll ist, obwohl ~o nicht eindeutig be- 
stimmt ist. 

Als Homotopie fi': FxI-~X={z~II;"+I:  le[<8 und If(z)l<q}, s. (4.1.1), 
nimmt man if(z, (p)=e~iOz. Wenn man F u n d  Q gem~iB (4.3.3 +4) identifiziert, 
lautet die Unvertr~iglichkeitshomotopie (4.1.3) 

7: OQxI---~Q, y(u+iv,(p)=e~i~~ 

Geometrisch bedeutet dies: W~ihrend q~ von 0 bis 1 1/iuft, wird der Punkt u~S 
l~ings des Grogkreises durch u in der Richtung des Tangentialvektors - v  ver- 
3* 
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schoben, so dal3 bei (p = 1 der Antipodenpunkt  - u  erreicht wird. Gleichzeitig 
wird v l~ings dieses Grogkreises parallel verschoben und erreicht - v  bei ~o = 1. 

Es sei zc: Q ~ S, r~ (u + iv) = u. D a n  und die Einbettung S c Q bis auf Homotopie  
zueinander invers sind, geniigt es n . v a r  [C]  statt var [C]  auszurechnen. Dafiir 
erh~ilt man nach (4.2.1) 

~ .  var [C]  = k l ( z c g ( C ) -  rc (C) + ( -  1)" ~7 (0 C x I)), 

wobei g: Q ~ Q, g(u + i v )= - ( u +  iv), die durch fi' bestimmte, unzul/issige Mono- 
dromie ist. Da  ~(C) = e o und tog(C) -- - e 0 zu Punkten entartet sind, ist re, var [C]  
= ( -  1)"(~7). [OC x I] ,  also 

(4.3.6) var [C]  = ( -  1)" grad (re7)IS], 

wobei grad(re7) der Abbildungsgrad yon re7: O C x I ~ S  ist. Da das Innere 
0 C x I diffeomorph auf S \ {e o, - eo} abgebildet wird, ist grad (re7) = _+ 1 und 
damit  hat man (3.5.4) erneut bewiesen. 

Um das Vorzeichen ~, zu bestimmen, werden ftir S und C Orientierungen 
festgelegt: Man orientiert S als Rand der Einheitsvollkugel im IR "+t, wobei 
IR ~+1 seine kanonische Orientierung tr~igt. Man orientiert C durch die Koordi-  
naten (v 1 . . . . .  v,); die Reihenfolge ist wichtig. Im einzigen Schnittpunkt eo+iO 
yon C und S sind dann (vl . . . . .  v~) ein positiv orientiertes Koordinatensystem yon 
C u n d  (u 1 . . . . .  u,) ein solches von S. Zusammen ergeben sie das Koordinaten- 
system (v 1 . . . .  , v,, u 1 . . . .  , u,) von Q. Die Schnittzahl ( [C] ,  IS ] )  ist = + 1 oder 
= -  1, je nachdem, ob dieses Koordinatensystem von Q positiv oder negativ 
orientiert ist. Als Orientierung yon Q wird dabei die ,,komplexe" Orientierung 
von F, durch (4.3.3) nach Q tibertragen, genommen. Das oben genannte Koordi-  
natensystem w~ire in diesem Sinne positiv orientiert, wenn die Koordinaten in 
der Reihenfolge (ul ,  v l ,  u2, v2, . . . ,  u , ,  v,) auftriiten. Die Schnittzahl ist also das 
Vorzeichen der entsprechenden Koordinatenpermutat ion 

n(n+l) 

(4.3.7) ( [C] ,  [ S ] ) = ( -  1) 2 

Fiir 0C wird die von C her induzierte Orientierung genommen und fiir 0C x I 
die durch die Reihenfolge 0C, I bestimmte Orientierung, wobei I die kanonische 
Orientierung tr/igt. In der Umgebung des Punktes (e o + i e 1 , �89 ist dann (v 2 . . . .  , v,, ~0) 
ein positiv orientiertes Koordinatensystem von OC x I. Es ist ~?(e o + lea, �89 = - e 1 . 
Als positiv orientiertes Koordinatensystem von S in der Umgebung dieses 
Punktes kann man (u0, u z . . . . .  u,) nehmen. Die Funktionaldeterminante yon rc 7 
beziiglich dieser Koordinatensysteme ist negativ und daher ist g r a d ( ~ ? ) = -  1, 
also wegen (4.3.6) v a r [ C l  = - ( - 1 ) " [ S ] .  Wenn man nun nach 3.5 zuriickkehrt 

n(n+l) 

und s = [ S ]  nimmt, muB man, um (3.5.5) zu erfiillen, c = ( - 1 )  2 [C]  nehmen, 
s. (4.3.7). Also ist 

n(n - a )  n(n--1) 

(4.3.8) v a r c = - ( - 1 )  2 S, d.h. ~ , = - ( - 1 )  2 in (3.5.6-8).  

w 5. Die Picard-Lefschetzschen Formeln 

5.1. Die Picard-Lefschetzschen Formeln sind die Folgerungen aus (3.5.6+7) 
fiir eine holomorphe Function f :  Y ~  C, die nur nicht entartete kritische Stellen 
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hat. Hier ist Y eine komplexe (n+ 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, und ein 
Punkt a e Y heigt nicht entartete kritische Stelle von f, wenn das Differential 
df=O in a ist und die Hessesche Form Hf in a den maximalen Rang n + 1 hat. 
(Beztiglich irgendwelcher holomorpher Koordinaten (z o . . . .  , z,) von Y in der 
Umgebung von a wird H f  durch die Matrix der zweiten Ableitungen (02f/c~zjOzk) 
gegeben.) In diesem Falle besagt die holomorphe Version des Morseschen Lem- 
mas, vergleiche die reelle Version bei Milnor [-18], S. 6, dab man stets ein lokales 
Koordinatensystem (z o . . . .  , z,) so finden kann, dab f(z)=f(a)+z2+ ... +z 2 ist. 

5.2. Im ganzen w werden folgende Bezeichnungen und Voraussetzungen 
benutzt: Mit f :  X ~ V wird eine Abbildung wie in 2.1 bezeichnet, wobei zus~itzlich 
verlangt wird: 

Das Innere J( = X \ 0X ist eine (n + 1)-dim. komplexe Mannigfaltigkeit. 
Es ist q=2 ,  also V c C  (,,~IR2). 
Die Funktion f i s t  in J~ holomorph. 
Alle kritischen Stellen von f sind nicht entartet. Die Anzahl dieser Stellen ist 

endlich. 

5.3. Zuniichst wird zus~itzlich vorausgesetzt, dal3 f nur eine (nicht entartete) 
kritische Stelle a mit f(a)= 06 V hat. Wenn 6 >0  so klein ist, dab 

Do = {t6112: Itl<=b}cg 

ist, sind dann zum Weg co ((o) = 6 e 2 ~io eine zul~issige Monodromie h: F = f  - 1 (6) ~ F 
mit h [ aF= id  und dazu Variationen var: Hq(F, OF)-~Hq(F) ftir alle q definiert. 
Da F eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, ist F orientiert. 

Pieard-Lefschetzsehe Formeln 

(5.3.1) var=0:  Hq(F, OF)--*Hq(F) ftir alle q4=n. 

Es gibt eine ,,verschwindende" Homologieklasse seH,(F), die durch eine in 
eingebettete n-Sph~ire repr~isentiert wird, deren Normalenbtindel isomorph zum 
Tangentialbiindel yon S" ist. Die Selbstschnittzahl yon s ist 

_ n ( n - 1 )  

(5.3.2) (s,s) ~ ( - 1 ) ~ 2 ,  n gerade 
= ( 0, n ungerade 

(5.3.3) var(x)= - ( -  l ~ ( x ,  s)s fiir alle xeH,(F, OF). 

(5.3.4) Folgerungen fiir die algebraische Monodromie h.: Hq(F) ~ Hq(F): 

h .=  id fiir alle Dimensionen q 4= n, 
n(n-- 1) 

h . ( y ) = y - ( - 1 )  2 (y ,s)s  ftir alle yeH,(f)  

insbesondere 
h,(s)  = ( -  1) "+1 s, 

2 �9 h. = ad, falls n gerade, 
n(n--1) 

h , ( y ) = y - ( - 1 )  z r(y ,s)s ,  falls n ungerade 
y~H,(F), re77. 

Das ergibt sich aus (5.3.1- 3), weil h . = i d + v a r j ,  ist, s. (3.l.2). 
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5.4. Zum Beweis der Picard-Lefschetzschen Formeln wird zun~ichst eine Variante 
yon 2.1 betrachtet: In J( liege eine gleichdimensionale abgeschlossene Unter- 
mannigfaltigkeit B mit dem Rand 8B. Auch f l~?B habe (wie f lOX) fiberall den 
maximalen Rang q. Aul3erdem sollen alle kritischen Stellen von f in B liegen. 
In F liegt dann die gleichdimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit Fc~B 
mit O(Fc~B)=Fc~?B. Die Voraussetzungen ergeben, dab jetzt nicht nur aX, 
sondern ganz X \ / }  durch f fiber V trivial gefasert wird. Es gibt also eine Triviali- 
sierung z: X \ / ? ~ ( F \ / } ) x  V analog zu (2.2.1) und einen mit z vertriiglichen 
Zusammenhang, so dab der Diffeomorphismus h,~ :Fa,~ F b zum Weg co in V \ A 
sogar ziho~(y)=zi(y ) fiir alle yEF~\/~ erfiillt, vgl. (2.2.2). Insbesondere hat bei 
einem geschlossenen Weg co v o n � 9  nach �9 die zul~issige Monodromie h~o: F ~ F  
die Eigenschaft h~, I F \ / }  = id. Darum werden durch h drei Variationen bestimmt, 
die in folgendem Diagramm zusammengefal3t sind: 

Hq(F,~?F) ~ , Hq(F,F'..B), e~ Hq(FC~B, Fc~B)  

+ 

H e (F)  = H e (F)  , ~ H e (F  c~ B) 

Alle waagrechten Homomorphismen sind durch Einbettungen induziert. Ins- 
besondere ist e 1 ein Ausschneidungsisomorphismus. Wegen der Nattirlichkeit 
der Variation (3.1.3) ist das Diagramm kommutativ. Seine Bedeutung liegt darin, 
dab 

(5.4.1) var = e var i e/-i r. 

5.5. Beweis der Picard-Lefschetzschen Formeln (5.3.1-3). In einer Umgebung 
von a wiihlt man ein komplexes Koordinatensystem (zo, ..., zn) ffir X, so dab 
a=(0,  . . . ,0) und f(z)=z2+...+tzZn ist, s. 5.1. Man w~ihlt e > 0  so klein, dai3 die 
Vollkugel B =  {z: Izl_-<s} im Definitionsbereich dieses Koordinatensystems liegt, 
und man w~ihlt t /und ~ so, dab 0 < ~ < t/< e 2 und / ) ,  c o V. Man hat dann die in 5.4 
beschriebene Situation erreicht, indem man V auf D, und X auf f - t  (/}~) ein- 
schr~inkt. Daher ist nach (5.4.1) 

var: He(F, OF)-~  Hq(F, F\[~)(  e~ Hq(Fc~B, Fc~ OB) .... , H~(Fc~B)-~ Hq(F), 

wobei Fc~B zur typischen Faser (4.3.2), also zu Q (4.3.5) diffeomorph ist und 
var 1 der in 3.5 betrachteten Variation entspricht. Dann folgt (5.3.1) aus (3.5.3). 
Das erzeugende Element s i = IS] ~ Hn (F n B) ~ 2g wird gem~il3 4.3 gew~ihlt. Dann 
hat s=e(sl)eHn(F ) die gewiinschten Eigenschaffen. Schliel31ich wird 

q~Hn(FC~B , Fc~OB) 

so gew~ihlt, dab ( q ,  s l )  = 1 ist (3.5.5). Dann ist ei -1 r(x) = (x, s> Cl, und (5.3.3) 
folgt aus der angegebenen Zerlegung yon var und der Formel (4.3.8) ffir vart,  
c 1 und s t . 

5.6. Anstelle einer einzigen kritischen Stelle a yon f wie in 5.3 wird nun zu- 
gelassen, dab f endlich viele nicht entartete kritische Stellen a 1 . . . .  , a m hat, so 
dab f (a ,)+f(av)  fiir #~=v ist. Es seien bl, ..., bme V die zugehSrigen kritischen 



Die Homologie isolierter Singularit~iten 39 

Werte. Man w~ihlt 6 > 0  so klein, dab die Kreisscheiben D. = {tell2: I t - b . l  < (5} 
alle in V liegen und disjunkt sind. Es sei m.(~o)=b.+6eZ~i% O<(p< l ,  und u. 
ein C~-Weg in V \ { b l ,  ..., b,.} vom Basispunkt � 9  b .+6 .  Man nennt dann 

(5.6.1) v,=u21 .o9, . u, 

einen elementaren Weg zu b,. 

Nach (2.2.3-5) gehSrt zu jedem e e n ( V \  {bl, ... , bin} , .) eine Monodromie 
h~: F ~  F mit h~ [QF, die bis auf eine auf OF station~ire Homotopie wohlbestimmt 
ist. (n bedeutet die Fundamentalgruppe.) Zu h~ gehiSren Variationen 
vary: Hq(F, 8F)~Hq(F)far  alle q, die nur von c~ abNingen (3.1.5). 

Satz. Es sei ~lu die Homotopieklasse eines elementaren Weges v, zu b, (5.6.1). 
Dazu geh6rt ein s~ eH.(F), so daft fiir die Monodromie h=hp,,  die Variation 
var = vary, und s = s~, die Picard-Lefschetzschen Formeln (P.-L. Formeln) (5.3.1 - 3) 
und ihre Folgerungen fiir (h~,). wiSrtlich zutreffen. 

Beweis. Wenn man t/> 6 hinreichend nahe bei 6 w~ihlt, sind far die Umgebung 
V'--{t : ]  t - b , l <  tl} von b,, far X' = f - 1  (V') und far f '  = f  IX' die Voraussetzun- 
gen 5.2 erfiillt, und man hat es nur mit einer kritischen Stelle a, zu tun. Nach 5.3 
gelten dann die P.-L. Formeln far die typische Faser F u = f - l ( b , + 6 ) ,  far die 
Monodromie h',: Fu~F u l~ings des Weges co, und die dazu gehSrige Variation. 
Die verschwindende Homologieklasse sei s',eH,(Fu). Nun bestimmt der Weg 
u, von �9 nach b,+6 eiflen Diffeomorphismus ~b: F~Fu,  so dab wegen (2.2.3) 

�9 - - 1  t gilt" h o = 4~ h 4~ Da alle Operationen, die in den P.-L. Formeln auftreten, 
nattirlich, d.h. mit ~b vertr~iglich sind, bleiben die Formeln far h = h~,, var = vary,, 

- -  - 1  t s -sB =(~ ).(s,)eH,(F) und alle xeH,(F,  OF) richtig. 

5.7. Auch die Voraussetzung von 5.6, dab f(a,):#f(a~) far g # v  gilt, kann 
eliminiert werden. Wie in 5.6 seien a I . . . .  , % e X  die kritischen Stellen, yon denen 
genau ar+l , . . .  , a,+ k iiber demselben kritischen Wert be V liegen m6gen. Es sei 
ein elementarer Weg v zu b gew~ihlt, vgl. (5.6.1). Far  eine zul~issige Monodromie 
h l~ings v und die zugehSrige Variation var = var h gelten die Picard-Lefschetzschen 
Formeln (5.3.1- 3) mit folgenden Anderungen: 

Satz. (5.7.1)=(5.3.1), d.h. v a r = 0  in allen Dimensionen q#n .  Es gibt ver- 
schwindende Homologieklassen s 1 . . . .  , Ske H,(F ), die durch n-Sphiiren repriisentiert 
werden, die in F disjunkt eingebettet sind, so daft ihre Normalenbiindel zum Tan- 
gentiaIbiindel yon S ~ isomorph sind. Ihre Schnittzahlen lauten: 

0, n ungerade 
(5.7.2) <s,, s~> = ,(,-1) /~, v = 1, k 

( - 1 )  2 2~,~, n gerade "" '  

n ( n - 1 )  k 

(5.7.3) v a r x = - ( - 1 )  2 ~ (x,s~>s~. 
v = r + l  

Beweis. Wie im Bewels yon 5.6 fahrt man die Behauptung auf den Fall zuriick, 
dab f nur einen kritischen Wert b = 0  mit den dariiber liegenden kritischen 
Stellen al,  ..., a k hat. In dieser Situation modifiziert man den Beweis 5.5, der den 
Fall k = 1 behandelte, folgendermagen: Man w~ihlt analog zu 5.5 zu jedem a~ 
eine Vollkugel B~, so dab alle B~ disjunkt sind. Man erreicht wie in 5.5 die in 5.4 
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beschriebene Situation; nur ist diesmal B = B  1 ~A ... w B k und folglich F n B =  
(Fc~ B1) u- . -  w (Fc~ Bk) diffeomorph zur disjunkten Vereinigung von k Exemplaren 
yon Q. Daher ist in jedem F n  B~ eine n-Sph~ire S~ so eingebettet, dab das Normalen- 
btindel isomorph zum Tangentialbiindel ist, und alle S~ sind offenbar in Fc~B 
paarweise disjunkt. Daher bilden die S'l=[S1],. . . ,S'k=[Sk]eH,(Fc~B)~ 

n(n--1) 

7/O. . .O77 eine Basis mit (s'u,s'~)=0 ftir n ungerade und - - ( -1 )  2 26,~ 
ftir n gerade. Man definiert s~=e(s'~). Es sei c[ , . . . , c 'keH,(F~B,  Fc~c~B) die 
Basis, die beztiglich ( - , - )  zur Basis s't . . . . .  s~ dual ist. Dann ist 

k 

e(lr(x)  = ~ (x,  s~)c'~ ftir alle x~H,(V, ~?F) 
n = l  

und die Formeln (5.7.1- 3) folgen genauso wie in 5.5. 

Bemerkungen. (a) Der Leser m6ge die Formeln (5.3.4) ftir den vorliegenden 
Fall verallgemeinern. 

(b) Da jedes Element een(V'- .  {bl, ..., bp}, *) ein Produkt der elementaren 
/~u ist, kann man var, wegen (3.1.4) durch die vary, ausdrticken. Insbesondere 
ergibt sich, dab 

(5.7 .4)  vary=0: Hq(F,~F)-~Hq(F) fiir alle q@n und e~rc 

gilt. Wenn man vat, in der Dimension n ausreehnen will, ben6tigt man die Schnitt- 
zahlen (su, s~) der verschwindenden Homologieklassen, tiber die man im all- 
gemeinen nichts weiB, auBer in dem Fall, dab s, und s~ zu kritischen Stellen a u 
und a~ mit f (a,)=f(a~) geh6ren, s. (5.7.2). 

w 6. Die Stiirung isolierter Singularit~iten 

6.1. Es sei U eine Umgebung von 0 in ~"+~ und es self:  U ~ ~ eine holomorphe 
Funktion mi t f (0)=0 ,  die 0 als einzige kritische Stelle hat, d.h. ftir alle z~ U, z+0,  
sei das Differential df:~O. Wie in 2.3 w~ihlt man ein e>0  und ein 6 > 0  und be- 
trachtet die typische regul~ire Faser F=f-l(6)c~B~ zusammen mit einer zu- 
1/~ssigen Monodromie h: F ~ F ,  also insbesondere h lOF=id, l~ings des Weges 
~(q~)= 6e 2'~i~~ 0 =< ~o _< 1. Offenbar ist F eine kompakte, 2n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit mit dem Rand 0F = f - 1  (6)n 0 B~, deren Inneres/~ eine komplexe S truktur 
tr~igt. Insbesondere ist F kanonisch orientiert und hat keine randlosen Zusammen- 
hangskomponenten, da diese kompakte komplexe Untermannigfaltigkeiten des 
C "+a also Punkte w~iren. 

Zur Monodromie h geh6rt eine (yon der Wahl yon h unabh~ingige) Variation 
vat: Hq(F, OF)--~H~(F), die nach 3.4 in allen Dimensionen O#:q@2n ein Iso- 
morphismus ist. AuBerdem werden eingefiihrt: 

(6.1.1) 

(6.1.2) 

(6.1.3) 

Dabei ist ( -  - 

die algebraische Monodromie H = h. :  H,(F).~ H,(F), 

die Schnittform S: H,(F)| --~ 77, S(x, y)= (x, y)  und 

die Verschlingungsform L: H,(F) | H,(F) ~ 7Z, 
L(x, y) = ( -  1)" + 1 (var -  l(y), x). 

, ) die Schnittzahl (3.2.2). 
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Hauptsatz. (6.1.4) Ho(F ) = 7Z, Hq(F)= O Jfir alle 0 :~ q ~: n, Hn(F ) ist eine endlich 
erzeugte freie abelsche Gruppe. 

(6.1.5) S ( x , y ) = L ( x , y ) + ( - 1 ) n L ( y , x )  
ffir alle x, y~Hn(F). 

(6.1.6) L(x~H(y ) )=( -  1)"+ 1L(y, x) 

Wenn man in H,(B) irgendeine Basis w~hlt und H, Lund S als Matrizen bezfiglich 
dieser Basis ansieht, ist also 

(6.1.5') S = L + ( -  1)"/2, 
t = transponiert. 

(6.1.6') H = ( -  1)"+1L-I/A, 

Da var ein Isomorphismus ist, ist L invertierbar. 

(6.1.7) Die Monodromie h: F ~ F liiflt sich als Produkt h=hmo . . . .  h 1 yon Mono- 
dromien h u: F ~ F mit hu [ OF =id  schreiben. Zu jedem p ogeh6rt eine ,,verschwin- 
dende" Homotogiektasse su~H,(F), wetche dutch eine in F eingebertete orientierte 
n-Sphi~re repri~sentiert wird, deren Normalenbfindel zum Tangentialbiindel yon S" 
isomorph ist. Fiir jedes hu, seine Variation varu= vary,, und s u gelten die Pieard- 
Lefschetzschen Formeln (5.3.1 - 4). 

(6.1.8) Die (s l , . . . ,  sin) bitden eine Basis yon H,(F). 
n(n--1) 

(6.1.9) H=a, ,o  . . . .  a 1, wobei au: H,(F),~H,(F), a u ( x ) = x - ( - 1 )  2 S(x, s~)s,. 

(6.1.10) Bezfiglich der Basis (6.1.9) wird L dutch eine obere Dreiecksmatrix be- 
n(n+1) 

schrieben, deren Diagonatelemente ( - 1 )  2 tauten. 

6.2. Beweis. Zun~ichst wird gezeigt, dab aus (6.1.7+8) zusammen mit den 
Ergebnissen von 3.2, 3.4 und 5.3 die tibrigen Behauptungen folgen: 

Zu (6.1.4): Nach 3.4 ist F zusammenh~ingend und var: H~(F, ~F),~Hq(F) fiir 
alle O : # q . 2 n  ein Isomorphismus. Da andererseits in allen Dimensionen q~:n 
jedes varu =0  ist (5.3.1), folgt aus der Kompositionsregel (3.1.4), dab auch var= 0 
ist. Daher muB Hq(F)=Hq(F, OF)=O fiir alle q#0 ,  :#n, :~2n sein. AuBerdem 
sind dann Hn(F) und H,(F, OF) freie abelsche Gruppen und beztiglich ( - ,  - )  
dual zueinander. 

Zu (6.1.5 + 6). Nach (3.2.5) ist S(var a, var b)= - ( ( a ,  var b ) + ( - i ) "  (b, var a)) 
fiir alle a, b~H,(F, OF). Da var in der Dimension n ein Isomorphismus ist, ist es 
sinnvoll x =  var a und y = v a r  b einzusetzen, so dab (6.1.5) entsteht. Entsprechend 
folgt (6.1.6) aus (3.2.6). 

Zu (6.1.9). Wegen (5.3.4) ist au=(hu) , .  Daher folgt die Behauptung aus 
h=hmo . . . .  h 1 . 

Zu (6.1.10). Es sei q . . . .  ,c,,EH,(F, OF) die zu sl, ...,sm~Hn(F, OF ) duale 
Basis, also (cu, s , ) = 6 , , .  Es sei V die Matrix yon var beziiglich dieser Basen. 
Dann ist nach (6.1.3) L = ( -  1)" + a(V-~)t. Die Behauptung ist somit ~quivalent zu: 

n(n--1) 
(6.2.1) V ist eine untere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente - ( - 1 )  2 
lauten. 

Zum Beweis wird gu = h~ . . . . .  h 1 , # =  1, ..., m, eingefiihrt und durch Induktion 
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tiber # bewiesen: 
n ( n - 1 )  

(6.2.2) Varg,(Ck)=--(--1) 2 Sk+Linearkombination der Sk+ 1 . . . . .  Su; k <#  
n(n--1) 

= - ( -  1) 2 Sk; k= # 

=0;  k># .  

Der Induktionsbeginn bei # = 1 folgt aus (5.3.3), weil gl =hi  ist. Ftir den Schlul3 
yon # auf #+1  zerlegt man die Variation yon g,+l = h , + l  ~ g~ gem~iB (3.1.4): 
var_ =var  h +varo +varh, + o j ,  ovar~ . Wenn man hier c k einsetzt, folgt: 

g~+i  ~+1 n(n%~l) 1 

varg,+l(Ck)=_(_l)  z 6,+l,kSu+l+Varg,(Ck)+iSu+l, wobei 2eTZ, und zwar 
2=  0 falls k > #  ist. Wenn man nun Varg,(Ck) gem~iB der Induktionsvoraussetzung 
ersetzt, folgt die Induktionsbehauptung und damit ftir # = m  die Behauptung 
(6.2.1), da h = g  m ist. 

6.3. Zum Beweis von (6.1.7+8) wird eine Entfaltung yon f :  U ~ I E  benutzt. 
Darunter versteht man eine holomorphe Funktion g: U x W-+ 113, wobei W eine 
konvexe Umgebung von 0 in IEq ist, so dab far alle ze U gilt: f ( z ) = g o ( z ) = g ( z  , 0). 
Allgemein sei fiir festes a e W  definiert: ga: U-* 112, g,(z)=g(z, a). 

Es seien e, t /und 6 gem~iB 2.3 gew~ihlt. Da 0 die einzige kritische Stelle von f 
ist, kann man zu jedem vorgegebenen t/' mit 6<t / '< t /  ein W finden, so dab ftir 
alle a ~ W  gilt: 

(6.3.1) Alle Fasern g~-i(t), [tl<t/', schneiden ~B~ transversal. 

(6.3.2) Alle Punkte z e B ,  mit Ig~(z)l>6 sind regul~ir far g,. 

Man nennt dann jedes derartige g, eine (e, 6)-St/Srung von f Nach 2.1 ist ftir die 
Abbildung g~ mit der typischen regul~iren Faser F a = gE~(f)r~ B, 1/ings des Weges 
co(~o)=6e z~io, 0__<q~ < 1, eine zul~issige Monodromie ha: F ~ F  a definiert. 

Lemma. Wie in 6.1 sei F die typische regulgtre Faser yon f u n d  h" F ~ F eine 
zuliissige Monodromie ffir f l~ngs co. Es gibt einen Diffeomorphismus ~: F ~ Fa, so 
daft h und cb -1 h~q~ homotop sind, wobei die Homotopie auf  ~?F stationiir ist. 

Beweis. Sei D, = { t ee :  Itl < r}. Man erhNt die in 2.1 beschriebene Situation, 
wenn man V= b,,  x W, X = {(z, w) e U x W: [zl < ~ und [g (z, w) l < q'} und G: X ~ V, 
G (z, w)= (g(z, w), w) w~ihlt. Wegen (6.3.1) hat G IOX iiberall den maximalen Rang q. 
Aus (6.3.2) folgt, dab die kritische Menge A in/}~ x W enthalten ist. Man bildet 
in V \ A die Wege 

O(~o)=(6e2"i~~ (2a(rp)=(be2~i~~ und v(cp)=(f,a~o); 0<~o<1. 

Es ist G-~(b, 0 ) = F  und G- I ( f , a )=F , .  Eine zulassige Monodromie h a far G 
l~ings f2 ist eine zul~issige Monodromie h far f l~ings co kurz h e = h und entsprechend 
hao = h~. DieWege f2 und v -  ~ f2aV sind in V \ A zueinander homotop. Wenn man 
�9 =h~: F ~ F ,  als den Diffeomorphismus l~ings v definiert, gilt wegen (2.2.3+4), 
dab ~b-th,~b und h homotop sind, wobei die Homotopie auf ~?F stationiir ist. 

6.4. Zu jedem f gibt es eine Entfaltung g, so dab g~ ffir fast alle a nicht entartet 
ist, d.h. nur nicht entartet kritische Stellen hat, die aul3erdem in verschiedenen 
Fasern liegen. Zum Beispiel ist dies far g(z, w ) = f ( z ) +  WoZ o +. . .  + w,z ,  der Fall, 
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s. Milnor [19], S. 113. Es sei nun ga eine nicht entartete (e, 6)-St/Srung von f. 
Dann treffen fiir ga, F~ und h a wie in 6.3 die Voraussetzungen und damit auch die 
Ergebnisse von 5.6 zu. Wegen des Lemmas in 6.2 kann man die Ergebnisse mittels 
~ - t  auf f, F und h iibertragen und erh&ilt so (6.1.7). Ferner gilt, s. Milnor [-19], 
Appendix B oder Brieskorn [-3 a-l, Appendix: 

(6.4.1) Der Rang m yon H,(F), s. (6.1.9), ist gleich tier Anzahl der kritischen SteIlen, 
die eine nicht entartete (~, 6)-St6rung g, von f innerhalb der ,,Dose" g2l (D~)c~ B, hat. 

Wenn man nun var: H,(F, OF)~H,(F) gem~il3 (3.1.4) aus den einzelnen 
var , (x )=+_(x , s , ) s ,  (5.3.3) zusammensetzt, folgt, dab H,(F)=Bild(var) von 
sa, ..., s m erzeugt wird. Wegen (6.4.1) bilden die s t , . . . ,  s,, dann sogar eine Basis, 
so dab (6.1.8) bewiesen ist. (M6glicherweise l~il3t sich auch (6.4.1) direkt mit den 
hier benutzten Methoden beweisen. J. W. Bruce, Liverpool, verdanke ich den 
Hinweis, dab der Beweis daffir in [13] unzureichend war.) 

w 7. Literaturhinweise 

Die Definition der Monodromie h: F ~ F  einer isolierten Singularit~it ist mit 
der willkiirlichen Wahl von ~ und c~ behaftet, s. 2.3. Milnors Uberlegungen, [19], 
S. 17ff., zeigen, dab h bis auf ,,Diffeomorphie" v o n d e r  Wahl von s und 6 un- 
abhiingig ist. Deligne, [,4-1, S. 22ff., ffihrt aus, wie man umgekehrt aus h die 
Singularit~it f bis auf topologische Aquivalenz rekonstruieren kann. 

Die Ergebnisse von 3.5 und ihre Konsequenzen in w 5 gehen auf Picard, [22], 
S. 95ff., und Lefschetz, [15], S. 23f., zuriick. Beim w handelt es sich in etwa 
um eine moderne Fassung der alten Beweise, s. auch [16, 21] und [4]. 

Man kann f - t  (0)c~ ~?B c •B als h/Sherdimensionalen Knoten untersuchen. Die 
Seifertsche Verschlingungsform Lffir die fiblichen Knoten im IR 3, s. [23], wurde 
von Levine [17] auf den h6herdimensionalen Fall verallgemeinert. Bei einer 
isolierten Singularit~it entspricht diese Verschlingungsform der Variation, s. (6.1.3) 
und [12]. Ftir die Seifertsche Verschlingungsform findet man die Ergebnisse 
(6.1.5+6) im wesentlichen schon bei Levine [17]. Durfee [5] bewies mit den 
Methoden des Manuskriptes [13] direkt ffir die Seifertsche Verschlingungsform L 
die Dreiecksgestalt, vgl. (6.1.10), ohne den Zusammenhang (6.1.3) zu benutzen. 

Die von allen ,,Spiegelungen" a t . . . .  , om: H,(F),~ H,,(F) erzeugte Automor- 
phismengruppe h~ingt nicht vonde r  Wahl der StiSrung g~ yon f ab, mit deren 
Hilfe die ~ gewinnen wurden, s. 6.4. Das ergibt sich, wenn man start irgendeiner 
Entfaltung g ,,die" universelle Entfaltung nimmt, s. dazu Looijenga [,17a]. 

Beginnend mit Pham [-20] wurden eine Reihe von Methoden entwickelt, um 
die Verschlingungsform L einer isolierten Singularitiit 'explizit zu berechnen, 
siehe insbesondere El, 7 -  11]. 

Arnold, s. [2] und [3], und Siersma [24] haben alle isolierten Singularit~iten 
mit rg H,(F)< 13 bis auf analytische Aquivalenz klassifiziert und die zugeh~Srigen 
Verschlingungsformen angegeben. Arnolds Arbeiten enthalten dariiber hinaus 
einen Uberblick fiber alle wichtigen Ergebnisse im Zusammenhang mit isolierten 
Singularit~iten und umfangreiche Literaturverzeichnisse. 
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