Aquivalenz Hermitescher Formen tiber einem beliehigen
algebraischen Zahlkdrper.

Von WALTHER LANDHERR in Hamburg.

Die Methoden, mit denen Hasse die quadratischen Formen iiber
einem beliebigen algebraischen Zahlkorper!') behandelt, lassen sich mit
einer Kkleinen Modifikation auch auf Hermitesche Formen anwenden.
Hiervon soll die vorliegende Note berichten.

I sei ein beliebiger algebraischer Zahlkorper mit dem quadratischen

Oberkorper £ = k(V'a), aCk. Der Automorphismus von £, weleher
L elementweise festlaft und V'a in —V e iiberfilhrt, werde durch
« —> o bezeichnet. Unter einer Hermiteschen Form verstehen wir dann
einen Ausdruck der Gestalt
n
f= 2 amxmy
ik=1
mit ax; = aix. a; pnd zx sind Variable; wenn man fiir die x; Werte
aus £ einsetzt, so soll man fiir die xx die Konjugierfen nehmen. Wir
setzen
A = ()
und nennen f nicht ausgeartet, wenn | 4|3 0 ist. Wenn man neue
Variable einfithrt, so transformiert sich 4 folgendermafBen:

x1=k§smyk, (s) = S, (8140,

J = 2 S Uyy gluk Yi ,171.-,
i,k,r,‘u
also

A* = S8'AS,

worin 8’ = (si;) und § = (5y) ist. Mit A4 ist auch A* nicht ausgeartet.
Mit diesen Transformationen kann man A auf Diagonalgestalt bringen:
Wenn alle a; = 0, so sind wir fertig; sind alle a; = 0, aber ein
ax 1 0, so konnen wir durch eine Substitution

xi = Yot ayk,

w = Yi+ Y,

ry =y fir v 4, k,

a#l, aa,k+5?iiik+0

') Journal fur reine u. angew. Math., {‘relle 152 und 153 (funf Arbeiten).
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erreichen, da8 aix # O wird. Wenn etwa a,, 3 0(a,; Ck), so fithren wir

n
Ay1

v=2 Q1

371:?/1_ ylly

Xy =— Yi fiir Z'*l

ein. Nun wird f = a;, N 371"’,(] (?/2; c ey Yny Yyt yn) Setzen wir
vollstandige Induktion nach » an, so finden wir

n
S = Z:l Qi T 5.
=
Wenn | 4| = 0 ist, so kann man die Form mit weniger Variablen schreiben.
Wir machen jetzt die Voraussetzung |4|+ 0 und stellen die Invarianten
der Form auf. Da

n
S = Z; aq (4" — az®)
i=

(wenn x;C 2, so g, und z,Ck), so ist fiir eine unendliche Primstelle Peo, 1,
an welcher @ < 0 ist, die Anzahl der negativen ay eine Invariante 31 der
Form, denn sie ist }Ji(f(y., z)), und dieser Wert bleibt sogar bei
beliebiger linearer Transformation der y; und z; invariant®). Fiir alle

Primstellen p liefert das Normenrestsymbol (lélT'Qﬁ) oder (—'—AJ)J) = d,

eine Invariante, weil

Da die Darstellbarkeit von mC#k durch f auf eine quadratische
Form f(yi. z) aus k zuriickgefithrt ist, findet man sofort die genauen
Bedingungen:

Wenn m § 0, so mub fir n =1

(au,a)zl
m

(die p aus den Normenrestsymbolen lassen wir weg), fir n > 2

F—dsignim) < Ji < n— 1 — §signi(m)

fiir alle peo,;, welche in £, verzweigt sind®); diese Anzahl sei w. TIst
m =0, so muf tir n =2 (—]4],0) =1, fir n =3 0<F<n.

Fiir die Aquivalenz (vermige A* = $’'4.5) kann man dasselbe Ver-
fahren wie bei Hassk!) anwenden. Man habe zwei nicht ausgeartete

2) Crelle 153, Seite 159, Satz 2.
%) Crelle 153, Seite 129, Natz 19,
 Crelle 152, Seite 218, Satz 4.
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Formen f = X ai xizr und g = > bx yi yx, welche gleiche Invarianten
3,k 2,k
Jiund dy haben. Wir wiahlen aus & w Zahlen & mit den Vorzeichen
sign, (&) = 1 —26d,.

11

bia

Induktion nach » an. f und g stellen af, = [ & (bzw. +1) mit den
31:”

Fir n =1 ist Norm, also f aquivalent 9. Wir setzen vollstindige

Wertsystemen
=&, Yi— 5 (15i5n)
dar. Wenn man nun
z, = &z, Y= Yy,

v = aftEaf,  y=yitoqyr firi>2

einfithrt, so bekommen z} z} und y} y¥ den Koeffizienten af. Wie oben
kann man x und yf von den anderen Variablen trennen und findet zwei
Restformen mit n —1 Variablen und gleichen Invarianten, welche nach
Induktionsvoraussetzung aquivalent sind, also ist f dquivalent mit g.
Auch hier gilt das Prinzip, da zwei Formen in % Aquivalent sind, wenn
sie es in jedem k, sind. Hieraus findet man die Invarianten fiir aus-
geartete Formen auf demselben Weg wie bei quadratischen Formen.
Die Invarianten geniigen den notwendigen Bedingungen:

0 i m, dy, , = (—1)3‘, dy = 41,

nur endlich viele dy#1,
a

fiir (—) = 41 ist dy= +1 und Hd,,= +1.
p v

Diese Bedingungen sind auch hinreichend fiir die Existenz einer Form:
Man lése

(LAJi) = d;,, i = H & aik fir z’#n, anp — n'::l! .
p J>n—i
H i
i=1
Die Darstellung einer Form durch eine andere wird ebenso
bewiesen wie bei Hasse®). Fiir die Komplexsumme gilt n = n;-+n,,
St = Ju1t+ Jyz und dy = dp,1 dy,2. Die einzige Anderung besteht darin,
daB von einigen Faktoren das Konjugierte zu nehmen ist. Notwendig
und hinreichend fiir die Darstellbarkeit von g (n,, 311, dy1) durch
f(’)l, 317 dp) ist
S dquivalent ¢ oder O<n—n, O0ZJ—Sii< n—n.

) Crelle 153, Seite 14, § 1.
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Die Bedingungen fiir die »-dre Darstellung der Null sind

vé%’ r <L n—v
und fiir v = % noch
—1, a\”
dpE( p, ).

Betrachtet man die multiplikative Aquivalenz A*= tS'AS mit tCk, so
erhilt man die Invarianten #, j; = |n — 2 ;| und fiir gerade n noch d,.
Haben zwei Formen 4 und B dieselben Invarianten, 80 kann man durch
Multiplikation mit den & erreichen, daB alle {4y gleich werden; fiir
ungerade n muB man B noch mit | 4 B| multiplizieren, dann sind auch
alle dp gleich, also sind diese Formen #quivalent und 4 und B multi-
plikativ 4quivalent. Die Bedingungen zwischen den Invarianten sind

0 é]lg n, le n (mOd 2)7
1

ferner fiir gerades n dp_, = (—1)2 , nur endlich viele d, F 1, fiir
a

(_P-) = 41ist dy=1 und []d,= -+1. Auch bei den Hermiteschen
v

Formen hingt die »-dre Darstellbarkeit der Null nur von diesen multi-
plikativen Invarianten ab.

n+jp

Hamburg, April 1935,



