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Die Methoden, mit denen H/ssE die quadratischen Formen fiber 
einem beliebigen algebraischen Zahlk0rper ~) behandelt, lassen sich mit 
einer kleinen Modifikation auch auf Hermitesche Formen anwenden. 
Hiervon soil die vorliegende Note berichten. 

k sei eiu beliebiger algebraischer Zahlk0rper mit dem quadratischen 

Oberk0rper !.J = k ( I / a ) ,  a c k .  Der Automorphismus von D, weleher 

k elementweise festlaflt und ] / a  in - - 1 / a  fiberfiihrt, werde durch 
~-~ a- bezeichnet. Unter einer Hermitesehen Form verstehen wit dann 
einen Ausdruck der Gestalt 

n 

f ---- Z aik Xi Xk 
i , k :  l 

xi lind x-k sind Variable; wenn man ftir die xi Werte 
so soll man ffir die xk die Konjugierten nehmen. Wit  

A = ( . ik )  

und nennen f nicht ausgeartet, wenn I A I ~  0 ist. Wenn man neue 
Variable einfiihrt, so transformiert sieh A folgendermafien: 

n 

x, --  ~ sik vk, (s,k) --  s, I sq +. o, 
k ~ l  

j '  : , ~  8v, (t,, t, ~,k yi yk, 
i,k,r,,u 

also 
A*---- S ' A S ,  

worin 8 '  : (ski) und S :  (~k) ist. Mit A ist auch A* nicht ausgeartet. 
Mit diesen Transformationen kann man A auf Diagonalgestalt bringen: 
Wenn alle a,k : 0, so sind wir fertig; sind alle a i i :  0, aber ein 
a,k ~ 0. SO k0nnen wit durch eine Substitution 

xt : y ~ u y k ,  

Xk = yi + yk, 

X,, = y,, fiir v ~: i, k, 

- J - l ,  a a,k + ~-aik 3L 0 

') ,h)urnal fur r(,ine u. an~ew. Math., ~'relle 152 mid 153 (ftinf Arbeiten). 
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erreichen, dal~ akk4 0 wird. Wenn etwa an 40(a ,  tCk), so ftihren wir 
7t 

x l  --~ Yt - -  ~-~ av---L1 
v = 2  a l l  y~' 

x i =  yi ffir i 4 1  

ein. Nun wird f =  an Yt Y~+g(Ye, " ", y,,, y_~, . . . ,  y~). Setzen wir 
vollstiindige Induktion nach n an, so finden wir 

f = ~d qiiXi'Xi. 
i = 1  

Wenn I AI---- 0 ist, so kann man die Form mit wenigerVariablen schreiben. 
Wir machen jetzt die Voraussetzung I AI~: 0 und stellen die Invarianten 
der Form auf. Da 

n 

i = 1  

(wenn xiC ~-J, so y, und z, ck) ,  so ist ftir eine unendliche Primstelle p~.l ,  
an welcher a < 0 ist, die Anzahl der negativen aii eine Invariante ~ der 
Form, denn sie ist ~,ll(f(y, ,  zi)), und dieser Wef t  bleibt sogar bei 
beliebiger linearer Transformation der y~ und zi inyariant~). Fiir alle 

PrimstellenpliefertdasNormenrestsymbol(!AIp'/k) o d e r ( ~ )  = d ,  

eine ]nvariante, weil 

I S ' A S f  = "V~j~(I SI) IA I. 

Da die Darstellbarkeit  yon rock  durch f auf eine quadratische 
Form f(y~.  z,) aus k zurtickgeftihrt ist, tindet man sofort die genauen 
Bedingungen : 

Wenn m # 0, so mug ffir n = 1 

m , a  ~ l 

(die p aus den Normenrestsymbolen lassen wit weg), flu' ~ ~ 2 

- - -  �89 signl (nO _<_ ~t  < n - -  ~ �89 signl (m) 

fiir alle P~,z, welche in ~21~ verzweigt sind3); diese Anzahl sei w. Ist 
m = 0 ,  so mu~ fill" n ------ 2 ( - -  I A I, ") - -  1 ,  f i ir  n > 3 0 <  ~ 

Fiir die Xquivalcnz (vermr A * =  S'A ,~ kann man dasselbe Ver- 
fahren wie bei HASSE a) anwenden. Man babe zwei nieht ausgeartete 

'-') Crelle 153, 8eite 15:L Satz '2. 
3) Crelle 153, Seite 1_0, Satz 19. 
J) Crelle 1;)_. Seite 218. Satz 4. 



_il_quivalenz Hermitescher Formen. 247 

Formen f : ~ a/k xi ~k und g : ~ bik yi yk, welehe gleiehe Iavarianten 
i,k Lk 

~t und d~ haben. Wit wi~hlen aus k w Zahlen Et mit den Vorzeichen 

s igne  (et) = 1 - -  2 d a .  

a l  I F i i r n  ~--- 1 ist ~ Norm, also f i~quivalent g. Wir setzen vollsti~ndige 

Induktion naeh n an. f u n d  g stellen - -  I I. (bzw. + 1) mit den 

Wertsystemen ~ = n 
xi --~ ~-i, Y~ = ~7i (1 <7 i ~ n) 

dar. Wenn man nun 

xl ~- -~1 x~', Yl ~ ~1 Y*, 

x i ~ -  x*-}-~_ix* , Y i - -  Y*+~TiY'~ fiir i : > 2  

einffihrt, so bekommen x* Xl* und y~' ff~' den Koeffizienten a*t. Wie oben 
kann man x~' und y~" yon den anderen Variablen trennen und findet zwei 
Restformen mit n --1 Variablen und gleichen Invarianten, welche nach 
Induktionsvoraussetzung i~quivalent sind, also ist f aquivalent mit g. 
Auch bier gilt das Prinzip, dag zwei Formen in k ~tquivalent sind, wenn 
sie es in jedem kp sind. Hieraus findet man die Invarianten ffir aus- 
geartete Formen auf demselben Weg wie bei quadratischen Formen. 

Die /nvarianten geniigen den notwendigen Bedingungen: 

0 ~ ~z__< n, d ~ . . , :  (--1) ~', d~ ~ •  

nur endlieh viele dp:l: 1, 

(~)----- -]-1 ist d,~-~ + l  und H d , - - - -  + 1 .  ffir 

Diese Bedingungen sind aueh hinreichend ftir die Existenz einer Form: 
Man lose 

3~>n-- i n - 1  

H a i l  
i = 1  

ebenso Die Darstellung einer Form durch eine andere wird 
bewiesen wie bei HASSE'~). Fiir die Komplexsumme gilt n--~ niq-n~, 
~----- ~t t-}-~z,2 und dv---- dp.1 d~,2. Die einzige $_nderung besteht darin, 
daft yon einigen Faktoren das Konjugierte zu nehmen ist. Notwendig 
und hinreichend ffir die Darstellbarkeit von g(n t ,  ~ ,1 ,  dv,~) dureh 
f (n, ~l ,  d~) ist 

f i~quivalent g oder 0 ~ n - -  nl, 0 ~ ~ - -  ~ ,  1 ~ n - -  nl. 

~) Crelle 153, SeRe 14, w 1. 
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Die Bediagungen fiir die r-are Darstellung der Null sind 

v ~  n 
= --~, v ~ ~ t ~  n - - r  

und ffir v ~ ~- noch 

I - - l ,  a / ~  a,_-- V - V - J  " 

Betrachtet man die multiplikative Xquivalenz A * ~  t S ' A S  mit t c k, so 
erhalt man die Invarianten n, jz ~--- I n - -  2 ~ I und fiir gerade n noch d r. 
Haben zwei Formen A und B dieselben Invarianten, so kann man durch 
Multiplikation mit dell ~ erreichen, daft alle ~ gleich werden; fiir 
ungerade ~ muff man B noch mit IABI  multiplizieren, dann sind auch 
alle d~ gleich, also sind diese Formen aquivalent und A und B multi- 
plikativ aquivalent. Die Bedingungen zwischen den Invarianten sind 

0 ~ j l ~ n ,  j ~  n (rood2), 

1 (n+jl) 
ferne'r ftir gerades n dp~.,-~- ( - -1)  2 , nur endlich viele d~:~ 1, ftir 

(-~) = + l i s t  d,----~ 1 and 1-I~ d r ~  + 1. Auch bei den Hermiteschen 

Formen hangt die v-are Darstellbarkeit der Null nur yon diesen multi- 
plikativen Invarianten ab. 

Hamburg ,  April 1935. 


