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Var1étés et Formes bilinéaires.

Soit M une variété dxfférentl;ble compacte orientée sans bord de dimension n .

Dans le cas ol n est pair, n =2{ , notons LE(H) la partie libre du aroupe
d'homologie H{'.(H :Z) ; le groupe LE(M) est un Z-module libre de rang fini. La
forme d'intersection de la variété M est une forme bilinéaire (-1)e ~svmétrique 3

> Z

Lp(¥) x Lp(M)
(x,v) ——8—- %oy
Cette forme peut 8tre définie a 1l'aide du cup-produit en cohomologie :

£

Wnsz) = i (z) — 1z .
La théorie de la dualité de Poincaré (1900) montre qu'elle est non dégénérée clest-a-
dire qu'elle induit un isomorphisme du module LE(M) sur son dual Homn[Lz(M\,Z'l .
Quand i est impair on considére également la forme (symétrlque) d'intersection
modulo 2 3

Hy(Miz/2) % Hz(n;u/z) sz .
Elle est encore non dégénérée.

Dans le cas ot n est impair, n =24+ 1 , notons T[(M) la partie de torsion
de Hi(M ;Z) , c'est un groupe abélien Pini. La forme d'enlacement de M est une
farme (-1 )2*1 ~symétrique 3

T, (M) x Ty(¥) — 5z .
Cette forme peut 8tre définie i 1'aide du cup-produrt suivant 3
Wivsz) © HZ*‘(H;Q/Z) —_— w2t o YA

Elle est toujours non déaénérée (dualité de Poincaré) c'est-a-dire gu'elle induit un

(*) L'éd1iteur remercie les aurenrs d'avoir Frir préceder levr texte d'une introdvction

gul permettra »u lecteur non spécialiste de plarer ce travail dans sa persnective

historiaue,

=i

e s T T ST



FORME QUADRATIQUE D’ENLACEMENT

isomorphisme du groupe fini Ty(M) sur son dual de Pontryagin Homy, [Ty (M), 0/2]

Cobordisme et groupes de Witt.
On distingue quatre cas suivant la classe de la dimension n de M modulo 4 ,

dans deux d'entre eux les formes ci-dessus conduisent 3 des invariants de cobordisme,.

1) n= 4k . On dit que le Z-module LQX(H) mumni de la forme bilinéaire symé-
trique d'intersection est un b-module. Si M est une variété-bord, La(n) est un
b-module neutre 1 il contient un facteur direct qui est son propre orthogonal j on
obtient donc un invariant de cobordisme en considérant la classe du b-module Lek(H)
dans le groupe de Witt v(z) qui est grosso modo la collection de tous les b-
modules sur Z modulo la collection des b-modules neutres, Comme 1'homomorphisme de
signature W(Z)-—> Z est un isomorphisme, l'invariant défini précédemment n'est pas
autre chose qu'un entier relatif, noté I(M) , qu'on appelle la signature de la va-
riété M (Thom 1950),

2) n=4k+ 2 . 0nacette fois un b~espace vectoriel sur z/z a savoir
By (M3zZ/2) . Malheureusement quand M est orientée ce b-espace est neutre.

3) n=4k-1 . Ondit que le groupe abflien fini Toyyq (M) muni de la forme
d'enlacement (symétrique) est un e-module sur Z $ un e-module est neutre s'il
contient un sous-module qui est son propre orthogonal. Le groupe de Witt Ww(Q,Z)
correspondant A ces notions est encore, grosso modo, la collection de tous les
e-modules sur Z modulo la collection des e-modules neutres. La classe du e-module
Toyy (M) dans W(Q,Z) n'est pas invariante par un cobordisme ordinaire, plus pré-
cisément toute classe de W(Q,Z) peut 8tre représentée par une variété bord,

4) n =4k +1 o Le groupe de Witt adéquat est isomorphe & z/2

s la classe

de Tak(H) dans ce groupe est l'invariant de cobordisme de De Rham.

Variétés stablement trivialisées et formes quadratiques,

On suppose maintenant que la variété M est munie d'une trivialisation stable t

a . ;
e son fibré tangent TM s C'est-a-dire qu'on se donne un isomorphisme t de la

somme d : P n+p m . . ;
e Whitney 'l'M De sur ¢ s ¢ désignant le Pibré trivial de dimension m,
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1) n =4k a.L'existence de t entratne x.x = 0 (mod 2) pour tont x dans

1
S XeX

L_{H) , la forme d'intersection est associée a 1la forme quadratiorue qfx) = >
2%

on dit alors que sz(M) est un g-module. Mn en déduit que la signature de M est
divisible par 8 . En fait puiscue M est sans bord et que son f£ibré tangent est
stablement trivial la Formule d'Hirzebruch (1955) montre que I(M) = O (ce phéno-
méne disparait si on affaiblit la notion de trivialisation stable).

2) n=4k+2 . En 1960 Xervaire a montré que la donnée de t permet de définir

une forme quadratique nq 3 H (M;zz/2) —y Z/2 associée A la forme d'intersection

2k+1
modulo 2 + Si M est le bord d'une variété munie d'ure trivialisation stable qui
induit celle de M 1le gq-espace vectoriel sur E/Z sz..'1 (M;E/a) est neutre :
il contient un sous-espace qui est son propre orthogonal et qui est isotrope. Le
groupe de Witt auadratique WQ(Z/2) est isomorphe & Z/? par l'invariant de Arf ,

1'invariant de Arf du g-espace H (M ;2/2) est l'invariant de Kervaire du

2k+1
couple (M,t) , il ne dépend que de 1la classe de cobordisme trivialisé de ce couple.
On ne connait pas encore toutes les dimensions pour lesauelles il existe des variétés
(M,t) d'invariant de Xervaire non nul., L'importance historique de cet invariant est
grande, il a permis en particulier a Kervaire d'exhiber une variété pseudo-linéaire
de dimension 10 qui n'admet pas de structure différentiable,

3) n = 4k+1 . L'existence de t implique e(x,x) = O pour tout x dans
Tzk(H) et la nullité de l'invariant de De Rham, En fait l'existence de t entralne
aue M borde (Thom, Wallese 1960).

4) Soit (M,t) une variété stablement parallélisée de dimension 4k-1 . Soient
X une variété de dimension 2k-1 et F : X —> M un plongement tel que f.[x]('l‘ZkJO
Si a est un champ de vecteurs normal & f{X) dans M , par translation le long
de a , on obtient un nouveau plongement f‘? $ X-—M , isotope 2 £ , Si le
chamo » ne s'annule jemais F(X) et f£7(X) sont disicints. Dans ce cas on peut
Former un enlacement r=tinmnel E(E,Fa) tel aue

E(F, %) = e(£,[¥], 5, [XD nmod7 .

La parallélisarinn stable t permet de distingner ure famille de charps de vecteurs

i I K
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normaux ne s'annulant pas de sorte que si a et a' sont dans cette famille
a L)
E(e, %) -E(6,2 )Y c 2z .
Cela est le premier point de la construction d'une forme quadratique

q, t T2k-1(H) — > §/Z associée i la forme d'intersection et qui vérifie

qt(f*[x]) =-1§ E(F,fa) , pour a dans la famille distinguée par t .

Le second point est le résultat de la théorie du cobordisme qui assure que tout
é1ément de T2k—1 (M) d'ordre une puissance de ? peut s'écrire sous la forme pré-
cédente, £,[X] .

On considére WQ(Q,Z) 1le groupe de Witt des Formes quadratiques 1 q:C— Q/‘E
ol C est un groupe abélien fini ; la classe de v Ty (M) — @/Z , notée

[Tﬂ:-‘l (")'qt] € Wo(Q,Z) n'est pas un invariant de cobordisme stablement trivialisé

(contrairement & ce qui se passe pour l'invariant de Kervaire).

Relations entre les invariants d'une variété de dimension 4k et ceux de son bord.
Soit b une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur le (-espace vecto-
riel de dimension finie E ; soit P un réseau (de dimension maximale) de E ,
inclus dans son dual P# s la forme b induit une forme symétrique non dégénérée
P#/p ® P#/p —y Q\/E et on montre que cela définit un homomorphisme & du groupe
de Witt W(Q) dans le groupe de Witt W(Q,Z) . En fait, on a une suite exacte

0 — W(2) w(q) —2

v(g,2) > 0 scindée par la signature
It W) — 2ew(Z) .

Soit N une variété de dimension 4k , de bord M ; la Porme d'intersection
bt HZR(N;W)N sz(N,‘Q)_; Q n'est pas forcément non dégénérée, on peut néanmoins
considérer la classe dans W(Q) de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée in-
duite par b sur sz{lvl; 9)/Rad(b) . Il est une conséquence de la dualité de
Poincaré que 1'image par 1'homomorphisme & de cette classe est 1'opposée de la
classe [Tek_1(M),e] € we,z) .

Si Wo(Q) est le groupe de Witt quadratique de Q , on a anssi un morphisme

naturel & : WO(0) ——W0(Q,Z) et la suite

INTRODUCTION

0 — wo(zZ) — vo(e) —> vo(e,2) ——> ©

est encore exacte mais n'est plus scindable, En fait on construit (A 1taide de
sommes de Gauss) un homomorphisme vy : WQ{Q,2) —57/8 , et 1'on a pour tout x
de WQ(Q) 1la formule, I(x) = v6(x) mod 8 , qui détermine la nature de 1'extension
de wQ(Q,z) par Z»WQ(Z) précédente (cette Pormule (Braun, Van der Blij) montre
en particulier que la signature d'une forme bilinéaire symétrique unimodulaire a
coefficients entiers et paire, est divisible par 8 ).

si (N,T) est une variété stablement parallélisée de dimension 4k , de bord
(M, t) (avec t = 'r|H) , la classe de sz(N; 0)/Rad(b) dans Wo(@) a comme
image par & 1'opposée de la classe [T2k-1(M)'qt] ¢ wo(Q,Z) .« En prenant la si-
gnature on en déduit la formule : I(N) = - A(M,t) mod 8 , ol 1'on note
A(M.t) = y[T2k_1(H),qt] €ezB/ .

Cela pose naturellement le probléme de savoir quel est le lien (modulo 8) entre
1(N) et A(M,t) lorsqu'on ne suppose plus que la variété N soit stablement parai-
1élisée (mais ol on conserve cette hypothése sur le bord).

Dans le cas oi QN = M est vide, on a la formule de Hirzebruch I{(N) = <L,[N]>
ot L est la classe caractéristique de Hirzebruch du fibré tangent de N .

Dans 1le cas ot oN = M est non vide et est muni d'une parallélisation stable t
1télément de Z/B 1 I(N) + A(M,t) peut se calculer comme somme de deux termes : le
premier est < Lt,[N] > ou LY est la classe de Hirzebruch relative définie par la

trivialisation 4t de T , le second se calcule explicitement A l'aide de

N|M
1tinvariant d*sdams de la variété stablement parallélisée (M,t) . Il résulte des
calculs d'Adams que, pour X > 3, le second terme est nul et qu'on a la formule

(V) =< L5, [N] > - a(¥,t) mod B .
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RESUME DU PRESENT TRAVAIL

Ce travail étudie quelques propriétés des variétés fermées de dimension
4 -1 , munies d'une SG(Z)-trivialisadon de leur fibré tangent, Intuitivement
un £ibré vectoriel est SG(Z)-trivialisé quand on s'est donné une trivialisation
homotopique d'un multiple impair de ce Ffibré, une définition précise de cette
notion se trouve dans le chapitre 1.

Il est une conséquence de la dualité de Poincaré que la classe dans le groupe
de Witt, W(g) , de la régularisée de la forme d'intersection ratiomnelle d'une
variété compacte orientée de dimension 4k , N , ne dépend, modulo W(Z) , que
de son bord, 3N . D'autre part le quotient W(Q)AN(Z) est identifié dans [A]
avec un groupe de Witt, V(Q,l) , de groupes finis munis de formes d'enlacement,
Cette conjonction s'éclaire en considérant la forme d'enlacement du bord 3N . Si
en outre la variété N est SG(2)-trivinlisée, on vérifie A 1l'aide des formules
de Wu que la classe dans le groupe de Witt quadratique, WQ(Q) , de la forme
quadratique associée A la forme bilinfaire précédente ne dépend, modulo WQ(Z) ,
que du bord muni de la sc( 2)-u~ivialisation induite, Le quotient WQ(Q)AQ(Z) est
identifié dans [A] avec un groupe de Witt, WQ(®,Z) , de groupes finis munis
de formes quadratiques d'enlacement, Ceci conduit A construire une forme quadra-
tique associée A la forme d'enlacement d'une variété fermée de dimension 4k -1
SG(Z)-trivialisée. Le matériel nécessaire a cette construction, développée au
chapitre 3, est entreposé aux chapitres | et 2,

Pans [D] J. MORGAN et Do SULLIVAN donnent des constructions analogues avec
des SO-trivialisations.

On définit dans [A] 4 l'aide de sommes de Gauss, méthode inaugurée par
E. BROWN [B] , une application vy de WQ(Q,Z) dans le groupe wg des racines

8émes de 1l'unité telle que l'homomorphisme :

INTRODUCTION

vo(e,z) — =228 v(0,2) @ ug

N 4k-1
est un isomorphisme, On est donc amené A associer A une variété fermée, M .

munie d'une SG(Z) —trivialisation t , un “invariant de Arf " A(M,t) A valeurs
dans Z/8 .

Soient A , A' deux anneaux de Practions de Z , au chapitre 8 on étudie
le groupe, 8';'1“ , des A -sphires, A'-parallélisées ( (A,A*)-sphires), de
dimension n , A v, —cobordisme A'~parallélisé prés (la notion de A'=
parallélisation d'un fibré vectoriel correspond approximativement 3 celle de paral-
1élisation d'un multiple par un entier inversible dans A' , elle est définie
dans [A] )e Ce chapitre fait largement référence au travail [A] de J. BARGE,
P. VOGEL et des auteurs.

si X st une (A A')-sphire avec %fli' , le groupe nz‘ﬂ(x;z) est
d'aprés le chapitre 3 munie d'une forme quadratique d'enlacement, ceci donne un

homomorphisme qe
oyt —— vale,m) .

On construit d'autre part un homomorphisme B s

A A?
Ogq — 0

Ak -1 Ak

de la fagon suivante 3 si une (A,A')=sphéire X est le bord d'une variété Y ,

BX) = I(¥) =<1, [¥]>
I étant la classe de Hirzebruch relative, dans u‘“‘(y,x; Q) , définie par la
At-trivialisation t de X o
N t
Lorsque %}’A' le nombre rationnel L- ={L,[Y]> appartient & Z(z) et B
est 3 valeurs dans z(z) , on peut donc réduire § modulo 8 1

A AT
LTI P

—) z/s -
Quel est le rapport entre les deux homomorphismes psﬂ et qe ?
La réponse est fournie par 1'é4ude d'une situation plus générale qui est faite au

chapitre 7 ol 1'on obtient 8
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THéORﬁHE.— Dés que k23 la signature d'une variété compacte orientée, N“k .

dont le bord est 50(2) -trivialisée vérifie la congruence modulo 8 3

i(m= ps(Lt) - A(@N,t) .
Pour ce faire on considére d'abord le cas SO-trivialisé, On montre grice au chapi-
tre préparatoire 5, dont l'un des ingrédients essentiels est la relation entre
somue de Gauss et signature modulo 8 récemment soulignée par J., MILGRAM, que

ltexpression (ol M = JN)
My t) =3 (z(n) - 1% + L atn ) € o2

définit un homomorphisme A 8 03_1 —_ 0/2 qui est relié 2 l'invariant d'Adams
e Par la formule t
A= 2720RT L)

Il résulte alors des calculs d'Adams que pour k)3 la partie paire de A est
nulle.

Au chapitre 4 on montre que la farme quadratique d'enlacement d'une variété de
dimension 4k~-1 , SG(Z)-triviali.sée, ne dépend pas de la SG(Z)—trivialisation
si k n'est pas une puissance de 2 et on donne des contre-exemples i cette asser-
tion dans le cas contraire. Une conséquence du théoréme ci-dessus est que l'invariant
de Arf d'une variéte u¥! R 50(2)-tz~1vialisée, ne dépend pas de la 50(2) -
trivialisation si k33 .

La construction du chapitre 3 est généralisée au chapitre 5 pour construire
une forme quadratique qb ] Tzk(f) —>@Z ol £ est une application M — L
recouverte par un SG-morphisme b @ TH _—_ 'rL o Le fait qu'on ait effectué ces
constructions avec la catégorie homotopique comme catégorie de Ffibrés, permettra
d'obtenir l'invariant A d'une donnée de chirurgie, lorsque le but est SG(Z) -

trivialisé, comme différence d'invariants A de la source et du but.

Ce point de vue homotopique sera systématiquement exploité dans un travail

faisant suite A celui-ci.

Une partie des résultats a &té annoncée dans [C]

Orsay, Juillet 1974,
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CHAPITRE 1

FIBRATIONS STABLES ET SG(Z)-TRIV'IALISATIONS

Pour fixer les notations nous commengons par rappeler quelques définitions et

résultats sur les fibrations sphériques de dimension n o

1ele=- Une fibration sphérique de dimension n , § , de base X est une fibration
de Hurewicz p t E(£)—> X telle que la fibre p"(x) ait le type d'homotopie
de la sphére s,

Soit TE le complexe de Thom associé & £ ; une orientation de € est une
classe U; € H“('r;; Z) qui par restriction donne un générateur de l-l“(}'_‘pm1 (x),z2),
pour tout x € X .

Dans tout ce qui suit, on appelle SG(n)-fibré une fibration sphérique de
dimension n , orientée.

Soient £ et ;1 deux SG(n)-fibrés de base X, et X respectivement,
Un morphisme o @ Eo-——) 51 au-dessus d'une application £ 3 xo——-y x1 est la
donnée d'une application o 3 E({o) ——)E(§1) fibrée au-dessus de £ et telle

que l'application To @ 'rgo——> T§1 qui s'en déduit ait la propriété ’I‘.(-“‘Ug = UE .
1 co
On note ¢" le 5G(n)-fibré trivial X x "' —PX.x . ona

THEOREME de DOLD.- Il existe un morphisme £ —y ¢” si et seulement si E(E) ale

méme type d'homotopie fibrée gque X x ™,

On dit que deux morphismes LA $t E —> m sont équivalents s'il existe
un morphisme P du SG(n)-fibré € x I sur X x I dans 7 étendant @, sur

X x0 et o, sur X x1 .

1.2.~ Rappelons le théoréme de classification de Stasheff [14].- Il existe un CW

complexe dénombrable BSG(n) et un SG(n)-fibré vy(n) de base BSG(n) tels que,

pour tout 8G(n)-fibré € de base un CW-complexe, il existe un morphisme

SG () TRIVIALISA TIONS

£ —> v(n) ; de plus deux tels morphismes sont équivalents.

On sait que 0BSG(n) a le type d'homotopie du H-espace sG(n) des applica-

= n-1
tions de degré 1 de Sn1 dans S

(1a loi de H espace étant la composition
des applications).

Ssi E est un SG(n)-fibré de base X et £' un SG(n')-£ib.& de mlme base
on aun SG(n + n')-gibré E@E' obtenu en faisant le joint dans chaque fibre.

On choisit des classifiants BSG(n) avec BSG(n) ¢—3 BSG(n + 1) tels que
y(n + 1)|5G(n) = v(n) &’ .

On note BSG =UBSG(n) avec la topologie faible, alors (BSG a le type

d'homotopie de SG =UsG(n) ou 8§G(n) —SG(n + 1) par suspension,

1.3.- On_appelle S5G-gibré de base X la donnée (;",%'a)"p ea O 5 estun
SG(n_)-fibré de base X et @ p stwn morphisme (au-dessus de “X) s

-1 ’
guocp—> §ﬂo¢q avec n +pm= np +q , avec "SY"'«:D = wﬂ en ce sems que le
diagramme

N Nt
g, 08 —> 550'
\:,,es"‘

est commtatif (on a ajouté assez de facteurs triviaux ¢

pour jue le diagramme
ait un sens),
Exemples.- On considére un SG(n)-fibré £ comme un SG-Pibré en prenant A réduit
a un seul élément.

Soit M une variété, on a un SG Pfibré vy en prenant coume ensemble d'indice
A 1l'ensemble des plongements de M dans des espaces euclidiens.
i..]')i..i €I
un SG-fibré de base X' , on appelle SG-morphisme de § dans £* la donnée

soient § = (€, un SG-fibré de base X et 5"’“&-"’{-.5-)1-,3*(:'

d'une application notée "' de I dans I° (ir—it') et pour chaque i € I ,

d'un SG(nl + pi)-morphisme
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Pi T p' ' - nt
vizgioc ——>§i,oc avec p -ni+pi n'.,

vérifiant la condition de compatibilité suivante : si on prend Ni . Nj . N{ ’ N."i

assez grands pour que le diagramme

zioc“i L g0 M

Wij l l ‘?'i rje

oy M g6
ait un sens (on a confondu 'i avec viﬂld ess €tCe), alors il est commutatif,
Il faut remarquer que tous les morphismes 'i sont au-dessus de la »mfme application
P X—X',

On a une notion d'image réciproque d'un SG-fibré par une application contimie
et de somme de Whitney de deux SG-fibrés,

On dit que deux SG-morphismes ¥, et '1 1t € ~—n sont équivalents s*il
existe un SG-morphisme § du SG-fibré E x I sur X xI dans 7 é&tendant 'o
sur X x0 et '1 sur X x1 o

Un corollaire du théoréme de Dold est le résultat suivant : si € et m sont
deux SG-fibrés de mlme base X et at § —) 7n un SG-morphisme au-dessus de
ltidentité de X , il existe un SG-morphisme B 8 n — ¢ tel que B.o est
équivalent au morphisme identique de € , et o.p é&quivalent au morphisme jdenti-

que de 7 o De plus deux tels morphismes B et PB' sont équivalents.

1¢4.~ Construction vy(£) et classification des SG-fibrés sur un complexe fini,.

Soient X un complexe fini et £ une application continue X —3BSG . Soit
I=in£n/z(x)cmc(n)} s comme X est fini I est non vides Pour n € I ,
on pose £ 1 X — BSG(n) tel que £ = s, £, ol s, est l'inclusion de BSG(n)
dans BSG . On définit un SG-fibré de base X noté vy(£) en considérant pour
n€I le SG(n)-fibré f:(y(n)) » les morphismes %5 étant induits par

1'identification @

£t (¥(ne1)) = £2(y(n+1)[BSG(n)) = £2(v(n))o@e' .

SG () TRIVIALISATIONS

Cette construction v( .E) remplace celle de l'image réciproque du Pibré universel
qui est inapplicable ici car il n'existe pas de SG-fibré vy de base BSG dont

la restriction A chaque BSG(n) soit le SG-fibré vy(n) .

1e5e— Théoréme de classifications

Soit E un SG-fibré de base un complexe fini X , il existe une application
¢t X —> BSG et un SG-morphisme (au-dessus de l'identité) C 3 § —ry(c) .
On a une unicité A équivalence prés, en le sens suivant 3 si Sy € 1 X—> BSG
sont deux applications, C_, C, deux SG-morphismes C. ¢ § —vpy(ci) , il existe
une homotopie d $ X x I —pBSG entre Co et <:1 et un SG-morphisme
D1t € xI —sy(d) étendant C, sur XxO0 et C sur Xx1 o

De plus, on a une forme relative t si A estun sous~complexe de X et si

(e'yC') est une classification de §|A il existe une classification (c,C) de E

&tendant (c*,C') o

1e6e- Soit £ 3 BSG — EG(Z) une application de z(z)- localisation, On note
p t E —» BSG 1l'image réciproque par ? de la fibration de 1l'espace des chemins
sur EG(Z) s E est donc la fibre homotopique de la localisation ¢ et la fibre
de la Pibration p est n(mc(z))ﬂ (nmc)(z) = sc(z) le m(z) localisé du
H espace SG o

Soit £ un SG-fibré de base le complexe fini X ; on considére les couples
(u,U) ol us X—sE et U estun SG-morphisme § — v(pesu) .o Sur cet ensemble
on met la relation d'équivalence (“o'uo) ~ (ui,U1) s'il existe une homotopie
viXxI—s E entre u et u etun SG-morphisme V 3 £ x I —> y(pos v)
étendant U sur X x i o On note 'I'SG(Z)(§) 1l'ensemble quotient, ses éléments

2)—triv-ialisations du SG-£ibré g

sont appelés SG(

1.7.~ Soit (c,C) une classification du S$G-fibré £ o A tout relévement

us: X5>E de c , on associe la SG(Q)-Uivialisation de € qui comprend le
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couple (u,C) o On peut adapter les arguments de Browder [5] pour montrer que
zela définit une bijection (dépendant de (c,C) )

zclasse d*homotopie verticale de reldvements de c} — TSGLZ)(E) .
Or pt E-—) BSG est une fibration principale sous l'action du H-espace
SG(2) NO(BG(Z)) donc le groupe des classes d'homotopie [X,SG(Z)] agit sur
icl- homotopie verticale de reldvements de c } qui est ou vide ou un [x.SG(z)]-—
espace affine. Par composition on obtient une action de [X,SG(Z)] sur 'XSG(z)(E)
que 1l'on peut décrire directement comme suit : si la SG(,‘,)-trivialisation t com-
prend le couple (u,U) , xet est la classe de (u',U) ol u' est un reldvement
de peu correspondant & l'action de x sur u rsc(z)(g) est ou vide ou bien

un [x,sc( 2) J-espace affine,

{ e8¢~ Classes caractéristigues relatives,

Soient (Y,X) wme paire de complexes Pinis, [ un SG-fibré sur Y et
t € 'ISG(Z)(CIX) o Représentons t par un couple (u,U) o Le théordme de classi-
fication assure qu'il existe une classification (c,C) de { telle que le

diagramnme

x —2 5 E

est commtatif,s

Le couple (c,u) détermine en cohomologie un morphisme

(cou)* s H*(p; A) —> H*(Y,X; A) .

Une nouvelle application du théoréme de classification montre que ce morphisme
(cou)*® ne dépend que de { etde t .

Si A estun E(z)—module, niEOA =0 pour i»1 donc la suite spectrale
de la fibration p montre que 3* : H*(p;a) _yﬁ“(mG;A) est un isomorphisme.

Si x € H'(BSG3A) on note x© = (c,u)‘j"'—1x( 1Y, Xh) .

SG (3 TRIVIALISATIONS

DEFINITION 1.8, Soient { un SG-fibré sur le complexe fini Y et XcY 3 soit
A un z(z)— module, I1 existe une application
n
H(BSG 5 A) x TSG( 5y (Clx) ——> H (VX3 A)
t
(x 5, t) ——— x

qui vérifie §*x" = x(g) dans H(¥;A) .

Remarque 1.9.— Toutes les sorites précédentes sont valables dans la catégorie des
N . . riviali . .
fibrés vectoriels orientés, d'ol motion de SO-fibré, de 50(2) trivialisation d'un

50-fibré, En particulier toute variété différentiable orientée est munie d'un

SO-Pibré v

X



CHAPITRE II

ENLACEMENT RATIONNEL

Dans la suite, et sauf mention du contraire, variété voudra dire variété
différentiable compacte et orientée,

2.1~ Soient M une variété fermée de dimension 4x-1 , [M] € H

classe fondamentale et w, € a1

% -1 (M3 zZ) sa
(MxM, MxH-~ AH §Z) sa classe d'orientation

Pour toute paire (A,B) de sous-espaces de M (avec BCA) et tout groupe
abélien G , on note D (ou encore DH) 1'homomorphisme 3

A== 1(a,856)

D Hp(n-a.u-A ) R— |
dégini par D, (x) = w'/k (slant product) ob w'¢ B 1 (A x(4 =B) ,Ax(M = A)uBx(M-B) sZ)
est la restriction de LV

On rappelle que si A et B sont compacts et si la flidche naturelle
l_im; H*(U,v3 Z) —> H*(A,Bj Z) est un isomorphisme (ol la limite inductive est
prise sur le systdme de voisinages (U,V) de la paire (A,B) ), alors D est un

isomorphisme. En particulier DH([H]) =1¢r/(M;z) .

2,2,- Nous notons génériquement TP(X) le sous-groupe de torsion de xp(x; z) .
Sur T?x_ 1(H) nous avons une forme bilinfaire symétrique non dégénérée i valeurs
dans @/Z , notée

es T, (Mot (K —e/z
qui posséde la propriété (caractéristique)

e(3x,y) ’(D(x)'Y> Vx € Ha(H.W/E) ) Vy € T?X—1(H)
od 9 3 H?X(H; 0/Z) —> T2k-1(H) c Ha_1(H: Z) est le connectant de la
suite exacte de coefficients 0 — Z —5Q — @/Z —3 0 et ¢ ,) est

1'accouplement de Ironecker HZ<"! M:0/2) @ Hoy 4 MZ) s 0/Z .

ENLACEMENT RATIONNEIL

2.3.- Soient X, (i=0,1) deux variétés fermées de dimension %-1 , et
£ s Xi_)M dewx applications ; on note x, = fi‘[xi] € H2k_1(H; Z) o On fait
les deux hypothéses :
i 0,1 .

1) x €Ty () (=0

2) e (x)n £(x) =g o
on va alors définir un nombre rationnel E(fo,f1) € @ dont la réduction dans O/Z
sera e(xo,):‘) .

La condition 2) permet de considérer £° comme une application

f-o tX —H- 21()(1) i soit E_ € Ha_1(H - 91(x1) ; @) 1l'image par F_ de [x %
Nous avons le diagramme commtatif @

oy (1) —— Hy (= 2, (X, )30) =2y (0= £ (X, )30) — By (410)

P
lDH iDH I o £
On

12 (4,q) —s 12 (2,(x,)10) By (X550
s
&1
n! (%,30)

Comme £ t H?x_1(xo;0) —)HZk_1(M;Q) est nulle, il existe x! ,
. = e v,
x! € Ha(H,H - f1(X1) 7 Q) telle que X =3x!
Le nombre rationnel f:D"x;. [X1] > ne dépend pas du choix de xc" car la
flache £* 3 Hqu(H;Q) — gt (1110) est nulle d'aprés 1'hypothése 1) o On pose

1
E(fo,£1) = (f;nx;,[xl] > qu'on appelle enlacement rationnel de £ et L

2.4.- Remarque 3 3(20.31) ne dépend que de la classe d'homologie de 1'application
F 1 X — M- 91(x1) , en particulier E(Eo,f1) est nul si la variété singuliére
o o

(Xo, fo) est décomposéeo
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LEMME 2456~ E(£°.£1) = 5(91.20) .

Démons tration,- On a le diagramme commutatif suivant ol les groupes d'homologie et
de cohomologie sont A coefficients rationnels et oll les fldches non notées sont in-

duites par les inclusions 3

Hy 4 (%) -i-'»ﬂa_1(£o(x°)) 2 HZk(H,H—fo(xo)) PRI Sy (m-t () —?—‘-, uak'1(x1)

fo. f;

Hyyy (M-8, (X)) —Dyua‘(u.f1 (x,)) ey (£,(x,))

\ /
Hoy (My4-¢, (X))

E(fo,f1) est calculé en regardant l'image de [xo] par le chemin externe inférieur;
d'aprés la commutativité du diagramme c'est la ml@me chose que par le chemin horizon-

tal, or ce chemin horizontal est le transposé de celui qui sert A calculer E(f1,f°) .
d'oll le résultate

LEMME 246e- E(fo,f1) 5 e(xo,x1) (modz) .

Démonstration.- Soit X = F [X]€ Hy  (M-2,(X,) $2Z) ; nous avons
E(fa,f1) =<Dy,x1' > ol y¢€ Hak(n.n-£1(x1);o) est tel que Jy = 3?001 et xJ
est 1'image de [xl] dans H2k_1(f,(x1):z) . Or e(xo,x1) = (Dz,x,) avec
z € H?X(H;Q/‘Z) et z=x_  , oubien encore e(xo,x1) ={D2,x1'7 ol z est
1l'image de z dans HZk(H'H-f1 (x1) 3 Q/Z) . Soit y 1l'image de y dans
Ha(H,H-f1 (x1) : @/Z) ; il nous Paut montrer que < D(¥ - E),x{ > =0 ; comme
X, @®@1 =0 dans Hoy g (M;Q) il suffit de montrer que y - Z est dans 1'image de
la composée

Hyy (M50) —— 1,y (M30/2) — By (k-p, (X )5 0/2) .
C'est exactement ce que dit la premiére partie du lemme homologique suivant, dont
nous laissons la vérification au lecteur. (La seconde partie est placée 13 pour

utilisation ultérieure).
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LEMME 2474~ Seit

0 o 0
Lol
— » 0 >
0o —— ¢ oo —E °
S
2 2
.2 __a 2__B" Je2 >
0 > C) > C; <, >0
p,l 3 le § 9313
a I -
0 —;f ﬁig ,j:, y O
0 o 0

un diagramme commutatif dans la catégorie des modules différentiels, avec lignes
i
et colonnes exactes, Notons a‘... les homomorphismes induits en homologie, @ le

ame

connectant de la iim ligne, @ le connectant de la ;i:l colonne,

J
2 3
1) Les deux applications de !er[aaa1 suc} _ HCl) dams Coxer[p,B%1aC; —y HC,]
données par p3.(az)"’ o et ﬂa.(‘)z)'q.c:1 sont &gales,
2
2) Les deux applications de Yer[a,B, sHC’z — nc?] dans coker[a393:ac3_, nc?]

données par 33.(33)"1.31 et B,.(az)q.q sont opposées,

2

2.8,- On se place dang la situation suivante 3
N est une variété de dimension 4k de bord 3N , [N] est la classe fondamen-

tale dans H&(N,anzu) avec 3[N] = [3N] dans By (avz) ,
wy € H*(N xN,NxN-8, 3 Z) est la classe d'orientation,
Soient Y, (i = 0,1) deux variétés de dimension 2k de bord X;

Fi 3 ‘Ii — N deux applications, on suppose 3

1) F(x,)C3N et F['(N) =X, i onpose £ = Fipx, X

2) qu'il existe des colliers wu, 3 xix[o,1[ — Y, et v 1dNx[0,1[ —» N
tels que Fi(ui(x,t)) = v(fi(x),t). I1 en résulte que l'inclusion Pi(Yi) -DNG-)Fi(Yi)
est une &quivalence d'homotopie ;

3) ex)ng(x) =9 .
Remarque,~ Par approximation par des applications différentiables et utilisation

du théoréme de transversalité, on peut toujours approximer deux applications de
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paires F, 3 (yi.xi) — (N,aN) par deux applications qui vérifient les trois

conditions ci-dessus,

2,9~ Nous allons définir un nombre d'intersection I(FO,F1) €Z , Gr3ce aux condi-
tions 1) et 3), on peut considérer l'application Fo comme une application de paires
Fo 3 (Yo,xo) — (NN - F1(Y1)) « On pose 'y'o = F‘O'[Yo] o D'aprés la condition 2)
1l'inclusion induit un isomorphisme 1

n?x(n = 3N,N ~ F, (Y1) -~ IN;Z) = na(n,u - r,(\") 1Z)
nous notons D}" la composée
sz(n,n- F, (\f1 )iZ) & H?X(N- N N- P1(Y1) -9N ; zZ) ﬁ,nz“(r1(v1)uan.au $Z) —

2k

— (7 (¥)),2,(x)) 32)

ol D“ est obtenue par slant=product par la restriction de w_ a

N

(P1(y1)uan.au) x (N = gN,N = 3N - P,(y1)) et la dernidre fliche est induite par
' - >

1'inclusion. On pose I(Po.!‘1) = (Dyy, 0¥ > ob ¥ est l'image de [Y,‘] dans

By (P Y,) 8 (X)) 2)

Par une démonstration analogue A celle de 2,5 on voit que I(F ,P1) = I(F1,P )e
o °

2.10.- On fait l'hypothdse de position générale suivante &

P t
our tout couple (PO,P1) €Y x Y, tel que Po(po) = P’1(P1) = Q il existe une

13 13
carte Bt I7 xI° —3 N avec PB(0,0) = Q et deux cartes orientées a lIa—,Y.
i

i
avec ai(o) =P, et Po(ao(t)) = B(t,0) et F1(a1(t)) = B(0,t) . Il en résulte
qu'il n'existe qu'un nombre fini de tels couples, On suppose en outre que si
-1 -1
Q¢ F‘o(Yo)r\ r1(v1) v F (Q) et F) (Q) n'ont qutun seul élément,
On pose c(Po,P1) =+1 si l'orientation de la carte P colncide avec

ltorientation de N , sinon on pose e(P ,P1) =1 .
o

LEMME 2¢10¢= Avec les hypothdses précédentes, on a

I(Fo.r1) = Le (PO,P1)

la somme portant sur les que
couples (PO,P1) €Y xy, tels F‘O(Po) = P1(P1) .
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C 4 )
Démons tration.~ Soient 201,...,Qn1 = l-"o(‘lo) n F1(Y1) et P‘; = F, (9') o On choisit

les cartes ol et Bj de sorte que leurs images soient deux A deux disjointes, On
1

a le diagramme

Hy, (Y 0X) H(F, (¥)),8,(X,))
F D!
[ 3

.
w2 (F, (1,)4F, (%)= Y ] (35))

J
rI )'_‘a1 *®

2

Hay (Y 0¥y~ ?ag(nl?'k)) —— H (W, N-F, (Y,))

j J
yT Zao’ T -

"ok 2%
@ sz(Iz‘:xO 2IXx 0)—> OHZk(Ika 1%, 1% 1% o x1%) B, ?H (oxx )
3 j

, 001

La partie de gauche du diagramme est commutative par contre pour chaque i 1le
diagramme
2k D' 2k
B (g heF, (7)) ————> 1O (R (Y)0£ (%))
j .
Tm Td*

L]
sz(IaxIa,!ax %0 sz“) LN HZk(O sz“,o xaI?“‘)

est commutatif ou anticommutatif selon que BJ transporte l'orientation de
Ia x Ia sur l'orientation induite de N ou non, clest-d-dire suivant le signe

de c(P‘;,P‘:) .

2411~ En plus des hypothéses de 2,8 on suppose 3
4) fi‘[x.l] € Tzk__1(all) .
Nous allons calculer d'une autre maniére I(F‘O,F1) » Soient
v, = r-‘i’[yi] € Hak(N, AN;z) ; comme

y, € Ty (@N) 12 existe z, € Hy (05 0)

2k-1
tels que jez, = y;®1 dans Ha‘c(N,BN; @) ob j: Nc— (NN) o Le nombre ra-
tionnel d'intersection Z 02 ne dépend pas du choix de z, et z, car

(1,x).z1 - (iux).y1 = (j"i“x).z1 =0z, =0 (avec i :dNC»N ). On le note y oy .

PROPOSITION 2411+~ Avec les notations et hypothéses précédentes on a

I(F oF,) = ygeyy + E(£,8) o
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Démons tration.- Soient k J}'inclusion (3N,3N—f1 (x1)) &y (N, L (X1)) et £
'inclusion (N,3N-g, (X)) ¢ (N,N-F,(¥,)) .
Soit ;o 1'image de [Yo] par F_1 (Yo.xo) _.)(N,W-f1(x1)) on a .;o =5,
et on a le diagramme commutatif @
Hyy (3N,38-£,(X,)30)

k,

B, (038) —3% o, (N2, (x,)30) Sy, (OM-e,(x,)50)

Hoy (N3Q) oy K, (N,3N30) —— 5 W, (3N;0)

Pour tout choix de ;o dans H?x(aN,al~f1(x1);Q) relevant %o, [Xo] R k';o est

nul dans Ha(ﬂ,i}lm) + on peut donc choisir un relevé z de y = dans HZk(N,Q)
» -
de sorte que yo = k.xo + ;j,,z° .
Soit, avec des abus de notations évidents ;o = k‘;o + Juz, dans

Ha(N,N-F‘1 (Y,);Q) « Or le diagramme suivant est commtatif 3

By 0 — 8 B ame) 5 (R, (¥,),2, (6, )10)
b I

oy (BB, (¥, )10) 3 52(r, (¥, )0 20, am16) ——> (7, (¥,),2, (X, )30)

donc ¢ D}'l:j.zo.y; P Yge¥y o

Le diagramme suivant est aussi commutatif 3

Dt
N 2k
By (NN (¥,)30) T3 (R, (¥,) vam,am50) ——» K2(P, (¥,), 2, (x,)10)
collier 5

0 ( Planxt 2k P
(09, (BN, (x Pa1s0) — 5 1% (e, (% )x(1,31)30) ———5 #7*7 (2, (x,):0)

I
D.

Hyy (@N,38-e, (X, )50) 2 > 127 (g, (x,)50)

4

donc <Dl?";a'y1' > =X Dn)-to,x; > = E(fo,f1) , d'ol le résultat puisque
yo = k.xo + j.zo .
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Remargue.~ La formule 2.11 entratne d'aprés 2.6 @
Yge¥y ® - @y s2y,) (modZ) .
Les conséquences de cette relation (vraie sous la seule hypothése que Byo et 3y1

sont de torsion) seront étudiées en 6.3,

2.12.- On suppose que Y est une variété de dimension 2k de bord X , et
F 1 (¥,X) —> (N,3N) une immersion générique transverse au bord et telle que

t X —3 3N soit un plongement, Soient Ve le fibré normal de F et

f=le

ve = VPIX le f£ibré normal de £ ; soit G (E(vp),E(vf)) — (N,aN) une immersion
prolongeant F sur la section nulle, injective sur chaque fibre et dont la restric-
tion a E:(vf) donne un voisinage tubulaire du polongement £

On appelle traverse 3 P toute section a du fibré v, telle que a(x) £ o
pour tout x dans X . On note 2 la composée X -3, E(vf) EL;BN , Clest un
plongement isotope & £ et

2X)N £(x) =0 .

Soit A une section du fibré vF étendant la traverse a et générique en le sens
suivant 3 la section A est transverse 3 la section nulle et les zéros de A sont
distincts des points doubles de l'immersion générique F o On sait qu'il existe
toujours de telles extensions A . On note l’A t Y —3 N la composée Ge.A ; il
est clair que la généricité de F et de A assure que les hypothéses 2.8 sont
vérifiées pour les immersions F et ™ . Si on suppose en outre que E'[X]€T2k_1(aN)

(donc aussi .E:[X] € T&_1@N)) la proposition 2,11 nous donne la formule

2413, (F,F*) = yey + E(£,£%) .

2014+~ Nous allons calculer I(F',F") directement A partir de l'immersion F et de
la traverse a a f .
soit c(a) € Ha‘(v,x i rr2k_1(1z2k -0)) = Hz“(v,x $Z) 1l'obstruction A étendre a

en une traverse a F .

vyl g

R

. PR
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A tout point double P de 1l'immersion générique F , on associe «(P) = %1
suivant que la somme directe des orientations des deux nappes de F(Y) en P coln-

cide ou non avec l'orientation de N ; on pose ¢ (F) = £¢(P) .
P

PROPOSITION 2,14~ On a la formule y.y + E(£,£7) = 26(F) + < c(a),[¥] > .

Démons tration.—- Considérons A comme un plongement de (Y,X) dans (E(\:F),E(vf))
et A 1 (Y,X) — (E(VP),E(\JE)} le plongement correspondant A la section nulle ;
A(X) N AO(X) =@ car a est une traverse et une méthode similaire A celle de 2,10
montre que I(A,Ao) = { c(a),(¥Y] > « Les points de F(Y) FA(Y) sont de dewx sor-
tes 3 d'abord les zéros de la section A (et il est clair que leur contribution A
la somme de 2,10 est exactement I(A,Ao)) ; ensuite les autres points apparaissent
par paires et sont associés aux points doubles de l'immersion générique F ; leur

contribution A I(F,P“) est 26{F) . La formule 2,14 résulte alors de 2,10 et 2.13,

2¢15e= On revient A la considération d'une variété M fermée de dimension 4k-1

Soit £ 12 xa'1._;u un plongement d'une variété fermée X (pas nécéssairement un

bord) tel que f£R[Xx] ¢ Tak-1(H) e Si a est une traverse a £ on définit,comme

précéd t,le plong t £ 2 X3 M etonaun enlacement E(£,£%) .
Nous voulons étudier comment E(E,fa) dépend de la traverse a o Soient a,

et a1 deux traverses & f ; sur la variété XxI de bord X x 1ul-% x 0) on

considére le fibré vfo s on défirit une section jamais nulle a de ce Fibré

sur 3(XxI) par la formule a(x) = a1(x) sur Xx1 et a(x) = ao(x) sur Xx0 .

On définit d(ao,a1) € Ha-1(X;Z) par la formule c(a) = d(ao,a1)xi dans

2k s

HT(xx(1,d1);Z) oli i est le générateur de H‘(I,QI ;s Z) compatible avec

l'orientation ; d(ao,a1) est l'obstruction a4 ce que les traverses a et a
-]

1
soient homotopes parmi les traverses & £

PROPOSITION 2415.- On a la formule E(F,£71) - E(f,£%) = (d(ao,a'),[x] >

Démonstratione~ C'est une conséquence directe de 2,14 appliqué aux variétés N= MxI,

Y =XxI etauplongement F :Y-—) N donné par F(x,t) = (£(x),t)
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CONSTRUCTION D'UNE PORME QUADRATIQUE ASSOCIEE A LA FORME
DYENLACEMENT D'UNE VARIETE DE DIMENSION 4k=1 SG(Z)-TRIVIALISEEE

J

Considérons, comme dans 2,15, deux traverses a, et a, a4 un plongement £ 3

R

(1) Calaga)ilxlpso (maz) s
(1) -’,‘;a(f.f‘O)E%E(f,f‘H) (modZ)

, les deux propriétés suivantes sont équivalentes 3

La relation, définie par (i), partage les traverses en deux classes ; distinguer
1tune d'entre elles nous domne un £lément de Q/%Z dont le double est
e(2,[x);£,[X]) , cette idée est A la base de la construction d'une forme quadra-

dque q 3 'er_‘(u)_, @/Z associée A la forme d'enlacement,

3o e~ Nous nous propesons de décrire une méthode pour distinguer 1'une des classes
dans le cas ol la variété M est SO-parallélisée, i.e, munie d'un SO-morphisme

de son fibré tangent TH sur le £fibré nul de base M ,

Nous appelons réduction du S50~f£ibré normal V¢ 2 la dimension ¢ , la don-

née r , d'un SO({)-fibré E de base X et d'un SO-morphisme & , du SO-fibré
sous-jacent &4 § , sur Vg o ®
Nous avons un SO-morphisme 3

Y ﬁ'vfef“vu

X
la SO-parallélisation de M induit donc un SO-morphisme de Vg SWr Vo . La
donnée supplémentaire d'une traverse a détermine une réduction, r(a) , de vy

a la dimension 2k-1 .
Soient T, et r, deux réductions de V¢ a la dimension 2k-1 o Elles

seront dites homotopes, s'il existe une réduction R de vxxI a la dimension

2k-1 telle que

Rlx*io~3=r° et AIXK&} =r1 .
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REMARQUE 3.1.- Soient r = (Eo,é) une réduction de vy A la dimension 2k-1 ,

€ un SO(2kx-1)-fibré et @ un 50(2k-1)-morphisme 3 Eo —->E1 . La réduction

1
ry = (51,5- ®) est homotope A r, -
Démons tration.- On construit par recollement, & 1'aide de © , un SO(2k-1)~Fibré

« De la m@me fagon,

n de base XxI tel que 'ql = =§1
xx{o

3% " )

on construit un SO-morphisme ¢ : vxxI —3 M qui induit o© et $sp sur
X x iol et Xx il] respectivement.

La notion de classe d'homotopie de réduction d'un SO-Pibré A la dimension {
est donc la "notion stable" qui correspond & celle de classe d'homotopie de (n-{)-
champ d'un f£ibré vectoriel de dimension n .

L'obs truction d(ro,r1) A construire une homotopie entre deux reductions r,
et r1 (leur différence au sens de la théorie de l'obstruction) se trouve dans
2k-1(

H Xing [so/50(2x~1)]) = Ml (X:Z/2) . L'homomorphisme de stabilisation :

L [so(ax)/s0(2x - 1)] ——9 Moyt [so/s0(2k-1)]
est la réduction modulo 2

p,t 2 —>2/2 .

2

Avec cette notation, nous avons 3
afr(a ),r(a))] = o,[d(a ,a,)] .
La relation d'équivalence entre les traverses 4 £ définie par 3
(i1i) r(ao) et r(a1) homo topes
est donc plus fine que celle définie précédemment (c'est la méme si X est
connexe). La classe d'homotopie de la réduction de vx donnée par un plongement
de X dans m4k-2 ne dépend pas du choix de ce plongement (classification des

immersions), ceci assure la cohérence de la définition suivante :

DEFINITION 3.2~ Une traverse & f » a , est distinguée si la classe d'homotopie

de la réduction r(a) de 2% 4 la dimension 2k-1 qu'elle détermine colncide

avec celle que donne un plongement de X dans IR‘W-2

FORME ASSOCIEE

REMARQUE 3e3e- Si X est le bord d'une variété Y la réduction distinguée de Yx

A la dimension 2k-1 est celle qui s'étend en une réduction de vy A la dimension

2k-1 {classification des immersions).

PROPOSITION 3ede- Soit M™™! une variété Permée SO-parallélisée, il existe une et

une seule forme quadratique q ¢ T, , (M) — @/Z associée A la forme d'enlacement
4k-1

telle que pour tout plongement £ x& -— M , tel que £,[X] est de torsion

et toute traverse & £ distinguée, a , on at

a(8,[x]) 2L e(e,e")  (moaz) .

La démons tration de cette proposition sera donnée en 3.14. En effet, nous allons
cons truire une forme quadratique associée A la forme d'enlacement dans le cas ol
l'on se donne une SG(Z)—trivialisation (voir chapitre I) du SG-#ibré sous-jacent
a Ty o* La généralisation due A l'apparition des SG-£ibrés sera utilisée dans le
chapitre V, celle due 3 la localisation sera en particulier utilisée dans le chapi-
tre VIII. La technique de construction s'inspire de la remarque 3.3.

Nous commengons par la description d'une situation qui nous sera utile par la

suites

3e5e~ S0it N une variété de dimension 4k de bord gN . Nous nous donnons un
diagramme commutatif, ol la flidche verticale de droite est la fibration introduite
en 1.6 3

N —S——3 856

aN .__“__, E

et un SG-morphisme, C , du SG-fibré sous-jacent & T sur y(c) (voir chap, I).

N

La restriction de C a T donne un SG-morphisme U du SG-fibré sous-jacen.

N|aN

A T y(pou) . La donnée (u,U) est appelée un SG(Z)-parallélisation de

3N , nous notons t 1la SG(Z)-trivialisation qu'elle représente,

Soient Y et Z deux variétés de dimension 2k de bord commun X et un
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diagramme commutatif
N
—> N
lu
H
_—ﬁ E

olt F est une immersion générique transverse au bord et £ un plongement.

—_—
£

[ e R

Le SG-morphisme U induit un SG-morphisme V 2

vp —3[;, @ vipen)]f,
Le sG-fibré v, @ v(poH) admet des réductions (mBme définition qu'en 3.1 en
remplacant SO par SG ) A la dimension 2k-1 , soit R 1l'une d'entre elles, La
restrictionde R 4 X induit, grice & V , une réduction r du SG-fibré sous~

jacent a Ve A la dimension 2k-1 ; soit a une traverse 4 £ compatible avec r,

LEMME 3e5e- L'obstruction c(a) A étendre a en une traverse 4 F vérifie
- t
e(a), (Y1) = (v s B> (mod 2
la classe v;x &tant la classe de Wu relative définie par la SG(Z)-trivialisa-

tion, t , de gN .

Démons tration.—~ L'homomorphisme naturel :

Tt [so(2x) /so(2x=1)] ———» Tt [sG/sG(2x-1)]
est encore la réduction modulo 2 3

Pyt Z——> 12/ 2

et nous avons en notant c(r) l'cbstruction i étendre r en une réduction de Ve

sur Y 1

e(r) = p,e(a)] .
Nous devons donc calculer ¢ c(r),[¥]D .

Le SG-fibré sous-jacent A 1y sur Y et le SG-fibré y(poH) sur 2 se
recollent A l'aide du SG-morphisme U en un SG-fibré, E , sur la variété

fermée P =YWV (-2)
X

30
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Les applications coF t Y —)» BSG et peH t Z —» BSG se recollent en une

une application d : P —p BSG telle que le diagramme 3

p—2% 3B

I .

Z ————————> E
est commutatif, De plus leSG-morphisme C induit un SG-morphisme D 3 E —p v(d).
Soient i et j respectivement les inclusions de paires 3 (Y,X) —s (P,2)

et (P,0) —» (Py2) .+ Soit c(R) 1l'obstruction A étendre R en une réduction sur
P , du SG-fibré E @ Yp v a la dimension 2k-1 , nous avons par naturalité :

e(r) = i*c(R) et v?x(g @ vp) = j*c(R)
et donc

de(r),[Y] Y = Le(R),i [¥] » .
Or par excision t

i,[Y] = j,[r]

d'od e(r),[¥Y] y = (c(R), i [P] > = (vak(g ® vP) ,[P1> .
Soit encore ¢ {c(r),[¥] ) = <Sqv(§ @ v,),[P]>
Cv(E @ ) vir,), [P]>
{vig® ve@rr), [P15
vy (8), [P]).

Soit v! 1la classe de Wu relative dans Ha(P,Z ;Z/2) définie par la SG(Z)—

2k
trivaialisation de gl donnée par la restriction du SG-morphisme D a §|
Z Z
(voir 1.8), nous avons encore par naturalité i
. t
¥y eyt o .

v2k(§) = j*vi et itvi = Py,

Nous en déduisons s

t
Celr)i (Y] > = Ve L RI > .
D'aprés 2.14 dans le cas ol la classe £,[X] est de torsion, nous obtenons en

notant y la classe F,[Y]

FORMULE 3e6e— Yoy + E(£,£7) = & v;x, vy (md2) .

n

—pe

S
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347+~ Considérons maintenant une variété sans bord de dimension 4k-1 , M ,°
mnie d'une SG(Z)-p:rallélisatiun (u,U)

Soit comme précédemment un diagramme commutatif ol £ est un plongement @

£ £ M
3.7, 1 lu (92 = x) -
z2x B g

Nous dirons qu'une traverse & £ , a , est adaptée A un tel diagramme si elle
est compatible avec une réduction 2 la dimension 2x-1 , r , du SG-fibré sous-
Jjacent A Ve obtenue A ltaide de U et d'une réduction a la dimension 2k-1 ,
R de VZOV(poH) .

Nous supposons désormais que la classe x = £,[X] est de torsion.

PROPOSITION 3,7.- Soit a une traverse adaptée A un diagramme du_type précédent, la

classe dans Q/Z de JE-E(P, £%) ne dépend que de la classe de bordisme de (X,f)

dans n-‘,k_i(n) o
DEmons tration.—- Soient (Zi,xi,Hi.fi.li,ai) s, i=0,1 , deux données commue ci-

dessus,
Posons N =HkxI , 3N = (Mx§1})U[-(ux{0})] , z=zuz, , x=xlx,

H=HMH , £=2¢1ls .
[ o 1

1
Prenons pour c© et C respectivement les composés

yx DProjection LA u > E

Tnxl%mn_ﬂ,y(p-u-n) .
Notons encore u ¢t 9N —p» E la somme udilu .
8i les classes de bordisme de (xo,fo) et (X1,£1) sont égales il existe une
variété Y de bord X .u.(-xo) et une immersion générique transverse au bord F
Y —y N prolongeant £ (position générale).
Nous avons donc complétement retrouvé la situation décrite en 3.5, dans ce
cas=¢i v;: est nulle et nous avons en appliquant 3.6 3

a a
1
E(g,8,") - a(f°.£°°) =0 (mod 2Z) .

2
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3o8.- Notons h la composition 3
Oy () —— 0y () —— (M)
et ﬂ?x(u) le sous-groupe n! [TZK—‘I ] .
La classe dans Q/Z de 15 E(£,£%) ne dépend a fortiori que de la classe
de bordisme du diagrame 3.7 dans ﬁzk(u) « Par un argument de position générale
et d'extension des homotopies toute classe de bordisme peut 2tre représentée par

un tel diagramme, nous avons donc défini une application q @ ﬁ?x(u) —VZ .

PROPOSITION 3.8.- L'application q wvérifie :
(1) 2q(b) = e[n(b),n(p)] «
(i1)  q(b + b,) = a(b) + qv,) + e[n(b )on(v)] .

(1i1) Si ne€z , §(nb) = n2q(b) .

Démonstration.~ La propriété (i) résulte de 2.6,

Toujours par position générale et extension des homotopies, nous pouvons

représenter les classes b° et b, par deux diagrammes

1

g,
X, ——— M
1
(o) l u i= 0,1
z e

> E
tels que fo(xc) et f,(X,) soient disjoints,

La classe b°+ b, est représentée par :

2 ole
xo‘l.Lx1 U N—
(») 1 H ILH l“

o 1
-—_—_)
Zol.l.Z1 E

1

et si ao et a, sont deux traverses adaptées A Do et D aol.l.a est une

1 1 1
traverse au plongement fol-l£1 adaptée & D , Nous avons par définition de l'en—
lacement rationnel @

a ) a a a
o 1. E(2,,2 %) + s(£1,f1’) + E(f°,£’1) +

a
E[£°JL£1,(£°.LL£1)
2o
+ B(£9 £)

33
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compatible avec une réduction A cette dimension de v, @ ¥(p °Ho) H

i d'aprés 2.4 _ o
soit encore d'ap N 5 o 5, o .2914»1
(aol.l.a1) a ) o o
P.[folLf1 ’ (£°.LL£1) 1= E(Pr.»'fo )+ E(£1'£1 )+ 2E(fc:'f1) * avec dimension de ;f = €°-1 .
o

La propriété (ii) est alors conséquence de 2.6. La formule (1ii) se démontre par I1 en résulte un difféomorphisme o 3

- 2f
récurrence 3 l'aide de (i) et (ii). E(vf ) —= E(vf ) x RTY xR .

Soient i° 1X, — E(;f ) 1le plongement associé A la section nulle, £, un
°

2 . :
349~ Soient Z_ une variété A bord de dimension E°<a\= s de bord Xo et un plongement de X1 dans IR® 1 et J 1'application 3
o
- 2
diagramme commtatif 3 g XX x I —3 l:-:(\\v‘P ) x B x®
[-]
Xo .._._f°_._, M (xo ] ‘1 vs)—.'i (io(x0)05£1(x1)|°) °
lu La composition X
"o xxI —2 565, ) xm2h xR —E ) B(v. ) —2y
Z, —2— E e, e, —
N . . R Fd
Soit X, une variété sans bord de dimension 21= 2% - to » appelons respective- ol F estun voisinage tubulaire de £ st une homotopie de £ A plongement £,
ment £ et H les composées : Comme la paire (2,X) vérifie la propriété d'extension des homotopies, il
T £ . N s e .
X x x1 Pfo y X S 5N existe une homotopie d'origine H , Lt Zx1I ——> E telle que le diagramme ci-
o (-]
pry H dessous soit commitatif 3
)y X o o
zZ, %X, — X >E XxI K _ o
nous obtenons un diagramme commutatif : 1
u
X=X xX, ——£ . L J«
o 1 ZX]I—~————E
1 l“ Pour s =1 , nous obtenons le diagramme :
z=2 xx, — 8 ¢ .
o 1 £
X——— 5N
qui sera dit décomposé, dans ce cas la classe £,[X] est nulle.
(@ Voo
LEMME 3Je9.~- Si une classe b de ﬁz\:(“) est représentée par un diagramme décom~ z "—H——) E
osé, alors q(b) est nul, du type de ceux étudiés en 3,7 qui représente la classe de bordisme b .

. Notre construction donne un isomorphisme de fibrés vectoriels :
Démons tration,~ De la meme facon qu'en 3.8, nous pouvons, sans perdre de généralité, P T ectorie

- 2¢
X¥*r ~ ot *
supposer que fo est un plongement, M > [pr"('rx @ “.eo) @ prye 1@elx1 .
Donnons-nous une réduction du fibré vectoriel v, & la dimemsion 30-1 Nous en déduisons un isomorphisme 3
° -
vy —2— (pr: VPOQ pry v£1)00 .
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Soient a la traverse a 3 correspondant au facteur ¢ et I la réduction du
SG=-fibré sous-jacent a Vo associée,

Considérons le SG-fibré o = (vz x I) ® v(poL) de base Z xI , A l'aide
de X*U nous avons une réduction S de “IXXI 4 la dimension 2k-1 @

“|x><1 — 5 5G-£ibré sous-jacent A pr¥ ;foo pr: v£1 .

Par construction slx"io} stétend sur 2 x {o} s i1 n'y a donc pas d'obstruction
A étendre T (abus de langage) en une réduction B sur 2 xii} - La traverse a
est par conséquent adaptée au diagramme D .

Comme £ est homotope & £ dans M-f£(X) , E(£,£%) est mil.

COROLLAIRE 3+10.- Il existe une et une seule forme quadratique q @ L M) — /2

associée 3 la forme d'enlacement telle que pour toute classe b de bordisme dans

ﬁa\z(u) on ait s q[(n(b)] = q(b) .

Démons tratione~ Considérons le diagramme commitatif ol la ligne inférieure est

exacte

Oy (0) > 0, (W)

K, (E) > 1 (u) > By () — 1, (E)

en tensorisant par z(a) nous avons g

Z(5) ®a, (¢) —> Z(y) 0y (M)

l |

z @ H,  (u) ——0
(2) PALY Z(3) ® Hyy ()
olt les deux fldches verticales sont surjectives [7] et la flache horizontale infé-
rieure est un isomorphisme,
Il en résulte que 1'homomorphisme :

id®h 12y oﬁ?x(u) — 2, ® Ta\:-1(")

est surjectif,

36
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Unicitée- D'aprés ce qui précdde, pour tout x de T2k-1(H) , 1l existe un entier

n , impair, tel que n(x) = h(b) . Comme n?

et 2 sont premiers entre eux, le
Sys téme
2q(x) = e(x,x)
n?q(x) = q(b)
ne peut avoir qu'une solution,
Existence,~ lLe e-module T, , (#) (terminologie de [3 Appendice]) se décompose
en la somme orthogonale
(Z(y) ® Ty W] [2Z ([l 0T, (M)
soit encore ¢
15, (1) ® ‘r’a_1(u) .
sur '1‘1”‘_1 (M) la forme d'enlacement prend ses valeurs dans la composante impaire

de Q/Z qui est un z[%]-uodule. Aussi si x € T1ﬂ:-1

(M) nous prenons
1
a(x) = 5 e(x,x) .
Notons ; l'homomorphisme surjectif 3

Z(,) @8, (w) —2a8h _,rg 0

D'aprds la propriété (iii) de 3.8, il existe une unique forme 2(2)-—quadratique, ; .
définie sur z(z) ® ﬁ?x(u) A valeurs dans la composante 2-primaire de Q/Z ,
Z,) @ Q/Z telle que 3
q1®b) =1 ®7(b) .
. ~ -
Elle vérifie & 3(B +8,) = d(B_) + §(8,) + e[n(B ),h(p,)] .«
: (o} = ~
Soient x € T2k-1(H) et B € 2(2) Oﬁzk(u) tel que x = h(B) , la valeur
de §(B) est indépendante du choix de B . En effet, d'aprés Conner et Floyd [7]
le noyau de ;1' est engendré sur 2(2) par les classes de diagrammes décomposés
auquelles nous appliquons le lemme 3.9. Nous posons donc gq(x) = q(B) .
ax

3e11.~ Considérons a nouveau une variété i bord N avec les données de 3.5.
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Soient y € sz()l,aN) tel que @y soit de torsion et o 1l'élément de (/Z
1 t
représenté par : Lyyeqy) -1 e¢vt vy
2 2 2k
Nous savons déji que 20 = O (en fait on ne le montre qu'en 6.4, mais le début
du chapitre € se suffit & lui-mBme).
Quitte a multiplier la classe y par un nombre i1mpair n nous pouvons recons-
. 2
tituer la situation de 3.5 et appliquer la formule 3.6, nous en déduisons n“g =0 ,

o est donc nul :

1 1,0t
Jel1e- Yy +a@y) =5V ¥y> .

3412,- Soient (uo,Uo) et (u1,U1) deux SG(E)-parallélisations qui définissent
la m@me SG(E)-trivialisation de M , elles permettent de construire deux Fformes
quadratiques associées A la forme d'enlacement, respectivement 9% et 9 .
Prenons N=MxI , 9N = (M xiil)ﬂ-[-(u x {OS)] s 11 existe une application
wi:MxI_—3E etun SG-morphisme W de 7 xI sur vy(poew) qui étendent res-

M

pectivement uou-u et Um‘-'-U‘l « En prenant enfin le diagramme

1
Mx1——P2Y  ypse
i T
3(M x I)—Luu‘—) E

nous avons retrouvé la situation de 3.11., Dans ce cas V;k = 0 et l'application de

la formule 3.11 nous donne

PROPOSITION 3.12.- La forme guadratique gq construite 4 l'aide d'une SG(Z) -

parallélisation (u,U) ne dépend que de la SG(Z)-trivialisation t gqu'elle repré-
sente,

Nous noterons désormais qt cette forme quadratique marquant ainsi sa dépen-
dance a 1l'égard de t .

Nous pouvons reformuler 3,11
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PROPOSITION 3413.- Soit N une variété de dimension 4k dont le bord est nuni

d'une SG(Z)-t:uvialisation t e Soit y € H2k(N,3N) telle que y soit de torsion

nous avons dans Q/Z :
1 toy oy 1 t
YV +a @y =5y, y>

t
(l.a classe v2k est un relevé de la classe de Wu compatible avec qt selon la

terminologie de [6]).

3.14.~ Nous sommes maintenant en mesure de donner une démonstration de la proposition
3.4 (notre long détour n'était bien sfir pas nécessaire),

La SO-trivialisation de M induit une SG(Z)-\:rivialisatmn que nous notons
encore t

. k- -
Soient ot X —;m“ 2 et A :]qu 1 — M deux plongements ; nous supposons

A(m4k-1) N £(X) = ¢ . La composition :

X —2 o -

3
?

2 4k-1
[ 5 IR A,

M
définit un plongement f de X dans M et un isomorphisme de son Pibré normal Vs
sur v ®e , soit a la traverse 4 f correspondante.

Considérons la variété 2 = XxI de bord X' = [=-(X x 0T LL (x x§ 1}) et le
plongement f£' = FULf de X' dans M » Si a est une traverse dis tinguée, il
existe une réduction R de vaI 4 la dimension 2x-1
x:(j_o} et r{a) sur Xxi1l .
£,[x] - B, [x]
£,0x] .

Nous avons donc {pour retrouver la situation de 3.7, prendre en particulier les

qui induit r(3) sur

or falx]

applications u et H constantes) :
t 1 = = au
a (£,[x]) = 5 E[(Fue), (Fue)®H?] (mod z2)
1 a
- = 5 E(f,f Y .
- _a -
En effet : E(f,f ) est nul parce que f est homotope A une constante dans
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a _a .
M-F(x) ,E(£F) et E(£,F) sont nuls pour des raisons analogues.

Nous avons donc démontré l'existence, l'unicité résulte du fait que toute
classe d'homologie de Tzk-1 (M) posséde un multiple impair représentable par une

variété plongée.

Les exemples IRP3 ,m.P7 .
Je15e- Soient X un groupe de Lie compact de dimension k-1 et & = (M, ,B) un
X-Pibré principal différentiable oi M est une variété fermée connexe de dimension
4k-1 et B une variété fermée (comnexe) de dimension 2k o Soient A t MXX —» M
ltaction (& droite) de X sur M et m un point de M , nous notons £ le
plongement 3
X—>M
x —g—y A(m,x) o
Soient m et m1 deux points de M , les deux applications fmo et fm sont
homotopes, En effet, soit u,(t) un chemin joignant mo a m1 1'application @
XxI—9pHM
(xyt) —o—p A(u(t),x)
est une homotopie de fmo a fm .
La classe (fm)-[x] est donc indépendante du choix de m nous la notons [E] .
Nous supposons désormais que [E] est de torsion.
Un argument analogue au précédent montre que si m"’ et m1' sont deux points
de M tels que p(m;) et p(m1') sont distincts de p(m) les deux applications :

£
X-L,M-fm(x) s, i=0,1
sont homotopes, nous en déduisons que 1'enlacement rationnel E(fm R fm,) ne dépend

pas du choix des points m et m' tels que p(m) # p(m') , nous le notons £(g) .

Exemplese~ Pour les fibrations de Hopf : S‘u(—1 —,Sa s k=1,2 , l'enlacement

£ estégal & 1 .

Soit F un sous-groupe Fini distingué de X , le X-Pibré principal € induit
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wn  (X/F)-pibré principal €' = (M/F, p', B) ; soit n 1le revBtement M — M/F ,
nous avons 3 (M F)[8'] = m,[€] et la classe [E'] est encore de torsion. De m@me :
(#F)e(er) = £(8) .

k-1

ExemplesSe~ Dans le cas des § ~fibrés principaux de Hopf , k=1,2 , nous

prenons P = i: 1} « Nous obtenaons alors des IRP ~fibrés principaux @

k-1
BP, —> 5% | Ici 1a classe [E] est le générateur de Hm‘_l(l!.l"“‘_1 $2Z) et

l'enlacement £(€) vaut -12- .

30164~ Soient e 1'élément neutre de X , ¥ son algébre de Lie et a le mor—
phisme de Pibrés vectoriels 3
M xR e —y o
(my) —o—> 2 (me)(y)
sur chaque fibre o est injectif.
La différentielle de l'application P induit un morphisme de fibrés vectoriels,
surjectif sur chaque fibre, P & Ty —)P“‘I’B tel que la suite ¢
3016 00— Hx ¥ L’TH—B’P“TB—’O
est exactes
Nous nous donnons maintenant une SO-trivialisation de la variété B , A l'aide
de 3.16, nous obtenons une SO-trivialisation t de la variété M ( ¥ est orientéd
nous nous proposons de calculer qt([g]) .
La différentielle de p donne un isomorphisme de Pibrés vectoriels t
v"m_:_) XX T ()8
soient a une traverse a fm correspondant A un champ de vecteur constant non nul
dans X x T}(m) B , r(a) la réduction de vy A la dimension 2k~1 qui lui est
associée, d 1la différence dans HZX"! (x; Z/2) entre r(a) et la réduction

distinguée, et ¢ = £ d,[X]> o On vérifie : E(fm,.t‘:) = £(€) , nous avons donc
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d'aprés 3.4, 2.15 et 3.1 3

t 1 3

D =180 + & .
La réduction r{a) est associée A 1'isomorphisme de fibres vectoriels :
1 4k~2

-rxeca- —~ ye

que donne la parallélisation de groupe de Lie : -rx —3 Xx X la classe d peut

donc 8tre obtenue de la facon suivante : soit © un plongement de X dans m4k'2 ’
4 1l'aide de la parallélisation de X et de la différentielle de o© on construit
une application & : X —p SO/SO(zk-1) 3 la différence d est la classe de 2
dans [x,50/50(2k-1)] = p& (X3 2/2) , elle ne dépend que du groupe de Lie X

(pas nécessairement orienté), il en est de mlme de ¢ que nous noterons ¢(X) .

Remarque,- La parallélisation de X induit une application maximale de 'rx dans

m4k-2 et donc une classe d'homotopie réguliére d'immersion, e¢(X) est le nombre
de points doubles modulo 2 de cette classe d'immersion,
Nous reformulons :
3.17.- aS(LED) = S48 + L ex)
Il est A remarquer que la SO-trivialisation de B n'intervient pas dans notre

calcul,

Exemples.- En appliquant 3,17 aux fibrations de Hopf, nous obtenons :
e =T , e(sH -7 .

3e18.~ Si n = 2,3 (mod4) , SO(n) est de dimension impaire et nous avons :

LEMME 3.18.- Si n 5 2,3 (mod 4) :

e[s0(m)] =11 pour n = 2

0O pour nj3 .
Démonstration,~ En prenant les (n-1) premiéres colonnes d'une matrice orthogonale,
nous avons un plongement o de 50(n) dans ]:R"(n-1 )/2 » on vérifie qu'ici

1tapplication & est la composée ¢

FORME ASSOCIEF

so(n) _A> so[a(n=1)] ——» 50 ——> so/s0[ n(n ; 1) ]

ol 4 est l'application s

a
ax —@-—y H. .
.G

Ltapplication § est donc homotope 4 la composée 2

s0(n) P“"; so(n) —Z— so > so/so[ﬂ(ﬂ—;—u]

n-{

ol Pn1 est l'application 8 o —y o et s la stabilisation.

Ssi n=2 , e[50(2)] =7 .
si n 33 , nous avons ng 191—;——1-1 et & est homotope A 1'application

constante ¢ ¢{SO(n)] =0 .

3.19.- Applications. Si t est une SO-trivialisation de BPp oy v

déduite de sa structure de szk_1 -f£ibré principal, nous avons en notant x le géné-

k=1,2 ,

rateur de }12"_1(221’41[_1 1 Z) 3
1
- si k=1
q%(x) = 4 .
12 si k=2
Considérons la fibration 3 S0(n-1) —)Sb(n) — s s 4 la SO-trivialisation
de Sn'-1 induite par celle de p" nous faisons correspondre par le procédé, décrit

en 3.16, une SO-trivialisation de S0(n) ; on vérifie qu'elle différe de celle de
groupe de Lie par la classe de la stabilisation s dans [50(n),50] . Appelons tg
la SO-trivialisation de groupe de Lie de S50(3) = BP, , l'étude qui va Btre faite
au chapitre IV montrera :

to 1
a (x) =5 .
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CHAPITRE IV

CHANGEMENT DE TRIVIALISATIONS

4.1.- Soient t° et t, deux SG(Z)-\:rivialisations de T ; nous voulons com-

1 M

parer les constructions du chapitre précédent associées respectivement A to et t1.
Soit @t M — SG(2) une application telle que t, = [m].to (on a repré-

senté par . l'action du groupe [H,SG(Z)] sur TSG(Z)(TH) Ye

PROPOSITION 441.~ Pour tout x € T, (M) ona

a"(x) - q%(x) = (57 A (Bov,y) %)

oY v, estlaclassede Wu dans Hz‘(fsc(a);z/z) s O 1'homomorphisme sus-

pension 3 Hm‘(mc(z) 3 2f2) — pZ (SG(Z) iZ/2) , P le Bockstein de la suite

exacte 0 —22252— 37/ —30 et D

1

l'isomorphisme de dualité
v M z) — Hy ((M3z) .

Démonstration.~ On considére la variété N = MxI ; on choisit comme SG(Z)-

trivialisation de g(MxI) , ty sur Mx0 et t  sur Mx0O ; on a alers la

classe v;‘ € H&(Hx(I,aI) ;1 Z/2) . On ale diagramme commutatif

nz“"(sc(z);z/z)é_ H"”‘(mc(z),.;z/a) — > u™(BsG, E:2/2)
o 7|
BV zfe) — 2 Ha‘(m+.. i 2/2) —2— u(ux(1,01) ; 2/2)

P 2.}
ou @ est la composée ZH+ —_ ZSG(Q) p— mG(z) -

t

On a donc Vo = (m‘crvzk) x(* ol (* est le générateur de H1(I,BI iZ/2) .

Soient (, 1le générateur de H1(I,M i Z/2) et ¢ 1la classe fondamentale dans

HO(OI iZ/2) . La proposition 3.13 nous donne
t 1 t 1 ~1
Vx € Tm‘_1(M) s q(xxe) =§(v21, XX 0D =E<q)"crv2k,x> = e(D ﬂ(p"cvm‘,x)

et donc qt1(x) - qt°(x) = e(D_1¢“5W2k| x) .

44

CHANGEMENT DF TRIVIALISATIONS

4.2.~ Notations, Soient w. € Hl(mc(z) i Z/2) les classes de Stiefel-Whitney

universelles, et hi =0V
J

Sq Yist

€ H‘(sc(z) i Z/2) . Les formules de Wu donnant
se transforment par o en Sthi = (3)hi+j « En particulier
1 2
. =h,. =(h
Sahy g 2 St By ()
si £ est une puissance de 2 ,
Soient w 1la classe de Stiefel-Whitney totale et v la classe de Wu totale,

ona w=S5qu et donc si on écrit formellement w =1;T(1 + xl) ona v =TiT0(xi)

o
avec Q(X) =1+ X .

ago
Si on écrit v,l = alweq» décomposables, on a la relation
xacxe = o0~ (F)
1'anneau de base étant Z/2 on a Q(X) + [Q(x)]2 =X et Q(X) =1 donc
}‘a!)(E = Q(X) donc vy = décomposable si £ 7 2]> v Vg =y e décomposable si »£=2P.
Comme la suspension ¢ est nulle sur les décomposables, la formule 4,1 devient :
d1(x) = q'o(x) =0 si k£ 2F

= e(D“m“(thk_1),x) si x=2P .

PROPOSITION 4e3.- Soit M une variété fermée de dimension 4k-1 sy avec k ;! 2P ’

SG(2)-\:rivia1isab1e. La forme quadratique qt est indépendante du choix de la

G, \—triviali . .
] (2) trivialisation t

444.- DEfinition de A(M,t) o Soit M1 ine variété sans bord et t ¢ TSG(Z)(TH);
notons T = T2k-1(M" . (T,qt) est un gee-module sur Z (notations de [3 appen-
dice]). Considérons la somme de Gauss :

. t
1 5 e2ima (x) .
\/# T x€T

t N
Elle est égale 3 ¥(T,q ) ol vy est l'homomorphisme WQ(Q,Z) —s kg est construit
dans [3] (avec wg le groupe des racines huitiémes de 1'unité). Cela assure la

cohérence de la :
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DEFINITION 4ede- A(M,t) est 1'élément de Z/8 défini par

2:‘m-—(-~'—)-A Het
e == L e
€

§T €T

2ing t( x)

4.5.~ Dans la fin de ce chapitre, nous supposons que Xk est une puissance de 2
=2 .

Nous nous intéressons A la fagon dont A(M, t) dépend de la SG(E)-t:rivialisa-
tion t . Les formules 4,2 et 4.4 nous donnent

5. p[AOME) - At )]= - qTo(oT gy, )

Comme PBh est d'ordre 2 on a

2k~1
A(H.ti) - A(H,to) € zfac /8 .

446+~ Nous allons calculer 2[A(H,t1) - a(M, to)] €2/2C2/8 d'une facon qui ne
fait plus intervenir la forme quadratique.
En considérant hzk-1 comme une classe de cohomologie A coefficients 0/ zZ

grice A l'inclusion Z/2 ¢ @& , il vient

2q"(0 7 guBny ) = o(07 ppny o0 greh ) - P hy by ), (M1> .

1 &  Are, 2 )
Sqhy =h, = (h1) = 5q [(h1) ] car x =2
21 . 2%-1 .
donc h2k-1 = (h1) + pe(u) ol u¢€H (SG(Z) i Z2/4) et

24 R 2keq .
o, 3 H (sc(z) i Z2/4) ——> H (SG(z) s 2/2)
est la réduction mod 2 donc dans H4k-1(SG(2) ;Z/2) ona
21 1 _ 4k-1
Paxet U BBy g = (07700 SaThy o+ pp(uybhy 1) = (1) 4 g (v)

oll v = uyph est une classe d'ordre 2 dans K<™

-_ (s6(y) i 2/3)
Soit p € H4k—1(H i Z/4) le générateur dual de la classe fondamentale, comme
v estd'ordre 2ona ¢*v=0 ou 2. et (quzv,[n]) = pz(qfv,[H]) =0 donc

4e6.4 2[atu,t)) - a(M,t )] = <(¢h1)4k-1.[n]7 k=2 .
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PROPOSITION 447 Soit M une variété fermée de dimension 4k-1 avec k>3

(2)°

SG trivialisable. Alors 2A(M,t) € Z/4 est indépendant du choix de la SG

trivialisation t .

Démons tration.- Raisonnons par l'absurde ; soit e s M -—-,SG(Z) tel que

™ 4o dans 1N z/2) L seir 4 s SG(,y —> T, = X(Z/2,1)
1'application qui classifie h1 i.e. h‘l = w‘*v1 7 l'application 4,0 t M —, RP
induit donc des injections HP(RPN, z/2) — #P(u; Z/2) pour p k-1 ,

1'application

(voode s vy (M32) —u, (B ,2)~2/2
est donc non nulle, Or ]J!.F“m_1 est le 4k-1 squelette de RP,, dans la décompo-

sition cellulaire standard, il existe donc des applications £ : M _,m?“q telles

que yo.p et i.f soient homotopes ol i est 1l'inclusion mr4k_1 —>RP; « On a

le diagramme commutatif ¢

_(0,Z)

\dﬂ.w)

4k_, a1 3 2) ——-;H et € s Z)xZ/2

ol is est la réduction modulo 2 i £ est donc de degré impair. Or on peut modifier

£ de la fagon suivante 1 soit p 3 S‘m-1 _,mp4k_1 le rev@tement universel, p est

de degré 2 et i.p est homotope 2 zéro; si on appelle F' 1a composée

o 4k-1 £§p
M —M#S — R,
on a deg f£' =deg F+ 2 , On peut donc supposer que f est de degré 1, Or M est

SG-trivialisable, l'existence d'une application de degré 1 entre M et mp4k 1
entraine que IRP

4k=1 est SG-trivialisable,

or J(]RP

4t )= KOCRE

ax-1) = 2/ 53Ky

ol a(k) est défini par a(1) = 2, a(2) =3 et a(k+2) =a(k) +3 et la classe



FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT

du Pibré linfaire ({ est un générateur [9]. La relation 7 & o - 4x{ montre alors

que IRP ntest SG-trivialisable que si k =1 ou 2 , Cela achéve la démons-

4k-1
tratione

Remarque 4+8.- Une étude plus détaillée des SG( 2)-1:x':'wia1:lsat::i.t:ns montre que la

proposition 4.7 est valable si on suppose seulement que M est SG(z)-t:rivialisable.

PROPOSITION 449+~ Soit M =m.P3 ou IRP7 i il existe deux SO-trivialisations ty

et 1:1 de ™™ telles que
Almye) - A(myt ) =1/a € /s c/Z
Démons tratione- Soit En 3 st —350(n+1) 1'application définie par
‘b'n(x) = ::r(x).cr(xa)m1 ol o(x) est la symétrie par rapport i 1'hyperplan orthogonal
2 x et x_ le point base (105000 0) de s" ; comme 'Sn(-x) ='En(x) cela

définit une application 8 3BP — so(n + 1) o Le diagramme suivant

[
®P, — B8 5 50(n+1)

l I

&
mp_ —"1y s50(n + 2)
n+i
est commtatif ; on a donc une application 6§ 3 IRP,, -5 50 .
On vérifie que (J.6)“h1 =, ol J : SO —,sc(z) est 1'oubli, Soit

® t M—p S50 1l'application composée 60i ; soit t, une SO-trivialisation de
Ty (mp3 et TP, sont SO-trivialisables) et t = [m].to . Ona

2[A(H.t1) - A(H,to)] =1/2 ¢zf2ce/z

et donc (par un bon numérotage de t, et t1), A(M,t1) - A(H.to) =1/4

4¢10s= On se restreint maintenant A deux SG(Z)-trivialisatioms T, et 1:1 telles

que t, = [cx)].t0 ol o se factorise en

TR N 50, L $G(4)
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(on dira que 1'on a un 50(2) changement de 56(2)-triviah.sations. C'est en par-

1
note Ei = J*h; € u’(so(z) $Z/2) ; toutes les relations montrées précédemment sont

ticulier le cas si t et t  sont induites par des so(z)-trivialisations). On

encore valables en remplagant h, par Ei et © par © . La diPférence entre
les deux situations vient du fait que dans H’(SO(Z) ;Z(z)) tout &élément de torsion
est d'ordre 2.

On considére $ comme le bockstein associé A la suite exacte de coefficients
0 — Z, x2, Z(y —> Z/2 —>0 . Dans H‘“‘"(so(z) iZy) ona

By, = (BR)* , k= 2f

en effet la réduction modulo 2 de ces deux classes est la mame car
1

1= - . .
Sqhy , =hy = (hz) et Sqh =h,
donc 553_1 - (B}-11 )k est un double, c'est aussi une classe de torsion donc d'apras

la structure de la torsion de H"(SO(Z) ;Z(z)) , elle est nulle,

Remarque 4.11.~ Cette Pormule est fausse dans H‘(SG(Z) B 2(2)) + Par exemple BhJ
et (Bh1)2 sont distincts, En effet
(Bn,)? = p(n,uBh,) = B(h,USq'n,) = B(r))
. 2 . 3 3
donc si BhJ = (ﬂh1) on aurait A, - hy = pz(x) avec x € H (56(2) H 2(2)) .

Considérons la composition g : S3

£ .50 —_ SG(Q) oli £ correspond au Pfibré
de Hopf stable sur 5% , £ . On aurait encore 2_1va(§) = g"‘h3 = g’(ha - h?)

= g?(g’x) =0 car x est de torsion, Impossible, puisque v4(§) A0 .

PROPOSITION 4+12.— Soient M une variété Permée de dimension 4k-1 (avec k = 2P),

t, et t, dewr SG(2)-1:-ivialisations de M telles que t, = [J.E].to avec

1
®:M —350, -Oa
a"1(x) - q"(x) = (57 (o*BR,) %)

En particulier, si H1(H,E) n'a pas de 2-torsion q'1 = q% .
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4.13.- Pour conclure ce chapitre, nous allons construire en toutes dimensions

P

4k -1 avec k = 2° un exemple de variété M avec H1(H, Z) = Z/2 et dewx

t.
§0-trivialisations t et t, telles que qt°/q1

1
soit M¥! —IRP, le £ibré en sphéres associé A un fibré vectoriel €

de dimension 2k , non orientable sur IRP . Nous considérons o : M —)50(2)

2k

comme la composée 3

n—Lom —Ltym —Sys0 »S0p -
Pour que (7*6R,)* /0 dans WP(M,Z) il suerit que p* xuz"(m’m‘;z) —*(m;z)
soit injective. Or dans la suite spectrale de la fibration p nous n'avons que
deux lignes t

zg'° = HP(]RPZk iz2) et Eg'”‘” = a”(mzx i )

ol le systéme de coefficients est tordu, donc par dualité de Poincaré

Eg,zk-d = Hm‘_p(m’m‘ $Z) o Par raison de dimension, il ne peut y avoir qu'une
. . 0y 2k~1 2,0
différentielle non nulle de 3 sz —_ Ezk y Or
Oy k=1 _ 0,2k~ _ .
Epy E, H,&(mzk ;2Z) =0

la suite spectrale est donc dégénérée et p* H'(szx ;3 Z) — H*(M; Z) est
injective.

Reste & choisir le Pibré E de sorte que M soit SO-trivialisable 3 c'est
possible de nombreuses facons, La plus simple est de prendre pour € 1le f£ibré nor-
mal d'un plongement de IRP

2% dans m‘"‘ et donc pour M le bord du voisinage

tubulaire de ce plongement,

Remarque 4414.~ On verra plus loin(7.21) que si dim M ;l 3,7 etsi to et t1
sont deux SD(Z)-t:rivialisations de M , on a

A(M,t1) = A(H,to) .
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CHAPITRE V

CONSTRUCTION SUR UNE FLECHE

5s1e~ On considére la situation suivante ¢t M et L deux variétés fermées de

dimension 4k~1 , £ 1 M ~—3) L une application continue, £ un SG-fibré de

base L et b Ty —> € un SG-morphisme au-dessus de £ ,
Sur Ta(f) sous-groupe de torsion du groupe d'homologie Ha(fsz) on a

une forme bilintaire symétrique e 4 valeurs dans Q/Z 1 si on appelle

21 Ha(ﬂz) —H, (M3;Z) 1le connectant de la suite exacte d'homologie de

l'application £ , on pose e(x,y) = eH()x,ay) ol et Ty (n)wer-1(u)_, vz

est la forme d'enlacement de la variété M (en général e est dégénérée),
La donnfe supplémentaire du SG-morphisme b va nous permettre de construire

une forme quadratique qb 3 Ta(f) —> @/Z associée A la forme bilinéaire e .

La construction est analogue A celle de la forme qt du chapitre III, lorsque la

variété M est munie d'une SG(2)~tx'ivialisation représentée par la SG(2)~

parallélisation (u,U) . |
L'application £ 3 M —) L va jouer lerBlede ust M .3 E , £ (ou plutdt

£€ ) lerdlede v(p,u) et b 1le role de USTH—’Y(p.Il) . |

5020~ Soient h le morphisme de Hurewicz h 3 nzk(f) — Ha(f;z) et
ﬁZk(f) =nt Tzk(f) » c'est le sous-groupe des classes de bordisme de diagrammes

commtatifs 3

y—2>t 5y

@ ] e

X . S M
ol Y est une variété de dimension 2k s+ @ un plongement (position générale)
et 1l'image de [Y] dans sz(fgz) est de torsion.

n considére le SG-fibré g=vye¢'g sur Y ; le SG-morphisme b induit
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un morphisme c{x——) vq‘ ; une traverse a au plongement ¢ détermine donc
une réduction 4 la dimension 2k-1 , I'(a),de (|X .
On dit que a est une traverse adaptée au diagramme (a) , si la réduction I'(a)

qu'elle définit s'étend en une réduction A la dimension 2k-1 de { sur Y .

LEMME 5.3e~ La classe dans Q/Z du nombre rationnel 1Er.-‘.(q),q)a) ne dépend pas de

la traverse adaptée a , et définit une application q ﬁa(f) — ¢z .
La démonstration est tout A fait analogue A celle développée en détail au
chapitre III aussi nous ne nous étendons pas,
De mme, en utilisant le fait que l'homomorphisme de Hurewicz

h ﬁz‘:(f) R Ta(f) est surjectif sur la 2-composante, on montre comme au

chapitre III 3

THéORE‘H‘E Sefe= Il existe une et une seule forme quadratique

qb 3 Tzk(f) — ¢z

associée & la forme bilinfaire e et telle que, pour tout diagramme () de 5.2

et toute traverse a adaptée A (a) , on ait

P(n(a)) 8 12(mg®) 4 (moaz) .

Remarque 5.5.- Si P est un SG-morphisme & —> €' au-dessus de 1 s on peut
considérer la donnée (£,€',Pob) o On a l'identité

Beb b

q q

5e6e~ Nous nous limitons désormais au cas ot f£ est une application de degré 1 .
Dans ce cas, 1'homomorphisme de Gysin £43 HP(L; Z)—)HP(H ; Z) scinde la suite
exacte d’homologie de l'application £ , le morphisme d: ot ) —> HP(M) est
donc injectif et on a une décomposition en somme directe sz_1(M) = H2k(£) @H
et une décomposition en somme orthogonale TZk_1(M) = Tzk( £) @ Tm‘_1(L) » La forme
bilintaire e est alors non dégénérée et on peut calculer

A(£b) = A(T, (9),0") € z/8 .

LEMME 5«76~ Soit b : Ty — E un SG-morphisme au-dessus d'une application de

degré 1 £: M- L Il existe un SG-morphi
g . rphisme ExTH_)'rL

52

2x-1)

au~dessus de f,

CONSTRUCTION SUR UNE FLECHE

le morphisme b est bien défini A équivalence prés par 1la donnée (E,b) . De plus

a(g,b) = A(2,B) .

Démons tratione.— Considérons un SG-fibré 7 de base L et un SG-morphisme

o1t E@m—>¢ (on sait qu'il existe de tels couples) ; il existe alors un mor-
phisme b' s v, —3 7 tel que la composée a.(b @ b') est équivalente A la tri-
vialisation canonique de Tw ® Vg o*

Conme b' est au—dessus de £ qui est de degré 1 , Tb' induit une
Seréduction de l'espace de Thom Lﬂp et donc [1$] un SGemorphisme v 8 VL e
La composée o.(1 @ y) est une trivialisation de £ & v o il existe donc un
morphisme B 3 § — TL tel que si 6 @ L S vy —3 ¢ est la trivialisation cano-
nique, alors B8.(P ® 1) est équivalent & a.(1 ®vY) .

On vérifie que deux morphismes P construits comme ci~dessus sont équivalents ;
on pose B3 Ty —> Ty comme étant la composée Bob , la classe d'equivalence
de b ne dépend que du triple (£,€,b) .

La remarque 5,5. assure que qb = qB donc A(£,b) = A(2,B) .
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CHAPITRE VI

RELATIONS ENTRE LA FORME D'INTERSECTION RATIONNELLE D'UNE VARIETE

DE DIMENSION 4k ET LA FORME D'ENLACEMENT DE SON BORD OU LA FORME QUADRATIQUE

- TRIVIALISE

D'ENLACEMENT DE SON BORD DANS LE CAS OU CE DERNIER EST SG(Q)

Nous reprenons, dans ce chapitre, les notations et la terminologie de

1tappendice de [3].

6e1e— Soient N une variété de dimension 4k de bord 9N , 1 et j 1les inclu-

sions ¢ QN — N et (N,¢)—>(N,9N) , du diagramme commutatif

12X @ ni0) ——» 12w, N5 @) ——> #X(N;0) ———> 1 (3K;0)

b

Hy BN3Q) ———>Hy (N50) ————— H, (M,aN; Q) ——>H, (aN; q)

ol lignes et colonnes sont exactes et ol les fléches verticales sont les isomor-
phismes de Poincaré, nous déduisons la suite exacte
iy 2% i 2k

Hy (3N;0) ——— 1, (N;Q) ——— H(1;0) ———— 1™ (3N;0) .
Soit encore

H, (N:Q) LN Hoy (150) LN Hom [H,, (1130),0] _‘_‘t_} Hom, (., (813€), @] .
La forme d'intersection rationnelle est représentée par l'application b , elle
induit sur le Q-espace vectoriel E(N) = coker i, une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée a valeurs dans @ qui est la "régularisée" en un sens évident de
celle définie sur HZn(N;o) .
6.2.- Considérons deux variétés N::k et N;"k de bord commun Mak-1 et la variété
fermée R - (-No) \H) N1 , en notant [E] 1la classe de Witt d'un b-espace

vectoriel sur @ , E , nous avons @

LEMME 6,2.~ (llovikov). Dans W(Q) :

(e(R)] = [B(r))] - [&(N))] .

Démons tration.- Soit I 1l'image de : MZK(M;O) —_ sz(R;o) , on vérifie que
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le sous-module I est contenu dans son orthogonal et que le b-espace vectoriel
IL/I est isométrique A la somme orthogonale (- E(No)) ® E("l) (1e symbole (- E(No))
désigne le b-espace vectoriel obtenu en changeant le signe de la forme bilinéaire
défini sur E(No) B

Comme le b-espace vectoriel sur @ , E(R) , est le tensorisé par @ du
b-module sur Z , HZk(R;Z) s le lemme précédent a pour conséquence, outre la
relation entre les signatures de N, N, et R , 1'égalité dans le groupe W(Q;Z) :

o([e(n )]) = 6([E(N)]) .

L'élément 6([E(N)]) de W(Q,Z) ne dépend donc que du bord N de la variété N ,

nous nous proposons de préciser cette dépendance.

63+~ Nous avons vu (chapitre II) que le sous-groupe de torsion de Hy g (on;z2) ,
Ta_1(BN) , est un e-module sur Z . Notons encore [C] la classe dans W(Q,Z)
d'un e-module C .

PROPOSITION 6.3.— (Comparer [3-4.5]). La forme d'intersection rationnelle d'une variété
ax

N et la forme d'enlacement de son bord sont reliées par la formule dans W(Q,Z) :

8([e(m]) + [T, ;GM] =0 .
Démons tration.—- Soit P 1le réseau sur E(N) image de la composée :
sz(Nm) —— Hy, (N;0) — E(N) .
Comme P.,PC Z 1le réseau P est un b-module sur Z et la classe dans w(0,z2)
du e-module coker P est &([E(N)]) .
Considérons d'autre part le diagramme commutatif s

¥ @mz) — 8> (n,m;2)

o ho

i
H (§,3N:2) -2 5 Hy_q (3N52Z) S ) .

k-1

En prenant les composantes de torsion et en utilisant le théoréme des coefficients
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universels pour la cohomologie nous obtenons 3
e N N

A~
Ty (W) _Tors(d) T,y (N:3N)
A t

Ty (W) —T"isﬁ)—;» Topq @N) M Ty 4 (W) .

(Nous avons noté N le foncteur de la catégorie des groupes abéliens finis dans
elle-mame Homz( ,O/Z) et le symbole TE( ) ‘est une abréviation du symbole
Tors[Hy(  52)] ).

La fléche verticale de gauche est l'isomorphisme associé A la forme d'enlacement
de T, ,(@N) .

Appelons I le sous-module Im[Tors(3)] de Ty (aN) , le diagramme ci~dessus

montre 3

4 L

I™ = ker[Tors(iy)] et IC I .

La proposition 6.3 est une conséquence de [3-A-1.12] et du lemme swavant 2

LEMME 6,4.~ Les deux e-modules coker P et I-1/I sont anti-isométriques.

Démonstration.~ Dans le diagramme ci-aprés, que l'on obtient A l'aide de la dualité
de Poincaré et des coefficients universels et oil le symbole Lg( ) est une abré-
viation du symbole HL’( ;Z)/Tors[ﬂel( 3Z)] , les colonnes et la ligne du mi-
lieu sont exactes,

[+] ] o] 0

¢ b b !
Ty (M) —— Ty (NyON) — Ty @F) ———— 51 (N

| ! l !

Hyp ) oy (aw) Hype@N) —— 5m, (W)

l l

L, (n) 8 ton[ L, (N),Z] I SN Hom[ L, 1), Z] ———> L, (N)
l ! ! J
0 0 0 0
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Nous pouvons considérer chaque ligne comme un complexe différentiel et le diagrarme
comme une suite exacte courte de complexey différentiels, il en résulte un isomorphisme:
Ker v/Im B—_— I‘l/I .
Le premier sous-module est isomorphe au conoyau de 1‘homomorphisme "l; 1 P — Hom(P,Z)
#

associé A la structure de bD-module de P , or la définition du réseau dual P donne

un isomorphisme P#—) Hom(P,Z) tel que le triangle ci-dessous commute t

P —L—+Hom(p,z)
” /

nous avons donc un isomorphisme ¢ @
Pf/? _— I'L/I .
Pour la démonstration que @ est une anti-isométrie, nous renvoyons i [3 - chap. IV],

cette démonstration utilise essentiellement le point 2 du lemme 2.7.

Remarque 6.5.~ Il sera commode par la suite de considérer le réseau P comme le
quotient du groupe Ha(N) par le sous-groupe engendré par Tm‘(N) et i.[lizx(b N)]
et le réseau dual P comme le quotient 3-1 [Tak_1(\N)]/12k(N,IN) du sous-groupe
3! [Tm‘_1(}n)] de Hm‘(N.IN) e L'inclusion P& 3P est alors induite par 1'homo-
morphisme j, @ sz(N) —)Ha(N,aN) , l'accouplement 1 P ® P —»Z par la forme
d'intersection entidre sur Ha(N) , et l'accouplement 3 P#O P#_, Q par celui
décrit en 2.11.

Nous supposons maintenant que le bord 3N est muni d'une SG(Z)-trivialisation t
Le b-espace vectoriel sur @ , E(N) , est aussi un q-espace vectoriel, L (an)
est un gqe-module (chap. III), quel rapport existe-t-il entre les classes de Witt de
E(N) et T?k—1(3N) o [E(N)] et [Tm‘_1(31‘l)] respectivement dans WQ(Q) =t
vo(e,z)  ?

Nous nous bornons i donner la réponse dans le cas ol la classe de Wu relative,

v;k s est la réduction modulo 2 d'une classe entidre V de sz(N,JN; Z) . Pour

57



FORME QUADRATIQUE D’ENLACEMENT

geci, nous aurons besoin du lemme algébrique ci~dessous.

6.6.~ Soient E un g-espace vectoriel sur @ et P un réseau sur E tel que
PPCZ , P estun Domodule sur zZ et F*/P un e-module sur Z .

Soit u un élément de P tel que X.X = Uex (mod 2) (1l'existence d'un tel
élément est immédiate si ]I-‘2 ® P est non dégénérée, dans le cas contraire 1l suffit
de décomposer 1'1-‘2 ® P en la somme orthogonale de son noyau et d'un b-espace vecto-
riel sur 1!-‘2 pour s'en convaincre). L'application 2

P#———) Q

§ —6—> (L. - u.f)
induit une application q,* P"/P—) o/z qui est une Porme quadratique associée
A la forme d'enlacement du e-module Pi/P
Soient C_ le qe-module (P#/P » qu) , [E] et [Cu] les classes de E et
c, dans wo(g) et wQ(Q,Z) respectivement, & 1'homomorphisme “conoyau" s
wq(Q) —we(0Q,Z) . L'application : Q —» Q , x -e-’%xz est une forme quadratique,
qui Pait de @ un q-espace vectoriel que nous notons 1) (c'est la notation,

correspondant au b-espace vectoriel sous~jacent, de [10]).
FORMULE 647~ 8([E]) = [c,]+ (ueu)6(<17) .

Démons tration.- Soit Po le sous-module de P Fformé des éléments x tels que
xex = 0 (mod 2) , q(Po) est contenu dans Z et Pf/?o est un qe-module dont
la classe dans WQ(Q,Z2) est &([E]) .

Considérons la somme orthogonale de qe-modules ¢

C= ng/Po ®(-c)) .

Soient s et s' les surjections canoniques : P:'—-a P;’/Po et pl_5p#/p
le sous-module J = i(s(E),s'(E)) s €€ P”} de C est égal A son orthogonal (voir
[3-a-1.9]).

Pour tout z € J , nous avons 3
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a2) = (D), 0].z .

Q[(s("é) 1 0)] = %‘ .

La démonstration s'achéve en appliquant [3-A-2.8 et A-2.9].

6+80~ Nous reprenons les notations de 6.3.

Soit x € IC L (dN) , il existe y € Ta(u,an) tel que x =3y et nous
avons d'aprés 3.13 @
a"(x) = 3<vh >
= classe dans Q/Z de %{V,y)
=0
Le sous~module I du qe-module Toyeq (dN) est donc isotrope au sens quadratique
et la classe dans WQ(Q,Z) du gqe-module I‘L/I est celle de Ty (@N) (version
quadratique de [3-A-1.12]).
La classe d*homologie D-1v € HZk(N; Z) a la propriété suivante

Yz € Hak(N;Z)

0"z = { vubz, [N]S

(v;um,[ﬂ]) . (mod 2)
= (v )u Dz, [N]) (med 2)
¢V (W) v Dz, [N]) (mod 2)

< Dz LDz, [N]> (med 2)

5

= Zez (mod 2)

. . -1
Soit u 1l'imagede D 'V dans P , nous avons donc pour tout élément { de P

la congruence (voir 6,5)
uel = Cof (mod 2)

et la formule 3.13 s'écrit (voir 6.5) @

pour tout n ¢ p¥ | 15 Ten = 12 uen = - q[o(n)] (modz) .

I1 en résulte en appliquant 6.7
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PROPOSITION 6.9~ Si _la classe v.

o &St la réduction modulo 2 d'une classe entiére V,

nous avons_dans WQ(Q,Z)
8([E(M)]) + [Ty (@M)] = (Vo v, [¥])s1d) .

Nous notons I(N) 1a signature de la variété N . En utilisant la formule de Milgram

(voir appendice) et la proposition 6.9, nous obtenons (comparer [6]) 3

COROLLAIRE 6410.~ Si la classe vta est la réduction modulo 2 d'une classe entiére V,

la signature modulo 8 de la variété N se calcule par la formule dans z/B
I(N) + AN, ) s VUV, [N] > .

COROLLAIRE 6e1fe~ Si la SG(Z)-tm'.vialisatian, t , de N s'étend en une SG(Z)-

trivialisation de N nous avons @

dans wo(@Z) , S([E(M]) + [T, ,(M)] =0

dans z/8 , I(N) + A(@N,t) =0 .
Démons tration.- Ici v;k =0 et naus prenons V=0 .

Remarquee— Reprenons les notations du lemme 6,2 et supposons que M est muni d'une

SG(Z)-trivialisation qui s'tend sur No et N, , la variété R est alors SG(z)-

1
trivialisée et le groupe sz(nsz) est un g-module sur Z (vak(n) = 0) o Nous

déduisons du lemme 6,2 (1'oubli WQ(@) —> W(@) est un isomorphisme) que 1l'image
dans WwQ{Q,Z) de [E(N)] ne dépend quedvbord SG(Z)-—trivialisé, 9N , le corollaire

6+11 précise cette dépendance,

ak=1

6e124= Nous dirons que deux variétés sans bord SG, \-trivialisées (M
(2) )

(ka-1,t1) sont cobordantes par un Ho-cobordisme sG(z)-trivialisé. s'il existe N,

,to) et

Ho—cobordisme entre Ho et M1 et une SG(Q)-t:rivialisation de N qui induit to

et t surHcetM

1 10"

COROLLAIRE 6412.- $1 deux vari€tés SG,)-trivialistes (M;“‘",to) et (M;“‘",t1)
sont cobordantes par un Hm-cobordisme SG(2)-trivialisé, les classes dans WQ(Q,Z)
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des qe-modules T, (M) et T, (M) sont égales.

Démonstration.~ Nous a

ppliquons 6.11, dans le cas ci-dessus E(N) est le q-espace
vectoriel sur Q mul et le qe~module Tzk—1 (AN) est la somme orthogonale des
qe-modules T2k_1()11) et (= Tﬂt—1(“o)) o
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CHAPITRE VII

INVARIANT A ET APPLICATIONS

7.1.- Soit M une variété fermée de dimension 4k - 1 , murie d'une SO-triviali-

sation t . La variété M est un bord, choisissons une variété N dont M est

le bord ; la SO-trivialisation t fournit une classe d?1somorphisme de S50-fibrés,

Tt , sur N/M . On note L la classe de Hirzebruch et 1(N) 1la signature de N .

LEMME 7.1.- Le nombre rationnel
) - <%, [N]~

est indépendant du choix de N .

Démonstration.- Considérons deux variétés No et N1 dont M est le bord et la
variété fermée R = (_No) V) H1 . En représentant la SO-trivialisation par une
M

SO-parallélisation de M , nous obtenons deux SO-fibrés ;o et ?1 sur
NO/M et N1/M ; IDUsS avons :

< L(TR) y[R]>=< L(T1) LNESE L(To) , FNOT >,
D'autre part d'aprés 6.2 :

I(R) = I(N,) - 1(¥) .

1 <]

La démonstration s'achiéve en appliquant la formule d'Hirzebruch & la variété

fermée R .

7.2.~ Nous notons  A(M,t) 1'élément de Q/Z représenté par

1

Lam) - <n(r%),rn1)s+ A(M, t)
8 8

LEMME 7.3.- Si la variété M , munie de sa SO-trivialisation t , est le bord

d'une variété SO-trivialisde, l'invariant A(M,t) est nul.

Démonstration.- Dans ce cas < L(Tt) ,N1 =0 et d'apres 6.1
I(N) = -A(M,t) (mod. 8) .
Arifi = 2 1y y
Comme A vérifie X((Mo,to) u (M1,t1)) (Mo,to) + (M1,t1) nous avons

défini un homomorphisme (que nous notons encore » ) du groupe de cobordisme

1'invariant d'Adams e

INVARIANT \ ET APPLICATIONS

fr
SO-trivialisé Q
1vialisé 4k-1 dans Q/C .
Re: 7.4.- Soi M4k—1 s . . .
marque 7.4. oit une sphére d'horotopie SO-trivialisée qui borde une
Caps wdk . fr
varieté N i en faisant correcpondre & la classe de M dans le groupe 94k
-1

des sphéres d'hozotopie SO-trivialisées & h-cobordisme SO-trivialisé prés, le

t
nombre rationnel I(N) - <L(7"),[N]>, on définit un homomorphisme

fr

@: 8 4key @ tel que le diagramme :

g T oubli er
4=t T Mg

! o/8 A28
e — s 0/
est commutatif.
Considérons le groupe P4k dfobstruction & la chirurgie de Kervaire-Milnor

et l'homomorphisme de signature o : P - L, le diagramme précédent se com-

4k
pléte en :
fr fr
G - P - - -
4k 8t Ly 0
I d/a ' qe lA
0 - & 4 Q - e/t - o

ol les lignes sont exactes et la fldche /8 un isomorphisme. Quand on identifie
fr fr
le groupe Ext(04k_1 'P4k) avec le groupe Eom((14k_', @/Z) 1textension

fr fr
0 - P4k - 84k—1 -Q4k_1 - 0 correspon.d 4 l'homomorphisme A .

7.5.- Nous nous proposons maintenant d'exprimer 1'invariant A A 1'aide de

r
e [21.

Représentons t par une SO-parallélisation ; une SO~parallélisation de M
feit de M une variété stablement presque complexe ; soit maintenant N une

variété stablement presque complexe dont M munie de cette structure est le bord.

La SO-parallélisation de M donne un U-fibré T sur N/H , la classe de
c
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t
U-isomorphisme de cet U-fibré ne dépend que de t , nous la notons Too- La

- t
classe d'isomorphisme du S0-fibré sous-jacent & T, est T .

LEMME 7.6.- Il existe une classe C € (B ; @) telle que A(M,t) soit la

réduction dans @/Z du nombre rationnel

<c(th),[n)>.
Démonstration.- Soient r 1'application d'oubli BU - BO et Vk une classe de

HZk(BU;Z) dont la réduction wod. 2 est r'vzk . Alors

t { t = t 1] g z z 8 .
Vo = VoulT ) = o, [Vk(vc) ] - D'aprés 6.10, nous avons l'égalité dans /!
t t
I(0) + AMM,t) =< V (v} O v 00),[R]
Nous prenonsa C=--r Lk+-(v UV)

COROLLAIRE 7.7.- Ltinvariant A est nul sur le noyau de l'invariant d'Adams ec .

Démonstration.- Si ec(H,t) =0, il existe une variété fermée stablement presque
complexe N' qui a les mémes nombres de Chern que N [8], en particulier
< c(vz) , [N} > =< C(TN') ,[N']> . Or d'aprés 6.10, pour une variété fermée sta-

blement presque complexe le nombre < C(T“') , [N*]> est entier.

THEOREME 7.8.- Ltinvariant A s8'exprime & l'aide de l'invariant d‘Adams eg Par

la formule :

21(-2 (22k- -1) e -

fr
Démonstration.- Le groupe .01 411 se décompose en la somme directe ([2] et la
démonstration de la conjecture d*Adams [12],[16]) : In J D Ker eﬁ ol J est

fr
(s0) - 0 et el'1 est ltinva-

1thomomorptisme de Hopf- Whitehead : 4k-1

T4k-1
riant introduit par Adams dans [2]. On a e = akeﬁ ol a = 1 81 k est pair

et a4, = 2 3i k est impair et donc dans tous les cas Ker eﬁ C Ker e, . Dtapres

€

sur 'image de J . Soient a€w (SO) et

7.7, il suffit de ccmparer A et e 4¥-1

14

g“ la classe d'isomorphisme de SO-fibrés sur S4k qui lui est associée, nous
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notons pk(cl) le nonkre entier < pk(ga) , [S4k] ~ . Choisissons le générateur o

0
k
de m 4k_1(so) tel que p, (cx) = (-1) ak(Zk - 1)! , nous avons dans @Q/Z :
52k (521 B
12252 25 ) 22k-2 k-1 k-1 &
A (Jx ) =-2 (-1 (2k - 1)t = -1)(-1 -__-5 .
° 87 (2 % &k e
B
or 21 ' = (<)t X
r 21 eR_JuD) (-1) 7k
B
. _ k-1 %k
3o1t encore eGI.Jao) = (~1) T

Remargue 7.9.- On vérifie, par inspection, que la classe

¢ - 2262021 _ yp S € B0 @) ( T,, désigne la classe de Todd de degré 4k )
est décomposable. En utilisant la définition de ) de Conner-Floyd [8], il en
résulte que la composition :
q P ion ; . - 2k— (221(-_ )ec
T (D = (50T 0 vz
est nulle. Comme le conoysu de la premiére fliche est Z/akz , cela redémontre le

Théordme précédent si k est peir et pourra permettre au lecteur méfiant de véri-

fier dans tous les cas 1'exactitude du signe qui intervient dans 7.8.

7.10.- Décomposons les invariants A et e, en partie paire et partie impaire

[4
o
A=A +\ et eg = eg + e; . Les invariants 1° et e: sont A valeurs dans
_ 1 1

Q/E O Z(2) = Q/Z(Z) et A et eg & valeurs dans YL 2Ly = o/zl] .

Un théoréme de Stong [15, p. 2157 montre que B8X coincide avec -e; , soit

anl = 1 - 1 1 = l 1

encore 0 et 8A e, ou Iy ~z°e -

Redémontrons ces résultats. La classe L de Hirzebruch est dans 1'image de

1'homomorphisme H*(BO; Z(Z)) — H*(BO; Q) ; le nombre rationnel

t t
L =< L(t"),{u]> est donc dens 1(2) ce qui montre gque 8l =0
B

—k-) , les calculs d'Adams [2]

Soit d.;( le plus grand diviseur impair de den( X

montrent que dll e; =0 . Or d'aprés le thédoréme de Von Staudt [RE}

2** 1=z o0 (mod. d;)

d'ol

=0 (mod. d.ll)
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8225222 _ 1)) 41z 0 (mod. d;)

1 1
et en utilisant 7.8 : B\ = -ep -

7.11.~ Toujours d'aprés Adams [2] , on &, en notant v2(k) 1a valuation 2-adigue

de 1'entier k
-1 23 +v2(k)

ec=0.

Nous en déduisons & 1'aide de 7.8 :

Pour k=1 ou 2, 4)‘°=0
(on vérifie par inspection que 2 AO est 1'invariant de Hopf ).
Pour k > 3, comme 2k - 2 >3+v2(k): A°=O

il en résulte, en notant pg : !(2) ~ 1/8 1la réduction mod. 8 .

4k

THROREME 7.11.- Dés que k> 3 la signature d'une variété N dont le bord est

SO-trivialisé vérifie la congruence

N = pa(Lt) - A(aN,t) (mod. 8) .

7.12.- Extension aux 50(2)-trivialiaation5.

4k-1

Soit M une variété sans bord munie d'une SO(Z)—trivialisntion t (i.e. M

est EZ(Z)-orientée au sens de [3]). Comme ses classes de Stiefel-Whitney sont
nulles la variété M Dborde ; soit N4k une variété dont elle est le bord. On a
défini dans 1.9 des dasses de Pontryagin relatives p.1 € H4i(N,M H Z(z)) , nous
pouvons donc étendre la définition du nombre rationnel Lt dans le cas ou t
n'est plus qu'une 50(2)-trivia1isation ; nous avons toujours Lt € Z(2) . Comme

la SO )-—trivialisation induit une SG(Z)—trivialisation. considérons 1'élément

(2
de @/L
Lam -1H +A—(g—'t—)

11 ne dépend pas du choix de N , en effet le lemme 7.1 se généralise au cas ol

M est seulement EQ-orientée (terminologie de [31). Par le méme argument qu'en 7,2,
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11 ne dépend que de la classe de M dans le groupe de cobordisme des varidtés

Z
SO(Z)-trivialisées, e] (2) (notation de [3] ot les groupes n

4k~1 sont détermi-

nés). Nous avons donc défini un homomorphisme qui rend commutatif le diagramme

4
nfr a (2)
4k-1 4k-1

ol la fléche horizontale est 1'honomorphisme d'oubli.

En tensorisant ce diagramme par Z(z) y nous obtenons

L off o £(2)
(2) @ D gpey £)® a7
‘(z)‘\ T
Ve ()

oli la fléche horizontale est un isowmorphisme [3, ch. 51 . or pour k23, le

morphisme !(2) ® A est nul, il en est donc de méme de Z(z) ®u . Il en résulte

que le th. 7.11 reste vrai si nous remplagons "... SO-trivialisation..." par

“eeo 50(2)-trivialisation. PP

7.13. Remarque.- Nous donnerons en 8.15 une interprétation du morphisme

z
b € Hom(Q 41(:3 , /) analogue & celle de 7.4.

7.14.~ Extension au cas des variétés PL

4k-1

Soit M une variété PL orientée compacte sans bord, on considére son micro-

fibré tangent T M comme un SG-fibré et soit t € TSG(2)(" M) . Nous allons voir,
rapidement. comment modifier les arguments des chapitres précédents, pour construire
une forme quadratique g : To (M) = /L associée & la forme d'enlacement.

On peut, sans restreindre la généralité, supposer gue k > 2 . Soit

2k~1 4k-1 . : .
f:X M un plongement (forcément localement plat puisque la codimen-

sion 2k 24 ). Soit Vf le block bundle normal de ce plongement, E(Vf) son

espace total identifié avec un voisinage régulier de f(X) . Soit & : X - E( vf)
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une section sphérique de Ve eu sens de Rourk -Sanderson ([137, ch. 4) (il en

existe car on est dans le domaine stable).
On considére le plongement 8 : X = M obtenu en composant a avec l'iden-
tification de E(V[) avec un voisinage régulier de f(X) , ona f£(X) n £%(x) =@ .
D'autre part, dtaprés [12 ] la section sphérique a définit une réduction de

vy & la dimension 2k ~ | (dans la catégorie des block-bundles) et en considé-

rant Vf comme un SG(Zk) fibré une réduction de Vr 4 la dimension 2k - 1

comme considérée en 3.1.

Soient N4k une variété PL de bord oN , F : Y2k = N une immersion loca-

lement plate, en position générale et dont la restriction & X = dY est un plon-
gemenat f : X — ON .
Soit a une section sphérique de Vo o Comme on est dans le domaine métasta-

ble les obstructions géométriques & étendre a en une section de Ve sont nulles

et la seule obstruction est 1l'obstruction homotopique

o(a) € BP5(Y, x5 n, (577N = #P5(v,250) .

On peut alors démontrer comme en 2.14 la formule
y-y + B(£,£%) = 26(F) +<c(a), [¥]>.
Le reste de la construction de la forme qt se répéte alors mot pour mot. On a

4kc-1

en particulier pour toute variété PL M et tout t ¢ TSG(Z)(TM) un inva-

riant A(M,t) € 2/8 .

A
7.15.~ Par analogie avec 37, on définit ﬂn(PL) comme le groupe de cobordisme
A . P 2g . . . N .
E -orienté de veriétés PL E -orientées de dimension n , ou maintenant

" — BSPL est la fibre de la A localisation : BSPL — BSPL

THEOREME 7.15.- Pour n3 1

(i) Q:(PL) est un groupe fini.

(ii) Lthomomorphisme d'oubli © E(RL) - f’x(PL) induit un isomorphisme
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zZ
A@a(PL) - A®al(eL) .

. fr
Lt : X _ z . Z
(i11) homomorphisme d'oubli 0 n = Q n(dxff) - f)n(PL) est un isomor-

phisme.

” . fal
Démonstration.- Le groupe ﬂn(PL) se calcule & 1'aide de 1'isomorphisme de
Thom-Pontryagin valable dans la catégorie PL . Les parties (i) et (ii) résultent
alors de calculs homotopiques identiques A ceux de ([3] ch. 5).

La partie (iii) résulte du théoréme de lissage de Cairns-Hirsh-Milnor

7.16.- Nous allons définir un morphisme

Z5)
Q oy (PL) - oz,

. k-1
Soit M une variété PL fermée et t une SPL(a)-tr1v1aliaation de T

L.§
(ou ce qui est la mdme chose une E ( )-orlentatxon)

4k .
Soit N une variété PL telle que N soit formé de m exemplaires de

|
M . A partir des classes de Thom-Hirzebruch Li € H4i(BPL; Q) et de 1a SPL(Z)- ;
trivialisation t , on définit comme en 1.9 Lt(N) €Q. [
L*extension manifeste du lemme 7.1 montre que % (1(N) ~ Lt(N)) ne dépend que !
de (M,t) et comme en 7.3 :
A(M, t)

& (@ - 1fm) + =22 ¢ oz ‘

4
ne dépend que de la classe de (M,t) dans ‘14£23(PL)

(2)
Comme 04k_1(PL) est un groupe de torsion, cela définit une application

%(2)

w:Q pha 1(PL) =~ @/Z qui est un homomorphisme.

PROPOSITION 7.16.- Si k>3 la partie paire de y

o, (2)
N e 1(PL) - Yy,

est nulle.

Démonstration.~ L'homomorphisme p° est déterminé par sa restoiction &

L2,
5(2) ® Q4k ) (PL) ; nous avons le diagramme commutatif :
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fr
4k-1

£
Lp) B0 41(:32(“)

T
A\ A" i
Uty -

or A° est nul pour k =3 (7.11) et le morphisme d'oubli & est un isomor-

Z(Z)Q Q

phisme d'apras 7.15.

4k

7.17.- Soit N une variété PL de dimension 4k (k> 3) et t une SPL(Z)-

trivialisation de . La proposition précédente nous montre d'abord que

T a“
81°(M,t) = 0 donc que Lt(N) € Z(Z) (ce qui était clair en utilisant les classes
L. € H4i(BSPL; Z(z)) de Morgan-Sullivan [11] plutdt que les classes de Thom-
1

Birzebmch) et on a la formule

(7.17) (W) = fa(Lt(N)) - AlaN,t) (mod. 8) .

7.18.- Changement de trivialisation, 2.

Nous allons utiliser la formule (7.17) pour comparer A(H,to) et A(M,t1)

H.So1t N=MxTI,

lorsque t et t, sont deux SPL, y-trivialisations de
o 1 (2) .
t 1la SPL(Z)-trivialisation de N qui est t1 sur M X1 et to sur M X0 ;
nous avons pour k =23 :
t

A(M, b)) - AL ) =+ pg(L7(N) .
Si @:M -~ SPL,) est tel que t, = (9] .t, » 11 est clair que

i) = < ¢* o, (M)~
ot o: H4k(BSPL(2) ; Q) -~ H4k_1(SPL(2) ; Q) est l'homomorphisme de suspension.

. 4ic-1
7.19.- Nous étudions d'abord le cas d'une variété différentiable M et de

deuxr SO-trivialisations de TM gréce au :

LEMME 7.19.- Soit M4k-1 une variété différentiable fermée stablement paralléli-

sable. Soit & un fibré vectoriel sur ZM+ ; ona
<pk(§),Z[M]>e 0 (mod. ak(Zk—1)! )
T0
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ol ak=2 81 k est impair et ak=l 51 k est pair.
Démonstration.- C'est une extension de la démonstration de Bott {41 dans 1le cas

des sphéres. Le construction de Thom-Pontryagin et une trivialisation de v

M
fournissent f : Szn - 22n—4k )Zr‘l+ de degré 1 . Notons B 1'homomorphisme

de périodicité de Bott. Nous avons le diagramme commutatif :
B ¥ o 2n-dk ™~ 2n
Kc(t u+) -, Kc(}: M) - Kc(s )
l ch l ch l ch
~ ~ 2n- * A,
B(En ;@) Iy Bz e L {(s?q) .
Comme f est de degré 1 , l'image par f* du réseau ﬁzn(tzn-“(Z M, Z) est
al bl
le réseau HZn(SZn ;Z) ; or on sait que ch(Kc(Szn)) 'ﬁ?n(SZn ;L) , donc la com-
2n-4k

~
posante de dimension 2n de Ch(KC( T zM+)) est entiére, et donc par commu-—

tativité, pour tout fibré complexe q sur T M+ »ona<chyw, ©[M]>¢ £, or
comme £H+ est une suspension on a

1
(2K~ 1)1

done <c2k('r| ), EM> est divisible par (2k - 1)! . Le lemme en découle aussi-

h = di + + oo
chn imm +c (n) + eg(n)
tdt.

S5i @¢M - S0, ona

<¢* on,[¥]>- e _ )

=y <g¢' op..[H]>
putsque g est nul sur les décomposables et le lemme 7.19 montre que
<q)*opk,[M]> est divisible par ak(Zk— 19 .

Le théoréme de Von Staudt [1 ] montre alors que < @ oL, . [M] > est divisi-
ble (dans Z(z) ) par 2‘1k ol @, =2k -1 si k estimpair et 2k - 2 - vz(k)

si k est pair, donc est divisible par & si k = 3.

7.20.- Etudions le cas général.
Nous considérons ltapplication & : RP,, = SO de 4.9. comme allant dans SPL(Z) H

H

. = . 4 v . - . :
soit h’ le générateur de H (SPL(Z) R Z/2 ) et vy SPL,Z) lRPw qui classi-

T
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fie h, ; Y.A est homotope & l'identité de RP_

Soient t e t deux SPL(,)-trivialisations de Tyt g M - SPL(5) 2 7 5
. Remarque 7..3.- Par une m’thode snalogue, en utilisant les résultats de
; = .t soient sée  6Y : - 8
telle que ¢, [ep] o » soient @ la composée Yep L} PL(Q) et Kirby-Siebenmann sur la triaigulation, les résultats précéaent peuvent s'dten-
@, M - SPL(Z) telle que [l = r@Q] +[ ¢1] dans le groupe [M, SPL(Z)] . dre aux veriéiés topologiques.

Soxt t''= [¢o OJ.LO yona t, = [wi].t'

Or ¢;ﬁ1 = ¢*ﬁi dans H1(M; z/2) donc w:ﬁ‘ = 0 car la classe 31 de

. )
dimension 1 est primitive ; donc d'aprés 7.22, q ' qt el

A, t) = a(,er)
Dtautre part, lorsque k > 3,
*
AM,e1) =AMt ) = p(< @ o, [W]>),

4k-

or plol =(v @ (s%01) e b'ol en'@R, ;) =0, done

A(M,t) = A(M,to) . On a donc montré :

THEOREME 7.21.- Soient M une variété fermée ( PL ou différentiable) de dimension

4k - 1, to et t1 deux SPL(z)—trlviallsations de M Lorsque k>3 , on a :

A(H, v ) = A(M,ti) .
7.22.~ Extension de 4.12 & SPL(Z) .

Soient Sn € H4n(BSPL; Z(2)) les classes de Morgan-Sullivan [11] s en utili-
sant le calcul de 94(£ n) donné dans [6, Corollaire 6.5], il vient, si k est
une puissance de 2 , gque dans H4k-1(SPL(2); Z/4] on &

0a(08,) = 5y(hyy g * g Uk )

ou i

, est le morphisme H4k_1( i 2/2) - H4k_1( s Z/4) et h, =ow

i+

Uh est la réduction modulo 2 d'une classe

11 en découle que h et

-t Mo
de H4k-1(SPL(2) ;2(2)) et donc que

2
)

. . 2k 4k
' - . 5
d'ou par récurrence Bh4k-1 = (Bh1) dans H (SPL(2) 'Z(Z)) . Cettie formule

Bh,, , =B(h, Uh, ) =(8h

4k 1231 2k-1

suffit pour étendre 4.12 & SPL(Z)

T2
T3



CHAPITRE VIII

(A, N') - SPHERES

Soient A et A' deux anneaux de fractions de Z .

! . :
La notion de E” -orientation d'un SO-fibré est définie dans [3] . Pour la

cohérence de la terminologie de ce travail, nous remplagons ce terme par celui
de A'-parallélisation, une classe d'homotopie de A'-parallélisation étant
appelée une A'-trivialisation.

Deux A -sphéres, A'-parallélisées (par abréviation (A, A')-sphéres), X,

et X, sont H, ,+ ~cobordantes, s'il existe une variété Y telle que §

1 AIA
(1) dy=(-x)ux
(ii)  H(YX 3A) =0 , i=01 ;
(iii) Y est munie d'une A'~parallélisation qui prolonge celle de Xo et X1 .

AN
n

Nous notons & 1l'ensemble des classes de (A, A')-sphéres, de dimension n,
a Hy A -cobordisme prés ; c'est un groupe pour la somme connexe.
'
'
L'objet de ce chapitre est 1'étude du groupe enA‘A s il y sera largement

fait référence 3 [3].

Premiére approche dans le cas A C A .

8,1+~ En considérant les A'«trivialisations de la sphére Sn nous obtenons un
homomorphisme ¢

1
n (s0) & A’ —>e”“"\

Une A -sphére posséde en dehors d'un point une A -trivialisation, et a fortiori
une A -trivialisation, bien déterminée (voir 8,18 ou [3]), 1'obstruction 3 étendre
cette A'-trivialisation donne un homomorphisme ¢
el n_(so)e& A,
n = "o
On vérifie que la suite 3

A

U
@ Mn R

n

A ' A
—) F-\n > (so) AN €n_

8e2em oo — 7 (SO) AT —y

est exacte.

(4,4°) - SPHERES

8.3.- Exemple (Q,0) .- Soit X!

une (@,Q)-sphére, 1l existe une variété yo¥
et un entier m (1 ou 2) tel que : 3Y =mX ., A l'aide de la @-trivialisation de X,
nous définissons, comme en 7,12, un nombre rationnel Lt , :—n [i(y) - Lt] ne dépend

que de X et est invariant par H
’

0 o—cobordlsme. Nous avons defini une application 8 :

Q.0
Oy — >0 -

L'expression de la classe L , en fonction des classes de Pontryagin, montre qu'il

existe un nombre rationnel non nul, s » tel que commute le diagramme :

X
0,9
n4k_1(SO) &q — e,
] R
P, ®Q l:
x x (= sy)
] ) ¢

o p, ﬂ4k_1(50) —>Z est l'homomorphisme décrit en 7.8. . Il en résulte que la
fléche horizontale du haut est injective.

Nous obtenons :

PROPOSITION 8.4.- Les homomorphismes :

bli
Pour n4 -1 (med 4) Ea o ed
Pour n=-1 (mod 4) 92'°M eﬁ@o

sont des isomorphismes,

Deuxiéme approche dans le cas A DA,

1 U
Nous nous proposons de comparer le groupe G)nA’A au groupe de cobordisme 0:

des variétés A'-parallélisées [3] et d'étudier pour ceci le groupe de cobordisme re-

latif,

8.5.~ lous considérons les variétés Y s+ NA'-parallélisées dont le bord est une

A-sphére, Un cobordisme entre deux telles variétés est un cobordisme A'-parallélisé

entre Y et Y,  induisant un H 1 -cobordisme entre Y et Y « llous notons
, ° 1 AN -] 1

Pr/l\',‘ 1l'ensemble de ces variétés A cobordisme prés, c'est un groupe pour la somme

connexe et nous avons une longue suite exacte (les Fléches sont claires) s
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A
AN b AN y oM L LAA b A, N
b Pni1 en‘ g nn > Py v en-1

Le groupe PN de [3] est le groupe PQ’A . Pour n =20 , la composition :
n
'
PO ——> Phy ——> ¥alAp) (voir [3-§2])

est encore notée T .

AN
PROPOSITION 8.6.,~ Pour n = 2f+1 le groupe Pn' est nul, Pour n=2 , ngd ,

1'homomorphisme T 3
!

PA,A___) vo(A,)

2¢ 14
est un isomorphisme,

Démons tration.— On adapte la démonstration de [3] en remarquant 3

1
-pour m>0 , ﬂm(EA)O/\=0 H
-3

o ——— WQ(A) est surjec—

- dans [3-3.7] on montre en fait que 1l'application 3 P

tive.

A ; .
847+~ La composition 1 84/;_1 —oubli, 84&_1 —* 3 W(A,Z) (voir [3-4.7]) est

encore notée e

4k-1

Soit X une (0,2(2))-sphére, nous avons vu au chapitre III que le groupe

Hoy 1()(; Z) est un qe-module sur Z dont la classe dans WQ(Q,Z) ne dépend d'aprés
0,Z(2)

64]‘ 1 « Ceci nous donne un homomorphisme, qe 3

6.12 que de celle de X dans

®Z(2)
By ——> Wole,2) .

Si 12¢ A' la composition

) Qe Z
AN o (2)

8 x—1 ? Ok

—2= 5 wo(g,z)

AN
4k-1

wQ(A,Z) de wQ(Q,Z) engendré par les classes des qe-modules C tels que A®C = O,

induit une application, notée encore qe , du groupe & dans le sous-groupe

(Pans les définitions précédentes 1'incilusion A D A n'est pas requise). Il résulte

de 6,11 1@

16

(4,4 - SPHERES

PROPSITION 8.8.- 3i + ¢ A' le diagramme :

AN b AN
P — > Oy

I Jae
wo(n) ——8 5 wo(A,z)

est anticommtatif (voir [3-§a-2.] pour la définition de la flache & ).

&
8.9.- Si !2- ¢ AN (resp. 15 € N) nous notons 54']“'_/: le noyau de 1‘homomorphisme
U
ge (resp. e) . De m8me, nous notons suivant ces deux cas ;42’,\ le noyau de la composée:

PAN s Wa(h) —— wa(A, 2)

ou de

]
PAN—— WOl ——— W(n,z) .

D'aprés 8.8 et [3~4.8] l'application b induit une application toujours notée
~ AN ~¥ AN
bt .
Pad — Oqy
Posons, si n # 0 (mod 4) 3
|
SA A AN o AN AN
RS IO AR 2
nous pouvons énoncer 3

PROPOSITION Bo9.~ La surte 3
AN .= AA A YAN b
™) > 8 > By

U
5 'é'/\.l\
n-1

e X TYY

es5t exacte,

8.10.~ Soit A" 1ltanneau des Practions de Z caractérisé par AN =z et A’+ A"=0Q

(nous dirons que A" est le complémentaire de A' ), on vérifie par imspection que
1*homomorphisme 3

'
A ® ;A'A A" ® oubli A" R “1;@.0

n ? n
est un isomorphisme pour n # 4 .

Nous en déduisons a l'aide de [3-§5] et du lemme des cinq

THEOREME 8410.- Pour n # 3 1l'application d'oubli donne un 1somorphisme 3

17
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A" ® gr:\/,\.._._> At ® é:.Q

8.,11.~ Nous notons, comme en 7.4, e:’ le groupe des sphéres d'homotopie SO-
parallélisée et P le groupe d'obstruction i la chirurgie de Kervaire-Milnor, Nous
n

nous proposons, 3 présent, d'étudier 1'application 3
N @@T N Boubli, 5 g AN
n n
Si -15 € A' , on vérifie sans peine que 3
J 3 )
nop —NBoubli, g AN
n n
est un isomorphisme pour n A 4

si 154/\' et 15 f/\ » nous avons deux diagrammes commutatifs 3

oubli AN
——owli
P4k P4k

\wo(z) /

U
P oubli pA
4k+2 —> T4ke2

\ /
wo(T,)

dans lesquels les fléches obliques sont des isomorphismes (x ¢# 1 pour le premier).
. 1
: Ldn 1 fer di ; s pAN L
Si 3 ¢/\ et 2 € A le premier diagramme demeure mais cette fois P4k+2 =

Toujours d'aprés le lemme des cing et [3-§5], nous obtenons &

o .

THEOREME Bo12.- Dans les cas 1 13 €A ou 15)(/\- t 12 ¢A 1'application d'oubli

donne, si n #3 , un isomorphisme :
£r 2 AN
T *
AR en —3 A Oﬂn 4 .
Reste le cas 13 ¢ A' et -15 €A . Dans [3], on définit une généralisation de l'invariant
de Kervaire qui est la composition @

A A

N , p” T -
Ogkan Agke2 > Poep —> VO(F,) =2z/2 .

AN A © o N
Notons X 1la composée 3 64k+2 — n4k+2 —_— ﬂ./z » On a aussi l'application

T8

(A,4°) - SPHERES

) _ b or
de Kervaire : Z/2 = Pasn —— 64k+1 . Nous pouvons énoncer

THEOREME 8413e- Dans le cas 1 fA' et 3 €A l'application

' & AN
ANoET N B EN
est un isomorphisme si n=0 , -1 (mod 4) et n#3 . Lasuite
£r AN X b fr AN
0= 54 ? Beea > z/2 ? Chent > Okt 70

devient exacte guand on la tensorise par A' .

Remargue Be14e- La fléche X peut tre aussi décrite par la composition suivante :

AN A A fr A'® (Invari i
p ant de Kervaire), .
ace2 > Oeo IN B TN OO, > 2/2

D'aprés [5], la fléche K est nulle si (k+1) n'est pas une puissance de 2.

e

B.14.- Mode d'emploi des théorémes précédents.- Pour tout n #3 , nous avons d'aprés

' )
8.10 un isomorphisme 1 @MY v g0 e:"’

Si n ﬂ-1 (mod 4) , le groupe SnA'A‘ est de torsion. Ses composantes p-

primaires, p inversible dans A' , sont celles du groupe 92.0 ; ieee du sous~

. S0
groupe de torsion de Qn e Ses composantes p-primaires, p non inversible dans A' ’

se calculent A l'aide de celles du groupe S:r -
Si n=4k-1 , les deux applications o et P définies respectivement en 7.4

et 8,3 induisent deux applications :
fr
L]
A ® 64 -y — Q

" Qsmlo
A g >0 .

~ i
Pour % ;(1 s le groupe 64';("‘ est isomorphe au produit fibré :

. fr w ~0,0
(Ar®e, ) X (At @80

(é:if, x §2k_1 B Q dlaprés 8.4).

8.15. Exemple (@,Z) .- Suites exactes 3

or
0 > ey, > of% —— wo(0,2) ——> 0
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et £r Q,Z
£r 0, Z » .
0 ? g2 » Ogpen —> Z/2 > €kt > O —20

Exemple (o,z(z)) o Suite exacte 3
.,Qoz(z) 50.”(2)

00— P4k > ax-1

0y . . g
Soit ot ;4:.(2) ——5 Z 1'homomorphisme de signature, si k /1 1tapplication B

z 0, Z

N (2)  §'7(2)

est un isomorphisme de 32]"2(2) sur Z , Quand on identifie I-:xt(Q4k_1) ’ P4k )

z . .
avec Hom(ﬂ4k(_21) , ©/Z) cette extension correspond 3 l'homomorphisme u défini en

SRE)) .o
7 " qk=1

Te124

Bs16e~ Toujours dans 1lthypothése A 3/\', étudions l'application d'oubli -2

BnA'Al.—-—) 6: « Pour ceci nous utilisons l'échelle (dimensions exceptionnelles ex-

clues) @
AN AN g AN
see P > 8" >ap ? P y et
El bk
n n
see ~3 P A > 81 > A2 ;Pn" > oo

et la suite exacte @

on
0
0 ——) coker ’nﬂ ———p coker LA —T_y ker crn —— 5 ker a ——>

qui s'en déduit.
Pour fixer les idées, nous allons énoncer les résultats dans le cas 15 A et
1Eﬁ’l\‘ (les autres cas s'étudient pareillement avec des modifications mineures). Comme

15 €N, sin ;( 4k-1 an est nul car il se "factorise® par PQ qui est nul, on

1
a donc les isomorphismes t ker LA ¥ ker o+ n # 4x=1 , coker on ¥ coker @, n # 4k,
et la suite exacte 1

0——>cokera'4k—)coker L —> ker ey > ker a4k__1-—70 .
On utilise alors les calculs de [3].

Soit l\1 ltanneau de fractions, (complémentaire de A) + A' , nous pouvons con-
sidérer le groupe Qﬁr ub/\1 comme un sous—groupe de Of et nous avons une applica-

tion 3 A ,A',

£r
nn®A1_’@n

H0

(A,4°) - SPHERES

TIEOREME Bo16.- Soient A avec L €A et 1 A' ; les suites suivantes sont
> _—= 2 2

exactes 3
fr AN SO
0o— 08 A ye, " > 9;:\ > Tors (" — 0 , ng1(mod4)
AN \ A [
641:—1 S 9414-1 > A4k_1®/\1—,0 N k2 .

8417+~ Exemple. A'C Z,y et A= A't’;] v Ay =Z(y) - Dans [3-§6] on décrit
1'homomorphisme des enlacements de Pontryagin ep ¢ A:k-ﬂ — (0/‘1.)"(k)_1 et une suite
exacte ¢

(k)= S0
By — 0

ol qu_1 est un groupe fini d'ordre impair, il en résulte un isomorphisme t

Q
0 R4k_1 —_— A4k_1 —_—> (o/z)

Q ep @ oubli m(k)-1 S0
2(2) @Ay 4 —— > (Q/E(z)) e 0, .
Pour qu'une A'[lz]-sphére (avec At cz(z)), de dimension n , soit H 4 , —cobor-

9 A'['E]
dante A une ( A'[E],A')-sphére, il faut et il suffit 3

-si ny¥-1 (mod 4) , qu'elle borde ;

-si nz-1 (mod 4) et nfZ3 , qu'elle borde et que ses enlacements de
Pontryagin soient de torsion impaire,
Le cas (A, A') général,

Enongons d'abord deux lemmes qui nous Seront utiles,

LEMME Be18e~ Soient (Y,X) wune paire de CW~complexes telle que }"{"(Y,X;l\) =0 ,

€ un S0-fibré de base Y , A-trivialisé sur X , Il existe une unique A-triviali-

sation de € sur Y gqui étend celle donnée sur X .

Démons tration analogue A [3-1.3],

LEMME 8.19e- Soient § un SO-fibré, t (resp t') une A (resp. A')-trivialisation

de ce fibré qui induisent la méme (A + A')-trivialisation. Il existe une unique

(A NA)-trivialisation de € gqui induit t (respe t')

Démons tration, Le diagramme :
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—_—
B0 an B0

l

BS0p ————— BSO, .,
est un "pull-back" [16], il en résulte que le diagramme ci-dessous en est un autre :

gANA —_— g

8.20.- Nous notons A 1'intersection A N A\

soient X° une (A, A')-sphére et x, un point de X . Le SO-fibré tangent a
X posséde sur X-x_  , 3 la fois une A-trivialisation (lemne 8.18), t , et une
A'-trivialisation, t' « Ces deux trivialisations induisent la meéme (A +A')-trivia-

lisation (unicité dans B.18) et déFfinissent donc, d'aprés 8,19, une A ~trivialisation,

Tt .
L'obstruction a prolonger t sur X en une A ~trivialisation, induisant la

A'~trivialisation donnée, fournit un homomorphisme :z
U
BnA'A _— nn(f)

le groupe nn(f) &tant le n"™ groupe d'homotopie de 1'application naturelle

NN .

Considérons le diagramme commutatif :
QB0 ——— 95 OBSOp,
{ " d
EA £ N
| g

BS0 ————————— BSO

ol les colonnes sont les fibrations de Serre étudiées dans [3]. Nous en déduisons un
isomorphisme du groupe "n(g) sur le groupe nn(f) et comme l'application g a le

type d'homotopie de h : SO_ —)SOA, , un isomorphisme entre ﬂn(f) et "n(h) N
A

(A.4°) - SPHERES

Il en résulte que les groupes nn(f) sont périodiques de période B et que 1l'on a les
sui tes exactes ¢

0 — nn(so) ®(A/AR) —— nn(f‘) —_— Tor[nn_1(50) Wy N/A]— 0 .
La nature a bien fait les choses, ces suites exactes permettent de déterminer les
n (£) sans ambiguité.

En considérant la composition @ 1

nM1(f) fnnﬂ(h) _Connectant nn(so) ® A

et les A-trivialisations de la sphére s® s nous obtenons un homomorphisme $

AR
Trad (£) —— 8,

PROPOSITION 8,21+~ La suite s

e AN AR
n

vos —pm  (8) — e:"‘ —_ — () e ...

r U
ofi_la flache e:'“—-, 8/ est 1a fleche d'oubli, est exacte,

U
Démons tration.—~ Nous avons exactitude en 8:'A

Exactitude en en":" o Considérons une (A,A )-sphére X" qui borde un A~

par définition,

disque Y™ nunie diune A'-trivialisation compatible avec la A -trivialisation de
X o Soient o Dnﬂ—p Y = X un plongement et Z 1la variété Y—m(EM1) qui est
un H/\ —cobordisme entre X et 5" o D'aprés le lemme 8,18, il existe une unique

A- trivialisation de Z qui étend la A -trivialisation de X . Comme Z est aussi
A' -trivialisée et que la condition de cohérence du lemme 8.19 est assurée par 8.18,

la variété Z est un HA,K -cobordisme entre X et S° , Par construction la A -

trivialisation de 5" s'6tend en une A' -trivialisation de D™

Exactitude en nn(f) o Considérons un (A, A )-disque Y" de bord "' , si

la A -trivialisation de S"-1 s'étend en la A' -trivialisation de D" 1la variété

X =Y LSA_, (- D") est une (A, A')-sphere,
PROPOSITION Be22+~ L'homomorphisme :
AR
rrn(f) —> e

est injectif si ®m=1,2 (mod 8) , dans tous les autres cas il est nul,

83
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La seconde partie de la proposition résulte du fait que dans les cas concernés

1'homomorphisme @ est nule

o=

(A

La premidre partie n'est significative que si 12 EN' et
Considérons le diagramme commutatif s
) —— o
a oubli
n_,(s0) ® K &, o,
Par inspection la fliche @ est injective, il en est de mlme de la tidche horizontale
du base Ceci résulte de l'injectivité de J 1w (s0) —yﬂ:1 en ces dimensions et
de [3-§5].

Les propositions 821 et 8,22 entrainent 3

THEOREME 8e23e- 81 n % - 1 (mod 4] nous avons une suite exacte 3
4 -~
°—’°£'K > a,f"‘ > N/R »0
1
8i nm0,1 (modB) et Jif/\. 1261\' » le groupe OnAlA est le quotient du
groupe OHAIA par_le sous—groupe A deux éléments engendré par la classe de la sphére
5" mmie de la SO-trivialisation qui ne s‘étend pas au disque ™! .

A

)
Dans tous les autres cas, l'oubli 8}?‘ —_— en’V‘ est un isomorphisme,

Be24¢= Notons l_\ 1'anneau de fractions complémentaire de A o Il résulte des théo-

rémes B,10 et 8,23 un isomorphisme H

@
Aoﬁ" _ ~ Qoeﬂ' s (ng3)
et a fortiori 7
voeM 2y g0l , (aA3)

[
si ng-1 (mod 4) , le groupe OAIA est de torsion, si nz =1 (mod 4)
n / 3 , sa torsion est le noyau de l'homomorpnisme P 3 e4k_1 ——3 @ dont la défini-

tion étend celle de B.3.

8425.,— Lorsque /\'c_z(z) s toute (A, A')-sphére X de dimension 4k-1 est le bord

d'une variété Y4k {voir 7412) ; de plus d’aprés 1.8, Lt € z(z) donc 1'image du

84
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(A,A’) - SPHERES

AN
morphisme P 3 0&_1 ~—% est incluse dans z(a) } on note encore P 38& 1_,1(2)

La proposition suivante est une reformulation du thforéme 7.11-12.

PROPOSITION 8025.- S1i A'cC 2(2) et k >3 , le diagramme swivant est commtatif 3

" \

4k-1
vo(A.Z)

2in
(On a identifié le groupe Bg avec Z/8 en choisissant e L J— génbrateur),
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APPENDICE - Formule de Milgram
—_— Sommons, k variantde 0 & 2a -1 :

Dans {3] , on définit un homomorphisme vy de WQ(Q, ) dans le groupe [

+o0 2 e4nuwu
des racines B8-idme de l'unité en associant & la classe d'un qe-module C 1le g Y (coker Pa) J‘

e-Zruu
2 moy
o0 e -

2

nombre complexe : 2
J +oe -2m(u-w) —~2ray
e - e
= du

1 R wq(x)
[Hc €€ . oo 2ins
C e ©. 1

Soient en outre o : WQ(@) - WQ(R) =Z 1'homomorphisme de signature et

2in B/, i = (z) dz
Nl - kg 1thomomorphisme : n —— e . La formule de Milgram R
eat équivalente au : - J“’ o(z) dz
~+R
THEORRME .- Le diagramme I _2".“2
e
wa(Q) g > WQR) =& = j . ¥(z)dz -5 ¥(z)dz avec Y(z) = o E
-=+R LY ] T &
16 I 2 2 e "
|
Y
w(e,2) —— ug = 2im  ([Résidu de ¥ en 0 ]
est commutatif. = o .
Démonstration (Comparer [10, App. 4] ).- Soit a un entier > 0 , 1'application : Le cas particulier a =1 donne gw =w , d'oh g =1 et en général :
L - £ n e—e— an® Y (coker Pa) =w
est une forme quadratique qui fait de Z wun E—module 1’a . Les classes de Witt
des q-espaces vectoriels @ QZ Pa engendrent le groupe WQ(Q) , il suffit donc |
2in
de vérifier : y(coker Pa) L
—2;" +oo "t2 . 2 I
Posons w =¢e et g= J. e dt=f e "% 4z .
~c0 R
Soit k un entier, nous avona encore :
g = j e ™ az ,
kw
- + R
V2a
d'oh
Z'Wﬁ +00 2
g T4 J‘ -2ntau  2fkwy
r—K -] = e e du .
V2a _ o0
b6 87
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91405 ORSAY

SUMMARY

1

Let MY . : :
e be an oriented differentiable or PL manifold, t a stable homo-

topy-parallelization of M and e the linking bilinear form on T2k '(M) torsion
subgroup of HZk-I(M) « One constructs a quadratic form qt : TZk—I(H) — N/E

with associated bilinear form e .

Let A(M,t) € Z/8 be the Arf invariant of qt ; one studies how A(M,t) depdnds

on t and one has the formula for the signature

I(N) = <L(7), [N] > - A(M,t) mod. 8

vhere N is a manifold of dimension 4k > 12 with boundary M , t+ & SPL tri-

vialization of ™ and L(1¥) the Hirzebruch class of the bundle on N/M defined

from T

N by t .
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