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Introduction 

Etant donn~ un complexe cellulaire fini X et un entier n on se pose deux ques- 

tions : 

I) Exiete-t-il une vari~t~ compacte V (PL ou diff~rentiable) de dimen- 

sion n et une ~Ruivalence d'homotopie simple ~ : V ÷ X ? 

2) On consid~re deux couples (V , ~) et (V' , ~ comme ~quivalents 

s'il existe un isomorphisme (PL ou diff~rentiable) P entre V et V' tel que ~o¥ 

est homotope ~ ~'; d_~terminer l'ense~ble des classes d'~uivalence, not~ 

Sn(X) (~ = PL ou Diff). 

II est plus facile d'~tudier le quotient s:(X) pour la relation (V ,~ ) ~ (V' ,~ 

s'il existe un s-cobordisme W entre V et V' et ~ : W ÷ X ~tendant ~ et ~'. On a 

une surjeetion ~(X) ÷ s:(X) et sin ~ 5 c'est une bijectlon (th~or~me du s-cobor- 

disme [ 7 ] ~. 

Pour que s:(X) soit non vide il faut que X poss~de les propri~t~s homotopiques 

des vari~t~s de dimension n , il n'y a done qu'un entier n pour lequel s:(X) peut 

~tre non vide . 

Si X est un complexe fini , Y et X' deux sous-complexes , X' ~tant une 
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varifitfi ~ de dimension n-I , on consid~re les couples (V , ~) o~ V est une vari~tfi 

de dimension n avec dV r~union de deux sous-varifitfis de dimension n-I : W et V' 

et ~ : (V , W, V') + (X, Y, X') induit une ~quivalence d'homotopie simple entre V 

et X , entre W et Y et un isomorphisme~ entre V' et X' . L'analogue de la re- 

lation prfic~dente donne un quotient notfi s~(X , Y). 

Ces questions ont ~t~ ~tudifies d'abord par Kervaire et Milnor [3] dans le cas oQ 

X = S n ; leurs mfithodes ont fit~ g~n~ralls~es par Browder et Novikov dans le cas oQ X 

est simplement connexe [I et 6] 

Nous exposerons ici le cas g~nfiral , en suivant les travaux de Wall. [9] 

§ 1 COMPLEXES DE POINCARE 

Soit X un C.W. complexe fini et connexe ; soient w = Wl(X) et A = • [w] et 

w un homomorphisme de w dens {Z I} . On a un antiautomorphisme involutif de A 

donn~ par a = E n(g) g ÷ ~ = g n(g) w(g) g-I . L'homomorphisme w permet de d~fi- 

nir des homologies comme suit : soit X le rev~tement universel de X ; w agit 

droite sur X et C~(X) , complexe des chaines cellulaires,est un A-module ~ droite 

libre et de type fini ~ les cellules de X d~finissent une A-base d~termin~e aux per- 

mutatioD et multiplication par les ~l~ments de (~ ~) pros . Si B est un A-module 

droite on d~finit : 

H~ (x ; B) = ~ . ( B . A  C.(~) ) et  

est C~muni de la structure ~ gauche 

Exemples 

H*(X ; B) = H  (Horn A (~(X)  , B)) oO C,(~) 

a . c  = c . a  • 

l) Si B =77 avec la structure de A-module triviale , H~(X ,TY) est 

la cohomologie ordinaire de X ;~®A C~(X) s'obtient ~ partlr de C~(X) en identifiant 

c.g et w(g) c et H~ (X ,~) est l'homologie ordinaire de X mais ~ coefficients 
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tordus par w. 

2) Si B = A , H~(X , A) est la cohomologie ~ supports compacts de 

et ~(X , A) est l'homologie ordlnaire de X. 

3) Si B =Z~cela se r~duit ~ l'homologle et la cohomologie de X 

coefficients dans ~/~. 

L'application C,(~) ÷C~LF(X) (chaines cellulaires localement finies) donn~e par 

c ~+ E e.~ passe au quotient pour donner un transfert 

Soient x ~ HW(x ,Z) , ~ un cycle repr~sentant 

n.g -- w(g) ~ et le cap produit par n : Cc~( ÷ C~(X) 

tures ~ gauche . La classe d'homotopie de cette application , notre 

pas du choix'du cyle ~ ni de l'approximation de la diagonale. 

~F ~ 
tr := ®A ~(X) ÷ C (X) 

x et q = tr(~) ; alors 

est A-lin~aire pour les struc- 

P(x) , ne d~pend 

DEFINITION Un complexe de Poincarfi (sans bord) connexe de dimension n est la donn~e 

d'un C.W. complexe fini et connexe X , d'un homo morphisme w : Wl(X) ÷ (~ l} , d'une 

c l a s s e  [ x ] c H ~ ( x  ,~v) t e l s  ~ue : 

P( [X] ) : HomA(Cp(X) , A) ÷ Cn_p(X) 

est une ~uivalence d'homotople simple pour tou t p. 

Consfi~uences 

l) Pour tout A-module B on a des isomorphismes : 

Ix]n: ~P(x , B) ÷ H~_p(x , B) 

2)IX] est unique au signe pros car H~(X ,~)= H°CX ,2E) 

analogue montre que w est unique ; de m~me ~a dimension est unique. 

• Un calcul 

G~n~ralisations 

I) La d~finition s'~tend cla~rement aux complexes de Poincar~ non connexes. 



292 

2) Si (Y , X) est une paire de C.W. complexes finis , on note 

p : Y + Y le rev~tement universel de Y , X = p- (X) et A =Z[~I(Y) 

D~FINITION Un complexe de Poincar~ (~ bord) ~onnexe de dimension n est la dpnn~e 

d'une paire de C.W complexes finis (Y , X) , Y connexe , X complexe de Poincar~ 

(sans bord) de dimension n-I , w : ~i (Y) ÷ {± I} induisant le w correspondant sur 

~ue composante de X , d'une classe [YJE H~(Y , X ;~) (avec 3 [Y] = [El dams 

H~_I(X ,7~) ) tels que [Y] induise , par cap-produit , une ~quivalence d'homotopie sim- 

pie : 

Horn A (Cp(~) , A) ÷ Cn_p(~ , X) 

pour tout p. 

Exemple 

Toute vari~t~ triangul~e de di~nsion n , compacte et orient~e , est munie d'une 

structure de complexe de Poincar~ de dimension n : c'est le th~or~me de dualit~ de 

Poimcar~. 

Propri~t~s de recollement et de d~coupa~e. 

I) Si (YI , X) et (Y2 ' X) sont deux complexes de Poincar~ ~ bord 

de dimension n , on peut d~finir de mani~re canonique une structure de complexe de 

Poincar~ de dimension n sur Z = Y! U X Y2 ; de m~me lorsqu'on ne recolle que sur une 

partie du bord. 

2) Si Z = Y1UX Y2 ' si Z est un complexe de Poincar~ sans bord de 

dimension n , si (YI , X) est un complexe de Poincar~ ~ bord de dimension n , si 

l'image de [YIJ est [Z] et si ~I(Y2) + ~I(Z) est un isomorphlsme , alors (Y2 ' X) a 
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une structure de complexe de Poinear6 ~ bord de dimension tel que Z est le recoll~ de 

(Y| , X) et de (Y2 ' X). 

Propri~t~s tan~entielles 

La notion de fibr~ normal stable d'une vari~t~ se transpose assez bien dans le cas 

de complexe de Poincar~ en utilisant la notion de fibration sph~rique; une fib~ation de 

Serre ~ : (p : E~ ÷ X) est une fibratlon sph~rique de dimension q si la fibre ale 

type d'homotopie de S q-I ; si M(p) est le mapping-cylindre de p , la paire (M(p) , E) 

est le fibr~ homotopique en boules associ~ et M(P)/E est l'espace de Thom de ~ not~ 

X ~ . 

On a clairement des notions d'~quivalence (par homotopie fibr6e) de somme de Whitney, 

d'~quivalence stable ; on a un classifiant BGq et un classifiant stable BG (Gq ~no~- 

de des ~quivalences d'homotopie de S q-! et G = llm G ). ..... ~ q 

Si ~ est une fibration sph~rique de dimension q on a l'isomorphisme de Thom 

: Hp+q(X , ~a) -> Hp(X , Z~ a'w(~)) (homologie ordinai~e ~ coefflc~ents tordus et 

w(~) premiere classe de Stiefel Whitney de ~ ). 

THEOREME 1 (Spivak) [8j 

Soit X un com plexe de Poincar~ de dimension n , il existe une fibration sph~ 

.......... ,=w(~).w) 
sur X , unique telle que la classe de Thom .I( IX] )K Hn+N(X~ rique stable 

soit sph~rique. 

Si (Y , X) est un complexe de Poinear~ g bord de dimension n ~ il existe une fi- 

bration sph6rique stable v sur Y , unique telle Rue ~-I ( [y] )£ Hn+N(y , X~;~w(u).w) 

-I 
soit sph6rique , ~ ( [xJ ) est alors aussi sph~rique ,. 
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D~monstratlon 

L'unlcit~ d~coule d'un analogue du th~or~me de S-dualit~ d'Ati~ah. Rappelons la 

construction de Spivak : on trlangule X , on le plonge dams n+N (N grand) , on 

premi  (X , dX) un v o i s l n a g e  r ~ g u l i e r  , a l o r s  l ' i n c l u s i o n  dX=X a l e  t y p e  d ' homo-  

t o p i e  de l a  f i b r a t i o n  c h e r c h 6 e  e t  (X , dX) e s t  une v a r l e t 6  r e p r ~ s e n t a n t  l e  f i b r ~  

hom~topique en boules associ~. 

§ 2 PLONGEMENTS DE COMPLEXES DE POLNCARE 

D~FINITION Soient X n e_.~t YP deux co~lexes de Poincar~ de dimension n e_~t p e~t 

; X ÷ Y ; On appelle plon~ement de complexes de Polncar~ homotope ~ f la donn~e de : 

l) deux complexes de Poincar~ a bord (N| ,dN) p e=tt (N 2 , dN) p de 

~ m e  bord 

2)~:X÷N l 

3) ¥ : N1UdN N2 ÷Y 

sph~rique de dimension 

Remarques 

assure que b) 

p-n 

I) Si p-n # 3 

e s t  r~alis~. 

~qulvalence d'homotopie slmple 

~quivalenee d'homotopie simple telle que 

a) ¥o~ est homotope ~ f 

b) ~-lld N : dN ÷ X ale type d'homotopie d"une fibration 

, appel~e fibratlon normale du plon~ement. 

e t  s i  (N I , dN) e s t  2 - connexe ,  l e  th~or~me de Sp ivak  
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2) On a une notion naturelle de plongements isotopes ; de m~me on 

volt comment ~tendre la d~finltion au cas ~ bord . 

La m~thode pour ~tudier les plongements de complexes de Poincar~ d~coule de I' 

Assertion 

Soit f : X n ÷ YP avec p-n ~ 3 , soient (X , dX) n+k et (~ , d~) p+k deux va- 

ri~t~s qul sont fibres homotopiquement an boules sur X et Y , et f : (X~,~X5 ÷ (~,d~) 

~tendant f. Si g : (X , d~) ÷ (Y , d~) est un plongement de vari~t~s homotope 

, g induit un plongement de complexes de Poincar~ homotope ~ f . 

~ e u v e  

Soit N 1 un voisinage tubulaire de g(X) 

est un fibr~ vectoriel en boules de dimension 

complexe de Poincard & bord de dimension p . 

Soit N 2 = Y - IntNl , comme p-n ~ 3 , 

est un complexe de Poincar~ ~ bord de dimension 

et N~ = dNl - d~ , alors (N l , N;) 

p-n sur X donc (N 1 , N~) est un 

~I(N2) = ~l(Y) et par d~coupage (N2,N ~) 

P • 

II faut remarquer que , par cette m~thode , on obtient des plongements dont la fl- 

bratlon normale admet une r~duction vectorielle. 

THEOR~dE 2 

Soit f : X n + YP telle que UX - f~(UY) est stablement trivial. 

Si p-n ~ 3 et si p ~ 2n+l , il existe un plon~ement de complexes de Poincar~ homo- 

tope ~ f. 

On a un th~or~me analogue pour les plongements de paires de Poincarg. 

Esquisse de la d~monstration : l'hypoth~se de triviallt~ stable de VX - f (VY) permet 
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d'fitendre f en une application [ : (~ , d~) n+k (Y , d~) p+k du fibr~ de Spivak de 

X dans celui de Y . L'hypoth~se p ~ 2n+l et p-n ~ 3 permet de trouver un plon- 

gement de vari~t~s homotope ~ f [5 3 d'o8 le r~sultat d'apr~s l'assertion. 

On d~montre par des m~thodes analogues : 

TI-~OP~ 3 

Soient X une vari~t~ de dimension n de bord dX , Y un complexe de Poincar~ 

de dimension p , (Y' , Y") un dficoupa~e du bord dY en deux sous-complexes de 

Poincar~ de dimension p-l , e~t f : (X , dX) ÷ (Y , Y'). On suppose f*(~y) admet 

une r~duetion vectorielle (ou P.L.). Si 

l) p-n>.3 

2) ~i(X , dX) = 0 pour i ~ 2n-p 

3) f~: ~j(X , dX) + ~j(Y , Y') est un isomorphisme pour j ~ 2n-p 

et surjectif pou[ j = 2n-p+l, 

il existe un plon~ement de complexes de Poincar~ de (X , dX) dans (Y , Y') 

homotope ~ f . 

THEOREME 4 (lissage des plongements) 

Soient X n et YP deux vari~t~s de dimension n e__~t p e_~t f : X ÷ Y ; on suppo- 

se ~ue p-n ~ 3 et qu'il existe un plongement de complexes de Poincar~ homotope ~ f 

dont la flbration normale admet une r~duetion vectorielle (ou PL) ~p-n . Si rX O ~ e__~t 

f~(Ty) sont des fibres vectoriels (ou PL) ~quivalents , il existe un plongement de va- 

rifit~s g : X + Y isotope au p!ongement donn~ , connne plongement de complexes de Poinear~. 
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Preuve : 

Dans le cas o~ le fibr~ normal est trivial , on montre que le plongement de complexes 

de Poincar~ peut se representer par un plongement de vari~tgs de X~(D k , S k-l) dans 

YK(D k , S k-l) . Ensuite on utilise les techniques de [SJ pour montrer que ce plongement 

est isotope ~ un plongement de vari~t~s conservant la projection sur D k . 

D~composition en anses des complexes de Poincar~. 

Le th~or~me 3 permet d'utiliser la m~thode classique de dgcomposition en anses des 

cobordismes : si V est un complexe de Poincar~ de dimension n et W unepartie du 

bordet si H (V , W ; A) = O pour p < k (A =2Z(~I(V)) ) le th~or~me 3 permet de 
p 

plonger une r~union de (D k , S k-l) repr~sentant un syst~me de g~n~rateurs de 

Hk(V , W ; A) pour n-k ~ 3 • En enlevant des anses des deux cOt~s , on voit que tout 

cobordisme de dimension ~ 5 admet une d~compostion en anses et : 

TH~OR~ME 5 

Tout complexe de Poincar~ de dimension au moins ~gale 

en a n s e s .  

§ 3 DONN~ES DE CHIRURGIE 

5 admet une d~composition 

On d~signera par ~ l'une des quatre categories suivantes : vari~t~s diff~rentiables 

(Diff) , vari~t~s semi-lin~aires (PL) , vari~t~s topologiques (Top) , complexes de 

Poincar~ (CP) . Un fibr~ ~ sera done soit un fibr~ vectoriel , soit un microfibr~ semi- 

lin~aire , soit un microfibr~ topologique , soit un fibr~ homotopique en boules . On no- 

tera B~ le classifiant des fibres ~ c'est-~-dire BO , BI~.L , BTop ou BG . On salt que 

tout objet V de la eat~gorie ~ est muni d'un fibr~ ~ stable que l'on appelle son fibr~ 
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normal et que l'on notera ~(V) . 

D~finitlon des donn~es de chlrur$ie : 

Soit X un complexe de Poincar~ (sans bord), de dimension n ; une donn~e de chirur- 

$ie sur X dans la cat~$orie ~ est ~ par d~finitlon , un quadruple (V , ~ , u , n) o__~ 

V est un ob~et de la cat~$orie ~ de dimension n sans bord , % est une application 

de de~r~ I d~e V duns X , a est un fibr~ ~ (stable) sur X , et q est un isomer- 

phisme de flbr~s d_~e % (~) sur v(V) . 

Soit X un complexe de Poincar~ de dimension n , dont le bord est subdivis~ en 

sous-complexes (X' , YI ,..., Yk ) de dimension n-I , parmi lesquels X' est un oh- 

jet de la cat~gorie ~ (Nora : il se peut que X' soit vide , ou qu'il soit ~gal ~ dX 

tout entier et qu'il n'y ait pus de 

est , par d~finition , un quadruple 

objet de la cat~gorie ~ de dimension 

de dimension n-I V' , W 1 ,..., W k 

dans (X , dX) qui induit pour tout 

Yi ) ; une donn~e de chirur$ie sur (X , Y! ,..., Yk ) 

( (V , W l .... , W k) , ~ , a , ~) oO V est un 

n , dont le bord est subdivis~ en k+I sous-objets 

, ~ est une application de degr~ l de (V , dV) 

i (i = l ,..., k) une application de degr~ ! de 

(W i , dW i) dans (Yi ' dYi) et qui induit un isomorphisme de V' sur X' (isomor- 

phisme dans la cat~gorie ~ ) , a est un fibr~ . sur X , et ~ est un isomorphisme de 

(~) s u r  ~V) . 

I1  e s t  c l a i r  que  p a r  r e s t r i c t i o n  , r o u t e  d o n n ~ e  de  c h i r u r g i e  s u r  (X , YI " " '  Yk ) 

i n d u i t  ( V i )  u n e  d o n n ~ e  d e  c h i r u r g i e  s u r  (Yi  ' Yl n Yi ' ' ' ' '  Yk n Yi ) 

C o b o r d i s m e  d e s  d o n n ~ e s  de  c h i r u r $ i e  : 

On d i r a  que  d e u x  d o n n ~ e s  d e  c h i r u r g i e  ~ , Z 0 e t  Z 1 s u r  X ( r e s p  : (X , Y))  s o n t  

c o b o r d a n t e s  , s i  i l  e x i s t e  u n e  d o n n ~ e  d e  c h i r u r g i e  ~ s u r  (XxI , Xx{O} , X×{I} )  
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(resp : (Xxl , Yxl , X~{O} , Xx{l}) ) dont les restrictions ~ X~{O} et X×{l} 

(resp : ~ (X~{O} , Y~{O}) et (X~{I} , Yx{l}) ) sont Z 0 et Z I respectivement . 

Ceci d~finit une relation d'~quivalence , l'ensemb!e des classes d'~uivalence sera 

not~ ~R (X) (resp : ~ (X , Y) ) . 

Calcul de RPL et de ~Diff : 

TH~ORbZ 6 

S o i t  (V , ~ , a , ~ )  ( r e s p  : ( (V , W) , ~ , a , ~ )  ) une d.onn~e de c h i r u r $ i e  

sur  X ( r e s p  : (X , Y)) , a l o r s  l e  f i b r ~  a e s t  i somorphe  ~ comme . f ibr~  homotopique  , 

au f i b r ~  de Spivak  de X . 

D ~ m o n s t r a t i o n  (dans  l e  c a s  s a n s  bo rd )  : ~ i n d u i t  une a p p l i c a t i o n  de  deg r~  ! de  l ' e s -  

pace  de Thorn de  3 ( V )  dans  l ' e s p a c e  de Thorn de a , e t  comme l a  c l a s s e  f o n d a m e n t a l e  

de l ' e s p a c e  de Thom de  ~(V) e s t  s p h ~ r i q u e  , c e l l e  de  l ' e s p a c e  de Thom de a l ' e s t  

a u s s i  , ce  qu i  c a r a c t ~ r i s e  l e  f i b r ~  de Spivak . En f a i t  s i  ~ : X + BG e s t  l ' a p p l i -  

c a t i o n  c l a s s i f i a n t e  de ~(X)  , c e c i  d ~ f i n i t  un r e l ~ v e m e n t  

B~ 

X ~  BG 

On d~montre a~nsi le 

T~OR~m 7 - 

Si R est PL ou Diff , cette construction .d.~.f.init une bijectl.on de G~(X) 

(resp : ~(X , Y) ) sur l'ensemb.l.e des classe..s.d.'homotopie des re..l~vements de dans  B~ 
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(reap : sur l'ensemble des classes d'homotopie des rel~vements de ~ dana B~qui coln- 

cident sur X' avec le rel~vement d~fini par la structure d'ob~et de~ donn~e sur X'). 

On salt que , s'il n'est pas vide , cet ensemble eat l'espaee ~omog~ne du groupe des 

classes d'homotopie d'applications de X dana G/, (reap : de X/X' dana G/~) (o~ 

G/~ d~signe la fibre de l'application naturelle BO ÷ BG ou BPL ÷ BG) . 

Une suite exacte : 

Soit X un objet de ~ et Y un sous-objet de dX (Sim= Top on supposera que X 

eat muni d'une structure de complexe de Poincar~ ~ qui falt de Y un sous-complexe de 

Poincar~ de dX) . II eat clair que 1'on a des applications naturelles 

ff~(X , ~) ÷ ~(X , Y) et ~m(X , Y) ÷ fi~(Y , ~) . On d~finit une application 

ff~(Yxl , ~) + ~(X , ~) en consid~rant Yxl connne un morceau de X (th~or~me du col- 

ller du bord) et en prolongeant route donn~e sur Y~I par la donn~e triviale sur X-Yxl • 

On d~finlt des lois de groupe sur g~(Xxl , @) , fi~(Y~l , ~) et ~(Xxl , Yxl) par 

une construction g~om~trique classique ; ces groupes sont ab~liens si X = X'xl , 

Y = Y'xl et (X , Y) = (X' , Y')xl . Par ailleurs lea structures d'objets de~ de X 

et Y d~finissent des points de base (X , Id , ~(X) , Id) , (Y , Id , ~(Y) , Id) 

et ((X , Y) , Id , ~(X) , Id) dams ~(X , ~) , ~(Y , ~) et ~(X , Y) respecti- 

vement . On d~montre alors le 

T H E O R ~  8 : La s u i t e  

. . .  ÷ ~ ' ( X x I  , ¢ )  ÷ ~ ' ( x ~ I  , YxI)  ÷ ~ ( Y , , I  , ¢)  ÷ ~ " ( x  , ¢ )  ÷ ~ ( x  , Y) ÷ ~ ( Y  , ¢ )  

est une suite exacte (i.e. : une suite exacte d'ensembles en fl~(X , ~) et ~(X , Y) , 

et ume suite exacte de groupes avant) . 

Remar ~ue : 

Si ~ -Diff ou PL , la structure de groupe que l'on vient de d~finir sur 
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coincide avec la structure d'espace homog~ne donn~e par le 

§ 4 LA CHIRURGIE EN DIMENSION INFERIEURE A LA MOITIE . 

DEFINITION DES CHIKURGIES : 

Soit V un objet sans bord de dimension n de ~ , et soit f un plongement de 

skiD n-k dans V • Soit fo le plongement naturel de skxD n-k dans S n (i.e. : on 

£dentifie D n+l ~ D k+l xD n-k , ce qui identlfie dD n+l ffi S n ~ la r~union de 

skxD n-k et de Dk+Ixs n-k-l) . Recollons Vxl et D n+l en identiflant pour tout point 

x de skD n-k , le point (f(x) , l) et le point fo(X) . On obtient un objet W de 

dont le hard est form~ de V (identifi~ ~ V x {0}) et d'un objet V' de ~ . On peut 

encore d~crire V' de la fa~on suivante : on enl~ve l'int~rieur de l'image de f pour 

obtenir un objet V 0 de ~ dont le bord est identifi~ ~ sks n-k-l , puis on recolle 

V 0 et Dk+Ixs n-k-l le long de leur bord . 

D 2 = DID I = Dk+IxD n-k 

Vxl 

. skxD n-k 

(n ffi 1 , k = O) (n = 2 , k = 1 
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/ 

! 

(n = 2 , k = O) 

S o i t  m a i n t e n a n t  (V , @ , u , n ) u n e  donn~e  de c h i r u r g i e  ~ s u r  X , e t  s o i t  f 

u n  p l o n g e m e n t  de  skxD n - k  d u n s  V . On p e u t  f a i r e  l a  c o n s t r u c t i o n  p r ~ c ~ d e n t e  . S i  on  

s ' e s t  donn~ de  p l u s  u n e  h o m o t o p l e  h de  ( ¢ . f / S  k : S k ÷ X) ~ 0 , ~ : V ÷ X s e  p r o -  

longe en une application ¥ de W dans XXI qul envoie V ( = Vx{O} ) dans Xx{O} 

et V ' dans XX{l} . On note ~ le fibr~ sur Xxl obtenu par extension de 

Soit A l'image de f , c'est un objet de ~ dont le fibr~ normal ~(A) est trlvlalis~ 

de deux fa~ons : 

l) par l'isomorphisme f : skD n-k ÷ A 

2) par le fair que ~(A) = (V)/A = ~(~)/A = (~/A)* (u) et l'homo- 

t o p i e  de  ~/A ~ 0 

On v ~ r i f i e  que  s i  c e s  deux  t r i v i a l i s a t i o n s  c o i n c i d e n t  , n s e  p r o l o n g e  de  f a § o n  n a -  

t u r e l l e  en  u n  i s o m o r p h i s m e  ~ de  ~ B )  s u r  D (  W ) . On a a l n s i  d ~ f i n i  u n e  donn~e  de 

c h i r u r g l e  e ( (W , V , V ' )  , ¥ , ~ , ~ ) s u r  (X~I , Xx{O} , X~{]})  q u l  r ~ a l i s e  un  

c o b o r d l s m e  e n t r e  (V , ~ , ~ , n ) e t  une  n o u v e l l e  donn~e  (V'  , ~ '  , u '  , n ) s u r  X • 

On d l r a  que l ' o n  a f a i t  l a  c h l r u r s i e  d ~ f i n i e  p a r  h e t  f • Les  t h ~ o r ~ m e s  de  d~compo-  
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sition en arises montrent que siw ffi PL ou Diff, et si~ = CP et n ) 4 , tout cobordisme 

entre deux donn~es sur X est obtenu en mettant bout ~ bout un certain nombre de cobor- 

dismes de cette forme . 

Pour les donn~es sur (X , Y) on a une notion de chlrurgie analogue ~ celle-ci 

pour les plongements de skiD n-k dans l'int~rieur de X ; on a aussi une notion de chi- 

rurgie sur le bord "~tendue ~ l'int~rieur" pour les plongements de skxD n-k-I dans Y . 

Tout cobordisme est ici encore (si ~ ffi Diff ou PL , et aussi si~= CP et dim X ) 5 (ou 

~im X ffi 4 et Y = ~)) une suite de chirurgies . 

Donn~es r~duites et cobordismes r~duits : 

lei ~ = Diff , PL ou CP pour route application ~ : V + X on notera M(~) le map- 

ping cylindre de ~ , M(#) son rev~tement universel et ~ le rel~vement de V dans 

M(~) . On pose ~i (~) = ~i+l (M(#) ,V) et Hi(~) = Hi+I(M(~) ,~) . 

, H~(x) " ~omme # est de degrfi I , ~: Hi(V)+'~ Hi(X) est surjective #~: " ~ ÷ H~(V) 

est injective , Hi(#) est le noyau de #,et on a une dfieomposition en somme directe 

Hi(~)=Hi(~)o Hi(V) de plus on a une dualit~ de Poincar~ entre 

Hi(~ ~) et Hn-i(~) = Coker ( ~ H n-i (~)÷ H n-i (X~)). 
C C 

Soit (V , ~ , a ,~) une donn~e de chirurgie sur X (dim X = n) o Soit i tel 

que @i 4 2 & n , et soit 8£ ~i(@) . Un repr~sentant de e est un couple (f , h) o~ 

f est une application de S i dans V et h une application de D i+| darts X telles 

que h/S i = ~ . f Comme 2i + 2 ~ n , on peut supposer que f est un plongement 

de plus le fibr~ normal ~ ce plongement est stablement trivialis~ par ~ , ~ et h ; 

done de fibr~ normal est trivialis~ puisque 2i + 2 ~ n . Par consequent f , h et 

cette trivialisation normale d~finissent une chirurgie . On v~rifie facilement que si 
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(V' , $', ~',@') est la nouvelle donn~e de chirurgie d~finie par cette ehirurgie , 

H i (~) = Hj (~) pour j < iet on a une suite exacte {0] + H i (~)--~H i (~')-~ O 

o3 {0} est le sous 7Z[~I(X) ] -module engendr~ par 0 

Cecl permet de montrer que toute donn6e de chirurgie sur X est cobordante 

une donn~e telle que ~i (~) = O pour 2i + 2 6 n . En particulier pour n ~ 4 , 

~: ~I(V) +~I(X) est un isomorphisme . On en d~duit , si n = 2k + I , que 

Hi($) = 0 pour i different de k et k+! , et si n = 2k , que Hi($) = O pour i 

different de k . On note A l'anneau ~K(wI(X) ) . Pour n = 2k (k ~ 2) , et puisque 

Vet X sont des complexes cellulaires finis , H,($) est l'homologie d'un complexe 

÷ C ÷ ... ÷ Cl ÷ CO ÷ 0 0 ÷ Cp p - I  

o3 les C. sont des A modules libres munis d'une base naturelle finie . On peut alors 
J 

d~montrer que l'on a un isomorphisme naturel X de Hk(~) + ~---. Cj sur ~ C.. 
j-k impair j-k pair 3 

Ceci prouve que Hk($) est projectif stablement libre . On se ram~ne alors (par des 

chirurgies correspondant ~ des plongements de S k dans V qui bordent des disques dans 

V) au cas o~ Hk(~) est A libre et poss~de une A base telle la matrice de ~ d~fi- 

nisse l'objet O de Wh(~I(X)) . 

D~FINITION : 

Soit (V , $ , ~ ,~) une donn~e de ehirur~ie sur X (dim X = n) ) on dit qu'elle 

est r~duite si ~.(~)=0 pour 2i + 2 ~n et si de plus ,dans le cas o3 n = 2k (k >~ 2)) 
l 

Hk(~) est libre et poss~de une base v~rifiant la propri~t~ ci-dessus . Si 

((W , V O , Vl) , $ , ~ ,7) est un cobordisme entre deux donn~es r~duites , on dit 

qu'il est r~duit si ~i($) = O pour 2i + 1 .< n et si de plus , dans le cas o3 

n - 2k - 1 (k H 2) , Hk( ~ , ~[V O) est libre et poss~de une base v~rifiant une pro- 
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pri6t~ analogue ~ celle que l'on a d~crite ei-dessus . 

Le raisonnement que l'on a fair ci-dessus , et un raisonnement analogue pour les 

cobordismes d~montrent le 

T~O~ME 9 : 

Sidim X > 4 , tout ~l~ment de ~(X) peut ~tre repr~sent~ par une donn~e r~duite 

si deux donn~es r~duites d~finlssent le m~me ~l~ment de ~(X) , elles sont cobordantes 

par un cqbordisme r~duit . 

Re.mar~ues : 

I) On alpour les paires (X , Y) une notion analogue de donn~es et de 

cobordismes r~duits (je ne les d~finis pas ici) et un th~or~me analogue au th~or~me 9. 

2) Tout cobordisme r~duit est une suite de chirurgles de dimension k 

si n - 2k + I (k ~ 2) . Si n ffi 2k ( ~ 4) tout cobordisme r~sult est une suite de 

chirurgies de dimension k-I , suivie d'une suite de chirurgies de dimension k de 

sorte que routes les donn~es interm~diaires sont des donn~es r~duites . 

La suite exacte de Wall (cas sans bord) : 

Ici ~ = Diff ou PL . En associant ~ tout repr~sentant (V ,$ ) d'un ~l~ment de 

s~(X) , la donn~e de chirurgie (V , ~ , = ,?) o~ = ffi (4 -I ) (~(V)) , et o~est 

l'isomorphisme naturel de $*(~-I)* ( ~ (V)) sur ~ (V) , on d~finlt une application na- 

turelle : 

: s * ( x )  ÷ ~ ' ( x )  

Par ailleurs on a une application ~vidente (oubli de la structure ~) 

x : n ( x )  + nCP(x) 
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TII~OREHE I0 

S_~i dim X ~ 4 , la suite s~(X) ~ ~(X) ~ ~CP(x) 

e s t  une s u i t e  e x a c t e  d'ensembles . 

D~monstration : 

II est clair que X. ~ (s~(X)) est le point de base de oCP(x) . Inversement on 

dolt montrer que si une donn~e de chirurgie e Z ffi (V , 4 , u , n ) sur X est cobor- 

dante ~ (X , Id , ~(X) , Id) parmi les donn~es de chirurgle CP , alors Z est co- 

bordante parmi les donn~es ~ ~ une donn~e . Z' = (V' , 4' , ~' , q') o~ 4' est une 

~quivalence d'homotopie . On peut supposer que Z et le cobordisme de Z 

(X , Id , ~(X) , Id) sont r~duits ; le cobordisme est alors une suite de chirurgies , 

que l'on peut lisser grace au th~or~me 4 ; 

ainsi obtenu . 

Consid~rons maintenant un repr~sentant 

~CP(x~I , ~) , et un repr~sentant (V , ~) 

Z' est le lissage de (X , Id , ~(X) , Id) 

H ffi (W , ¥ , B , ~ ) d'un ~l~ment de 

d'un ~l~ment de S~(X) , on peut consid~rer 

que H est un cobordisme CP de la donn~e e associ~e ~ (V , @) ~ la donn~e 

CP (X , Id , ~(X) , Id) ; en appl£quant ~ ce cobordisme la m~me m~thode de lissage , on 

obtient un repr~sentant (V' ,%') d'un nouvel ~l~ment de s@(X) . Ceci d~finit une 

operation du groupe ~CP(x~I , %) sur s*(X) . 

TREOREME ! I : 

S_~£ dim X ~ 4 deux ~l~ments  A e_~t B d e  s*(X) on t  m~me imase par  ~ s l  e t  s e u l e -  

ment si il existe un ~l~ment G d_~e ~CP(x~I , ~) tel que B = G.A . 

Supposons m a i n t e n a n t  que s~X) s o i t  non v i d e  , e t  c h o i s i s s o n s  un p o i n t  de  b a s e  ; 

pour s i m p l i f i e r  on s u p p o s e r a  que X e s t  un o b j e t  de  . e t  que ce  p o i n t  de  b a s e  e s t  ( X , I d ) .  
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On a alors une application naturelle (oubli de la st=ucture~) 

X : fl*(X~I , ¢) ÷ f~CP(x~I , ¢) 

e t  on d ~ o n t r e  l e  

T ~ . O P ~ E  ~ : 

S~i dim X ~ 4 pour tout ~l~ment A d_~e s*(X) le stabilisateur de A dans 

~CP(xxl , ~) est l'ima~e de X • 

En continuant ces constructions s on obtient , pour tout ~l~ment X sans bord 

de~-de dimension n ~ 4 , une suite exacte 

o.. ~(XxI p , ~) ÷ ~CP(xxlP , ~) ÷ s~(X~l p-I , ~) ÷ ... 

. . .  ~CP(xxI  , ¢) ÷ s~(X) ~ ~ ( X )  ÷ ~CP(x) 

C e t t e  s u i t e  ~ t a n t  une s u i t e  e x a c t e  de  g r o u p e s  s a u l  en  ~CP(xxI  , ~)> s~(X) e t  ~ ( X )  o~ 

l'exactitude est pr~cis~e par les th~or~mes I0 , II et 12 . 

La suite exacte de Wall (cas relatif) : 

On suppose encore que ~ = Diff ou PL . On suppose que 

et Y = ~ . On a alors une suite exacte d'ensembles 

dim X ~ 5 ou que dim X = 4 

s*(X , Y) ~ fl(X , Y) ~ ~CP(x , Y) 

On f a i r  o p ~ r e r  ~CP(xxI  ~ Y~I) su r  S~(X , Y) , e t  l e s  o r b i t e s  de c e t t e  o p e r a t i o n  

s o n t  l e s  e n s e m b l e s  de l a  forme ~ - I (D)  (o~ D e s t  un ~ l~ment  de  ~ ( X  , Y)) ~ S i  X 

e s t  un  o b j e t  de  ~ , e t  Y un s o u s - o b j e t  de son  bo rd  , ~ ( X ~ I  , YxI) e x i s t e  e t  s ' e n v o i e  

naturellement dans ~CP(x~I , Y~I) . L'image de cette application est le stabilisateur 

de chacun des points de s~(X , Y) . Et la suite exacte se prolonge ind~finiment vers la 

gauche , comme dans le cas sans bord . 
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397-20 

Remarque : 

Ii est clair que le probl~me que l'on s'est pos~ est maintenant ramen~ ~ celui du 

caleul des flCP ; c'est ce que nous allons ~tudier au § 6 

§ 5 PP~LIMINAIRES AU CALCUL DES ~CP 

Nombres d'intersection 

Soient (Y , yo ) une vari~t~ connexe de dimension 2n , w : ,I(Y , yo)-~ ~|} 

la premiere classe de Stiefel , (X i , xi) (i ffi O , I) deux vari~t~s simplement connexes 

de dimension n et fi : Xi~ Y deux immersions munies d'un chemin a.1 entre Yo et 

fi(xi) (immersions dans le rev~tement universel de Y) . On veut d~finir un hombre 

d'interseetion l(fo ' ao ; fl , al)e2E(~1(Y)) ne dfipendant que des classes d'homotopie 

r~guli~re ; pour cela on suppose que fo et fl sont en position gfin~rale . A tout 

point d'intersection P , on associe deux chemins bi(P) entre Yo et P en compo- 

sant a i avec un chemin joignant fi(xi) ~ P dans fi(Xi) (ces chemins sont d~finis 

homotopie pros car ~l(Xi) ffi O ) . Soit a ffi = 1 , obtenu en comparant l'orientation 
P 

de Tp(Y) induite de l'orientation de T (Y) par le chemin b (P) et celle de 
Yo o 

Tp(Xo)~Tp(X|) et soit gp = bo(P) . bl(P)-l~ ~I(Y) 

On pose l(f~ , a ° ; fl ' al) = ~ epgp . 

II est clair que cela ne d~pend que des classes d'homotopie r~guli~re ; de plus si 

-I 
(fl ' al)'g ffi (f| ' g a I) et pour une d~finition manifeste de la somme connexe 

(fl ' a|) + (f; , a I) on ales formules : 

l(fo ' ao ; (fl ' al)'g) = l(fo ' ao ; fl ' a|).g 

l(f ° , a ° ; (f] , al)+(f ~ , a~)) l(fo,ao;f | a I) + l(fo,ao,fl,a I) 
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l(fl ' al ; fo ' ao) = (-l)n l(fo ' ao ; fl ' al) 

La 4erni~re relation montre qu'on ne pourra d~finir une classe d'autointerseetion 

o(f ° , ao) que dans le quotient de ~(~](Y)) par{e -(-I) n ~} . On ales formules : 

o{(f O , ao).g) = g.o(f ° , ao).g 

o((fo)a O) + (fl)al)) = O(fo,a O) + o(fl,a I) + [l(fo)ao;fl,a|~ 

[l(fo,ao;fo,ao)] = O(fo,ao) + (_|)n O(fo,ao) 

la derni~re formule n'est vraie que si le fibr~ normal de f est trivial . Pour n ~ 3, 
O 

fo est r~guli~rement homotope ~ un plongement si et seulement si o(f ° , a o) = 0 (Whitney). 

Les m~thodes du § 2 permettent d'~tendre ces d~finltions dans le cas o~ Y est 

un complexe de Poincar~ et n ~ 3 . 

Construction de Ln( ~ ~ w) 

Solt A un anneau unitaire muni d'un anti-automorph~sme involutif on appelle 

k-forme Ruadrati~uenon-d~g~n~r~e Q la donn~e d'un A-module (~ droite) M libre de 

type fini ~ muni d'une classe d'~quivalence de bases ) d'une application X : MxM÷ A 

et d'une application ~ : M ÷ V k = A/{a_(_l)k~} tels que : 

I) Pou~ tout x d_ee M l'application y ~+ ~ (x , y) est une appll- 

cation A-lin~aire de M dans A . 

a)  x ( y  , x )  = ( - 1 )  k ~ ( x  , y )  

3) L'application M ~ HomA(M , A) d~dulte de ~est un isomorphisme 
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4) ~(x + y) = U(x) + U(y) + [~(x , y)] 

s) [~(x, x)]= ~(x) + (_l>k ~(~) 

6) ,(x . a) = ~ . ~(x) . a 

On a une notion de somme directe de deux formes quadratiques ; soit Qo(k) la 

forme quadratique d~finie par M = A{~A avecla base canonique {e , f} et 

%(e , e) -- A(f , f) = 0 , l(e , f) = ! , l(f , e) = (-I) k u(e) = u(f) = 0 . 

On appelle Fk(A) le mono~de de Grothendieck quotient du mono~de des classes d'i- 

somorphisme des k-formes quadratiques non-d~g~n~r~es par la relation : 

Q],vQ2 s'il existe pet q et un isomorphisme de Q]OpQo(k) sur Q2eqQo(k) . 

Sin est un groupe et w : ~ -~ { +_ ] }, on note L2n(~ , w) le mono~de 

F (A) o~ A =~(~) et l'involution est construite ~ partir de w . 
n 

Soit A comme pr~c~demment ; on consid~re les triples (Q , M ° , M l) o__O6 Q est 

une k-forme quadratique non d~n~r~e sur le A-module M de dimension 2p , M i (i = O, ]) 

des sous-modules fibres de dimension p , tels qu'il existe un isomorvhisme de (Q , M i) 

sur la paire (pQo(k) , sous-module de base e] ..... ep) 

On a une operation de somme directe qui fair de l'ensemble des classes d'isomor- 

phisme de tels triples un mono~de ab~lien . On fait le quotient par le sous-mono[de en- 

gendr~ par (Qo(k) , Ae , Af) et encore par la relation d'~quivalence engendr~e par : 

(Q M ° MI),~J( Q , S' ' ' o , M|) s il existe a I ,..., ap , b dans M tels que 

X(a i , b) = 61, i e t  {a I ,..., ap} est une base de M O et {b , a 2 , .... ap} est une 

base de M' . 
o 

II est clair que cette relation est compatible avecla loi de mono~de . Si A --I(T) 

et si l'involution est construite ~ partir de w , on note le quotient L2n+1(~ , w) . 

Wall a donn~ une caract~risation de L2n+l(~ , w) comme quotient du groupe stable 
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SU des automorphismes des formes quadratiques pQo(k). 

Remarque 

Ln(~ , w) 

§ 6 

ne d~pend de n que par son reste modulo 4 • 

CALCUL DE ~CP(x) 

LEI~IE l 

Soient X ° et X l 

s'obtient en rajoutant 

~CP(x l) sur oCP(x o) . 

deux complexes de Poincar~ (~ bord) de dimension n . Si X 
o 

X I une anse de dimension ~ 3 , il existe une bijection de 

Preuve : 

Soit (Vl ' ~] ' ~I ' nl) une donn~e de chirurgie sur X! , on en d~duit une don- 

n~e de chirurgie sur X ° en rajoutant ~ V I la m~me anse qu'~ X I . On montre par les 

m~thodes du § 2 que cela donne une bijection sur les ~CP 

Corollaire 

Si X est un complexe de Poincar~ de dimension n et si n ~ 5 , il existe un 

complexe de Poincar~ X' de dimension n-I et une bijection de ~CP(x) sur ~CP(x'xl). 

Calcul de ~CP(x) si dim X m 2k ~ 6 

Soit (V , ~ , = , n ) une donn~e de chirurgie r~duite sur X . Tout ~l~ment x 

de ~k(~) = Hk(~) d~termine une classe d'immersions ~ fibr~ normal trivialis~ de S k 

dans V ou encore une classe d'i--,ersion f de S k dans V munie d'un chemin a 
x x 

entre le point base de V et celui de fx(S k) . En posant l(x , y) = l(fx,ax; fy,ay) 

et p(x) = O(fx,ax) on obtient une k-forme quadratique , notre Q(~) qui est non- 



312 

d~g~n~r~e ~ cause de la dualit~ de Poincar~ . 

LEhR4E 2 

Si (V' , ~' , a' , n') se d~luit de (V , % , a ) n ) par une chirurgie de dl- 

mension k-l , les formes quadratiques Q(%') et Q(~)eQo(k) sont isomorphes . 

Preuve : 

Soient f : sk-ly.D k+l ÷ Vet h : D k ÷ X 

sent une chirurgie de dimension k-I sur V . Soit 

correspondant , on a H.( ~ , ~ ) ffi 0 pour i ~ k 
l 

on a donc les suites exactes : 

o ÷ Hk(~) ÷~k( ) ÷A÷O 

O÷A÷Hk(~') ÷~k ( ÷ o  

prolongeant ~o flsk-! , qui d~finis- 

(W , ¥ , a , ~ ) le cobordisme 

et H.( ~ , ~') ffi 0 pour j ~ k+l, 
J 

Mais ces suites exactes ne sont pas scind~es de fa~on canonique . Comme ~k_l(O) = O 

on peut relever h en h : D k ÷ V et m~me supposer que h est un plongement mais 

n'est pas unique car Wk(~) ~ 0 . Ce disque d~termin~ , on peut choisir pour repr~sen- 

tants de la base de Hk(~) , des immersions de S k ne rencontrant pas h(D k) donc 

incluses dams V' ; ces choix falts , on a un isomorphisme de Q(~)O Qo(k) sur Q(~') 

d~finl comme suit : l'application Q(@) + Q(@') est d~termin~e par le choix des repr~- 

sentants de la base de Hk(~) , l'image de f C Qo(k) est l'~me D k prolong~e par 

le plongement h de D k l'image de eE Qo(k) est la sphere transverse S k ) - 

Ii r~sulte du lemme que , si (V , @ , a , q ) et (V' , ~' , a , ~') sont des 

donn~es r~duites ~quivalentes , les classes de Q(~) et de Q(~') dans L2k(Wl (X) ,w) 

sont ~gales ) soit YX : oCP(x) ÷ L2k( W' w) cette application . 
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Si 2k ~ 6 , ~'X : ~CP(x) + L2k(~ ' w) est une bi~ectlon , de plus si 

la forme X'xl c'est un isomorphisme de ~roupes 

P r e u v e  

X est de 

D'apr~s le lemme lil suffit d'~tudier le cas X = X'x I . II est alors ~lair que 

est un homomorphisme . 

Sl ~(V , ~ , = , q) est nul l'isomorph~sme Q(~)O pQo(k) + qQo(k) permet grace 

au lemme 2 de construire un cobordisme r~duit entre (V , ~ , ~ , n ) et la donn~e 

trivlale . Reste ~ montrer la surjectivit~ pour cela on va r~aliser route k-forme non- 

d~g~n~r~e Q comme un Q(~) . A chaque ~l~ment e. d'une base de Q , on peut asso- 
1 

cier une immersion f. : (D k , S k-l) ÷ (X'x l,X'x {I}) reli~e par un ehemin a. au 
1 1 

point base de X' , telle que S k-| est plong~e dans X'x{|} comme bord d'un dlsque D. 
1 

~e sorte que les disques D E sont disjoints et que l(f i , a i ; fj , aj) = l(e i ,Ej) 

et o(f i , a i) = B(¢ i) . Les plongements de S k-! dans X'x{l} peuvent servir ~ faire 

des chirurgies sur la donn~e trivlale X'x{l} ~ on obtient un cobordisme (V, ~,~ ,q ) 

entre X' et une donn~e de ehirurgie qui est aussi triviale car Q est non-d~g~n~r@e ; 

(V , ~, ~ , n ) est la donn~e r~duite sur X'x I cherch~e . 

Calcul de ~CP(x) pour dim X = 2k + ! ~ 7 

On suppose que X est de la forme X'x I ; soit (V , ~ , = , q ) une donn~e de 

chirurgie r~duite sur X avec dV = WuW l . On appelle partage de V un triple 

(V ° , V l , W) off V = V oUW VI ' off W 2k d~finit une donn~e (W , T , ~ , q ) r~duite 

sur X' et V i (i = 0 , |) s'obtient ~ partir de W.xl en ajoutant des anses d'in- 
1 

dice k . One d~composition en anses de V montre qu'il exlste des partages . 
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A un partage de V on associe le triple (Q , M ° , M I) o7 Q est la forme qua- 

dratique Q(Y) , M le sous-module engendr~ par les spheres transverses des anses de 
o 

V ° et M l par celles de V l ; le le-,,e 2 assure que (Q , M ° , M|) v~rifie les pro- 

privies des triples ; de plus si on modifie les anses de V. par operation de Smale , 
1 

permutation ou action de ~l(X) , M.I est invariant . 

! 
Si ~ partir du partage (V ° , V 1 , W) on construit un par~age (V~ , V 1 , W') en 

ajoutant ~ V O une anse triviale et ~ V 1 l'anse duale , le nouveau triple est 

(Q , M o , M l)e(QO(k) , Ae , Af) ; les classes dans L2k+l des triples associ~s a deux 

partages de la donn~e (V , # , u , n ) sont donc identlques . 

Si on falt sur V une chirurgie sur un plongement f : skxD k+l + V on consid~re 

un pargage (V ° , V 1 , W) o~ f/S k ~k(~)= ~(V , W ° ; A) est utills~e comme anse 

de la d~composition de V ° . La donn~e (V' , #' p u , n') apr~s chirurgie admet comme 

_ D k+] partage (V; ~ V! , W) avec V' = (V ° Int f(S k Dk+l))u xS k on voit donc 
O ~ 

que les triples associ~es ~ (V ° , V l , W) et (V~ , V I , W) ont la m~me image dans 

L2k+i . Soit ~X'xI : oCP(x'xl) ÷ L2k+l(Wl(X') ' w) l'application ainsi d~termin~e ; 

si X est un complexe de Poincar~ g~n~ral , on peut construire une application ~X 

compatible avec la d~finition pr~c~dente et la bijection du lemme ] . 

TH~OR~ME 14 

S_~i k >I 3 , "/X : flCP(x) ÷ L2k+l(~l(X) ' w) est une bisection , de plus si 

est de la forme X'x I , %'X'xl est un homomorphlsme de ~roupes . 

Preuve 

II est facile de volr que ~ est un homomorphisme si X = X'x I . Si ~(V,~ ,u ,~ ) 

est nul , on peut se ramener apr~s chirurgie , ~ un triple isomorphe 
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(pqo(k) , • Ae i ,OAfi) et donc ~ une donn~e de chirurgle trlviale . Soit 

xc L2k+l(W , w) , on repr~sente x par un triple (pQo(k) ,OAe i , MI) , on fair la chi- 

rurgie sur p spheres trivlales de dimension k-I de X' ; on obtient un cobordisme 

V entre X' et une donn~e (W , Y , m , ~ ) sur X' , la structure des anses de 
O 

V ° donne un isomorphisme bien d~termin~ entre pQo(k) et Q(Y) , on fait la chirurgie 

sur les spheres repr~sentant la base de l'image de M I par cet isomorphisme : on ob- 

tient un cobordisme V I entre W et une donn~e de chirurgle sur X' qul est tri~iale; 

V o U wV I est alors une donn~e de chirurgie sur X'x I dont l'image par ~est x . 

Remarque 

Si dim X = 5 on peut encore d~finlr une application YX : flCP(x) ~ L5(~' w) 

est injective et qui est un homomorphisme sl X est de la forme X'x I . 

qui  

Cas relatif 

On peut d~finir ~gal~ment des groupes ab~liens 

reste de n modulo 4 et des bljectlons 

TX,Y : flCP(xn ' Y) ÷ Ln(Wl(Y) ÷ Wl (X) ' w) 

pour n ~ 6 de sorte qu'on ait le diagramme com~mtatif : 

÷ flCP(Yxi ) ~ flCP(x ) ÷ flCP(x,y ) ÷ flCP(y) 

÷ Ln(W1,w ) ÷ L n (~,w)@Ln@'÷w,w)÷ Ln_l(~',w) 

~roduit par une vari~t~ 

Soit (X , Y) une paire de complexes de Poincar~ . Soit 

toute donn~ de chirurgie * ((V , W) 

/ 

Ln(~ ÷ ~, w) ne d~pendant que du 

P un objet de ~ . A 

, ~ , ~ , ~ ) sur (X , Y) on peut associer la 
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donn~e~ ((VxP , WxP) , ~Idp) , a , q ) 

Xp : n~(X , Y) + ~XxP , YxP) 

On d~montre le 

sur (XxP , YxP) . Ceci d~finit une application 

THEOP~ME 15 

×P(2 ,~) : ~CP(x ' Y) "+flCP(xY~P(2 ,C) , YxP(2 ,~) 

~XxP(2 ,r) , YxP(2 ,~)'XP(2 ,C) = ~X , Y 

Remarque : On d~finit de la m~me fa@on une application 

et le diagra~me 

Xp : s ~ (X , Y) ++~(XxP , YxP) 

. . .  ~CP(xxI  , YxI) 

- . .  ~CP(xxP×I , YxPxI) 

est commntatif 

§ 7 EXEMPLES 

est une bljection , et 

s~(X , Y ) t  ~*(X , Y) > ~CP(x , Y) 

s~(XXP , Y X P ) ~  fl~(XxP , Y~P)=~y ~CP(xxP , YxP) 

La suite exacte de Kervaire Milnor 

Les m~thodes de la chirurgle furent invent~es par Kervalre et Milnor avant 1960 • 

Leurs r~sultats concernent les boules et les spheres . lls ont montr~ que ~CP(Dn , ~) 

est nul pour n impair , ~gal ~E pour n = 4k (k >~ 2) et ~ Z~/2Z pour 

n = 4k + 2 (k ~ I) . II est par ailleurs ~vident que //~D n , ~) -- s~(S n) , et ces en- 

sembles sont munis de structures de groupe (ab~lien) par somme connexe . On obtlent 
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ainsi la suite exacte d e  groupes ab~liens dite de Kervalre Milnor : 

0 + s~(S 4k) ÷ W4k(G/~) +g ~Z ÷ s~(S 4k-I) ÷ ~4k_](G/~) ÷ 0 + s~(S 4k-2) + ~4k_2(G/~) 

~Z/2~Z ÷ s~(S 4k-3) ÷ ~4k_3(G/e) ÷ 0 ÷ s*(S 4k-4) ÷ ~4k_4(G/*) ... 

... ~/2m÷ s*(S 5) ÷ ~5(G/.) ÷ 0 ÷ s*(S 4) ÷ ~4(G/m) 

Si * = Diff , Kerva&re et Milnor ont 6~udi~ les homomorphismes B . lls ont montr6 

sDiff(s5) = sDiff(sl) = 0 , que sDif£(s 7) = 2Z/28~Z , que 

de 

et ils ont calcul~ l'ordre 

I0 11 12 13 14 15 16 17 16 

8 6 992 I 3 2 16256 2 16 16 

sDiff(sn) pour 8 -<I n .< 18 

n -- 8 9 

ordre de s Diff (S n) -- 2 

Sl ~ = PL , ~(S n) = 0 pour tl )5 , on en d~duit que pour 

i >i 5 , wi(G/PL) = Li(O ) ( =~Z, O ou ~/2ZK) . 

Le ealcul des groupes L. 
1 

Les groupes Li(w, w) 

et Milnor avaient calcul~ 

sont presque tous inconnus . On vient de voir que Kervaire 

Li(O) . Par des calculs alg6brlques compliqu6s Wall les a 

calcul6s dans un certain nombre de cas particuliers ~ ces r~sultats sont dans le tableau 

suivant : 

(/r ~ W) 

~ ' / 2 ~ ,  w = 0 

~Z/2~Z, w = id 

,w~O 

~,w=O 

0 

o 

0 

L 2 

~ / 2 ~  

, . ~ / 2 ~  

~ ' / 2 ~  

L 3 L 4 

0 ~-/2~_ 

2z/2 ~ ~/22z 

2z122z z~ 
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On peu t  c a l c u l e r  un c e r t a i n  nombre des  g r o u p e s  L i , en p a r t i c u l i e r  l e s  L i ~ n , O ) ,  

g r a c e  au 

~i~O~ 16 

S_~i Nh(w) = 0 , on a un isomorphisme naturel 

Li(~x~ , w~O) ffi Li(~ , w) O Li_l(~, w) 

D~monstration : 

Solt V une vari~t~ de dimension i-l ( > 5) dont le groupe de Poincar~ est ~ et 

dont l'orientation est d~finie par w . On a deux applications (T = S l) 

x z : ~CP(v , ¢ )  ÷ ~CP(v~z , ¢) 

et S : ~CP(vxI , ~) ÷ flCP(vxT , ~) 

( 8 ~ t a n t  d ~ f i n i e  pax r e c o l l e m e n t  de  V~(O} avec  VX{I} ) q u l  d ~ f i n i s s e n t  deux a p p l l c a -  

tions 

e t  

On v@rifle que u et 

u : L i_ l (W,  w) ~ 

v : L i ( ~  , w) 

Li(~x~, w~O) 

Li(~x~ , w~O) 

v ne d~penden t  que de ~ e t  w ( e t  pas  de V) et que ce  s o n t  d e s  

homomorphismes de g roupes  . On a donc une a p p l i c a t i o n  

(u , V) : Li_l(~ , w) • Li(~, w) ÷ Li(~2£ , w~O) 

Pour montrer que c'est un isomorphisme on montre que v est injectif et on construit 

une r~traction 

p : Ei(~x2~ wxO) ,, ,y Li_l(~, w) 

en construisant une application (si n ~ 7) 

0 . n cP~×T ¢) ~CP(v ¢) 
V *  ~' > P 
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telle que Pv.XT = Id et que Pv(X) = 0 solt ~quivalent ~ x = 8 (Y) • Ces deux d~- 

monstrations utilisent un th~or~me de Farell (ef : [2] ) et supposent que Wh(~) = O . 

Caleul de s~(Tn~D k ~ ~) pour n+k ~ 5 

Soit V une vari~t~ semi-lin~aire de dimension n (on note ~ le groupe de Poincar~ 

de V et w sa classe d'orientatlon) . On a vu au § 6 (Th 15) que l'appllcatlon 

d~finie par le diagr~,-,e cor~utatif (o~ P = P(2 ,~)) 

i " aCP(vxpk , ¢) 

~'Vxp k 

Ln(~, w) . ~ > Ln+4k(~ , w) 

ne dfipend pas de k . Si n ~ 5 ~ on a donc ~ = ~V" X • 

LE~fE I : 

Si V = D n , pest un homomorphisme de groupes injectif ; cet homomorphisme est 

surjectlf si n ~ 4 ; pour n - 4 son conoyau a deux ~l~ments . 

C'est une consequence des calculs de Kervalre et Milnor . Pour n~ 5 cela r~sulte 

de ce que l'on a vu ci-dessus . Pour n = 1,2 ou 3 cela r~sulte de calculs directs et 

du falt que wi(G/O) = ~i(G/PL) pour i a 1,2 et 3 . Pour n = 4 , on d~finit une appli- 

cation L4k(O) 8 >2Lqui est un isomoEphisme sur 8Z~ , et telle que 

8 . ~ : ~4(G/PL) = ~4(G/O) B>2Ksoit un isomorphisme sur ]6~ , ~ cause du th~or~me 

de Rohlin ( 8 est d~flnie au moyen de l'index) . 

LEMME 2 : 

Solt Pn,k : flPL(TnxDk ~ ~) "+ Ln+k (~n ' O) 
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a) ~n,k -J(O) = o 

b) Pour k ~ I , ~n,k est un homomorphisme de groupes dont le conoyau 

est isomorphe ~ H4-k(T n , ~/2~) . 

Pour d~montrer ee lemme , on eonstruit des homomorphismes de groupes 

u '  : ~PL(v , ¢) -+ fiPL(v,-.T , ¢) 

v '  : ~tPL(Vxl , })  + ~qPL(vxT , ~) 

p' : fiPL(vAT , ¢) ÷ fiPL(v , ¢) 

eo~ne dans la d~monstration du th~or~me 16 , de telle fa~on que 

~u v = u ~ , ~v' = v ~ , B0' ffi O~ , p~u "ffi Id et Im v' ffi Ker p . 

On en d~duit le lemme par r~currence sur n . S'il est vrai ~our Un- l , k  ( V k )  : 

done x - v'(y) 

a) Bn,k(X) = O entraine p ~n,k(X) = Bn-l,k P"(x) = 0 done P~X) = O , 

avee v. ~n_l,k+l(y) ffi Bn,k(X) = O , done y ffi 0 

b) Si k >I , ~n,k est un homomorphisme (pour le voir il suffit de 

construlre les deux lois de groupe par le m~me argument g~om~trique) . On a alors le 

d iagra~ne commutat if 

U t V t f~PL(Tn-IxDk'~ ) ~ ~PL(Tn-lxDk+l , ~) ' ~ ~PL(Tn~Dk , ~) 

¢in-~ ,k ~n-I ,k+l I ~n,k 

L n + k _ l ( ~ n - l , o )  + Ln+k ( z ~ n - l , O )  u , v ,~n,o) > Ln+k( 

Done Coker ~n,k ffi Coker ~n-l,k @ Coker ~n-I 
De ces  deux le~mes on d~du i t  l e  
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TI<~0R~ 17 : 

Pour n+k ~ 5 , sP~Tn~D k , ~) est isomorphe ~ H3-k(T n , Z/2Z) ; l'isomorphisme 

que l'on constrult est compatible avec les rev~tements d'ordre fini . 

Ce r~sultat a ~t~ admis sous le nom de th~or~me 5 dans l'expos~ 362 . 

§ 8 LE CAS TOPOLOGIqUE 

Kirby et Siebenman ont montr~ (en utilisant le th~or~me ci-dessus ; cf [43 ) que 

pour toute vari~t~ topologique compacte V : 

I) Ii existe une vari~t~ semi-lin~aire B(V) et une application 

p : B(V) ÷ V qui fa~t de V un fibr~ en boules ferm~es sur V 

21 Si (B(V),p) et (B'(V),p') sont deux tels fibres , l'~quivalence 

d'homotopie p-lp, : B' ÷ B est simple . 

Ii en r~sulte que route vari~t~ topologique est nmnie de fa~on naturelle d'une 

structure de complexe de Poincar~ , et que l'on peut d~finir sTOP(x) et sT°P(x , Y). 

On peut alors r~p~ter sans aucun changement tout ce que l'on a dit aux § 3 et 4 , saul 

peut ~tre le th~or~me 7 qui n~cessite des th~or~mes de transversalit~ , les th~or~mes de 

transversalit~ topologiques n'~tant d~nnontr~s que dans le cas o7 la dimension de la va- 

ri~t~ image inverse est au moins 6 , le th6ome 7 ne sera vrai que si dim X ~ 6 (resp : 

dim Y ~ 6 , ou dim X ~ 6 et Y ffi ~) . 
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