
EXISTENCE DE 1-FORMES FERMI~ES NON SINGULIJ~RES 

DANS UNE CLASSE DE COHOMOLOGIE DE DE RHAM 

par FRANgOIS L A T O U R  

Soit M une vari&6 diff6rentiable compacte connexe sans bord. On consid6re le 
probl6me suivant : &ant donn6 une 1-forme ferm& ~0 sur M, existe-t-il une fonction 
g : M  ~ R telle que ~ = ~0 + dg ne s'annule pas, ou encore &ant donn6 une classe 
de cohomologie de de Rham u e HI(M,  R) ,  existe-t-il dans la classe u une 1-forme ferm6e 

non singuli6re ? 
Lorsque u est rationnelle (l'image u(nl M) est infinie cyclique 06 on consid6re u 

comme un morphisme nl M ~ R),  un probl6me 6quivalent est de savoir si une appli- 
cation p : M ~ S 1 est homotope ~t une fibration. Ce cas a 6t6 trait6, h la fin des ann&s 60, 
par Browder-Levine, Farrell, Siebenmann [1, 3, 4, 13]. Leur m&hode est de chercher 
/t modifier p de sorte que si on d&oupe  M le long d 'un p-l(0)  r4gulier, on obtienne 

un s-cobordisme. Dans le cas gdn&al, les feuilles du feuilletage singulier d6fini par une 
1-forme de Morse dans la classe de cohomologie consid&4e ont tendance ~t &re denses 
et la m&hode pr&6dente ne s'applique pas. 

Nous attaquons le probl~me directement en essayant d'6liminer les points cri- 
tiques d 'une 1-forme de Morse. La philosophie est que la ddmonstration fonctionnelle 
du thdor6me du h- ou s-cobordisme [2, 7] ne fait intervenir que des d4formations dans 
des boules et que, sur une boule, on ne voit pas de diff6rence entre une fonction et une 
l-forme ferm&; seuls les invariants globaux diff6rent. 

On consid6re les espaces des chemins , allant du point base ~ l'infini >> 

= { v :  [o, oo[ M I y(O) = Xo 

f0~'* >4-oo o6 ~ e s t d a n s l a c l a s s e u  } e t  0t t ~ + c o  

munis d 'une topologie plus fine que la topologie compacte ouverte qui donne un contr61e 
~t l'infini. S i .  est sans point critique, on volt que pousser le long d 'un champ de gradient 

pour 0~ donne la contractibilitd de r162162 et de Me'_.. Posons A = Z[nl  M] et 

so i tA~.  ={Y~nkg~Jg~, E z h M  et u(g~) ~ •  oo} le compldt~ de Novikov de A [9, 10]; 

l'~Mment 4- go + Y'k~ nkgk de A., o6 u(gk) > U(go) pour k >i 1, est une unitd de A. 
appel& triviale; on note Wh(r h M, u) le quotient de K 1 A. par les unitds triviales. On 
pose, pour K, une Cl-triangulation de M, H . ( M ;  u) = }I.(A.|  A C.(K)) qu 'on appelle 
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homologie de Novikov. Si Me, est contractile, alors l 'homologie de Novikov est nulle 
et on a une torsion de Whitehead-Franz-Reidemeister v(M, u) ~ Wh(n~ M, u). 

TMorkme 1. - -  Si dim M >1 6, une condition ngcessaire et suffisante pour que la dasse de 

cohomologie u ~ Hi(M,  R) contienne une 1-forme fermde non singulikre est que al l ,  et Me_ ,  soient 

contractiles et que v(M, u) ----- 0. 

Remarquons que si dim M/> 6, la condition .~r et . / t '_,  contractiles et z(M, u) ---- 0 
est alors une condition ouverte en u; en fait on montre que la condition Jr ' ,  contractile 
(resp. dt'~ contractile et -~(M, u) ----0) est une condition ouverte en u sans hypoth~se 
de dimension. 

Pour ~ de Morse et ~ un champ de pseudo-gradient g~n~rique, l'espace des liaisons 

entre points critiques est une vari~t~ non compacte en g6n~ral. On construit une eompae- 

tifiCa'tion naturelle de la partie formde des liaisons l de longueur .<< L (i.e. f a  l* ~ <~ L). 

II en rSsulte que si c et d sont deux points critiques d'indices consScutifs, il n 'y a qu 'un 
nombre fini de liaisons de c ~ d de longueur ~< L et qu 'on a un coefficient d'ineidence 
entre c et d dans l 'anneau A,. Les points critiques de ~ engendrent done un complexe 
de A:modules  libres C.(~, ~). Ce complexe est ind~pendant du choix de (a, ~) ~ fiqui- 
valence simple pros et est simplement ~quivalent ~ A, | C.(K).  

Le point fondamental qui rend possible la construction, malgr~ l'infinit6 de liai- 
sons entre points critiques d'indices cons~cufifs, est que pour 5liminer le point c d'indice q 
et le point d d'indice q + 1, on a besoin d 'une liaison t de c ~ d telle que la nappe des- 
cendante de d arrive ~ c le long de g sans accident, mais d'autres liaisons entre un point 
d'indice q et d de longueur strietement supfirieure ~ celle de t n 'ont pas d'importance. 
On est done amen~ ~ faire des ajouts de liaisons ou des suppressions de liaisons, mais 
uniquement jusqu'~ une longueur donnde. 

Si ~iMt', ---- 0, Jr ' ,  est contractile si et seulement si H , (M,  u) = 0. Dans le cas 
gdn~ral, on regarde n : 1VI -+ M, le rev~tement d'intdgration de a, et 97: 1VI -+ R avec 
n* 0c = d~; soit 1VI k la composante de3?-l([k,  oo[) oh3? est non bornde. On montre que 
le syst~me projectif { ni 19Ik} ne d~pend ~ pro-isomorphisme pr&s que de u : n  i M -+ R ;  
on dit que u est stable si le syst6me { nl Mk } est pro-isomorphe i un syst~me constant 
(c'est une condition algdbrique sur u : par exemple lorsque u est rationnelle u et --  u 
sont stables si et seulement si le noyau de u est de presentation finie). On montre alors 
que Me est contractile si et seulement si u est stable et H , (M,  u) = 0. Vu la dualitd 
de Poincard, le thdor~me 1 devient 

TMorkme 1'. - -  Si dim M >/ 6, une condition ngcessaire et suffsante pour que u ~ HX(M, R) 
contienne une 1-form, fermge non singulikre est que : 

1) u et - -  u soient stables, 

2) H . (M,  u) = 0, 

3) = 0 .  
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Citons enfin les travaux de A. V. Pazhitnov sur le nombre minimal de points 

critiques d 'une 1-forme fermde de Morse dans une classe de cohomologie [1 I] et sur la 
r~alisabilit~ d 'un complexe donnd comme complexe C.(0~, 4) [12]. Mais [12] n'dtudie 
que le cas d 'une classe rationnelle et dans [11] est Etabli un rdsultat de densitd h partir 
du cas des classes rationnelles. 

Voici un r~sum~ par chapitre. 

C h a p i t r e  1 .  - -  On introduit et ~tudie les espaces des chemins ~, allant h l'infini >~ 
pour un complexe fini X et u ~ Ha(X, R),  cette g~n~ralit~ dtant ndcessaire au chapitre 5. 
On introduit l 'homologie de Novikov et on montre que la condition H.(X,  u) = 0 est 
une condition ouverte en u. 

C h a p i t r e  2 .  - -  Pour ~ de Morse et 4 pseudo-gradient pour 0c, on introduit l'espace 
des liaisons entre points critiques et on construit une compactification par multiliaisons 
de l'espace des liaisons de longueur bornde ainsi qu 'une compactification des varidtds 
stables et instables des points critiques arrEtdes ~t une longueur donnde. G~ndriquement, 
ce sont des varidtfis ~ bord anguleux. La construction du complexe des points critiques 
C.(a, 4) en ddcoule imm~diatement. 

On montre que C.(a, ~o) et C.(0t, 4a) sont simplement isomorphes par un avatar 
de la mfithode de Floer [5] : on ne fait mfime pas varier le pseudo-gradient, il suffit 
de construire une isotopic 0c-positive telle que les images des vari~t~s instables pour 

soient transverses aux varidt~s stables pour 41. Cela remplace une dtude longue des 
bifurcations homoclines dans une version ant~rieure qui avait l 'avantage d' indiquer la 
raison gdomdtrique de diviser Ka(A~) par les unitds triviales. On montre enfin que C.(0t, 4) 
est simplement dquivalent ~ C.(K, u) ----- A u | C.(K) en eonstruisant un module prdcis 
de naissance, puis en utilisant une triangulation adaptEe ~t une fonction de Morse sur M. 

C h a p i t r e  3 .  - -  On rappelle les dfiformations dldmentaires d 'une 1-forme de Morse 
qui sont les m~mes que dans le cas exact; puis les ddformations dldmentaires du champ 
de pseudo-gradient : ajout de liaisons et suppression de liaisons entre points critiques 
d'indices q et q § 1 avec q >1 3 (le cas q = 2 prdsente une difficultd intrins~que qui 

sera abord~e au chapitre 5). 

C h a p i t r e  4 .  - -  On 6limine d 'abord les points critiques d'indice 0 et n sans hypoth6se 
de dimension. Lorsque n >/ 5 et J r ' _ ,  est connexe, on ~limine les points d'indice 1 en 
construisant, pour chaque point critique c d'indice 1, un disque D * plongd dans M e t  0t' 
cohomologue ~ ~ ayant les m6mes points critiques que ~ tels que D * c~ W~o~(C ) = { m ), 0 D * 
est transverse ~ W~o~(C ) et ~' induit sur D* un feuilletage par cercles, puis en utilisant D * 

on fait naitre une paire (d, e) de points critiques d'indice 2 et 3 telle que c et d s'filiminent. 
Pour n t> 7 et ~ ' ,  slmplement connexe, on dlimine les points d'indice 2 par la 

m~me m6thode. L'61imination des autres points critiques suit alors la strat6gie de d6mons- 
tration du th6or6me du s-cobordisme, d'o~ le th~or6me 1 s in />  7. 

18 
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Chap i t r e  5 .  - -  On considtre l 'application naturelle h:  nk_~Jt ' ,(X) -+ Hk(X , u). 
Si ogt',(X) est simplement connexe, on montre que h est un isomorphisme sur le premier 
groupe non nul (ce n'est pas une consequence du th~or~me de Hurewicz). On  introduit 
la notion de (semi)-stabilit6 pour un morphisme u : G - - ~  R off G est de presentation 
finie et on montre que si u est stable, alors h : rq.~r,(X) --~ H2(X , u) est un isomorphisme 
(il en rEsulte que ~ , ( X )  est contractile si et seulement si u est stable et H,(X,  u) = 0). 
Pour la demonstration, on peut supposer que X est une variEtE M de grande dimension 
et l'ingrEdient essentiel est la notion d'Equipement pour les points critiques d'indice 2 
qui permet aussi de faire fonctionner le procEdE de Whitney-Smale pour 61iminer des 
liaisons entre points critiques d'indice 2 et 3, ce qui achtve la demonstration du thEor~me I 
si dim M = 6 (on peut bien stir utiliser cet argument pour Eliminer les points critiques 
d'indice 2 si dim M 1> 6). 



Chapitre  1 

CHEMINS ALLANT A L'INFII~ 

1.1.  Notations. - -  Soient X un C. W. complexe fini dont  le groupe  fondamenta l  
est identifi6 au groupe G, u : G  ~ R u n  homomorphisme,  r = : ~  ~ X un  rev~tement  

universel de X, 3" : X ~ R u n e  appl icat ion cont inue telle que  pour  tout  ~" ~ X et tout  

g ~ G, 9~g"~) = u(g) + a ~ ) .  L a  diff6rence entre deux telles applications provient  de la 
base, donc est born6e;  on peut  construire une telle applicat ion en choisissant un arbre  

maximal  T dans le 1-squelette X a de X, en le relevant en T C ~a et en i m p o s a n t j ~ )  = 0, 

~(g~)  = u(g), puis en prolongeant  sur les cellules (si X est simplicial, on peu t  c h o i s i r f  
affine sur chaque  simplexe). 

D3finition 1.9.. - -  O n  note eYe(X) le sous-ensemble de C~ oo[, X)  formd des 
3' : [0, oo[ ~ X tels que  si ~ : [0, oo[ ~ .'K est un relev~ de -f 

f ~ ( t )  , + oo. 
| ~ + Q o  

O n  muni t  ~ ( X )  d 'une  topologie plus fine que  la topologie compacte  ouverte  : 
on demande  un contr61e ~t l'infini. Pour  a, b ~ [0, oo[ et U ouver t  de X, on pose 

W(a, b; U) = ( v ~ ~r [ v([a, hi) r U } 

et pour  a, A E [0, oo[, on pose 

W(a, A) = { V ~ ~ ( X )  I V t >~ ~ f '~( t )  - - f '~(O)  > A }. 

Ces ensembles forment  une sous-base d 'une  topologie sur W,(X). I1 est clair que  l 'en- 

semble ~ , ( X )  est ind~pendant  du choix de f f a in s i  que  sa topologie. 
O n  note e : W,(X) ~ X l 'dvaluation e(~,) = -f(0). L 'appl ica t ion  e est une  fibration 

de Hurewicz ;  on note .A',(X) la fibre de e, ~ '~ (X)  = { y E W,(X) [ y(0) = x o }. 

1 .3 .  Si u .  0, .A'~(X) est non vide;  on choisit un point  base Y0 ~.A'~(X). 

Nous allons donner  une autre  description des groupes d 'homotop ie  de  .A'~(X). 

O n  consid6re des applications continues q~ : R ~ -+ X telles que  ~(t, 0, . . . ,  0) = ~'0(t) et 

f ' ~ ( z )  1,1-,~ + oo off ~ est le rel~vement de q~ avec ~'(0) = ~o- Une  homotopie  est une 
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application �9 : R * • [0, 1] --> X telle que O(t, 0, . . . ,  0, s) = y0(t) pour  tout  s ~ [0, 1], 

et f O(z, s) > + oo uniform~ment  en s. 

On  note ~ , (X;  u) l 'ensemble des classes d 'homotopie  de telles applications. 

Si I" : (S k - l ,  . )  ~ ( .~' ,(X), Y0) est une application continue (off �9 = (1, 0 . . .  0)), 

on consid&e ~ : R * ~ X d~finie par  q~(z) = F(0) (t) si z = tO avec 0 ~S  *- ~ et t >/0.  

Vu la topologie de ~ ( X ) ,  il est clair que cela donne une bijeetion de ~,_~(.~t',(X), Y0) 

sur ~ , (X;  u). Pour  k >/ 2, on muni t  ~ , (X;  u) d 'une  structure de groupe grace ~ cette 
bijection. 

1) 
2) 
3) 
4) 

Proposition 1 . 4 .  - -  I l  y a /quivalence entre 

, ~ , ( X )  est contractile; 

,A',(X) est fa ib lement  contractile; 

e : c~,(X) -+ X a une section; 

e : ~ , (X)  ---> X est une ~quivalence d'homotopie. 

Dgmonstration. - -  L' impl icat ion 1 =~ 2 est ~vidente. 2 =~ 3 est la th~orie de l 'obstruc- 
tion nulle. 4 ~ 3 car e est une fibration : si e possSde une section ~ homotopie  pros, elle 

poss~de une section. S i e  a une section ~, on va construire H : W.(X) • [0, 1] ---> W,(X) 

tel que 
H(y,  0) = ( , .e)  (y) 

H(y  , 1) = y 

et e .H(y ,  s) = e(y) pour tout  s c [0, 1]. Cela montrera  ~ la lois 3 =~ 4 et 3 => 1. 
Nous consid&ons la section ~ comme une application continue �9 : X • [0, oo[ -+ X, 

o ( x ,  t) = 

On rel ive r en �9 : .'K • [0, oo[ --~ ~ avec O(Z, 0) = ~', done ~(gZ, t) = g0(~,  t) 

pour g e G, Ye  .X et t >/ 0; la fonction 9 ~ ( Y ,  t) - - j ~ )  est invariante  par  G e t  provient  
d 'une  fonction continue + : X x [0, oo[ -~ R et pour  chaque x, •(x, t) ~ + oo. La  

continuitd de a pour  la topologie de ~ , ( X )  se t radui t  par  la propri&~ suivante : si 
+(xx, t ) >  A pour  t >I ~, il existe un  voisinage V(xl )C X tel que pour  x e V(xl) et 

t i> cr +(x, t) > A. Donc +(x, t) ~ + oo uniform~ment  sur X et + est minor~e par  m 
t -~- Q0 

sur X • [0, oo[.  

Pour y eWe(X),  d~finissons : 

pour s E [ 0 , 1 [ ,  H(y , s )  (t) = 

$ 
-c(t) s i  t .< - -  

1 - - s  

s s si t~> 
, t  1 s I s 

et H ( y ;  1)(t) = y(t) ;  

donc H(y,  s) (0) = y(0) et H(y,  0) = . . e (y ) .  
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VErifions d ' abord  que H ( y , s ) ~ , ( X ) ;  

t >l s / ( 1 - -  s ) ,  on a 

et le premier terme tend vers + ~ .  

c'est clair si s :  1 et pour s <  1 et 

s) 
t 1 -- s + f  ~" - - . ~ ( 0 )  

V8rifions la continuit8 de H :cg,(X) x [0, 1] ~ cg,(X); le seul ennui ne peut  

venir que des contraintes ~t l 'infini. Soit (Yt, sl) ~ H -  ' W(a,  A). 

1) Si sx = 1, cela signifie s implement  que f yl(t) - - f  ~'a(0) > A pour tout  t/> e. 

II existe un voisinage ~0 de yt dans r tel que 

V y c ~o,  V t >1 ~, f ~ ' ( t )  - - f ~ ( 0 )  > A. 

Comme Yi ~ W.(X), il existe ~ tel que 
m-'m, ~ 

V %" ~ ~, f yl(V) - - ~ 7 1 ( 0 )  > A - -  m; 

donc il existe un voisinage Gt de y~ dans r tel que 

V u ~ n l ,  V t/> ~3, J ~ ' ( t )  - f ~ ( 0 )  > a -- m. 

Choisissons s~ < 1 avec s J ( l  -- s~) > ~; alors, si y eG0 ~ G1 et s e [so, 1] 

v t/> ~, f H ( v ,  s) (t) - - f ? ( 0 )  > a .  

2) S i s  I = 0, l 'hypoth~se est t~(x,, t ) >  A pour tout l > t . ,  off x, = yx(0). Si 0t > 0, 
on choisit ~x ~ ]0, 0t[ tel que l'inEgalitE soit vraie pour tout  / >/ 0t I. D'apr~s les propriEtEs 

de +, il existe un voisinage ouvert  V o de xx tel que pour x e V 0 et t >I ~ ,  di(x, t) > A. 

Soit V x un voisinage compact  de x 1 contenu dans Vo; on a i n f v ,  • L~I, oot ~b = Ax > A. 
Soit U un voisinage ouvert  connexe de x~ trivialisant pour le rev~tement, assez petit 

pour que IJ Y) I < A1 - A pour tout y e  U, la cornposante de ::-1 U conte- 
nan t  ~'1. 2 

Choisissons s2 > 0 assez petit pour que s J ( l  - -  so) < ~ - -  ~1,  s o / ( l  - -  so) < o~x, 

et que yl([0, s J ( 1  - -  so)]) C U n i n t  V x et soit ~ un voisinage de Yx dans ~ ( X )  tel 

que, s i - f  e D, on ait 

"r O, C U r~int V~. 

Alors, si y e ~ ,  s e [ O ,  s2] et t>t ~, on a t - - s / ( 1  - - s ) > ~ > O  et 

f H ( y ,  s) (t) - - J~7(0)  = + y ]----- s ' t l ~ s  
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Le premier  terme est >/ Ax et le second > A -- Ax. Si 0~ = 0, donc A < 0, on prend 
~ = at; mais dans le choix de U, on impose l'inEgalitE 

[ j ~ ) - - ~ l ) ] < m i n (  A 1 - A  ---2 A) 
2 ~ 

3) S i s  I ~ ]0, I[, la demonstra t ion est analogue aux prEcddentes et est laissde en 
exercice. 

Corollaire 1 . 5 .  - -  Soit M une vari(t( diffgrentiable compacte connexe et soit u : 7r t M ~ R .  

S ' i l  existe une l-forme fermge o~ sans singularitg dans la dasse u, alors ..r et ~gt' , (M)  sont 

contractiles. 

Dgmonstration. - -  Soient ~ un champ de vecteurs sur M tel que 

V x E M ,  ( ~ , ~ x )  = 1 

et r le groupe ~ un pa ramr t re  de diffEomorphismes de M associr. Si J~: 1~I ~ R e s t  
une  primitive de r~" ~, on a f  qh(x ) - - J ~  ) = t et ~?~ donne  une section pour  e+ : ~ , ( M )  ~ M 
et pour e_ : ~ , (M)  ~ M. 

note 

e t  

1.6.  Notation. - -  On note A = Z[G]  l ' anneau du groupe G;  si X EA, X 4= 0, on 

v(X) = in f (u(g)  [ g apparal t  avec un coefficient non nul d a m  X } 

v(0) = oo. 

On a 
v(X + X') i> min (v(X), v(Y)) 

v(X. X') /> v(X) + v(X') 

de sorte que [ ~ 1. = e-"x '  est une norme u l t ramrt r ique  avec [ kk' [, ~< [ X 1, [ x' 1,. 
On  note A~ le complEtE de A pour  I 1~ et on dEsigne encore par  I ], le prolongement  

de la norme sur A,.  
L ' anneau  A, est formd des series formelles Y~ n~ g~ avec u(g~) 7 + oo. Si 

X = + go + Y~ n~ g~ ~ A . ,  
u(Ot ) > U(OO) 

X est une unite de A..  En effet, il suffit de le verifier pour  

X = I +  Z n ~ g ~ = I + F E A ~ ;  
u~oi) > 0 

alors [ ~t I, < 1 et la sErie Y.(-- 1) ~ ~z k converge dans A,.  Ces unites sont appelEes unitgs 

triviales de A,; W h ( G ;  u) est le quotient  de KI(A,) par  ces unites triviales. 
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Lemme 1 . 7 .  - -  Soit R u n e  matrice carr#e d'ordre n sur l'anneau A ,  tel que u(R) > 0 
(c'est-~-dire [ r~i I~ < 1 pour tous i et j ) ,  alors la matrice I + R e s t  inversible et sa classe dans 

Wh(G; u) est nulle. 

Preuve. - L'~lEment 1 + r n e s t  une unite de A,, donc par manipulation des 
t 

lignes, I + R e s t  Equivalente h I + R', avec u(R') > 0 et rjl == 0 pour j = 2, . . . ,  n, 
d'ofl finalement ~ une matrice diagonale avec des unites triviales sur la diagonale. 

1 . 8 .  Notations. - -  On dit qu 'un isomorphisme entre deux A,-modules libres de 
type fini bases est un isomorphisme simple si la classe de sa matrice dans Wh(G;  u) 
est nulle. 

On a alors une notion d'isomorphisme simple entre deux complexes finis de 
A~-modules libres bases [6], une notion de torsion d 'une 4quivalence d'homotopie entre 
deux tels complexes et une notion d'4qnivalence simple entre deux tels complexes [6]. 

1 . 9 .  Notations. - -  On Ecrit C.(X; u) = A , |  off C.(.~) est le complexe 
des chalnes cellulaires du rev~tement universel de X;  C.(X; u) est un complexe fini 
de A~-modules libres bases. L'homologie du complexe C.(X; u) est appelEe homologie 
de Novikov de (X; u) et est not4e H.(X;  u). 

Proposition 1.10. - -  Si ~ , ( X )  est contractile, l' homologie de N ovikov H. (X; u) est triviale. 

Preuve. - -  II est clair que le type d'homotopie de Jt ' , (X) ne d6pend que du type 
d'homotopie de X (respectant l'identification ni X _ G) ; de m~me pour H. (X;  u). On 
peut donc supposer que les applications d'attache des p-cellules eg de X, a~ : S T- ~ ~ X ~- 
sont transverses aux centres des ( p -  1)-cellules de X. 

SiMt'~(X) est contractile, on construit comme en 1.4, en grimpant sur les squelettes 
de X, q) : X • [0, oo[ ~ X avec q)(X ~ x [0, oo[) C X ~+~, et si X~ : D~ -> x~ est l'appli- 
cation caract4rist iquedela cellule e~,@ o (X~ x I) : D ~ X [0, oo[ ~ X ~ • [0, oo[ -+X ~+~ 
transverse aux centres des (p + 1)-cellules. Une fois choisis des relev6s des cellules, on 
a un coefficient d'incidence [?~, T~+~]. eA~ avec [?~, ?~+~].----~n~g~ off n, compte 

algfbriquement le hombre de points de 

(~ o ('~: x I ) ) - '  (centre de gi.?~ ~'). 

Posant ~i , (? : )  --= 1~[7~,?~+']$?~ +i, on a 

dH,  ---- H~_~ d + (--  I) ~ + 1 1 d :  C,(X;  u) -+ C, (X;  u). 

En effet, si W est D ~ x [0, oo[ priv4 de la reunion de petites boules ouvertes autour 
des contre-images des centres des (p + 1)-eellules, ~ o (Z~~ x I)[ w e s t  homotope 
rel D ~ x 0 u S ~-1 x [0, oo[ ~ d/: W ~ X~ transverse aux centres des p-cellules, et 
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pour  tout  t, ( f .  +) ~ ( ] -  0% t]) est compact .  La  restriction de ~b ~ 0(D ~ x [0, ~o[) donne  

~~ 1)~+ H~ _ ~ d( e~ ) q- ( - -  ~ ~ f  et la restriction ~ l ' au t re  par t ie  du  bord  de W donne  --  dH~(7~).  
Si on pose H ~ =  ( - -  1) ~ H ~ ,  on a alors d H ~ - k H ~ _ , d - - - - I ,  done C . ( X ; u )  

est contracti le.  

1 .11 .  Notation. - -  Lorsque H . ( X ;  u) = 0, on note  -r(X; u) e W h ( G ;  u) la torsion 

du complexe acycl ique C . ( X ;  u). 

1.1~,. Dans la fin de ce chapitre ,  on veut  mon t re r  que  les conditions H . ( X ;  u) = 0 

ou C . ( X ;  u) s implement  dquivalent  ~t 0 sont des condit ions ouvertes en 

u e H o m  (G, R)  = Ha(X,  R) .  

J u s q u ' e n  1.15, G --  Z*; A est alors c o m m u t a t i f  int~gre noethdrien.  Soit S C A la part ie  

mul t ip l ica t ivement  stable formde des • go + nl gx + �9 �9 �9 + n~ g~ avec u(g~) ~ u(go) (i >1 1) ; 

S est exac tement  l 'ensemble des dldments de A inversibles dans A,  car  les unitds de A 

sont juste  les • g e t  on a des inclusions A C S -  ~ A C A, .  

Lemme 1 .13 .  - -  Soit F u n  A-module de type fini. Si F | A,  = 0, alors 

S - i F  = F |  = 0. 

Dgmonstration. - -  Soit I C A l ' annu la t eu r  de F. Si l ' iddal IA,  engendrd par  I 

dans A, n 'est  pas tout,  soit m C A u un  iddal maximal  avec IA,  C m; posons ~ = A n m, 

c'est un  iddal p remier  de A con tenan t  I. Localisons en ~ ;  F~, = F | A~, est non  nul  

car  s i l l ,  . . - , f t  est un syst6me gdndrateur  de F et si F~, ----0, il existerait s, ~ A - - ~  

avec s~ f  : 0 et alors s = st �9 �9 �9 st e I C ~ .  Soit k le corps rdsiduel A~/~A~,;  d 'apr~s 

N a k a y a m a  F~,/~Fr ----- F | k est un  k-espace vectoriel  de dimension >/ 1. Soit K ----- A,/mA~ 
extension de k; le produi t  tensoriel ( F |  A k) |  K est non nul, mais c'est aussi 

(F | A,) | K,  done F |  0. Done,  si F |  et si a t , . . . , a ,  e A  est un 

syst~me gdndrateur  de I, il existe kt,  . . . ,  k, E A, avec 

k l a l +  . . .  + ) ~ , a , - - -  1; 

en t r onqua n t  assez loin ki = ,% § '~i (~i e A), on a 

~ ] ~ a ~ =  1 - - Y ~ , J i a t =  1 + Z n~g~. 
u(gj) > 0 

C o m m e  52 ~ a~ e A, c'est que les n~ sont nuls h par t i r  d ' u n  certain rang et Y, ~ a~ e S, 

done  I n S + O  et S - 1 F = 0 .  

dn dl 
Proposition 1.14 .  - -  Soit C,  ~ C,,_ 1 ~ . . .  C1 ~ Co un complexe de A-modules libres 

de type fini. Si C. | A ,  est acyclique, alors C. @ S - 1 A  est ddjg~ acyclique. 
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D ~ m o n s t r a t i o n .  - -  G o m m e  A est noethdrien,  Z ,  = ker d k est de type fini ainsi que 

B k = I m  dk+ ~ et H k --= ZJB~. 
Mont rons  pa r  rdcurrence sur k l '6noncd : 

E k : S - ~ H ~ = 0  p o u r j < k  et S - ~ B ~ - ~ S - a Z ~  est p ro j ec t i f su r  S - ~ A  p o u r j < k .  

C o m m e  l 'homologie  de C . |  S - ~ A  est le localis6 de l 'homologie  de C. ,  E ,~a  

d6mont re  la proposit ion.  

Si K est un  A-module ,  on pose Kit = K |  = (S -~ K) | Pour  k = 1, 
d x a n* 

on a la suite exacte C~ ~ Co -+ H 0 ~ 0, done la suite C~ ~ Cg ~ Hg ~ 0 est exacte. 

P a r  cons6quent,  Hg est 6gal ~t H0(C.~), qui  est nul  par  hypoth~se;  d 'apr~s 1.13,  S-~ H o = 0 

et S - ~ B  0 = S - a Z  0 =  S - ~ C  o . 
Supposons E, ;  comme S -a  A est plat, la suite exacte 0 - +  Z , - ~  C, ~ B , _ a  -+ 0 

donne  la suite exacte 0 - + S - a  Z,  ~ S - ~  C , - ~ - S - ~ B , _ z - ~ - 0  qui  est scind6e puisque 

S -a  B,_a est projectif,  done  S-~ Z,  est project i f  et en tensorisant par  Ait on  a la suite 
I t  I t  I t  I t  exacte 0 Z k - + C ~  ~ B k _  ~ ~ 0  et l '6galit6 Bk_ a = Z , _  x. O n  a le d i ag ramme  

c omm uta t i f  

0 > Z~ 

C~+~ 0 

C ~ k - 1  

U~ C ; _ ,  

0 

La  suite vert icale de gauche  est exacte car  Ck+ t -~-Z~ ~ H k -~ 0 est exacte. O n  a 

done  H~ ~- H~(C. ~) qui est nul  par  hypoth6se;  d 'apr~s 1.13, S - ~ H~ = 0 et S -  ~ B k = S -  1 Z k 

qui  est projeetif. 

1 .15 .  Revenons  ~t la si tuation g6n6rale. On  note  F l'ab61ianis6 de G divis6 par  

sa torsion; le morphisme r ~ R indui t  pa r  u : G -+ R sera encore appel6 u et l 'on notera  

A N et A r les compl6tds de Z[G]  = A ~ et Z [F ]  = A v respect ivement  et n : A  ~ ~ A  v la 

surjection canonique.  
O n  fixe une  norme  sur F | R ,  on note  A. r le sous-anneau de A~" form6 des ), = ]~ n, y~ 

avec u(y~) -~ q- oo tels qu' i l  existe 8x > 0, ~ avec, pour  tout  i, 

Si X = 1 + ~it~vi~>o n~ gi est dans Ait v ,  on peut  p rendre  ~x = 0 et il est clair que  l ' inverse 

de X est dans A1,; et que  S - 1 A  r C Ait v C A r.  

19 
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On note A ~ le sous-anneau de A~, image r&iproque par n de Au v.  On a clairement 
un carrd cart&ien 

A,~. ' ,  n r . 

'l l 
, Af 

oh les fl~ches horizontales sont surjectives et les fl~ches verticales sont injectives. 

Proposition 1.16.  - -  Soit G. un complexe fini de A~ fibres de type fini basds. Si A~ | G. 
est acydique, A~, | G. est acydique. Si A~ | C. est siraplement dquivalent ~ zdro, A~, | C. l' est aussi. 

Ddraonstration. - -  Si A~ | C. est acyclique, comme G. est fibre, il existe une contrac- 
tion pour A~ | G. et, par extension des scalaires, r A~ | C. est contractile, donc d'apr&s 1.14, 
S-  ~(A r | C.) est acyclique donc contractile et A~ v | C. l'est aussi. 

Soit x un cycle de A~, | C~. I1 existe y ~ A ~ | C~ + a et z e A v, | Cp + t avec 
i(x) = dy e t j (x )  = dz. II existe t ~ A r |  tel que z - - y ,  ElEment de A r |  

soit dgal ~t dt. Choisissons I: ~ A, ~ | C~+ 2 au-dessus de t et posons 

y '  = y  + d, cA~174 C~+1; 

y '  et z ont mfime image dans Al,'| C~+~ et il existe done x' eA~, |  C=+ 1 avec ix' = y '  
et jx '  = z. Or i(x - -  dx') = dy --  d ( y  + d'~) = 0 et x = dx'. On construit un opdrateur 

d 'homotopie ~ pour A~, | C. avec ~2 = 0 et d + B, allant de la somme des termes pairs 
vers la somme des termes impairs, reprdsente la torsion de A~ | C. [6]. Si la torsion 
de A~ | C. est nulle et si A ~ Gl(n, A~,) est la matrice de d + ~, alors apr~s stabilisation 
(on ne change pas de notations) il existe des X t ~ A~, des Vtj ~ A~, une matrice diagonale A 

coefficients dans A, ~ avec u(A) > 0 et g~, . . . ,  g ,  ~ G tels que 

[I E(X,) A I-[ E(~tj) = D(I  + A), 

o~ D = diag (+ gl, . . . ,  --+- g,). 
En tronquant les X~ et les ~tj assez loin, il existe ),~ ~ A o, ~ ~ A G avec 

II E(X,) A I I  E(~)  = n ( I  + R),  
i j 

off u(R) > 0, et d'apr~s l'dgalitd R est 
donne donc 0 dans le quotient de KI(A~ 

Proposition 1.17. - -  L'ensemble des 
(re@ C.(X;  u) est simplement gquivalent 

coefficients dans A~,. Comme en 1.7, I + R 
par les unites dvidentes, et il en est de m6me de A. 

u e Ha(X, R) pour lesquels C.(X;  u) est acyclique 
O) est un ouvert de Hi(X,  R).  

Dgmonstration. - -  Si C.(X;  u) est simplement dquivalent ~ 0, alors A, ~, | C.(X) 
l'est aussi. Consid&ons le nombre fini d'dldments de A~ figurant dans la contraction 

et la matrice R de 1.18. II est clair que si u' est assez proche de u, alors tous ces ElEments 
sont dans A~, et assurent la simple Equivalence ~ 0 de C.(X;  u'). 



Chapitre 2 

COMPLEXE DES POINTS CRITIQUES 

Soit M une vari4t6 diff6rentiable compacte sans bord de dimension n e t  soit 

une 1-forme de Morse sur M. 

2.1. Cartes de Morse 

Sur R"  muni  de sa structure euclidienne s tandard  (la norme est not6e [ [), on 

consid6re le sous-espace V_ engendrd par  les k premiers vecteurs de la base canonique 

et le sous-espace V+ engendrd par  les n --  k derniers. On  note Q.: R"  = V_ | V+ -~ R 

la forme quadraf ique  Q ( x ) = - [ x _ f 2 + I x + ] 2 ,  off x = x _  + x + .  Pour r  et 

> 0, on pose 

U(r ={x6R"[--r (~(x)<<.z et [x_l[x+[~< %/~)(r 

O+ U = { x e U I q(x) = r et Ix_ I~< VW}, 

O _ U = { x a U I Q ( x )  = - - a  et I x + l ~ V ~ J } ,  

oou -- {x OV l lx -  Ilx+ I.< 

L'ensemble 0 o U est formfi de trajectoires du champ de vecteurs grad Q et 

0 U =  O+U u 0 _ U  u 0 0 U ;  

est la taille de U et ~ son 4paisseur. Si ce s t  un point critique d ' indice k de e, on salt 

qu' i l  existe un plongement  h : U(% ~) -+ M avec h(0) = c et h" 0t = d Q  Iu; h s'appelle 

carte de Morse pour le point critique c et ~)(c) = h(U),  voisinage de Morse de c. 

Dgfinition 2.2 .  - -  On  dit  qu 'un  champ de vecteurs ~ sur M est de pseudo-gradient 
pour e si 

1) pour  chaque point critique c de e, il existe une carte de Morse h telle que 

[nlc, = h. (grad Q ) ;  
2) pour tout  x e M -- Crit ~, < %, ~ > > O. 

On  fixe les cartes de Morse, on suppose que les voisinages de Morse sont tous 

disjoints de rn6me taille ~ et on note f/  leur rdunion. 
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Remarque  1. - -  Un champ de pseudo-gradient pour :c apparalt  alors comme une 

section d 'un fibr~ sur M -  ~ ~ fibres convexes dont la restriction ~ 0~ est impos&, 
&off l'existence de pseudo-gradients. 

Remarque  2.  - -  Comme M est compacte, l'espace des champs de vecteurs sur M 
avec la topologie C *~ est m&risable, le sous-espace des champs vdrifiant 1) pour le 
choix fait des cartes de Morse est fermd et le sous-espace des champs v&ifiant en plus 2) 
est ouvert dans le pr&ddent et est donc de Baire. 

2.3.  Nota t i ons .  - -  

de M associ~ au champ 

W;or 

w~(c)  

ow?~(~) 

~w~'~(~) 

On note % le groupe h un param&re de diff6omorphismes 
de pseudo-gradient 4. Si c est un point critique, on pose 

= h(U n v _ ) ,  

= h ( u  n v+) ,  

= h(~_ U c~ V_) 

= h(a+ U c~ V+) 

not6 aussi S_(c), 

not6 aussi S+(c). 

La vari&d stable de c, W'(c), est obtenue ~ partir de la r~union de Wto~(c ) et 

de 0W~or ) x R en identifiant (a, t) ~ S_(c) x [0, oo[ avec ~t(a) e W~(r W~ est 
diffdomorphe ~ l l  Ic'~ off I(c) est l 'indice de c et ~ : W~ ~ M, d~finie par ~'(c) ---- r 
et %'(a, t) ---- %(a), est une immersion injective; on a des ddfinitions analogues pour la 
vari&d instable W"(c) et %."" W"(c) ~ M. 

Longueur  d ' u n  morceau de trajectoire de 4. - -  Soit y : I ~ M un morceau de trajectoire 
de 4; on pose 

f~ Y" ~. L(y) 

On  a L(y) > 0 s i y  n'est pas constante. 
On note W"(c, L) la partie de W"(c) formic des x tels que la longueur de la tra- 

jectoire de c ~ x, notre De(x), est ~< L. Posons 

S"(c, L) = { x ~ W"(c) I De(x) = L }. 

On note +~ : S"(c, L) ~ M la restriction de ~ h S"(c, L);  l ' image +~(S*(r L)) est 
contenue dans une feuille du feuilletage singulier ddfini par a. On a des d~finitions ana- 
logues pour W'(c, L) et S'(c, L). 

2.4. Espace des liaisons entre points critiques 

Dgfini t ion.  - -  On appelle l iaison entre le point critique c et le point critique d toute 
orbite non triviale de 4 dont l 'ensemble ~-lirnite est c et dont l 'ensemble r est d. 
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On note Ae(c, d) l'ensemble des liaisons de c k d. Comme espacc topologique, 
58(c, d) est par definition le quotient de 

((~,y) ~ (w.(~) - ( c } )  x (w'(d)  - { d } )  i ~(x~ = ~ ( y ) }  

par les translations. L'ensemble s s'identifie au sous-espace de S+(c) x S (d) 
form6 des (x,y)  tels que la trajectoire de x passe pa ry .  

Si g ~ .~(c, d), on note g- e S+(c) le premier point de sortie de fl(c) et g+ ~ S_(d) 
le dernier point &entrEe dans fl(d) (entre g- et t+, l'orbite t peut traverser fl(c) ou ~(d)) .  

On note s d, A) la partie form4e des f ~ ~(c ,  d) de longueur ~< A e t  .Lt'a(c , d) 
u -1  S d la partie des ~ de longueur 6gale ~ A. .L~(c ,  d) s'identifie done ~ (+~) ( _ ( ) ) ,  off 

+~: S~(c, A -- s) --> M. 

Lemme. - -  Soit x e M --  Grit ,t; il y a dquivalence entre 

1) l'orbite de x est une liaison entre points critiques, 

2) la longueur de l'orbite de x est time. 

Preuve. - -  L'implication I) ::-2) est 6vidente et 2) :> 1) rEsulte de la compacitd 
de M car s ly  ~ m --  lim (x) et s ly  est non critique, chaque passage dam une bo re  pour 
~. centr6e e n y  donne la m6me contribution > 0 ~ la longueur de l'orbite de x; de m6me 
chaque passage dans un voisinage de Morse ~(d) contribue pour 2, k la longueur de 
l'orbite de x sauf si l'orbite est dans la vari6tE stable de d, et on a l e  m~me raisonnement 
pour l'ensemble ,t-limite. 

Z.5. E s p ac e  des  m u l t i I i a i s o n s  entre  po int s  cr i t iques  

D~finissons 

.~(c, a) = O ze(a0, ax) • ~ ( a l ,  d2) • . . .  x .~(d~_~, a,). 
d o , d I . . . . .  d k ~ Cr l t  o~ 

do = c,  d k = d 

Si X-----(Xl,XZ, . .  ",Xk), on pose L(X) ~=1L(Xi) .  Remarquons que si X est une 

k-liaison, L(X) > 2~k. On pose 

.~(c, d, A )  = { x ~ ~ ( e ,  d ) / L ( X )  ~< A }, 

-~A(c, d) ---- { Z e ~(c ,  d)/L(X) = A }. 

Topologie de ~ ( c ,  d). - Soient 

- -  x = (x l ,  . . . ,  x~) ~ . ~ ( c ,  d) o 6  x, ~ .~(d,_l,  d,), 
- -  U -  = ( U i ,  . . . ,  U~-) 06 U~- est un voisinage de ~.- dans O+~(d~_~), 

- -  U + = ( U i ~ , . . . ,  U +) off U~ + est un voisinage de X~+ dans 0_ [2(d~). 

On dit que ~ = (~t, . - . ,  btk') appardent  ~ W(X, U - ,  U +) s'il existe 

0 = i  o < i x < i 2 <  . . . < i k , _ l  < i ~ ' = k  

tels que, pour j~< k', ~ ~ ( d ~ _ ~ , d ~ ) ,  ~.~-s Ul-§ ~+ eU§ et ~ passe par U~- et 

U,  + pour 1 + i~_1  <r~<i~ .  
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Les W(X, U - ,  U +) forment  une base de voisinage. O n  muni t  ~ ( c ,  d) de la topo- 
logie associ~e, qui  est m~trisable. 

Proposition 2 .6 .  ~ L' ensemble .~(c, d, A) est compact. 

Dgmonstration. - -  1) Soit d ' abo rd  (/,) une suite de .~(c, d, A). Qui t te  ~ prendre  

une sous-suite, on peut  supposer q u e / ~  -+ a ~ S+(c). 

-: la trajectoire de ~ passant par  a pour  t = 0. J e  dis que  f~ u ~ ~< A, car  Soit 
�9 tO * s 

s'il exLste t o avec f _  ~, y ~ = A > A, alors, pour  n assez grand,  il existe t,  proche de t o 

f~" * A '  avec j _  co "r, 0~ = oo "r, est la trajectoire passant par  1~- pour  t = 0; ceci contredit  

L( / , )  ~< A. La  trajectoire T meur t  done  en un point  cri t ique d 1. 
Supposons dl =4= d. Soit b 1 ~ S_(dl) le dernier  point  d 'entrde de "r dans f~(dl) ; pour  

1 n assez grand,  "r, coupe 0_ ~)(dl) en un point  b~, et en ressort car d 1 . d e n  un  point  a , .  
-+ a 1 e 0+ f~(dl) (en fait a a e S+(dl) Qui t te  ~ prendre  une sous-suite, on peut  supposer a ,  

car  b~ ~ b ~ e S_(dl))  et on regarde la trajectoire r] passant pour  t ---- 0 par  a*; on a 

alors, comme prde6demment,  L(-r ~) ~< A -  L('r). 
Si d 1 = d et s'il y a une infinitfi d ' indices n avec b~, ----/+, alors une sous-suite de (t,) 

tend vers l 'orbi te  de a dans ..g~ d). Sinon, ~ part ir  d 'un  certain rang, t ,  traverse ~(d)  
et en ressort en un point  a ,  et on cont inue comme prdcddemment .  Si 

X = (Xl, . . . ,  Xk) ~ .~(c ,  d, A), 

on a k < A/2e, donc le processus prdc~dent dolt s'arrfiter et on t rouve une limite dans 
.~(c, d, A) ~ une sous-suite de t , .  

2) Soit X, une suite g~ndrale de .~(c, d, A). C o m m e  il n 'y  a qu ' un  nombre  fini de 
points critiques, quit te  X extraire une sous-suite, on peut  supposer quill existe des points 

.... . . ,  . . . ,  # , ) ,  critiques d o c, d l , .  d k = d avec k,< A/2e tel que  X, = (X~,, o~ 
Xi, ~ ~ ( d , _ l ,  d~); alors la pa rde  1) et le proc~d~ diagonal  donnent  le r~sultat. 

Ddfinition 9..7. - -  Posons 

W ' ( d )  = w ' ( a )  u ( t J  W ' ( c )  x d ) ) .  
e 

O n  appelle distance de d A (m, X) ~ W'(c) x 297(c, d) la somme D,(m) + L(X) = Da(m, X). 
O n  pose encore 

W'(d,  A) = { x e W' (d)  ] Da(x ) ~< A }, 

s ' (a ,  A) = { x e ~ / ' (a )  I Dd(x) ---- A }, 

{~ : V~V'(d, A) --> M avec {~(x) = q~'(m) s i x  = (m, X) e W'(c) • .~7(c, d), et l 'on note 
+~ : S'(d, A) -~- M la restriction de ?-~ ~ S'(d, A). 

Topologie de W'(d) .  - -  Soit (m, X) e W'(c) • s q )  • . . .  • s d). Soit 
U ~ un voisinage de m dans M et soit W(X, U - ,  U +) un voisinage de X dans .~(c;  d) 

comme  en 2.5.  Soit (m', i~) e W'(ci,) • .~(cq, d) avec i x ~< k; on pose k'  ----- (X~ +,~, . . . ,  ),~) 
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et U - ' ,  U +' sont les families de voisinages que  l 'on pense. O n  dit que (m', W) appar t ien t  
W(m, X, U ~ U - ,  U +) si m' ~ U ~ la trajectoire allant de m' ~ cq passe dans U T pour  

j~< i x et dans U~- pour  j <  i~, et ~ ~ W(X', U - ' ,  U+') .  
Ces ensembles forment  une base de voisinages d 'une  topologie m~trisable sur W' (d ) .  
O n  a des definitions analogues pour  les varifit~s instables. 

_ _  m 
Proposition 2 .8 .  - -  Les ensembles W'(d,  A) et W"(c, A) sont compacts. 

Ddmonstration. - -  Soit m, une suite de W"(c, A) et soit a ,  e S+(c) le premier  point  
de sortie de ~(c) de la trajectoire y ,  passant par  m,.  O n  peut  supposer que  a,  --> a e S+(c) 
et que D , ( m , ) - + D  < A. Soit y la trajectoire passant par  a. S'il existe t o avec 

f~oo Y" 0t = pour  n assez grand t ,  proche to avec D'  > D, alors il existe de 

f e  * 
S o i t s t e l q u e  _ .oy  0 t = D e t s o i t s ,  a v e c y , ( s , )  = m , ;  on a s , < t ,  e t i l e s t c l a i r  

que  m, ---> m = y(s) e W"(c, A). Sinon JR Y" ~ "< D, donc y meur t  en un point  cri t ique c 1. 

Si L(y) = D, il est clair que  m,, ~ c 1 dans M et que  m, --> (y, c~) dans W"(c). 
Si L(y) >/ D --  r m, est dans un voisinage compac t  de W~o~(Cx), donc on peut  

supposer que m, ---> m. C o m m e  le point  d 'entr~e de g ,  dans ~(cl) tend vers le point  

d 'entr~e de y qui  est dans S_(q ) ,  m e W~o~(Cl) et m,, ---> (y, m) ~ ~a(c, q)  • W~or 
1 Si L(y) < D --  ~, ~ part ir  d ' un  certain rang, y ,  ressort de fl(ct) en un point  a~, 

tend ve r sa  ~, qui  est forc~ment dans S._(q). avant  d 'a t te indre  m,.  O n  peut  supposer que a,  
Soit y1 la trajectoire passant par  a a. Si la longueur de y1 est t rop grande (> D --  L(y)) ,  
on a fini, comme pr6c~demment ;  sinon, yx meurt  en un point cz et on recommence.  
Le processus s'arr~te et on a trouv~ une limite (y, m) e ~ ( c ,  c~) x W"(c~). 

Le  cas gdndral se traite comme en 2 .6 .  

9.. 9. On  dit que le pseudo-gradient  ~ est gdndrique si pour  tous points critiques c 

et d, les applications c?~ : W~(c) ---> M e t  q~] : W'(d)  ---> M sont transverses. 
Le th~or~me de Kupka-Smale  assure (les cartes de Morse Etant tix~es) que  r en -  

semble des pseudo-gradients  g~n~riques est rEsiduel, donc dense. 
Si I(c) >/ I(d) et ~ est g~n~rique, ~ ( c ,  d) = .~(c, d) = O; en efl'et l ' intersection 

de ~0~ et de q~,~ est alors une vari~t~ de dimension ,< 0, mais si ~ ( c ,  d) + O, cette inter- 
section contient  un point  non cri t ique et toute son orbite. 

Si I(d) --= 1 + I(c) et si ~ est g~n~rique, &~ d, A) est un ensemble fini. En effet, 
si X = ()'l, . - - ,  X,) e f~(c, d), on doit  avoir  I(c) = I(d0) < . . .  < I(d,) --- I(d) d 'apr~s 
le r~sultat prdcddent, donc r = 1 et -~(c, d) = 5r d);  c-W(c, d, A) est donc une varidtd 

compac te  de dimension O. 

Proposition 9.. 10. - -  Si ~ est g&drique, q~ : WU(c, L) ---> M e t  q~ : W'(d,  L) ~ M sont 

des plongements. 
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Dgmonstration. - -  Dans le cas exact, le rEsultat est vrai sans hypoth~se sur ~. Dans 
le cas g6nEral, le rEsultat peut  &re faux s'il y a des mulfiliaisons homoclines. 

Nous savons que ~ : W"(c) ~ M est une immersion injective; nous allons verifier 
que ~ : W"(c, L) ~ ~(W"(c, L)) C M est fermEe. Soient F u n  sous-ensemble fermE 
de W"(c, L) et F son adherence  dans W"(c, L) ; alors 

- -  FC  W"(c, L) - -  W~(c, L) = On,~,+,.,,=,.(.~,,(c, d) x W"(d, L") ) ,  

donc ~(F --  F) C {3~a~>i,, ~ q~a(W"(d, L'))  puisque .~(c, d) = ~ si I(d) .< I(c), donc 
q~(F --  F) tn q~(W~(c, L)) ---- ~ et ~p(F) = q~(F) tn q~(W~(c, L)),  mais q~(F) est compact .  

Proposition 2.11.  - -  Soit ~ un pseudo-gradient ggngrique. 

I) L'ensemble ~A(c,  d) est une varigtg compact* gt bord anguleux de dimension I(d) - -  I(c) - -  1 ; 
an voisinage de X e ~ ( c ,  q)  x . . .  • ~ (ck ,  d) C c.c2 A(c , d), ~A(c ;  d) est model~ sur 

~ ( c ,  q) x . . .  x ~~ d) x [0, ~o[ ~. 

2) Pour L distinct des longueurs des multiliaisons partant de c, W"(c, L) est une varidtd compact. 

bord anguleux dont l'arrondi est diffdomorphe ~ D ~ - I ~  et ~ : W"(c, L) -+ M est C ~. 

Au voisinage de (X,y) �9 .~A(c, d) x W"(d, L -  A), W~(c, L) est modelde sur 

.~A(c, d) x W~(d, L --  A) x [0, oo[ 

et au voisinage de (X,y) �9 ~A(c, d) x S~(d, L -- A), g~(c, L) est modeld sur 

.s176 d) x S"(d, L --  A) x [0, oo[. 

Si X �9 .~,(c,  d), W"(c, L) a des singularit6s coniques le long de c~,.(c, d) x { d}.  

On a un r&ultat  analogue pour  les vari&& stables. 
Avant  de donner  la demonstrat ion,  Enonqons un l emme qui d&r i t  ce qui se passe 

lorsqu'on pousse une vari6tE par  les trajectoires de ~ et qu 'on  est pr6s d 'un  point  critique. 

Lemme 2.12.  --- Soit X une varigt6 compact* g~ bord anguleux. Soit f : X ~ O_ ~(d)  une 

application C ~ transverse ~ S_(d).  On consid2re la partie Y ,  C X • ~(d)  formge des couples (x, x') 

oil x' est sur l' orbite de f ( x )  et o~ la longueur du segment d' orbite de f (x )  gt x' est <<. a <<. 2~; Ya est 

une sous-varigtg de X • ~)(d) 

- -  si 0 < a < ~, Ya est compact* et diffgomorphe ~ X • [0, a], 
- -  si ~<~ a 4  2~ et si f - l ( S _ ( d ) )  + @, Y ,  n'est plus compact* et 

Y~ --  Y~ = f - ' ( S _ ( d ) )  x W"(d, a --  ~), 

- -  si a = ~, Ya a une singularitd conique en f - l ( S _ ( d )  • { d }  (si I(d) 4= n), 

- -  si ~ < a <~ 2~, Y ,  a une structure naturelle de varigtg g~ bord anguleux avec une nouvelle argte 

le long de f - l ( S _ ( d ) )  x OW"(d, a -- ~) et l'arrondi de Y ,  le long de cette argte est diffgomorphe 

a X • [0, a]. 
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Dgmonstration. - -  La  situation pour a < ,~ est claire. Grf~ce ~ la carte de Morse, 

nous supposons que M -= R"  = V | V+ et f~ = U(r ~) avec les notations 2.1.  

Posons X 0 = f - l ( S _ ) ;  cornme le probl6me est ce qui  se passe au voisinage de Xo, 

on peut  supposer, grace ~ l 'hypoth&e de transversalit6 et quit te k r6duire l '6paisseur ~q 

du voisinage, que X = X o x D (oR D est le disque de V+,  [y [3 ~< ~) et que l 'applica- 

tion f e s t  donn6e par  

X o • D ~ V_ • V+ 

(x,y) r-. %/~ + [y [2 g(x ,y ) ,y ,  

off [ g(x,y)] = 1. Qui t te  ~ r~duire encore ~, on peut  supposer que g est en fait d~finie 

sur X 0 x V+ tout entier avec [g(x,y)[  = 1 pour tout  (x,y) E X 0 x V+.  Consid&ons 

les applications C ~~ 

b : V +  X R ~ R  dEfinie par b(z,s) = s ~  [ r  (~" +4s"  lzl')'/~] - ' '2,  

a : V+ X R -+ V+ d~finie par a(z, s) = b(z, s) z, 

(1):X o X V+ x R ~ X  o X V+ X V_ x V+ 

d6finie par  @(x, z, s) = (x, a(z, s), sg(x, a(z, s)), z), 

t F : X  o x V+ x R ~ X  o x V+ X V_ x V+ 

d6finie par  Vf(x,y, t) = (x,y,  e -z '  ~ + lY I S g(x,y) ,  e2* y) ,  

p: v +  x R ~ V+ x ]0, ~o[ d~finie par p(y, t) == (e2'y, e -2' "V'r + [y [2). 

L 'appl icat ion p e s t  un diff6omorphisme d'inverse 

( 1 Log(b(z, s))) .  

0 
L 'appl ica t ion r est une immersion car O-s (sg(z, a(z, s))) 4= 0 puisque le produit  scalaire 

de ce vecteur avec g(z, a(z,s)) est ~gal ~. 1. Soient Z = r  o x V+ x [0, oo[) et 

~ : X o x V+ x V_ x V+ ~ X o • V+ x [0, oo[ l 'applicat ion d~finie par  

~(x, w, ~_, ~+) - (x, ~+, I~ -  I), 

l 'applicat ion q) indui t  un  hom6omorphisme de X 0 x V+ x [0, oo[ sur Z d'inverse ~ Iz, 

donc Z est une sous-vari&6 g bord de X 0 x V+ x V_ x V+,  diff6omorphe 

Xo x V+ x [0, oo[. 
Or  q~ = r o p; donc si Y --:- ~F(X o x V+ x R) ,  on a Y = r  o X V+ X ]0, oo[) 

et Y, adh6rence de Y darts X o x V+ x V_ x V+,  est 6gale A Z. Gomme Ya est la partie 

de Y form~e des ~(x , y ,  t) avec ]y [,z ~< ~, _ ~< eat ]y [~ _ e - " ( r  + [y [2) ~ a --  r on 

a Y, ---- q)(X 0 x K,) ,  off 

K. ={(z,  s)~v+ x ]o, oor I sl zl-< v'~-(g+,~), ~.< lzl * - ,~ .<  a - - . } .  
20 
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Donc  Y--~ = @(X 0 • F]~), off K~ est l 'adhErence de K ,  dans V+ • [0, oo[. L'EnoncE 
dEcoule d i rec tement  des propriEtEs (suivant  les valeurs de a) de I ~ .  

1) 

Preuve de la proposition 9~. 11, par  recurrence  sur k. 

Soit go e Le(c, d) considEr6 c o m m e  ElEment de d~-~(S (d)), off 

+ = + ~ : S U ( c , A - - ~ )  ~ M .  

Le l emme  appl ique  $ X, voisinage de t o d a n s  S~(c, A -  e), donne  la s t ructure  de 
W"(c, A + ~') au voisinage de (to,y) ~ LeA(c, d) • W"(d, e') pour  ~-' ~ e, donc  aussi 
celle de W"(c, L) au voisinage de (to,y) ~ Le~,(c, d) • W"(d, L --  A) (en effet se dEplacer 
sur la trajectoire negat ive donne  un  ge rme  (W"(c, L), (to,y)) -+ (W~(c, A + e), (to, z)) 
qui  sert h dEfinir la carte locale de W"(c, L) en (t0,y)).  
2) Soit X o e .oq'(c, ca) • . . .  • Le(c~, d), soit A la longueur  de Zo, soit 

X'o ~ Le(c, q) x . . .  x Le(c,_, ,  c,) 

la parf ie  init iale de ~o de longueur  B et so i t t  0 ~ L e x _ ~ ( c k ,  d) tel que X o = (X'o, to). 
O n  considEre t o dans  S"(ck, A --  B --  ~). Par  hypoth~se de recurrence,  S"(c, A --  r 

est, au voisinage de (Zo,r ~ .L#z(c, ok) • S"(c,, A -  B -  e), m o d e m  sur 

.~B(c, c,) • S~(ck, A --  B - -  ,) X [0, oo[ 

au voisinage de (X'o, to, 0). L ' immers ion  +o, : SU(ck, A --  B - -  r ~ ~ ' ,  feuille du  feuille- 
tage singulier dEfini pa r  a qui  cont ient  S_(d) ,  est transverse ~t S_(d)  C ~ et l 'on  a 

- x  d +o, ( s _ ( ) )  = LeA-B(q,  a). 

ConsidErons +~ : S"(c, A --  ~) ~ - ;  on  a .o~A(c , d) = (~ , ) - l (S_ (d ) ) .  C o m m e  
- -  t +c(X,y) = +c,(Y) si (X',y) e .~(c, ck) • S~(ck, A --  B --  e), ( ~ ) - ' ( s _ ( a ) )  est modelE au 
voisinage de (X'o, to) sur .o~B(c, ck) x d/~a(S_(d)) X [0, oo[ au  voisinage de  (X'o, go, 0), 
donc  sur .~B(c, ck) • Le A_ B(Ck, d) • [0, m[,  d'ofl le po in t  1 de l 'EnoneE d 'apr~s l 'hypo-  
th~se de recurrence  sur ..@B(c, ck). Appl iquons  le l e m m e  ~t X, voisinage de .~x(c, c,) 
dans  g"(c, A --  ~), et ~ la restriction de ~ : X ~ O_ f~(d). Au  voisinage de 

(x0,y) ~ -~A(c, a) • w-(d, ~), 

W~(c, A + ~-) est modelE sur Yz, au voisinage de (~o, 0, 0 ,y) ,  done  sur 

2~(c ,  d) • w-(d, ~) x [o, oo[ 

au voisinage de (Z0,Y, 0). 
Le  rEsultat dans le cas gEnEral s 'obt ient  en poussant  le long des trajectoires c o m m e  

dans la part ie  1). 
II est k r emarque r  que  .~A(c, d) est plongE dans  g"(c, A --  e) avec fibre no rma l  

trivial : un  voisinage de .~A(c, d) dans  g"(c, 0 t -  ~) s'Eerit ~A(c,  d) • W~o~(d ) et s'il 
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n'y a pas d 'autres  multi_liaisons issues de c dont  la longueur  est dans [A - r A + ~], 
o n  a 

S"(c, A + ~) "" g"(c, A --  ~) --  (~A(c,  d) ",: int W~,,r 

Reraarque 2.13.  - -  Si 0t est exacte, il rdsulte de 2.11 et 2 .10 que les varidtds stables 
des points critiques sont les cellules ouvertes d 'une  structure de CW-complexe sur M. 

9.. 14. O r i e n t a t i o n s .  - - O n  choisit des orientations de chaque varidtd stable W'(c), 
donc des co-orientations des varidtds instables W"(d). Les varidtds des liaisons entre 
points critiques sont alors orientdes et leurs compacdficat ions le sont aussi. II faut ~tre 
plus precis car  les ~b] : W~(d, ]J) --~ M ne sont pas toujours des immersions et l 'orientation 
d 'une  intersection multiple n'est pas associative. Comme  W~ L) est orientde, S*(d, L) 
l'est aussi; la normale  sortante s'identifie it - - 4  et ( - - 4 ,  Or  S'(d, L ) ) =  Or  W"(d). 

Soit hb, l ' immersion de S"(c, L) dans la feuille F qui  la contient;  on a 

Coor  MS"(c, L) = (Coor MF, Coor FS"(c, L)) 

= (Coor W"(c), Coor w,,~,S"(c, L)), 

donc  si on co-oriente F par  ~, c o m m c  la normale  sortantc it W"(c, L) en S~(c, L) est ~, 

il vient  

Coor FS'(c, L) = ( - -  1) I(*' Coor W~(c). 

O n  oriente .Z'A(c,d ) comme +~- '(S_(d))C S " ( c , A -  r donc  comme intersection de 
l ' immersion co-orientde hbc et de la sous-varidtd orientde S'(d, ,),  soit 

(Coor ~S'(c, A -- r Or  s176 , d)) = Or  S'(d, ~), 

soit (4, Coor vS"(c), Or  -~(c, d)) = --  Or  W'(d) ,  soit encore 

(Coor W"(c), ~, Or  ~ (c ,  d)) = - Or  W'(d). 

La  varidtd W'(c, e) • .WA(c, d) est de  codimension 0 dans le bord de W'(d,  A + e) 
et la norrnale sortante n o "~ W'(d,  A + r en (c,/) e W'(c) • -C~~ d) s'identifie au 
vecteur  tangent  it t orlentde par  --  4. La  formule prdcddente donne,  en passant it la 

limite le long d e / ,  

(no, Or  W'(c), Or  .~(c, d)) = ( - -  1) t'`' O r  W'(d) ,  

donc les orientations de OW'(d) et de W*(c) • .LP(c, d) different de ( - -  1) I~~ 
Les orientations de S'(c, r • .~a(c, d) donndes par  les inclusions 

S'(c, r x -~q'A(c, d) C W'(c, r • .2a,,(c, d) C W'(d, A + ~) 

et S'(c, ~) • .~~ d) C S'(d, A + s) C W'(d, A + ,~) 

sont opposEes, donc l 'orientat ion indui te  par  S'(d, A + g) sur S'(c, ~) • .Z'a(c , d) diff~re 

de l 'or ientadon produit  par ( - -  1) l+xc*~ 
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2.15 .  Soient b, c, d trois points critiques; .~B(b, C) )< .~x(C, d) est une face de 
codimension 0 de O.~a + s(b, d) et l 'on veut  comparer  les orientations. Soit 

( t ' , t )  e ~C~~ , c) X ,,oCPA(C , d) ; 

O F  

et  

donc 

on consid6re t '  dans S'(c, B -- r et (t', t) ~ S'(c, B -- ~) • L, OA(c , d) C S'(d, A + B -- r 
Soit n la normale  sortante ~ S~ A + B -- ,) en (t', t ) ;  c'est aussi la normale  sortante 

i~ ~ , + B ( b , d ) .  La  derni~re formule de 2 .14  dit que 

(n, O r  S'(c; B -- r O r  .WA(c , d)) = ( - -  l)  t +I~e) O r  S'(d, A + B --  r 

( C o o r  vSu(b, e), Or  ~B(b ,  c)) = O r  S~ B - -  ~-) 

(Coor vS"(b, r O r  .L~~ B(b, d)) = Or  S'(d, A + B -- ~), 

O r  0.~A+B(b , d) = ( - -  1 ) " " ' - " b ' - ' ( O r  .~t'B(b , c), O r  Aaa(c, d)) 

( - -  1) a'"~-~'b'*' O r ( ~ ( b ,  c) • -~~ d)). 

En particulier,  si I(d)  = 2 + I(b), il vient que  comme variEtEs orientEes 

O.~'v.(b, d) = U 
r L', L" 

I (b)  < ICe) < I(d) 
L '  + L " = L  

~ , ( b ,  c) • ~v,(c, d). 

Lorsque  I(d) = 1 + I(c), s i t  ~ Aa(c, d), on pose r = ( - -  1) ' ~  O r t .  Les formules 

de 2 .14  disent que  r est le coefficient d ' incidence de W~ sur W'(c) • { t } C 0W'(d)  
tandis que  le coefficient d ' incidence de W'(c) sur { t  } • W' (d)  C OW"(c) est ( - -  1) ha' r 

Si on choisit des relevEs des points critiques dans 1~ -~ M, on associe ~t t e .2~(c, d) 

un ElEment g(t) de rq M de la fa~on suivante : si on relrve t ~a part ir  de d" on arrive ~t 

g(t) "Y. Si3~: 1~ ~ R e s t  une primitive de =" ~, on a 

L(t) = f~(~" ) -- ~(g( t )  ~ ) = ~ ( ~  ) --.~?" ) -- u(g(t) ). 

Pour  g e =i M, on pose .~'a(c, d) = { t  e ~ ( c ,  d)[g(t) = g}.  C'est  une reunion de compo-  

santes de &aa(c, d) avec A = J ~ d ' )  - - f~(7)  -- u(g). 
Si I ( d ) =  2 + I(b), on a comme variEtEs orientEes 

Off~g(b, d) = U &~'o,,(b, c) • ~Wo,(c, d). 
C, O', 0'" 

l i b )  < I1r < l l d )  
O ' O "  = 0 

Soit encore ~ ~ ( t ) g ( t ' ) =  0 off la somme porte sur les points critiques c avec 
I(b) < I(c) < I(d)  et les l i a i sons /e  Aa(b, c), t '  e &~ d) telles queg( / ' )  g(t) = g dans n~ M. 

2 .16 .  Pour  tout point  crit ique de ~, on consid~re les couples ~ = (c, O) off 7 est 

un rel~vement de c dans /~I  et 0 est une orientat ion de W'(c) ;  pour  h e rq M, on pose 

h~" = (h~, 0) et ~" = (c, orientat ion opposEe). 
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Pour  I(d) = 1 + I(c), on pose 

[g, "d] = ~ ~(t) g(t) e A u; 
! �9 s d} 

il est clair que  Z] = Z], hZ] = [Y, h - 1  et lord, ?'] = [d, ~b'] ---- - -  [d, 
Considdrons le quotient  du Z-module  libre engendrd par  les ~" (pour c d ' indice q) 

par  les relations o? + ~" ; il poss~de une structure naturelle de Z[~  x M]-module .  Notons-le 
~ et dcrivons encore ~" la classe de ? d a n s  c6~; donc (r~" = --  ~" dans ~a, qui est un  
Z[nx M]-module  fibre basE. 

Posons C~(~) = A_ u | cg~, A = Z[r  h M].  

St i r  d u n  point  critique d ' indice q + 1, choisissons a~ et, pour  chaque  point crit ique 

d ' indice q, un  ~. Les formules prdcddentes mont ren t  que la somme ~x(,l =,  [d, ~'] ~ �9 C,(~) 

ne depend  pas du  choix des ~ et que Y~ [hd, ~] ~ est dgal ~t h. (3", [d, ~] ~), donc ddfinit 
une  application A-lindaire ff~+, -+ C~(0t) qu 'on prolonge par  A_,-l indaritd en 

: 

Proposition 2.17.  ~ Le systkme C.(~, ~) = (C,(e),  d,(~)) est un complexe de A_,-modules 

libres bas~s. 

Preuve. ~ L'dgalitd d~(~).dq+,(~) = 0 est une  consequence immedia te  de 2.15.  

Thgorbne 2.18.  - -  Soient u : ~ 1 M - +  11 un homomorphisme, ~ une 1-forme de Morse 

dans la classe u, ~ un pseudo-gradient ggngrique pour ~ et K une Cl-triangulation de M.  Alors, 
les deux complexes de A ~-modules libres basgs C.(~, ~) et C.(K,  --  u) sont simplement gquivalents. 

La demonstra t ion consiste ~ comparer  d ' abord  C.(a,  to) et C.(a, ~1) lorsque ~o 
et ~x sont deux pseudo-gradients gdndriques pour  a, ensuite C.(ao, ~0) et C.(a l ,  ~x) 
lorsque at et ~x sont cohomologues et enfin de construire un  exemple. 

Proposition 2.19.  - -  Soient ~o et ~1 deux pseudo-gradients ggngriques pour la l-forme de 

Morse ~. Les complexes C.(e, ~0) et C.(e,  ~1) sont simplement isomorphes. 

Lemme 9..20. - -  Avec les notations pr~cgdentes, il existe une isotopie ~ 

avec ~0--= Id,  telle que 

1) 

2) 

3) 

de M, s �9 [0, 1], 

V c e Crit  ~, V s �9 [0, 1], to(c) = c; 

( d @'(x)) > 0 ;  V x e M - - C r i t , t ,  V s e [ 0 , 1 ] ,  0%(xl , 

V c, d e Crit  0~, q)l q~, ~ : WU( c, ~o) ~ M e t  ~0~, ~ : W'(d, ~1) ~ M sont transverses. 

Dgmonstration. - -  Remarquons  d ' abord  que W"(c, ~o) c~ WS(d, 41) n Crit  ~ = 0 
sauf si c = d ;  dans ce cas, T cwu(c,~0) c~TcWS(c,~l)  = { 0 }  car la Hessienne de at 
est ddfinie negative sur l 'un  des termes de l ' intersection et ddfinie positive sur l 'autre.  
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Soit X l'espace des families ~t 1 param6tre s ~ [0, 1] de champs de vecteurs 7, 

sur M telles que, pour tout s ~ [0, 1], ~ et t0 coincident au premier ordre sur Crit ~; 
X est ferm6 dans l'espace de toutes les families, donc est de Babe.  D'apr6s l'hypoth6se, 
la fonction < 0~, ~ > lue dans une carte de Morse s'~crit Q.(x) (1 q- [5(x, s)) off Q. est 
une forme quadratique d6finie positive et ~(0, s) = 0 pour tout s ~ [0, 1], donc le sous- 
espace X o de X, form6 des 7, telles que 

V m ~ M -- Grit ~, V s ~ [0, 1], 

est un ouvert non vide de X. 

d O,(m) = On note 0 .  l'isotopie associEe ~ 7. 

< 0%, 7,(m) > > 0, 

7,(O,(m))).  Soient V o et Vx deux 

sous-vari6t6s de M telles que si V o n V~ n Grit ~ 4= O, l'intersection est r6duite ~t un 

point c, T , M = T ~ V  o ~ T ~ V ~  et T , V  o = T ~ W " ( c , ~ o )  (de sorte que si aq, e X ,  

T , O ,  V o = Te W~(c, ~)  pour tout s e [0, 1]). 
Soient de plus K o et Kx deux compacts de Vo et Vx respectivement. Soit 

f/(Vo, Vx, Ko, KI) C X 

formg des 7, tels que 

V Xo e Ko, V xx z K1 avec O1(Xo) = xx, 

T~o Ox(T,o Vo) + T,, V x = T~, M. 

J 'affirme que t~(Vo, Vx, Ko, K1) est ouvert dense dans X. 
Le fait que cet ensemble est ouvert est clair. Soit 7 ~ ~ X et �9 ~ l'isotopie associ6e. 

S i K  o n K  a n C r i t ~ = ~ , a l o r s ( O  ~ n K 1 C M - - G r i t ~ ; s i K  0 n K ~ n C r i t ~ = { c } ,  

alors cest  un point isol6 de ((I)1~ Ko) n Kx; dam tousles cas, K = (O1~ K o n Kx) -- Grit 

est un compact de M -  Crit ~. 
Pour chaque x ~ K, on note D~ un disque de M -  Grit a centrd en x tel que 

O~~ n D~ et Vx n D~ soient des sous-disques, et l 'on trouve xx, . . . ,  x~ tels que 
K C  1/2 1)~ u . . .  u 1/2 I)~,. II est alors classique d 'approximer 7 ~ sur D=~ X [0, 1] 
(donc loin de Crit g • [0, 1]) en 7~o tel que O~ Vo et V~ soient transverses 
au-dessus de 1/2 D~,, puis 7 ~, en 7~ tel que O12 V o e t  V~ soient transverses au-dessus de 
1/2 D~ u 1/2 D~, etc. ; 7~ est alors une approximation de 7 ~ et est dans ~.  

En appliquant ce r6sultat 

V o =  U o ,, to)), 
0 ~ < t < n + l  

= U 
- - ( n + l ) < t ~ O  

K o = U ~~ to)), 

K ~ =  U 1 , ~1 (Wloo(g~, ~1), 

off q~it est le groupe ~t 1 param&re de ~., il vient que 

Yt, d = { 7~ z X [ O1 ~ ,  ~, et ~ ,  e, sont transverses ) 

est r6siduel dans X. I1 en est donc de m6me de Y = f'lc, azcat ,  Yr et X 0 n Y # 0 .  
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2.21 .  Notations. - -  Util isant  l ' isotopie O~ du  lemme,  nous notons  A(c, d) l ' inter-  
section de q)z (P~, ~ :  W"( c, to) --~ M avec q~, ~ : W'(d,  t l)  -~ M ;  c'est unc  sous-varit t6 
de d imens ion  I(d) - I(c) de W~(c, ~o) • W'(d,  ~z). 

Soit  X un  6 l tmen t  de A(c, d);  il est compos6 d ' u n e  ~o-trajectoire To al lant  de c ~ m o 

et d ' u n e  tx-trajectoire Yx al lant  de mi = (1)z(mo) h d. O n  pose L(X) = I.. ~, off Yx est 
x 

le chemin  Yo suivi du  chemin  (I),(m0) de m 0 h m 1 lu i -m~me suivi de Y1- 
La condi t ion 2) dit  que  I.(X) > L(yo) + L(yz) saufs i  X est l '616ment trivial de A(c, c). 
O n  pose A(c, d, A) = { X e A(c, d)/L(X) ~< A } et A~(c, d) = { X e A(c, d)/L(X) = A}.  

O n  suppose de plus que  to et t l  sont g6n6riques. Les appl icat ions  

tl)z ~ ,  ~ : W~(c, ~o) ~ M et ~ ,  ~ : W'(d,  ~z) ~ M 

sont  a u t o m a t i q u e m e n t  transverses, A(c, d, A) est con tenue  dans  l ' intersect ion de 

(/)t %-" : W"(c, ~o, A) -+ M et %-~ : W'(d,  ~z, A) ~ M,  

qui  est compacte ,  et son adherence  A(c, d, A) darts cette intersect ion est une  varidt~ 
compac te  ~t bord anguleux.  I1 en r6sulte que  les longueurs  des 616ments de  A(c, d) est un  
ensemble discret. 

- -  Pour  I (d)  = I(c), A(c, d, A) est u n  ensemble  fini; 

- -  Pour  I (d )  - -  I(c) = 1, X(c, d, A) est une  vari~t~ compac te  de d imens ion  I, O~,(c, d, A) 
est la rdunion  de 

U A(c, c', A') • .W(c', d, ~x, A") 
I ( r  = l i e )  

A ' +  A " = A  

et de U .~~ d', ~0, A')  • A(d' ,  d, A")  
r(d') = I(d) 

A '  + A "  = A 

off (X,I) e=A(c, c') 
w'(c' ,  x ( t } c 

l ' intersect ion de 

• .s d, tz) correspond "X l ' intersecfion de ~x W"(c, ~o) avec 
OW'(d, tx), tandis que (g', X') e .o.qP(c, d', ~0) X A(d' ,  d) correspond 
~z({ t}  • W"(d', to)) C(1)z OW'(c, to) avec W'(d,  ta). 

O n  choisit des orientat ions des varidt6s stables pour  to et tz qui  induisent  la m~me 
co-orientat ion sur la vari6t6 instable pou r  ~0; A (c, d) est alors orient~e par  (Goor (I) 1 W"(c, t0), 
Or  A(c, d)) = Or  W'(d,  41)- 

Si I(c) = I(c') et si X cA(c ,  c'), on  d6finit  r par  

Coo t  q)z W~( c, t0) = ~(X) Or  W'(d,  t t ) .  

Pour  I(d) - -  I(c) --= 1, (X,t) cA(c,  c') X 5e(c', d, ~1) appara t t  dans OA(c, d) avec le 
coefficient ( - - 1 )  I:c) ~(X)~(l). En effet, s i n  est la no rma le  sortante  h W"(d, ~) en 

(ml , t )  C W~ ', ~z) x .s d), c'est aussi la normale  sor tante  h ft(c, d). O n  a 

(n, Or  W'(c' ,  ~z)) = ~(t) Or  W'(d,  ~1) (2. I5), 

donc  (Coor O1 WU( c, t~), rt) = ( - -  l) I(c; ~(;k) (•, O r  W'(c' ,  ~l)) 
--=- ( - -  1) ~'' ~(X) ~(t) Or  W'(d,  ~,); 
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(l', X') e s d', to) • A(d', d) appara l t  dans O-A(c, d) avec le coefficient 

- ( -  l)',o' 

En effet, s i n  est la normale  sortante ~ W"(c, t0) en (l', m0) ~ L~r d', ~0) • W"(d',  ~o), 
on a, toujours vu (2.15),  

Coor  W"(d', t0) = - -  ( - -  1) ''~) r (Coor W"(c, ~o), n), 

n' = (~z). n e s t  la normale  sortante ~ A(c, d) en (t', X') et 

(Coor @z W"(c, to), n') ---- - -  ( - -  1) ~''' , ( t ' )  Coor  (1) 1 W"(d', t0) 

= - -  ( - -  1) x''' a(l') a(X') O r  W~ ~z). 

U n e  fois choisis des relevds des points critiques, on associe ~ X s A(c, d), g(X) e ~z M : 

si on rel ive Yx ~ part ir  de d, on about i t  k g(X)~. 

La  consid6ration de O~,o(c, d) donne  alors comme en 2 .15  

(2.22) 2~ ~(X) a(t) - -  Y, ~(t') ~(X') = O. 
e ' ,X, /  d ' , l ' ,~ , '  

l ~ . ~ ( c ' , d ,  ~I) X' ~ A(d', d) 
off) oO,) = o ~(X') off ') ~ e 

2 . 2 3 .  O n  
indice 

d6finit un coefficient d ' incidence pour  deux points critiques de m~me 

{ ~', ~" } = Y~ ~(~,) g(X) E A _ , ;  
), G A(c, e') 

on a {h~',~"} = h { ~ ' , ~ " } ;  { ~ ' , h ~ ' } = { ~ ' , ~ " } h  -~ pour  h e r c l M ;  

-{y,y,}.  

Remarquons  que  { ~', ~" } = 1 + r, avec u(r) < 0, est une unite triviale de A , .  
O n  d6finit w~: Cq(~) -~  C~(,t), morphisme de A ,-modules,  par  la formule 

= 

Les deux faits suivants ach~vent la d~monstrat ion de la proposit ion 2 .19 .  

Fair 1. - -  L'appl ica t ion  w. : C.(0~, t0) ~ C.(0c, 41) est un morphisme de complexes 

d ~ + l ( ~ l ) . w ~ + l -  wq.d~+~(~o) = 0. Cela r~sulte d i rec tement  de la formule 2 .22.  

Fait 2. - -  L'appl ica t ion  wq : C~(~) ~ Ca(0t) est un isomorphisme simple. 
Nous allons d~terminer la matrice de wq pour  un numdrotage  des points critiques 

d ' indice q et un choix des relev~s judicieux.  
- -  Si ~ est exacte, 0~ = dr; on numdrote  les points critiques d ' indice q : cl, c~, . . . ,  c k 

de sorte q u e f ( q )  >~f(c~) >1 . . .  >~f(c~); alors A(ci, cj) = O si i < j  et la matr ice de wq 
est I + T off T e s t  tr iangulaire stricte. 

- -  S i e  est rationnelle, u(n 1 M) = pZ C R avec p > 0. Soit ~ :  1~ ~ R une pri- 

mitive de n" 0t. O n  choisit un ordre sur les points critiques et des relevfis de sorte que  

J~ ' l )  >/J~'~) >I " "  >/J~'~) et J~ ' l )  --j~2"~) ~< p. 
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La  matr ice de w~ est I + T + R avec u(R) < 0 et T tr iangulaire stricte avec des dld- 
ments dans Z [ u - l ( 0 ) ] ;  on a alors I + T + R =  (1 + T )  ( I + R ' )  avcc 

R ' =  (1 - - T + T  2 +  . . .  + ( - - ) " - ~ T  k- t )  R,  

done u(R')  < 0, d'ot) le rdsultat d 'apr~s 1.7. 
- -  Si 0c est irrationnelle, u(7~ 1 M) est dense dans R.  Soit e o > 0 tel quc  les dldments 

non triviaux ), des A(c, c') vdrifient L ( X ) >  t0; on numdrote  arbi t ra i rement  les points 

critiques d ' indice q et on choisit des relevds de sorte que  

t < 

la matrice dc wq est alors I + R avec u(R) < O. 

Proposition 2 .24.  - -  Soient o~ o et oq deux l-formes de Morse dans la dasse u. Soient to 

et ~x deux pseudo-gradients ggngriques pour % et o~ 1 respectivement. Les complexes C.(~0, to) et 

C.(ml, ~t) sont simplement iquivalents. 

La preuve de cette proposition occupera  les numdros 2 .25  h 2 .27 .  

Lemme 2.2,5. - -  Soit ~, (s ~ [0, 1]) une famille de 1-formes de Morse toutes cohomologues; 

soient to et ~1 deux pseudo-gradients g+nlriques pour ~o et a t respectivement. Les complexes C.(m0, ~0) 
et C.(~x, tl) sont simplement isomorphes. 

Dgmonstration. - -  Considdrons d ' abord  le cas oh la famille est constante sur un 

voksinage de Crit  ao- Par  compaci td  de [0, 1], on construit  s o = 0 < st < . . .  < sk = 1 
tl tels que, pour  tout  s e [sj, s i + ~], t~ soit un pseudo-gradient  

de l 'applicat ion rdpdtde tie 2 .19  

C.(~o, ~o) ~ C.(~o, ~) = C.(%, ~'o) .-~ C.(%, ~;) . . .  
= c . ( ~ , ,  t'+ , )  ,-~ c.(~,, ,  t l ) ,  

off ,~ signific s implemcnt  isomorphc.  
Lc cas gdndral s'en ddduit  : on suit par  continuitd les points critiques dc m,; lc 

lcmmc dc Morse ~t param&trcs donne  unc isotopic dc plongcmcnt  d 'un  voisinagc f~ 

dc Crit  0:o, tp+ : ~ -~ M avcc ~b; ~, = m0 sur ~ .  O n  dtend t~+ cn une isotopic q~+ dc M. 
Si ~ est un pseudo-gradient  gdndrique pour  q~; 0h, Ic cas particulier nous dit quc  

t0) c.(v  Or C.(v  t) = (vl). t) t,)- 

2 . 2 6 .  M o d U l e .  - -  S u r  R • V +  • V _ ,  on considSre 

M+(x,y+ ,y_)  =: x s --  3tx + lY+ 12 - l y -  12, 

fonction sans point  cri t ique pour  t < 0 et qui a, pour  t > 0, deux points cri t iques 
c = (%/7, 0, 0) d ' indice q et d = ( - -  vrt,  0, 0) d ' indice q + 1. 

21 

et des champs  de vecteurs 
gdndrique pour  0c,. 

Le rdsultat ddcoule 
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Si ~o est un  chemin g6ndrique de 1-formes fermdes avec un point  de naissance 
mor t  c o pour  s = so, on salt (d6ploiement universel de la singularit6 x s) qu' i l  existe U,  
voisinage de l 'origine dans R • V+ • V _ ,  et, pour  (s - -  so) petit,  une isotopie de plon- 

gement  qG : U ~ M avec hb,o(0) = co, et une fonction h(s) ddfinie pour  (s - -  so) petit  

avec h(so) = 0 telle que  

+] ~. = dM,, , , Io.  

s i r 0  est une primitive locale de ~ au voisinage de Co, il existe une fonction k(s) telle 

que  f , (+ , (z) )  = Mn~,,(z ) + k(s). 

Modification du modkle. - - Fixons p > 0 assez petit  pour  que  (x,y) c U si ] x ] ~< 3p 
et lyl~< 30. Soit H o d6fini par  les in6galit6s I x[~< 0 et ]yl~< 0. O n  consid~re, pour  

> 0 ,  la fonction r : R  • V+ • V - + R  • V+ • V _ ,  d6finie par  

r(x,y+,y_) --= (x, (1 + 8x)y+, (1 - 8x)y_). 

O n  appelle H l ' image par  r de la part ie  [ x ] ~< 3p, lY t ~< 3p et H x celle de la part ie d6finie 

par  les in6galit~s 20 ~< I x I ~< 3p et lY I ~ 30 ou bien ] x I ~< 30 et 20 ~< ]y [ ~< 30; ~ est 
choisi assez petit  pour  que H 1 soit plong6 dans U et disjoint de H o. Le  champ  de vec- 

teurs sur H,  r. 0--xx' v&ifie dMo, r. ~x > 0 hors de l 'origine. Par  part i t ion de l'unit~, 

on construit  pour  t ~ < 0 un champ  de vecteurs ~, sur 11 • V+ • V _  --  H o v~ritiant 

< dMt(z), ~qt(z)> --= 3x off z = (x,y+,y_). 

d 
L'~quat ion ~X~(z) = ~(Xt(z)) et X0(z) = z pour  z e l l 1  ddfinit, pour  - -  t0~< t<~ to, 

une isotopie de p longement  de H1 dans R x V+ • V _  que  l 'on prolonge en une  isotopie 
de p longement  de  H,  n o t &  toujours Z~, v&if iant  X~(z) = z pour  z e H0. 

O n  pose Mr(z) = M~(Xj(z)) pour  z e H ;  M~(z) est inddpendant  de t pour  z e Hx 

d ~'I,(z) = ( d ) car ~ ~ M, (ZAz)) + < dMdz,(z)), ~,(Z, (z))> = 0. Construisons, pour  t > 0 

petit, un bon champ  de pseudo-gradient  pour  M s. 
Le r6sultat est 6vident si V+ = { 0 } ou si V _  == { 0 }. Sinon on choisit t > 0 assez ( 0) petit  pour  que, si p ~< I x ] ~< 30, d~,I~(x, 0), ~x > 0, et que  les restrictions de Mj  ~ 

(H --  l~I.) ra (R x V+ x 0) et ~ (H - -  I~I.) n (R x 0 x V_)  soient sans point  critique. 
0 

O n  choisit ~ pseudo-gradient  pour  x 3 - -  3ix sur [ - -  30, 30] 6gal ~ ~ si I x[  t> 0 

et ~ : [0, m[ -~ [0, oo[ ~gale 5 1 sur [0, 0] et de suppor t  dans [0, 20]. O n  pose 

0 
~O(x,y) = (1 - -  ~(I x I)) r. ~x + co([ x [) (~, grad Q.), 
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0 
o~ Q.(y) = lY+ I S - lY- I S. s i p  ~ I x [ ~ 30 e t y  = 0, on a 4~ 0) = 0x' done il existe 

p ' >  0 tel que (dg/I,(x,y),  4~ 2> 0 si p ~< [ x [~< 30 et lyl ~ P'. On commence 
par dtendre le champ qui est 4 ~ sur 

(g0 u(0  Ixl-< 30, lYl  0 '}n (R x V+ x 0) 
0 

et r. ~x sur H 1 n (R x V+ x 0) en un champ tangent ~, H ta (R X V+ x 0) transverse 

M, lc--~m~R•247215 on fait de m~me avec R x 0 X V , puis on dtend le rdsultat 
O 

e n u n c h a m p  4 s u r H  d g a l ~ r .  N s u r  H1 et ~,G ~  oU{p~< [x[~< 3p et ]y l  < 0'}. 

Le long de H n (R x V+ x 0), 4 est tangent ~, 11 X V+ x 0 et le long de 
H r ~ ( R  x 0 x V ), 4 e s t t a n g e n t ~ R  x 0 x V . I l e n r d s u l t e q u e  

W~(c, 4) C H n (R x V+ x 0) et W'(d; 4) C H n (11 x 0 x V_), 

et done que W'(c) n W'(d) = ]c, d[ et que W"(c) et W'(d) sont transverses. 
Posons K = d~,.(H), Ki----q%(H1) et I ~  = q%(H0). Le composd ~,~,,~ d~ ~ est 

une isotopic de plongements de K dans M dgale ~ l'inclusion pour s ---- So; on la prolonge 
en une isotopic g, de M avec g,. = I. Remarquons que g; ~~ est inddpendante de s 
sur K i. Ddfinissons 

{ e,o sur (M -- K) w Ki,  

~ =  g;~ ,  sur K. 

Choisissons s , s+ avec s_. < s o < s+ et s + -  s petit. II suffit de comparer 
C.(~,_,4_) et C.(~,., 4+). En effet, ~,_ et g]_ ~,_ sont joignables sans accident par 
la famille valant g; ~, sur (M -- K) w K 1 pour s e Is_, so] et g;_ e,_ sur K, done si 4 
pseudo-gradient gdndrique pour g,_ ~,_, 2.25 nous dit que 

C.(E._, 4-) ~ C.(g2 %_, 4) = C.(%_, (g,_)o 4). 

On a l e  m~me raisonnement pour E , .  
Nous supposons que c'est ~,_ qui n'a pas de point critique dam K. Nous allons 

0 
construire un pseudo-gradient gdndrique 4- pour e,_ dgal ~ (t~,,). r. 0x sur K et tel que 

l'ensemble ~-limite des trajectoires passant par K est soit une courbe pdriodlque attrac- 
tive, soit un point critique d'indice n e t  que l'ensemble e-limite des m~mes trajectoires 
est soit une courbe pdriodique rdpulsive, soit un point critique d'indice 0. 

Appelons c et d les deux points critiques d'indice q et q + 1 de ~,. Iz, et 4.  le 

champ dgal ~ ~_ hors de K et ~ (+,o). ~ sur K, off ~ est le pseudo-gradient construit 
pour Mn~o+~; 4+ est automatiquement pseudo-gradient gdndrique pour e,§ puisque les 
varidtds instables de c et d ne coupent au plus que la varidtd stable d 'un point d'indice n 
et qu'on a une situation analogue pour les varidtds stables. 
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Abrdgeons C.(~, . ,  ~+) en C; ~, d.(~+) en 0 +, C.(~,_, ~_) en C :  et d(~_) en 0-.  

On  choisit des relevts T et d configus et des orientations compatibles de sorte que 
[d, ~] = ~ ~ A_,,. Soit T ~e complexe triv[a~ qu~ est A_~ d e n  d{mension q + 1, A _ , ~  en 

dimension q et tel que 0 d = L I1 est t r i d e n t  que C2 = Co | T sauf dans les deux eas 

particuliers suivants. 
- -  Si q = 0 et si l 'ensemble e-limite de K est an  point  crit ique c' d ' indice 0; on 

a alors 0 + a~ ~ ~" + ,g'd', oO ~ = • 1 et g e rq M. Dans ee cas, h : C 3 --- C2- (9 T, avee 

h(~') = -  eg~" + ~', et l ' identit~ sur les autres vecteurs de base est un isomorphisme 

simple. 
- -  Si q = n --  1 et si l 'ensemble to-limite de K e~t un point critique d' d ' indice n; 

on a alors 0 + d =  ~', 0 + d' = ~g? + 0- d'. A nouveau h : C. + ~ C 2 ( 9 T ,  o/, cette fois 

h(a D = aT' + eg~ et idendt6 sur los autres vecteurs de base est un  isomorphisme simple. 

C o n s t r u c t l o J a  d e  

Lemme 2 - 2 7 .  - -  Soit ~ une l-forme de Morse sur M de dimensian n >t 2. Soit x ~ M -- Grit ~; 

il existe 8 + , point critique d'  indice n ou bien cercle plongg transverse ~ or, 8_ , point critique d'  indice 0 

ou bien cercle plongg transverse ~ o~ avec 8+ n 8_ = O, r un arc de courbe plongi y passant par x, 

transverse ~ o~, d'origine sur 8_ et d'extrOnitg sur 8+. 

Preuve. - -  Soit ~ un pseudo-gradient  g~ndrique pour  0~ tel que la trajectoire passant 

par  x est transverse aux vari~t~s stables et instables des points critiques. 
8i Ia trajectoire de x meur t  ca  un  point  cri t ique c~ alors ces t  d'ind~ce n et  on pose 

8+ -= { c }. Sinon, soi ty  dans l 'ensemble ~-limite de x; s iy s Crit  0~, alors 1 ,< l ( y )  ~< n -- 1 
et x ~ W"(y) ,  done il existe une composante  du niveau local de y privd d e y  qui est coupde 

deux lois par  la trajeetoire positive de  x (m~me rdsultat s i y  r Crit  0c). On  referme alors 
la trajectoire de x entre ces deux passages en un cercle plongd 8+ transverse ~t e. On  a 

le m f m e  ra isonnement  pour l 'ensemble e-limite et ~_. Si d im M >1 3, il est clair qu 'on  
peut  eomtrui re  ~+ et 8_ disjoints. Cela marche  au~i  en dimension 2. Des modifications 

de  Seifert co~struisent k part~r de ~_ et  ~+ g~n~riques une farail~e finie de transversates 

plongdes deux h deux disjointes : on a fini saul  si dans le sens posifif et le sens n tga t i f  ~" 

arrive ~t la m~me transversale. Dans ce cas, les orientations doivent  ~tre coh~rentes 

(regarder -/' a) et done on construit  une transversale p t r iodique  Y0 passant par  x. On  
peut,  quit te  5t modifier "To, supposer que son voisinage tubulaire  est trivial et construire 

dans ce voisinage 8_ et 8+. 
O n  applique le lemme au centre de K ;  qui t te  ~ effeetuer un redressement d a m  K 

et des d~tour~ pour  6viter K .  on peut  supposer que 8 .  c~ K = 8_ n K = 0 et que -f 

coupe K suivant un  segment de trajectoire de (~b,o). r. ~x' O n  construit d ' abord  sur un  

voisinage de K u y u 8_ t3 8+ un  pseudo-gradient  ~q ~gal ~t (+,o). r. -~ sur K tel que, 

si 8+ est unc courbe, alors c'est une trajectoire p4riodique de ~ attractive et a t t i rant  
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tout K, et de m6me pour ~_. On dtend ~ en un pseudo-gradient t0 sur M tout entier 
et on choisit t _ ,  pseudo-gradient gEnErique Egal ~ ~ sur K, si proche de t0 qu'il y a une 
orbite pEriodique attractive proche de 8+ attirant tout K et une orbite repulsive proche 
de 8 qui est l 'ensemble a-limite de K. 

2.28.  Nous aurons besoin du rEsultat suivant (sans doute bien connu). 

Lemme 2.28.  - -  Soit f une fonction de Morse sur une varigtg compacte M,  soit t u n  pseudo- 
gradient pour f (ou dr) et soit K une Cl-triangulation de M; alors les complexes de A = Z[nl  M]- 
modules libres basr C.(df, t) et C.(K) sont simplement 6quivalents. 

Un rEsultat analogue est montrE dans [8] pour la situation du h-cobordisme et 
donc pour des complexes acycliques. Nous allons gEnEraliser le thEor~me de subdivision 

algEbrique [8, thEor~me 5.2].  
On consid~re un complexe fini C�9 de A-modules fibres bases et une filtration 

C O C C1�9 C . . .  C C." = C. par des sous-complexes libres bas~s. On suppose : 

I) le complexe quotient C,~/C. ~-1 (C~ - I =  0) est fibre base et il y a compatibifitfi 

des bases dans la suite exacte 

~-- i  0 ~ C. ~- ~ -~ C. ~ -~ C. /C.  -+ O; 

2) l 'homologie de C ~ ~-1 �9 est concentrEe en degrE p e t  est fibre basfie. 

On dEfinit un nouveau complexe fibre et base C. par C,  = H,(C./C.~ p- l ) ,  
d, : C~ -+ C~_ ~ ~tant le bord de la suite exacte du triple C. ~-" C C. ~-  ~ fi C. ~. 

Lemme 2 .29 .  - -  Il  existe une gquivalence d'homotopie f .  : C, ~ C. et 

�9 ( f )  1), 

o,~ ~C./C.f �9 ~-1) est la torsion de Milnor d'un complexe libre basg dont l'homologie est fibre basde. 

Dgmonstration. - -  On considSre la filtration triviale C. ~ de C., off C~ = Cq si q ~< p 
~ -  est concentrE en degr6 p et vaut  C~. et C ~ = 0  s i q > p ;  C. /C,  

On va construire par rdcurrence des morphismes de complexes f." : C. ~ ~ C. ~ tels que 

c c c 

C. ~ c C] c C. ~ c C." 

commute, et tels que le morphisme induit C.~/C. ~-1 -+ C.~/C. ~-1 donne en homologie 

l'identite C'~ = H~(C.~/C~.-1). 
La construction de f o  est Evidente; supposons construit f.k pour k ~< p -- 1 vErifiant 

les hypoth6ses jusqu 'en degrE p -  1. 
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---- - " " -  dont  la classe d 'homologie  est x; Soit x e ( ~  C r et soit t un p-cycle de C . /C .  
lo- 1 - -  ~ * �9 dt appar t ient  ~ C~_,  et aTx est la classe de dt dans H~ / C . ~ - ' / C  ~--~) Par hypothSse 

de rdcurrence, dt - - f~_-~a  d-x ~ C~_a est un cycle et sa classe d 'homologie  dans 

Hr_ , (C .~ -~ /C .  ~-~) est nulle. D'aprSs les propridtds de f .  ~-~, il existe done 

- - 2  d t  g v  ~ y e C ~  -~ et z e C ~  , avec - - j p  -~ z; ay + 

done  z = dt .... f / , - - ~ d x -  dy est un cycle et c o m m e  H~_~(C.  ~-~) = 0 (d'apr~s l 'hypo- 
th~se 2), il existe z~ e C~ -z avec z - -  dzx. Soit ~ = t - - y  --  z~ e C~; on a 

- 1  

et la classe de a dans Hr(C.~/C. p-  a) est la m6me que celle de t, c 'est-~-dire x. 
C o m m e  C~ est fibre, la construct ion prdcddente sur une base de C~ ddfinit 

f ~  : C ,  ~ C~ avec d ~ f ~  = f f - ~ a  d r, &off f f  : G'.~ ~ C. ~ ayant  les propridtds voulues. U n e  
r6currence et le l emme des cinq mont ren t  alors que  f / :  C-'. ~ ~ C. ~ est un isomorphisme 
en homologie,  done en consid~rant le mapping  cylindre, une ~quivalence d 'homotopie .  

Du  d iagramme commuta t i f  suivant  

0 �9 C. ~-~ , Cf , C./C. , 0 

r ~ - - - - ' ~  0 0 > C. ~-~ > Cf > C . / C . - 1  

on fire ~(f.~) = v ( f f -  ') q- v(.~.~). Or  v(g. ~) = ~ C . / C .  1) ; d o n c f .  = f . "  : C. == C." -+ C. -~ C." 

convient.  
L a  ddmonstrat ion du th~orhme 7.1 de [8] donne  alors, si L e s t  une subdivision 

d ' un  complexe fini K,  une ffquivalence d 'homotop ie  simple entre C. (K)  et C.('L). 
Done,  si K 0 et Kt  sont deux C'- tr iangulafions d 'unc  varidtd compac te  M,  C.(K0) 

et C,(K1) sont s implement  dquivalents comme complexes de Z [n  1 ,'~,1]-modules libres 

basils. 
S o i t f  une fonction de Morse sur M telle que  s i c  est un point  cri t ique d ' indice q, 

a lo r s f (c )  = q, et soit M ~ = f - ' ( ] - -  o% q "- 1/2]). Si K est une C'- t r iangulat ion de M 

telle que des sous-complexes t r iangulent  les M ~, l ' a rgument  de [8, th. 9 .3]  donne  alors 
que, si ~ est un pseudo-gradient  gdndrique pour  f ,  C.(dJ~ ~) et C. (K)  sont s implement  

dquivalents. 
Soit u e H ' ( M ,  R) - -  { 0 }. Soit ~ la rdunion de petits voisinages de Morse ferm~s 

p o u r f  C o m m e  H ' ( ~ )  = 0, la flSche H~(M --  ~)  ~ H~(M, R) est surjective. O n  ehoisit ~, 

une l-forme f~rmde ~ suppor t  compac t  dans M -  fl dont  la classe de cohomo[ogle 

est u. Pou r  r petit  non nui, ~ = ( 1 [~) d f  + ~ est une  1-forme de Morse avec Grit :c, = G r i t f  

et ~, est cohomologue h ~. Si ~-> 0 est petit, ~, qui est pseudo-gradient  gdndrique pour  

(1/~) dr, est pseudo-gradient  gdndrique pour  0:, et l 'on a C.(:~, ~) ---- C.(df, ~), ce qui 

achSve la ddmonstrat ion du thdorSme 2.18.  
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8.30.  Duali tL - -  Soit w : A  = Z[rq M] ~ A  l 'ant i -automorphisme de A dffini  
par w(g) = wl(g)  g - 1  si g e ~I(M) (wl est la premiere  classe de Stiefel-Whitney) ; w s '&end 
en un anti- isomorphisme de A_ u sur A,.  

Si 4 est pseudo-gradient  g~n6rique pour 0~, - - 4  est pseudo-gradient  g6n6rique 
pour  --  0~ et W'(c, - -  4) = WU(c, 4). 

O n  choisit des relev& des points critiques, des orientations des vari&~s stables 
pour  0c et une orientat ion de M, on oriente les varlet& stables de --  0c par  la convention 

( O r W ~  O r W U ( T ) ) =  Orl~i .  Si ~ e C , ( ~ , 4 )  et d~C,+l(0~,~,) ,  on note 

P~" e Cl._,(--- 0~, - -  4) et P(d') e C . _ . _ , ( - -  0~, --  4) 

les ~l~ments correspondants  et on a [P~, Pd] ---- ( - -  1) ~-1 w[d, ~]. 
Le groupe Hom(C~(~, ~), A_~) est un A u - m o d u l e  libre ~ droite, notons { c" } la 

base duale de la base { E } de Cq(~, 4). En  consid&ant  Cq(~, 4) comme  Au-module 
droite grace ~ w, Hom(C~(~, ~), Au) est un  Au-module libre ~ gauche et 

w : Homa_.(Cq(a, 4), A-u) -+ HomA.(C,(~, ~), A.) 

qui ~ r associe w. ~ est un isomorphisme w-lin6aire. Posons 

w Hom(C,(0c, 4), A-u)  = HOmh~(C,(~,  4), iu) .  

Soit Iw Hom(C.(0q 4), A_.)  le complexe (de chalnes) de Au-modules ~ gauche 
libres bas6s qui en dimension n - - q  est w Hom(Cq(0q 4), A-u) .  II est clair que  si on 

q(q + 1) 

associe ( - -  1) 2 P~* ~ we*, on obtient  un  isomorphisme simple entre les complexes 
Iw Hom(C. (a ,  ~), A u) et C . ( - -  a, - -  4); on en d6duit  

(2.30) H . ( M ,  --  u) = 0 ~ H . (M,  u) = 0 

et, si H . ( M ,  u) = 0, 

(2.31) "r(M, u) = ( - -  1) " -1  w('r(M, - -  u)), 

oh w : Wh(G,  - - u )  -~ Wh(G,  u) est l ' isomorphisme induit  de w : A _  u --*A u. 



Chapitre 3 

MODIFICATIONS i~LI~MENTAIRES 

3.1.  Mod;Fications 616mentaires de la 1- forme de Morse  

Lemme 3 .1 .  - - S o i t  ~ une 1-forme de Morse sur M, soit ~ un pseudo-gradient pour ~. On 
considkre un point critique c et on se donne L, L'  avec 0 < L < L'. On suppose qu'il n'existe pas 
de liaison partant de c et de longueur <~ L'.  Soit V un voisinage tubulaire de W"(c, L') .  Il  existe 
oct, forme de Morse ~gale a ~ hors de V,  cohomologue ?, oc, ayant les mgmes points critiques que ~, 
admettant ~ comme pseudo-gradient et teUe que si f : V ~ R est la primitive de ~ Iv avec f(c) = O, 
alors ~ Iv admet une primitive f~ dgale ~ f pr~s du bord de V e t  sati.faisant a fx(c) = L. On dit 
qu'on a ~ fai t  monter le point critique c de L ~. 

Dgmonstration. - -  Soit g : U -~ M une carte de Morse  d6finissant ~ au voisinage 
de c, off U est choisi de sorte q u e f l  = g ( U ) C  V et que  les trajectoires de ~ passant 
par  0+ f~ restent dans V jusqu'~t la longueur  L'.  O n  construit  une extension g' : U '  ~ V 
de g, off U '  contient  le disque {(x+, O)['ix+ Is<<. L'},  off g' envoie les orbites de grad Q 
sur eelles de ~ et off g'*(~ [~,) = dQ, (~ '  = g ' (U ' ) ) .  O n  a alors g'.(grad QIu ' )  = X~ In', 
off X est une foncdon > 0, 6gale k 1 sur ~.  O n  choisit k assez grand pour  que  

1 13 _13 } u' (x+,x_) L_lX+ + k l x  <. 1 C 

et une fonction co : [0, oo[ ~ [0, L] croissante 6gale ~t 0 au voisinage de 0 et k L au voisi- 

nage de [1, oo[, avec 0 .< c0'(t) < L' .  Consid6rons la fonction fz : f~' -7 R telle que  

f z g ' ( x + , x _ )  = [ x+ ,2 -- l x_ [2 + L --  o ~ ( ~  ' x~ ,~ + k ' x_ " ) ;  

grad  Q. est pseudo-gradient  p o u r f ~ . g '  car 

( g r a d O )  f ~ g ' ( x + , x _ )  - - 4 I x +  [ 3 1 - - ~ ; c o  + k l x _ [ 2  

+ 4 I x  I +klx_13))>0 si (x+, x_) , (0, 0). 

Donc ~ est pseudo-gradient  pour  f l .  Oll pose ~1 ----- a sur M --  ~2' et ~z : dfl sur ~ ' .  
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Remarque. - -  Avec des hypoth6ses analogues sur W'(c),  on peut  faire descendre  

de L l e  point  cr i t ique c. 

3 .2 .  Lemme d'Elimination tldmentaire de Morse-Smale. - -  Soient c et d deux points critiques 

d'indice q et q + 1 d'une forme de Morse o~ et soit 4 un pseudo-gradient pour ~. On suppose qu'il 
existe unt liaison transverse r de c g~ d de longueur L et qu' il n' arrive g~ d aucune autre liaison de lon- 

gueur <<. L.  Soit ~(c) un voisinage de Morse de c de taille r W'(d,  L --  r se plonge dans M.  II 

existe V ,  voisinage arbitrairement petit de f~(c) u W*(d, L - -  r et oh,forrae de Morse cohomo- 

logue ,~ o~, ggale ~ o~ hors de V ,  telle que ott l v n'a pas de point critique. 

Preuve. - La  forme 0~ est exacte sur un voisinage de fl(c) u W'(d ,  L --  r et l 'on 
se t rouve dans la situation du  lemme d '6l imination comme  r~dig~ dans [2]. 

3.3. ModiRcations ~16mentaires du champ de pseudo-gradient 

Lemme 3 . 3 .  - -  Soient oc une 1-forme de Morse sur M, 4 un pseudo-gradient gZ~rique pour oc 

et d u n  point critique de ~. Soit gx (X ~ [0, 1]) une isotopie g~ support compact S de plongements 

de aW'(d ,  L) dans la feuille ~" qui le contient. Si U est un voisinage de S dans M e t  si 

s n w ' (g ,  L) = S u aW'(d,  L), 

il existe un pseudo-gradient ggn~ique ~1 [gal~  4 hors de U et tel que 

0W*(d, L, ~,) = gx(OW'(d, L,  4). 

D~rnonstration. - -  Soit V un  petit  voisinage tubulaire  de S dans ~-. O n  ~tend gx 
en h~ : V --* V avee h x = I d  Was du  bord ;  s o i t f u n e  primitive de 0c au voisinage de V ;  
on consid6re le champ  de vecteurs ~(x) ---- 4(x) / (  otx, 4(x) )  au voisinage de V et d~, le 
groupe local "~ 1 param6tre  associ6 de sorte quefd?t(x ) ---- t + f ( x ) .  Pour  ~ > 0, on consi- 

d6re le p longement  ~ : V  • [ - -  r ~] -* M, ~ ( x , y )  ---- +,(x); on pose 

N =  V(V • N+ =  V(V x [0, 

et N = ~F(V x [ - -  ~, 0]), 

et l 'on suppose ~ assez petit  pour  que  N C U et que  

N+ u W'(d,  L) =- N+ ~ (W'(d, L) - -  In t  W'(d,  L - -  ~)). 

Soit H "  V x [0, r --* V x [0, ~] le diffdomorphisme H(x ,y )  ~- (h,~,,i,~(x),y) o~ 
co : [0, 1] --* [0, 1] vaut  1 au voisinage de 0 et 0 au voisinage de 1. Soit [[ le diffdomor- 

phisme de N+ qui  s 'en ddduit ;  on a H" 0~]N§ = 0clN~ et H.(4)  est ~gal h k4 pros de V, 

off la fonction ~. est > 0. O n  pose 41 = 4 hors de N, sur N+;  E! est H.(4) reparam~trd 

22 
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au voisinage de V pour  y 6tre 6gal ~t ~, et sur N _  c'est une petite d6formation de 5 de 

sorte que  5x soit g6n6rique. La  condit ion 

N+ ~ W'(d,  L, 5) = N+ c~ (W'(d, L, ~) --  In t  W'(d,  L -- ~, 5)) 

assure que  

�9 ( v  x { ~ }) n w ' (g ,  L - ~, 5,) = ' v ( v  x { .  }) n w ' (g ,  L - - . ,  5) 

et donc que  OW'(d, L,  5~) = gx(OW'(d, L, ~)). 

Ajout de liaisons 

Proposition 3 .4 .  ~ Soit o~ une forme de Morse sans point critique d'indice n --  1, ne t  sans 

point critique d'indice < q (2 ~< q ~< n - -  3). Soit 5 un pseudo-gradient ggn6rique. On choisit des 

relev~s ~ ,  . . . ,  T k des points critiques d'indice q et ~ ,  . . . ,  dt des points d'indice q + 1 et des 

orientations des varigtds stables. On se donne go ~ ~i M,  ~ = 5z 1, L > O. 

Si ~(d~) > j ~ )  + u(go) , il existe un pseudo-gradient gdndrique 5, tel que 

1 ) les liaisons de longueur ~ L entre points critiques d'indice q et q -4- 1 pour ~ sont des liaisons 

pour ~1; 
2) on obtient ainsi toutes les liaisons de longueur <~ L pour 5a arrivant ~ d~ pour j >1 2; 

3) pour chaque liaison g de q ?z d, pour 5 de longueur <~ L '  = L --  ( j (~x)  - - ~ (  d"2) --  u(go) ), 
il existe une liaison t'  de q ~ d, proche de t au dgbut avec g(t ')  = go g(t),  ~(t') = ~ ( t ) .  
On obtient ainsi avec 1) toutes les liaisons de longueurs <<. L pour ~1 arrivant ?z d 1. 

O n  ~crira X = X' + (u < C), pour  X, X' ~ A _ , ,  pour  dire queX --  X' = Y~,cgi~<en, gi. 

Les relations entre les coefficients d ' incidence pour  ~ et 5~ sont alors donn~es par  : 

3 .5 .  Soit A = sup,. j ( f(d~) - - f ( q ) ) ,  alors 

et sij>_. 2, 

[~,, ~,]~, = [~,  ~,]~ + (u < A - L).  

Ddmonstration de 3 .4 .  - -  D 'abord ,  comme il n 'y  a pas de point  cri t ique d ' indice 
0, 1, n --  1, n, on peut  faire bouger  comme on veut  un objet  de dimension 1 g6n~rique 

par  rappor t  ~ 5 le long des trajectoires de ~ ou de - -  ~; d o n c f f - a ( t )  est connexe par  arc 

pour  tout  t. 

O n  choisit t o ~ ]~god"~),ff(d~)[, on pose L ,  = 3 ~ d ' ~ ) -  to, L~ = t o - 3 ~ g 0 ~ ) .  O n  

choisit b~ ~ W'(d"x, L) N f f - ' ( t 0 )  tel que b, = xb~ ne soit contenu dans aucun  W~(q, L), 

et B i C f f - ' ( t 0 )  , une peti te boule de dimension n q 1 transverse ~ W ' ( ~ , L )  n f f - ' ( t 0 )  
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en b'x telle que, si Bx = z~B1, on ait B~ n W"(c~, L) = O et B~ n W'(d~, L) = O s i j  >t 2, 

B~ n W'(da, L) Etant rEduit ~t bx. On  choisit ~, ~ W*(g0~,  L) n~-~( t0)  et une petite 

boule B, de dimension q + 2 CjT-a(t0) transverse ~t W~(g0~,  L) en b'~ de sorte que, si 
B ~ = n B ~  on ait B~nW~(d~ ,L)  = O ,  B~nW~(d~ ,L)  = O  si j +  2, B ~ n W u ( d ~ , L )  
~tant r~duit ~ b~ = rib,; B, coupe transversalement W"(c,, L) suivant des arcs. On  

choisit ax ~ 0B~, a, ~ 0B, hors des W"(c~, L). On  choisit aussi un arc ]~ dansa~-~(t0) joi- 

gnant  ~ ~ ~ ,  ~vitant les points critiques et tel que I" n Bx = { ~a }, I" n B, = { ~ }. Par 

position gEnErale, on peut  supposer que I -~ r~]" est plong~ dans sa feuille, que 

I n W"(c~, L) = 0 

car q >/ 2, que I n W'(dj,  L) = O car q ~< n -- 3 et qu'il n 'y  a aucune trajectoire de 
de longueur L passant par I qui recoupe I. Soit U un petit voisinage de B1 u I u B~ 
dans M qui a, par  rapport  aux variEtEs stables et instables de longueur ~< L, des pro- 
pri~tEs analogues ~t celles de B1, B2 et I. Soit g~ l'isotopie de plongement  de OW'(d l ,  L~) 

dans sa feuille ~ ' ,  ~t support  compact  S C U n ~ ' ,  qui rEalise l 'enlacement de signe 
de OW'(d l ,  L1) avec OW~(d2, L2) [7, th. 7.6], et soit ~x donne par 3.3. Vu  le soin mis 

choisir B~, B~ et 1, il est clair que ~1 convient. 

E l i m i n a t i o n  de  l i a i s o n s  

Lemme 3 . 6 .  - -  Soit oc une 1-forme de Morse sur M de dimension n >1 7. Soit ~ un pseudo- 

gradient ggngrique pour oc ; soit q avec 3 <~ q <~ n - -  4. On suppose que oc n' a pas de point critique 

d'indice n - -  2, n - -  1 et n, ni de point critique d'indice < q. Soient cl un point critique d'indice q 

et da un point critique d'indice q + 1, et soientt, t '  ~ .~(cx,  dx, L) avec g(t)  = g( t ' ) ,  r = - -  r 

I l  existe un pseudo-gradient ggngrique ~a pour oc ayant les m~mes liaisons de longueur <<. L entre 

points critiques d'indice q et q q- 1 que ~ sau l  que t et g' ont disparu. 

Dr - -  Comme ~ n 'a  pas de point critique d' indice 0, 1, 2, n -- 2, n -- 1 
et n, on peut  faire bouger comme on veut  un objet de dimension 2 gEn~rique par  rapport  

~t ~ par les trajectoires de ~ ou de -- ~; il en rEsulte que, pour  tout  t,9 F-  l(t) est s implement 
connexe. 

On  pose g ~ g ( t ) - - = g ( t ' )  et l 'on choisit t o E]9~g~ ' l ) ,3~) [ ;  soient ~" et 

~ '  e Wu(g~], L) n W'(~I,  L) n iT-~(to) correspondant k t et k t ' . Comme ~(g) ~- -- r 

on peut  trouver un disque de Whitney ~ C3 7-  l(t0) pour l '~limination de ~ et ~ ' .  Soit 

A ----- n ~ qu 'on  suppose plongE dans sa feuille (n >/ 6). Soit ~ A la partie de 0 A dans 
W~(q ,L)  et ~+ A la parfie dans W'(dl ,  L). Gomme q >/ 3, on peut  supposer 
A ~W~(c~,L) ----O si i4= I et A nW~(ca, L) ~ 0 _ A .  Comme q ~  n - - 4 ,  on peut  
supposer A r L) = 0 s i j4=  1 et A n W ' ( d l ,  L) = 0 + A ,  et comme n1> 6, on 
peut  supposer qu'il n 'y a pas de trajectoire de ~ de longueur ~< L passant par A qui 
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recoupe A. Soient U un petit voisinage de A dans M e tg  x (X ~ [0, 1]) l'isotopie de Whitney 

de ptongement de OW'(dl, Lx - = f ( d x )  - -  to) dans sa feuille ~ ~ support compact incluse 
clans U n ,~" qui dlJmine Ies points p et p', et soit ~j donn~e par 3.3;  il est clair que ~i 
a la propri6t6 de l'dnonc6. 

Remarque .  - -  L a  difficult6 du cas q = 2 est que, m~me si l 'on a construit un disque 
de Whitney, on ne peut plus assurer par position gtnt ra le  que A n W"(q, L ) =  O 
pour i 4:1 et donc, en 61iminant t et t', on risque d'introduire de nouvelles liaisons de 
longueur ~< L. Nous verrons au w 5 comment  surmonter cette difficult6. 



Chapitre 4 

I~LIMINATION DE POINTS CRITIQUES 

4.1. El lmln~tlon des points  crit iques d'indice 0 et n 

Lemme 4 . 1 .  - -  Soit o~ une forme de Morse sur une varigtg compacte connexe. On suppose o~ 

non exacte. I l  existe une forme ~' cohomologue ~ ~ ayant les mgmes points critiques d'indice >1 2 

que o~ et od sans point critique d'indice O. 

Preuve. - -  Soit ~ un pseudo-gradient  g6nErique pour 0t. Soit L~ la suite des longueurs 

des liaisons issues d ' un  point critique m d ' indice 0 de ~. S is  est un point critique d ' indice 1, 
-.~~ s) est soit vide soit form6 de 1 ou 2 points. S'il n'existait pas de point d ' indice 1 

avec .~aL(m , s) r6duit ~t un point, alors BL, adh6rence de W~(m, L) dans M, serait, 

pour L different des In. , une variEt6 de dimension n ~t bord lisse sur laquelle ~ est exacte. 
Par  connexitE de M, on aurai t  M ---- B L pour un certain L, done 0t serait exacte. 

Soit donc s u n  point critique d ' indice 1 avec .s , s) rEduit ~t un point t et 
L minimal ;  B L est une varidtE compacte  avec une singularit6 conique en s sur laquelle 

est exacte. S o i t f u n e  primitive de ~ [BL avecf ( s )  ---- 0. L ' au t re  partie de W'(s) descend 

d ' au  moins r du voisinage de Morse. Changeons les voisinages de Morse de m e t  s e n  

f~'(m) et f~'(s), en rempla~ant  ~ par  r C h a n g e o n s f :  B L ~ R par  un diffEomorphisme 

de R e n f x  ~ valeurs dans [--  ~, 0] avecf-----fl  pros de OB L e t f l  - - f  = c sur f2'(m). Soit 
~l = dr1 sur B L e t  0~ x = ~ hors de BL; ~l est cohomologue h ~. La  liaison t de m h s, qui 
est main tenan t  de longueur  <~ r permet  l 'Elimination de m et s (3.2). 

On  ne consid6rera que des formes de Morse sans points critiques d ' indice 0 et n. 

4.2. El iminat ion des points  crit iques d'indice 1 et n -  1 

Proposition 4.9..  _ Soit o~ une l-forme de Morse clans la classe u sur une variit~ M de dimen- 

sion n >>. 5 sans point critique d'indice 0 et n. Si Jr '  , (M)  est connexe, il existe ~' de Morse coho- 

mologue ~ ~ ayant les mgmes points critiques d'indice >1 4 que ~ et n'ayant pas de point critique 

d'indice 0 et 1. 
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Lemme 4 . 3 .  - -  Avec les notations prgc6dentes, soit c un point d'indice 1. I l  existe o~' obtenue 

g, partir de ~ en faisant  monter des points critiques d'indice n - -  1 et n - -  2, et un plongement 

g : D 2 ,-+ M ,  tels que 

1) g(S ~) est dans la feuille de S+ (c) et coupe transversalement S+ (c) en un point m; 

2) g(D ~) c~ W~'o~(c ) = { m }; 
3) g" ~' n'a qu'un seul point critique sur D ~ qui est d'indice 2. 

La  d6monstra t ion de 4 .2  est facile h part ir  du  lemme. Soit D o un petit  disque 
C D ~ centr6 au point  d ' indice 2 de g" ~'; on construit  un pseudo-gradient  ~1 tangent  

~t g(D 2 - -  13o) et radial,  dans une petite bo]te K coupant  g (D 2) en g(D0) on intro- 
duit  (2.17) une paire de points critiques d, e d ' indices 2 et 3 telle que  W'(d)  c~ K soit 
exactement  g(O Do) , et l 'on 61imine alors c et d grace ~t 3 .2 .  

Dimonstration de 4 .3 .  

1) O n  choisit une petite transversale I ~t S+ (c) dans sa feuille ~ ' .  Qui t te  ~t d iminuer  
l '6paisseur des voisinages de Morse, on construit  ~t part ir  de chaque  extrdmit6 de I un 
chemin transversal ~t 0c allant ~t --  oo disjoint des voisinages de Morse, ce qui  est possible 
car  0c n 'a  pas de point  cri t ique d ' indice O. On  obt ient  7 : 11 ~ M avec 7 [ - -  a, a] = I, 

- -  o% off on a relev6-7 ~ part ir  de N proche de T, et f f ~  (t) I' I -* co 

~(R) C97-'(]-- oo,j~?') -k r 

C o m m e . g  , (M)  est connexe, il existe F :R~_ ~ M 6tendant  y a v e c f  P(z) ~ - -  oo. 
1,1-.~o 

En se restreignant ~t D+(R)  avec R assez grand,  on a P (D+(R)  c~ R)  - - - - y [ - - R ,  R] ,  

f f F ( 0  D+(R)  - -  R)  C ] - -  0% --  1 + i f ( ? ' ) ]  ; on construit  done g : D 2 ~ M avec I C g(S ~) 

et 97(~) <97(? ") q- ~- pour  ~'~ ~'(S ~) - -  [. On  modifie g au voisinage de I de sorte que  g 
pointe vers le haut  au voisinage de I, done W['or ) n g (D 2) ----{ m } au voisinage de m. 
C o m m e  n >/ 5, on peut  supposer que  g : D 2 ~ M est un p longement  sans changer  les 
autres propri6t6s. 

O n  suppose g(D 'z) transverse ~t Wi'or l 'ensemble (g(D ~) - - I ) n  W~'or de 
dimension 1, peut  6tre suppos6 disjoint du  rayon passant par  m dans Wi'o~(C ) (n/> 4), 
done en poussant  par  ~ au voisinage de Wl~(c), on peut  supposer que  g a l e s  propri6t6s 
pr6c6dentes avec en plus g(D 2) c~ W~'o~(C ) = { m }. Par  la suite, les modifications essen- 
tielles de g seront obtenues en poussant  le long des trajectoires positives de ~, done la 
condit ion g(D 2) c~ W~o~(c) = { m } se conserve. 

O n  choisit L > sup, .v~o~,(A~x ) - - J ~ y ) ) .  
Soit V un petit  voisinage de m dans g(D 2) off g est d6j~t, comme on le souhaite, 

assez petit  pour  que  V c~ W"(d, L) = 0 si I(d) > 1. O n  peut  supposer 

(g(D ~ ) - V )  n W ' ( d , L )  = r  si I ( d ) < n - - 2 ,  

(g(D z ) - v )  n W " ( d , L )  ---- f0 si I ( d ) > 2 .  
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Soit a'  obtenue h part ir  de ~ en faisant monter  de L les points d ' indice n -  1, 

puis de L l e s  points d ' indice n -- 2. On  a ~' ]g~D,~ = a [ocD*~, et pour la nouvelle situation 
(g(DO-) -- V) n W ' ( d , L )  = - O  pour tout  d. On  met  gls l  transversal h ~ (n>/ 3) sans 

rien bouger sur I,  puls on fait monter  g(S 1) -- I dans la feuille o~" de S+(c) grace ~ ~. 

Comme n/> 4, on peut supposer qu 'on  obtient  un  plongement  g(S ~) ~ ~" et l 'on a 
g(S I) tn S+(c) ---- { m } car, dans la situation pr~c~dente, (g(S 1) --  I) tn W~(c)  = O. 

On  fait p o i n t e r g  vers le hau t  le long d e g ( S  a) (si n/> 4, n l S " - 2 = 0 )  de sorte 

que g(D ~) - - V  reste disjoint des W'(d,  L), o~ V e s t  main tenan t  un  petit voisinage 

de g(Sa), g 6tant comme on le souhaite. 
On  met  g(D ~) -- V transversal k ~ (n >/ 5) sans perdre les propri6tds pr6c6dentes 

et on peut  supposer g* a'  de Morse. 
Soit m 0 un min imum de g" ~', A son domaine  d '6l imination (4.1) et s o la selle 

sur O A. Soit lYr: ~ - ~ f -  '(f(~o)) la projection obtenue en poussant le long des trajectoires 

de ~ (~I ~ M est le rev~tement d ' intdgrat ion de a'). Comme n >/ 5, quit te h bouger  

un peu g, on peut  supposer que l~r est une immersion gdndrique avec des points doubles 

isol6s (s in  = 5); tYr(.~), qui est un  compact  d e f - ~ ( f ( ~ o ) ) ,  se plonge dans M par  la pro- 
ject ion 1VI -+ M, l ' image est dans la feuille o~" 0 de So, on obtient  ainsi p r : A - +  o~" o et 
on peut  supposer g(D * -- A) transverse ~ pr c'est-~-dire disjoint de pr(A) (n >/ 5). Darts 

un petit  collier au-dessous de pr(A), on construit  un  nouveau plongement  h de A 6gal 

g pros de 0 A isotope ~ g [a avec h* ~' = 7,g* ~', off ?, est une fonction > 0 (on obtient  k 

en poussant suivant les trajectoires de ~). On  remplace g sur D * par  le p longement  gl 

6gal h g sur D ~ --  A et h h sur A (ga n'est peut-6tre pas isotope h g s i n  ---- 5, mais cela 

n 'a  pas d ' importance) .  A l 'a ide d ' u n  chemin ascendant  de m 0 ?~ So ne passant pas par 

les points doubles de pr, on 61imine m o et s 0. 
On est arriv6 k g : D ~ '--+ M avec toutes les propri6t6s voulues sauf que g* a'  a 

des points critiques d ' indice 1 et 2. Soit m le m a x i m u m  absolu de g" a'  qui est exacte. 

Soit m 0 un m a x i m u m  le plus bas possible. Soit So une selle d '6l imination pour m o (consi- 
d6r~ comme un min imum de -- g" ~') ; on construit  un chemin 7~ ascendant  pour g" ~' 

de s o h m 0 et de l 'autre  c6t6 un chemin ascendant  7, qui arrive h u n  ma x i mu m sup6rieur 

a" m0" 
Soit J l 'arc form6 de 7~ et de 7~ arr6t6 au niveau de m 0. Comme n/> 5, on peut  

supposer que les trajectoires positives de ~ passant par  J donnent  une membrane  P C M 

avec P -- J disjoint de g(D ~) et la partie sup6rieure de P e s t  au niveau de m 0. On  utilise P 

pour modifier g sur un voisinage tubulaire de J de fa~on k 61iminer s o et m 0. 

4.4.  E l iminat ion  des  po ints  cr i t iques  d'indice 2 et n -  2 

Proposition 4.4 .  - -  Soit ~ une 1-forme de Morse dans la classe u sur une variltg M de 
dimension n >>. 7, sans point critique d'indice O, 1, n. Si .,/g_ u(M) est simplement connexe, il 
existe ~' de Morse cohomologue gt o~, ayant les rMmes points critiques d'indice >t 5 que ~ et n' ayant 

pas de point critique d'indice <~ 2. 
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La  ddmonstra t ion est analogue ~t celle de 4 . 2 ;  elle est bas~e sur le 

Lemme 4 . 5 .  - -  Avec les notations prgcgdentes, soit c u n  point critique d'indice 2. I l  existe or' 

obtenue ~ partir de o~ en faisant  monter des points critiques d'indice n - -  I, n - 2, n - -  3, et il 

existe un plongement g : D 3 r M tel que : 

1) g(S z) est dans la feuil le de S+(c) et coupe transversalement S+(c) en un point m; 

2) g (D 3 c~ W~',~(c)) = { m }; 
3) g* ~' n'a qu'un seul point critique sur D 8 qui est d'indice 8. 

Dimonstration. - -  O n  suit mot  pour  mot  la demonstra t ion de 4 .3  avec n/> 7; la 
seule modificat ion est qu'il  faut  faire monter  les points critiques d ' indice n - -  1, n --  2, 

n - - 3 .  

O n  arrive ~ g : D ~ ~-, M v~rifiant les conditions 1) et 2), pointant vers le haut  le 

long de S ~ et avec g* m' = dh n ' ayan t  q u ' u n  maximum,  des points d ' indice 1, ci,  . . . ,  c~, 

et des points d ' indice 2, d~, . . . ,  d k. Quit te  ~ modifier g en poussant par  les trajectoires 
positives de ~ au voisinage de la nappe  montan te  des d~, on peut  supposer h(d~) > h(c~) 

pour  tous i et j ;  une surface de niveau interm~diaire de h e s t  une  surface de Heegaard ,  
donc,  quit te  ~ introduire  des paires triviales c~, d i (i = k + 1, . . . ,  t) ~ un niveau inter- 

m~diaire (toujours en modifiant  g par  les trajectoires positives de ~), on peut  supposer 
la decomposi t ion de Heegaard  triviale (Reidemeister-Singer) ,  donc,  apr~s avoir  fait 
monter  des points critiques de  h grace ~ ~ et avec un bon num~rotage,  on trouve des disques 

ascendants (pour h) D~ de centre c i avec Di ~ D~ -= 1O pour  i # j e t  D~ monte  j u squ ' au  
niveau de d~. C o m m e  n >/ 7, on construit  comme en 4 .3  des membranes  P~ sur les D~ et 
on rnodifie g sur un voisinage tubulai re  de U f  D~ pour  suppr imer  les points d ' indice 1 et 2. 

4.6 .  Ellm;natlon intenn~dla /re  

Proposition 4 . 6 .  - -  Soit ~ une forme de Morse sur M de dimension n >t 7. On suppose 

que o~ n'a pas de point critique d'indice n - -  2, n - -  1, n, ni d'indice < q, oi~ 3 ~ q <<. n - -  4. 

8i H~(M, --  u) = 0, il existe ~' cohomologue ~ o~ ayant les nffmes points critiques d'indice 4: q, 

q H- 2 que ~ et sans point critique d'indice q. 

Dgmonstration. - -  Soit ~ un pseudo-gradient  gEnErique pour  ~ avec un tube  de 
trajectoires n ' interagissant pas avec les points critiques (2 .24) ;  on choisit des relevEs 

cz, T2, c k des poz ts critiques d ' indice q et ~ ,  . . ,  ~t des points critiques d ' indice q + 1 
et des orientations des vari~t~s stables. O n  fait descendre des points critiques d ' indice q 

de sorte que  j~c~) > a ~ )  pour  i 1> 2. Par  hypoth~se, d : Cq+l(~, ~) ~ C~(~, ~) est sur- 

jective.  Choisissons )'1, - - - ,  Zt ~ A - .  avec d(X z ~ + . . .  -F Xt ~)  = b'~. O n  t ronque ?~5 

en ),~ e A  de sorte que  ~]i ' ~,  ' = + (u < 0 ) .  

Soit 

B = max { u(g) Ig  figure avec un coefficient non nul dans un des X'~. }. 
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Du tube de trajectoires, on fait sortir une paire triviale do d'indice q + 1 et 70 d'indice 

q + 2 avec f~ (do )>  B + s u p ~ a  a ~ ) .  
Soit L >  A = sup~>o. ,~>a(f(d~)--f(~)) .  Une application r~p6t~e de 3 .4  nous 

donne 4t g6n~rique avec [d0, q]~t = 8a, + (u < 0). 

La  condition [~ ,  ~] == (u < 0) (i/> 2) dit que, si L' ~<j~do)--a~7l), on peut  
regrouper deux par  deux les ~l~ments de s176 do, 4~) de sorte que g(t)  = g(t ' )  et 
< t )  = - 

La condition [~ ,  ~'a] = 1 + (u < 0) dit qu'il existe une liaison g0 de c a ~t do, de 

longueur Lo =a~d"0) --a~c~), et qu 'on  peut  grouper les ~l~ments de .oq'~,(q, do) --{go } 
pour  L' ~ Lo par  paires t, t ' ,  avee g(t)  = g(t ' )  et c(g) = -- a(t'). 

Une application r~p~t~e de 3 .6  donne 4, avec .o~(ct, d0, Lo, 4 , ) = { t o }  et 
L~~ do, Lo, 4,) = O pour  i >1 2. On ~limine alors c~ et do grCtce ~ 3.2, d 'o6 le r~sultat. 

4.7.  EHm~nation f ina le  

Proposition 4 . 7 .  - -  Supposons que oc de Morse n' a que des points critiques d'indice q et q + 1 

avec 3 ~ q <<. n - -  4. Si Ho(M 1 -- u) = 0 et si v(M, -- u) = 0, il existe ~' cohomologue d 

et sans point critique. 

Dgmonstration. - -  Soit 4 un pseudo-gradient g~n~rique pour 0c; l 'hypoth~se dit 
que d :  Cq+l(e, 4) ~ C~(~, 4) est un  isomorphisme. 

1) Supposons que, pour des ehoix ~1, . . - , ~ ,  dr, . . . ,  ~ des relev~s des points cri- 
tiques, la matrice de d est I + R avec u(R) < 0. On  fait deseendre les points d ' indice q 
et monter  ceux d' indice q + 1 de sorte que 

. . . .  = . . . .  

Soit L =9~d '~)- -9~ 'x) ;  on a [ ~ , ~ ]  = ~,~ + ( u <  0), done une application r~p~t~e 
de 3 .6  donne 4t avec 

.~(c , ,  d~, L,  40 = O si i :~ j et L,~ d,, L, 4~) ~gal ~t un point. 

On  ~limine alors les c, avee les d, s imultan~ment gr~tce /~ 3.2. 

2) Soit 4 un pseudo-gradient g~n~rique avec un tube de trajectoires n'interagissant 

pas avec les points critiques. Comme plus h a u t ,  o n  se ram~ne ~ 9~2"~) . . . . .  j~c2), 

a ~ )  . . . . .  ~ ) .  Soit Lo = a ~ x ) - - ~ ' t ) - S o i t  a ~GI (k ,A_ , )  la matrice de 

d :  4)  4 ) .  

Comme v(M, -- u) = 0, il existe un stabilis~ de A, A' e Gl(r, A , ) ,  des matrices ~l~men- 
taires El,  . . . ,  E~ e Gl(r, A_ ,), une matrice diagonale A avec des + g sur la diagonale 

telle que 
AE t E ~ . . .  E ~ A ' = I +  Ao, 

avec A o diagonale et u(Ao) < 0. 
23 
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II existe des t roncatures des E~, 1~ ~ Gl(r, A) telles que  

AE 1E 2 . . .  i~A ' - - - -  1 + R  0 avec u ( R 0 ) < 0 .  

Soit B > max { u(g) ]g ~ rq M appara l t  avec un  coefficient non nul dans une 
des matrices A, El ,  . . - ,  1~ }. 

O n  choisit L > L o + (p -t- 1) B. 
Du  tube,  on fait nMtre (r --  k) paires triviales, c~ d ' indice q et dj d ' indice q + 1 

( j  -- k + I, . . . ,  r), et l 'on se ram~ne 

f(?' l)  . . . . .  < f ( d l )  . . . . .  f(d,). 

Si la matr ice E~ fait intervenir  d, et d~, on fait monter  d~ de B e t  l 'on appl ique 
plusieurs fois 3 . 4  pour  obtenir  ~x g~n&ique dont  la matr ice A~ v&ifie A[ = E~ A' + Ra, 
u(R1) < L 0 + B -  L (3.5) .  En cont inuant  ainsi, on t rouve ~ g~n~rique tel que  sa 
matr ice A'~ v&ifie A'~ = ]~1 - . -  t ~  A'  + R~ avec u(Rp) < L0 + pB --  L. O n  change 
alors les relevEs des points d ' indice q -k- 1 et peut -&re  l 'orientat ion des var i&& stables. 

t La matr ice est alors A~ + x ----= AA '  -~ AE x . . .  E~ A' + R~ +, avec 

u(R,+, )  < Lo + (P + 1) B --  L, 

t donc A~+~ = I + R avec R = R 0 + R~+~ et u(R) < 0; on est dans le cas 2, ce qui 
ach~ve la demonst ra t ion du  tMor~me en dimension /> 7. 



Chapitre 5 

CHEMINS DE TRAVERSi~E ET HOMOLOGIE DE N O V I K O V  

5.1 .  O n  reprend les notat ions de 1.1. 
O n  appelle ~T(X, u) le groupe de bordisme formE des ~ : V - + . ~  off V e s t  une 

variEtE de dimension p orientEe sans bord  et o/~ (3~)-1( ]  - oo, t]) est compac t  pour  
tout  t, modulo  des cobordismes analogues. Si g e G = nl X, on dEfinit g. q~ : V ~ .X 
par  (g.q~)(v) = g . ? ( v ) ;  la somme disjointe muni t  alors ~2p(X, u) d 'une  s t ructure  de 
A,-module.  

Soit q~ : (W T, 0W T) -+ (:~T, :~T-1) avec (3%)-1(] - 0% t]) compac t  pour  tout  t; 

soient e 1 , . . . ,  e k des relevEs des p-cellules de X. Si l 'on Ecrase tout  darts ~T, sauf  la cellule 
ouverte  g~T, on obt ient  une applicat ion W -+ S T telle que  la contre- image de S T w i v e  
du  p61e nord est compac te  et est dans In t  W;  soit n~g le degrE de cette applicat ion et 
posons [% 7~ T] = ~ njg g e A~. 

~'~T "~P Posons h(q~) = ~ [% ej ] c~ E Cv(X,  u). O n  a aussi h(q~ 10w) ~ Cp I(X, u) et, d 'apr~s 
la definition de d : CT(X, u) ~ CT_I (X , u), il est clair que  

ah( ) = I w). 

Si V pes t  sans bord  et si ~ : V T --> .~ est homotope  ~t r : Vp -+ .~T parmi  les applications 
a~propres, le rdsultat prEcEdent montre  que la classe du cycle h(?l) ne depend  pas des 
choix faits et ddfinit un morphisme de A.-modules 

h : nT(X,  u) ---> HT(X , u). 

O n  a des definitions relatives et, comme f~ = f12 = f~3 = 0, il vient (en regar- 

dant  les contre-images transverses du centre des p-cellules) : 

f2T+q(.XT, XT--~,U ) ----0 si q =  1 , 2 , 3  

et h : f~T(.X T, ~T-1 ,  u) ~ CT(X, u) est un isomorphisme. 

I I e n  rdsulte, par  une chasse au d iagramme classique, que  

h : f~k(X, u) ~ H~(X, u) est un isomorphisme pour  k ~< 3. 

O n  note encore h la composde 7rT(X , u) -0- fiT(X, u) ~ H~(X,  u). 
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5.9.. Lorsque  . s  est s implement  connexe, on va construire une structure 
de A.-module  sur zt,(X, u) (k >/ 3) et aussi sur n , (X,  X ~, u) (k/> 4 , j  t> 3). 

O n  choisit un point  base Yo ~ . s  avec 7 0 ( 0 ) =  7 o e t f f ~  0 croissante tendant  
vers l'infini. 

Si .~ ' . (X)  est (n --  2)-connexe (n/> 3), donc si ~ ( X , u ) - ~ 0  pour  p < n ,  on 
construit  comme en 1 .4  une section de e : ~ . ( X )  -+ X sur le (n - -  1)-squelette de X, 

&off �9 : X "-~ • [0, oo[ - + X "  cellulaire (O(X ~" • [0, oo D C X ~'+1) que  l 'on rel6ve en 

~ ~ ~ $ ( 7 o  ~ q) : X ~-x • [0, oo[ ~ X" avec 0) = 7, , t) = yo(t);  on a g~, t) = g t). 
L 'appl ica t ion + : X"-~  • [0, oo[ -+ R,  d~finie par  +(x, t) = f f ~ ( 7 ,  t) - - j ~ 7 )  s i x  = z~, 
est alors continue,  tend vers + oo lorsque t - +  + oo uni formdment  sur X " -1  et est 
minor&,  disons par  c. 

Faisons d ' abo rd  agir ~zx(X) sur ~ ,~ t ' , (X) ,  k~> 2. Soit g e zq(X) et soit 
F : D * -+ J t ' , (X)  avec P(S *-  t) = Yo. O n  choisit un chemin a de x o ~t g70 et une  homo-  

topie h, de a �9 g~0 ~t'~o(~',(X) est connexe) et l 'on consid6re l 'appl icat ion r o : D * --> .~t',(X) 
ob tenue  en consid~rant g.  F p r & 6 d &  du  chemin a sur (1/2) D * et en disposant  radiale- 
ment  l 'homotopie  h sur la couronne  restante 

i a , ( g . P ( 2 z ) )  si [ z [ ~ < ~ ,  

to(z) = I 1 

C o m m e  dt ' . (X)  est 1-connexe, la classe d 'homotop ie  de F o n e  d6pend pas des 
choix faits; on pose g . [ F ]  = [I'g] ~ ~k..Ct'.(X). 

Soit main tenant  Z e A,  6crit sous la forme ?, = 2] m~ & avec m~ = + 1 et la suite u(g~) 
croissante, t endan t  vers + oo. 

Construisons d ' abord  un chemin ~/x ~ .~ ' , (X)  avec 

V p  ~ N ,  ~x(P) =g~.xo et f '~x( t )  t> u(g~) si t~> p. 

Pour  cela, on va construire un chemin allant de g~7o ~ g~+l 7o dansf-t[u(g~), oo[ : 
on par t  d ' un  chemin c(s) que lconque  dans .Xa de g~ 7o ~t g~+170 avec 9~(s) >/ b pour  
tout  s ~ [0, 1]; on a donc 

fq)(c(s),t)>l u(g~) pour  s = 0 o u  1, 

f O(c(s), t) t_> uniformdment  en s, 

off �9 : X ~ • [0, oo[ ~ X 2 est donn6 par  l 'hypoth6se de  connexitd de ..r162 O n  jo in t  

alors g~ 70 ~t g~ + 1 7o par  ~(g~ 70, t) (0 ~< t ~ N, N grand) suivi d 'une  approximat ion  ~t 
valeurs dans le 1-squelette de ~(c(s),  N) (s ~ [0, 1]) et ~ (g~+l  x'0, N --  t) (t e [0, N]) .  

Consid&ons y~ ~Mt',(X) off ~,~(t)=~,x(t)  pour  t<~p et ~ ( t ) = g v Y o ( - - P )  
t pour  t/> p, et choisissons une homotop ie  h~ entre y~ et Yx qui soit fixe sur le segment  [0, p] 

et telle q u e f  h~(t) >t u(gv) + c si t/> p. 
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On choisit dans (1/2) D k = D o une suite de disques D~ disjoints et tendant vers 
un point z~, dans D~ un disque de rayon moitiE D~, et un isomorphisme linEaire 
v~ : D'~ ~ D ~ conservant I'orientation si m~ = 1, la renversant sinon. 

Soit P : D ~ ~r  constante figale ~t Y0 sur le bord. Consid~rons I'x : D ~ ~Mc',(X) 
dEfinie de la fa~on suivante : 

-- 5 D~, r~.(z) = y~ sur D o' 

si t < p, 
s u r  D;,  I'x(z ) (t) = { 

Sur D~ 
V~rifions la continuit~ de Px. Le seul probl~me est en Zoo pour le contr61e ~ l'infini; 

soient A, a, tels queff~x( t )  > A pour t/> a. Posons c I = infDk x t0, ooE f f ~ ( z )  (t). Soit V un 
voisinage de zoo assez petit pour que V n D~ 4 : 0  implique u(g~) + rain(c, cl) > A. 
Soit z e V n D ~ ;  

si t t>p,  f Px(z ) (t) =u(g~)  + f P ( G ( z ) )  ( t - - p )  >i u(g,) + c l  pour z e D ' , ,  

>1 u(g~,) q- c pour z e D ~ - - D ; ;  

si t <  p, (t) 

Donc Px(V) C W(a, A). 
La classe d'homotopie de Fx ne depend pas des choix effectu~s car tit's(X) est 

1-connexe; on la note X.[I']. I1 est clair que h : , ~ , + l ( X , u ) - + H , + I ( X , u )  est alors 
A~-lin6aire. 

On a une construction analogue pour r%(X, X ~, u) (p >/ 4, j >/ 3). 

TMor~me 5 .3 .  - -  Soit n >1 3. On suppose que ~ ( X ,  u) = 0 s ip  < n; alors H~(X, u) = 0 
pour p < n et h : ~,(X,  u) ~ H, (X,  u) est un isomorphisme. 

D~monstration. - -  A partir de q) : X "-~ • [0, oo[ ---~X" construit en 5.2, on 
construit, comme en 1.10, H~ : Cp(X, u) ~ C~ + ~(X, u) pourp < n avec dH~ + H~_ 1 d = I ,  

donc Hi(X, u) = 0 pour j < n. Pour chaque n-cellule ~ de X, on pose 

E(~') = ~ -- H,_~(d~') (cellule ~largie) ; 

c'est un cycle et les E(~') engendrent H, (X,  u) et sont visiblement dans l ' image de h, 

donc h : r%(X,  u ) ~  H, (X,  u) est surjecfive par A~-lin6arit~. Pour d~montrer l'injec- 
tivitG considdrons X" C X" + ~ C X. Par position g6n6rale, ~k(X q, X ~, U) -- 0 si k ~< p < q 
et Hk(X ~ , x  ~,u) = 0  s~ k ~ < p <  q. 

1) Montrons que h : z%(X", u) ~ H,I(X ", u) est injective. Soient ~1, . . . ,  % les n-cellules 

§ oo dont la classe est dans le noyau de h; de X. Soit ~ :  R" -+X" a v e c f ~ ( z )  I~l-~oo 

on peut supposer que ~' est transverse aux centres des n-cellules. Comme h(q~) = 0 

g , .  r (v , (z ) )  (t - p) s i t  >/p.  

-- D'~, pour p >/ O, on dispose radialement l 'homotopie h~. 
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dans H . (X" ,  u), h(q~) = 0 dans H . ( X " ,  X ~-x, u ) =  C . (X ,  u). O n  peut  donc grouper  
les contre-images des centres des n-cellules en deux suites a~ et b~ ~ R"  avec 
~(a~) = q0(~) = centre de g~ %1~,, avec u(g~) -+ m, l a~ I ~ m, I b~ [ -+ oo et 7 d 'or ienta-  

tions opposdes e n a ,  et b~. Soit R(t) = sup {I z I[ z e ( f f T ) - ~ ( ]  --  m, t])}; R"  --  B(0, R(t)) 

est contenu d a m  ( f  ~) It, m[, R(t) est croissante et R(t)  ---+ + oo. Soit | --*- oo 

M(t) = sup{ f f 7 ( z )  [ [ z I~< R(t)}; 

M(t) e.st croissante et M(t) ~ - k  oo. Comme  I a~ l et ]b~ [--> oo, choisissons une  suite 
- -  i7( m~ -+ oo avec min ( f  q0(a~), b~)) t> M(m~). Donc a~ et b~ sont dans 

N --1 R"--B(0, R(m,))C(f~) [m,,m[ 

et sont doncjo in ts  par  un  arc ?,~ avec, pour  tout  s ~ [0, 1], R(m~) ~< I X,(s) [ ~< max  (1 a, [, [ b, D 

etff~'X~(s) >/ m~. Comme  n >i 3, on peut  supposer les arcs X~ disjoints. 
Donc 7(X~) est un  lacet au centre de g~ ~'1~1 qui ~vite les autres centres. O n  peut  

homotoper  d a n s f f - l [ m ,  - -  C1, m[, 7X, en un  lacet 8~ de ~1 ra f f - l [m~ _ C1, m[, l 'homo- 

topie 6vitant les autres centres (Cj d6pend de la variat ion de f f s u r  les cellules de .X). 

I1 existe H ~ : 9 8 -+ ~2 tel que H ~ Is1 soit 6gal ~ 8~. Consid6rons D ~ • [0, m[  ~ .Xa, 

(y, t) ~ r 1 7 6  t); s iy  e S 1, alors f f ~ ( H ~  t) /> m~ --  C 1 - -  C et f f ~ ( H ~  t) tend 
vers m uni form6ment  en y E D *. On  regarde la restriction ~ S 1 x [0, N] u D ~" x { N } 
pour  N grand qu 'on  modifie un  peu sur D 2 • { N } de sorte que l 'on soit ~t valeurs 

dans 1~ : on trouve H ~ : D  2 __>.~2 n f - l [m~  _ C1 --  C, oo[ prolongeant  8~; H 1 ne 
recoupe pas les centres des n-cellules (autre que g~ a'jl~l ) car  n/> 3 (c'est le point  essentiel). 
En ajoutant  l 'homotopie  initiale entre 7X~ et 8~, on construit  H~ 6tendant  7X~ q u i a  
les m~mes propridt6s. 

Construisons alors une homotopie  ~', entre 70 = 7 et 71 telle que 7t(R")  ne touche 
plus les centres des n-cellules. On  choisit des petits disques NI(X~)C N,(X~), voisinages 
de X~ avec N2(X~) c~ N,(X,) = 13 s i p  + q. Pour  s e [0, 1/2], on modifie 7 sur N,(X,) 
grace ~t l 'homotopie  H~ de sorte que 7~/2(Nt(X~)) soit tout  entier dans un  petit  voisi- 
nage V~ du centre de g~ ~ ;  l 'applicat ion ONI(X~) --> V~-centre est alors de degr6 nul 
d'apr6s le choix de a~ et b~ et, entre 1/2 et 1, on modifie 7~r sur N~(X~) de sorte que 
~t(Nl(X~)) soit contenu dans V~-centre. Nous avons ~', = 70 hors des N,(X~) et, si 

z e N~(X~), %(z) ef t [m,  - -  C - -  C1, m[ ;  il est alors clair q u e f  %(z) 1,1--2 + oo unifor- 
mdment  en s e [0, 1]. 

L 'appl icat ion 71 qui fivite les centres des n-cellules est homotope  ~ 7 ,  ~ valeurs 
dans ~ , , -1  et la consid6rafion de q ~ : X  "-x  • [0, o o [ - + X "  montre  que q~-= 0 dans 
,~.(X", u). 
2) L'applicafion h : "t~n(X n + 1, u) ~ H.(X ~ + 1 U) est injective. 

Soit ~' une  (n + 1)-cellule de .X d 'appl icat ion caract~ristique 

Z:  ( D~+ 1, an)  ~ (Xn  + 1, ~ n ) .  
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Soit ~ : (D~. +1 , D") ---> (D "+' ,  S") qui dcrase S~_ au p61e nord a de S" et est un hom~omor- 
phisme de (D] + ~ - S ] _ , D " - S " - ~ )  sur (D" -- { a }, S" -- { a }). Soit ~ un chemin 
de X" avec ~(0) = x(a) e t f  T(t) ~ + oo. 

Soit ~ : (R~. +x, R") -+ (.X" + ~, :~") d6fini par 

~(z) =~(~(z) si Izl<~ 1 et ~(z) = 7 ( I z l -  1) si t z [ />  1. 

Il est clair que l ' image par h de r est ~' e H,+~(X "+~, X", u). Comme 

H , ( X  "+~, X", u) = C ,+ l (X ,  u) 

admet pour base les (n + 1)-cellules, cela montre par A,-lindaritd que 

h:  =,+~(X "+' ,  X", u) - + H , ( X  "+~, X", u) 

est surjective. Or  le diagramme commutatif  suivant 

~.+ l (X "+1, X") U) ) 7~.(X", U) ) ~ . (X "+1, ~) ) =.(X "+1, X", U) : 0 

H.+~(X "+' ,  X", u) > H . ( X ' ,  u) , H . ( X  "+' ,  u) , H . ( X  ~q ', X", u) = 0, 

off les lignes sont exactes, montre que h : rc,(X "+a, u) -+ H , ( X  "+~, u) est injective. 
Comme % ( X  "+1, u) -+ n, (X,  u) et H , ( X  "+1, u) -~ H,(X,  u) sont des isomor- 

phismes, h : %(X,  u) -+ H,(X,  u) est injective. 

5.4. En plus du rev~tement universel .X, nous considdrons le rev~tement :K ~ X 
dont le =1 est ker u; X -+ X est un rev~tement galoisien de groupe u(G) _~ Z k ab~lien. 

La fonction ft." : ~ - + I t  descend en une fonction f :  :~ -+ I t  avec f ( g ~ )  u(g) - k f ( ~ ) .  

Lemme 5.4. - -  Il  existe a o tel que pour tout t deux points de f - ~ [ t ,  co[ sont joints par un 

chemin dans f - l i t  - -  ao, oo[. 

D6monstration. - -  Soient gl, �9 �9 g, des 616ments de G tels que tout g e G s'6crive 

gtlgt2 " "  gtp; soit ~0 le point base de X a v e c j ~ 0 )  = 0. I1 existe A tel que pour tout 

i ~ [1, n] on puisse joindre x• et g~ x% par un chemin d a n s f f - l [  - A, ~ [ .  Soient x 1 et x2 
deux translat6s du point base de X avecf(xl )  ~<f(x2). Vu l'ab61ianit6 du revfitement X, 

t on peut 6crire x~. = g~ . . .  g~t xl ,  avec ~ =k u(gij) >t 0 pour tout k e [1, r I1 est alors 

clair qu'on peut joindre x~ k x2 par un chemin d a n s f - ~ [ f ( x ~ )  -- A, ~ [ .  Soit B u n  majo- 
rant de la variation d e f  sur les relevds des cellules de X au nombre de N. On peut relier 
x ~ :~ ~ un translat6 du point base dans f - l [ f ( x )  -- NB, ~ [ .  On  pose a o = A + NB. 

5.5 .  CoroUaire-d~finition. - -  L'  ensemble f -  l[t, oo[ n' a qu' une composante connexe par arcs 

sur laqueIle f est non bornge; on la note X , .  Les autres composantes connexes par arcs de f - x [ t ,  oo[ 
sont contenues dans f -  '[t, t -+- a0[, et l' on a f - l [ t  + a0, oo[ C Xj C f - l i t ,  ~ [ .  
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5.6. On dit que deux suites projectives de groupes (F~,f) et (Gi,gi) sont pro- 
isomorphes s'il existe des suites i T ~ 0% JT ~ o% des morphismes a T :Fi~-+ G~ et 
b~: G~.§ I ~F i~  et des ElEments a T ~F,~, ~T ~ G ~  tels que, si f ~ :  F,~**-+F 9 est la 

composEe des fl~ches f e t  de m~me pour g~ : Gi~+, -+ Gi~, on ait 

v x r , , . , ,  bT = 

On dit que la suite (F , , f , )  est semistable (resp. stable) si elle est pro-isomorphe A une 
suite de surjections (resp. d'isomorphismes). 

Lemme 5.6. - -  La suite (F , , f )  est semistable (resp. stable) si et seulement s'il existe une 
suite i= ~ oo teUe que les restrictions f~  [h, ~b§ : I m f ~ + l  -+ I m f ~  sont des surjections (resp. des 
isomorphismes ). 

Preuve. - -  Si (F~,f~) est pro-isomorphe ~ (G~, gj), off avec les notations prEcEdentes g'T 
est surjectif pour tout p, alors a T : F,p --0- G~p est aussi surjective et il existe YT ~ F~p+a 
tel que 

t 

V y  ~ F~p.:, aTf~(Y)  = gT aT+~(Y~-~YTT) �9 

S i x  E I m f ~ ,  il existe x~ ~ F%x avec x =f~ '  x, = %(6 T aT+ ~ xl) ~-1, et il existe 

F,~ +, ' ' x~ ~ avee aT+ l x~ = gT+, aT+~ x~ = aT+xf~+~(yT+~ X~ Y~-~I) 

et x =fgfg+ , (YT+a  x, y ; ) , ) .  
Le reste est Evident. 

5.7. S i t  T ~ oo est une suite croissante, si on choisit un point base a T ~ Xtp et un 
ehemin YT de a~ ~ aT+ 1 dans Xq,  on obtient fT:~h(Xtp+~,aT+l)--->~a(Xq, a~). Si 

r t t tT, aT, YT est un autre ehoix, il est clair que les suites projeetives (~l(Xtp, aT),fT) et 
^ 

(~l(Xtb, a'T),f~ ) sont pro-isomorphes. Par le syst6me projectif (7 h Xt) , on entend la 
elasse de pro-isomorphisme de toutes ces suites projectives. 

Lemme 5.7. - -  Le systkme projectif (~a Xt)  ne d~pend que de G e t  de u : G  -+R.  

Dgmonstration. 

1) D~pendance par rapport au choix de f :  X ~ R. Si a ~ : X  ~ R est un autre ehoix 
donnant  le syst~me T: 1 XI, a l o r s f l - - f v i e n t  de la base et est done bornEe par c; les 

^1 ^1 Xt -~  donnent un pro-isomorphisme entre les deux inclusions Xt ~ X,_  r et X t 
syst6mes. 

2) S'il existe une Equivalence d'homotopie entre X et Y prdservant l'identificafion 

des 7:1 avec G, alors les syst6mes 7:1 X~ et 7r a eft sont pro-isomorphes. 

Soient h:  X ~ Y  et h' :Y  ~ X  avec h h ' , ~ i y  et h ' h , ~  1 x. Soit h : X  --->Y; on a 

h(gx) = gh(x) d'apr~s l'hypoth6se. On choisi t fy : r  R, et l 'on posefx  = f y  o h. Soit 
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H,  une homotopie entre hh' e t  1y et K,  une homotopie entre h' h et lx,  et soit a tel que 

f y  f t , ( y )  - - f y ( y )  >1 a p o u r y  e r et./x I~,(x) --fx(X)/> a pour x e X;  on a h : X, ~ ~/, 
et h ' :C/t '  ~ R ~ , _ ,  et les compos~es )~t ~ R t - , ,  ~ ' ,  ~ '~ ' , - ,  sont homotopes aux 
inclusions, d'or le rdsultat. 

3) Si Y = X v S  2, le r~sultat est vrai car r  (Xeu(G))  et l 'on prend 

fx, constante sur les sphSres S~, doric r = )~, v S~ (?~ ~< t). 

4) Si X est simplicial, Y --= X w a, off ~ est un simplexe de dimension I> 3 ; le r8sultat 
est vrai car, s i f y  est lin6aire sur chaque simplexe, (~ c~f~-a[t, oo[, 0~ ra f f a [ t ,  oo[) est 

2-connexe et nl ~'t = ~1 Xt.  

5) Reste & montrer le rSsultat si X et Y sont deux complexes de dimension 2. On se 
limite & des complexes de dimension 2 n 'ayant  qu 'un seul sommet et dont le ~ est 
identifi~ ~t G; un tel comptexe donne une prSsentation de G avec un g6n6rateur pour 
chaque 1-cellule et une relation pour chaque 2-cellule. R6ciproquement, une presen- 
tation finie de G donne une classe d 'homotopie simple de tels complexes. Soient X" 
et Y~ dormant les presentations < x~, . . . ,  x,;  q ,  . . . ,  r~ > et <y~, ..  -,Y.d s~, . . . ,  s, > 
de G; il existe des mots Y1, . . . ,  Y,, en les lettres x,, X~, . . . ,  X ,  en les lettres y~ tels 
que dans G on ait x~ = X~(y) et y~ = Y~(x). Soit Z associ~ ~t 

< x ,y;  r, s,y~ = Y~(x), x, = X~(y) > 

et soit X1 associ8 ~t < x ,y ;  r,y~ = Y~(x)>; il est clair que Xx a mSme type simple que X 
et les 2-cellules coll~es k Xa pour obtenir Z out des applications &attache homotopes 
z~ro dans X1, doric Z a l e  type d 'homotopie simple d 'un bouquet  de Xt  et de n + q 
spheres S ~, doric de X et de n + q sphSres S ~. Pour la m8me raison, Z a l e  type d 'homo- 
topic simple d 'un bouquet  de Y e t  de m + r spheres S ~, d'oO le r8sultat d'aprSs 2) et 3). 

1) 
2) 

3 

4 

4' 
5 

5' 

6 

7 

Proposition 5 . 8 .  - -  Avec les notations prgcddentes, il y a gquivalence entre 

le systkme projectif n I X t est semistable; 

il existe t o<  tl < t~ et go e G avec O < u(go) <~ t2 - -  tl et nl X h  et nl X ~  out ragme 

image dans ~1 Xto; 
il existe al tel que pour t <<. t', nl X~ et nl X, '  out mgme image dans nl X t - a l ;  

il existe t o avec niX,0 ~ nl )~ surjectif; 
il existe t o tel que X~, partie de X au-dessus de X t ,  est connexe par arcs; 

pour tout t, nl  X, -~ nl X est surjectif; 

pour tout t, 2~ tes t  connexe par arcs; 

HI(X , u) = 0; 
..4r est connexe par arcs. 

Remarques. - -  1) Dans 2), l'existence de go est ~vidente si u est irrationnelle. 

2) Cette proposition, prlv~e de 2), 3) et 7), se trouve dans [14] dans le cas off X 

est une varifitfi. 

24 
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D~monstration. - -  On va suivre le schdma suivant : 

1 ~ 2 -." 5 ~. .~- 5' < ~ 4 -." ~ 4' 

~ ~ 3  ;- 7 ' - 6  y 

1 :~ 2. Si (t'~) est une  suite croissante telle que ::a X~.2 et ::1 )~Jb§ ont m6me 
t t t image dans ::1 X*b' on prend t o = to, t 1 ---- t 1 et t 2 = t~ avec p assez grand  pour  qu'il 

existe go c G avec 0 < u(go) ~ t 2 - -  t l .  

2 :~ 3. Remarquons  que ::1 Xq+,~g,l et ::a )~q ont  m~me image dans ::1 X,o 
puisque t 1 + u(go) <~ t2; par  r~currence on montre  que 7:1 )~q+~g~ et ::1 )~t~. ont  m~me 
image dans ::aXl0, donc que, pour  tout  g ~ G ,  ::l)~q+,,~,,+~,0~ et ::lXq+,~o~ ont  
m~me image dans ::IXj0+~o~. Choisissons a 1 > q -  t o si u est irrationnelle et 
ax~>t 1 - t  o 4 - Y  si u(G) -----yZCR avec y > 0 .  Si t c R ,  on peut  t rouver  g E G  avec 
t - -  a a <<. t o -b u(g) < ta 4- u(g) <~ t et, si t '/> t, il existe k avec t' <~ tl 4- u(g) 4- ku(go), 

donc nl Xt et ::a)~t' ont  m6me image dans ::1 Xto+.~,~, donc aussi dans : : l ) ~ j - ~ .  
3 :*- 1. La  suite :~1 ) ~ 1  mont re  la semistabilit~. 
4 -~ -4 '  et 5 ~ 5'. C'est la th~orie des rev6tements (la locale connexit6 par  arcs 

n'est pas ndcessaire). 
5 :~ 4 est ~vident. 
4 =- 5, car  pour  tout  t, il existe g c G avec )~,0 ~ gX, .  
5 ~- 2. I1 suffit de faire la ddmonstrat ion lorsque X n 'a  qu ' un  sommet ;  on num~rote  

et oriente les 1-cellules en q ,  . . . ,  c, de sorte que, si g~ c G correspond ~t q, on ait 
u(gx) ~> 0, u(g2) t> 0, . . . ,  u(g,) >>. O. O n  rel6ve q en ~', entre  ~0 et g~ ~0; grace ~ 71 et ses 
it~r~s, on joint  x o ~t oo dans X0 par  un chemin appel~ 3'. Pour  chaque i, on joint  deux 
points assez ~loignds de u  de ?~ �9 g~ 3' par  un  chemin dans X,~gl~, et l 'on obtient  ainsi 
des dl6ments 3'~ de r~ 1 )~0. II est clair que ::1 Xo est engendr~ par  ::a ~,~,~ et les translat6s g3'~ 
avec 0 ~< u(g) <<. u(ga). 

Or  comme ::a :~,~,~ -~ ::1 X est surjectif, les 3'~ sont homotopes  dans )~ ~ des lacets 
de X,~,~, l 'homotopie  ayant  lieu dans3?-~[  - c, oo[ pour  un  certain c, donc darts X ~ _ ~  
(a o donnd par  5.4) ,  et on a la m6me propri~td pour  g3'~ si u(g) >>. O, d'o~ 2) avec 

t o :  - - C - - a o ,  t a = 0 ,  t 2 : u ( g l ) .  

3 :~ 7. Soit ~ : R --~ X avecfq~(s) --------~ + oo et q~(R) C X~o" Soit s,  .~ + co telle i~l-.oo 
que ~(R --  [ - -  s , ,  s,]) C X~0+-" D'apr~s 3), q~lI-,~.,,) est homotope  rel 0 ~t un  arc 3'a 
de X~0+~ par  une  homotopie/~ valeurs dans X~0-~,  homotopie  que l 'on dispose sur le 
demi-disque D+(sx). Le chemin q~ [,_,, _,~ suivi de Ya suivi de ~ I~,a,,,)est ~t valeurs 
dans J~0+~ et est homotope  rel 0 ~ un chemin "f2 de X~0+2 par  une homotopie  H~ ~t 

valeurs dans X~0_~+~ , homotopie  que l 'on dispose sur D + ( s ~ ) -  I)+(sl). En conti- 
nuan t  ainsi, on construit  @ : R~ ~ X dtendant  q~, aveca~@(z ) I~  + oo. 

7 =-6  e.st ddj~t dtabli. 
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6 :~ 4'. Soient x et x' �9 ~ qu 'on  jo in t  ~ oo dans ~x o par  des arcs ~" et y '  et entre 

eux par  un arc "(o a valeurs dans X. Comme Hx(X, u ) =  0, glz(X, u ) =  0 et done 
-7 .  ~.o * ":' : R *- X horde ~ : yz  ~ ~ .  Si t o e s t u n e  valeur r6guli~re assez grande de 
w : Y  ~ ~ R ,  petite dSformation lisse de37+, alors w a ( t o )  eontient  un arc jo ignant  un 

point de ~" i un point de ~" dans ~ et on relie x ~ x' dans *~(o. 

3) 

Proposition 5 . 9 .  - -  I t  y a gquivalence entre 

le systkme ,'a z X (  est stable; 

le systkme ~ X~ est semistable et il existe s o < st ~ ss et g~ �9 G, 0 ~ 2u(g~) < s~ --  so 

tels que 

ker(~z X,, -~ ~z X,o) C ker(~ z X,,  -~ ~ X, , ) ;  

le syst~me ~z X t  est semistable et il existe a~ tel que 

V s ~ R,  ker(n z X ,  ~ nx X) C ker(n t X,  -~ nx Xo_ o,). 

Preuve. - L' impl ica t ion 1 ~ 2 est 6vidente. 
2 =~ 3. Remarquons  que si sl + (k --  1) u(gz) /> ss, un  d l6menty  de ~j X,~.+~k-,,,~g,, 

qui  s 'annule  dans ~z X,l-z~gl), done dans ~1 X,0' s 'annule  d~jk dans '~1 Xsl; done 

par  action du  groupe de revetement,  si y �9 devient  nul dans 

Si s' - -  s >1 ku(gz) , on ehoisit t avee s z -}- tu(g~) <~ s < sx + (t + I) u(g 0 ; on a 
sz + (k + t) u(gl) ~ s', done si z �9 =z )~,' donne 0 dans ~z X0-,,,L~' il donne dfj~t 0 

darts r: z )~,. 
Si x E ker(n z X , , - +  ~zX) ,  il existe c~ avec la propri6t6 que 

x �9 ker(~z X,, ~ n z X, ,_ , , )  ; 

il rfsulte de ee qui pr6c$de qu 'on  peut  ehoisir c~ = ku(gt) .  Done 3) est vfrifi6 avec 

a~ =- ku(gz).  
3 :* I. On  choisit t o <  t z <  . . .  avec t,+~ -- t ,  - max(az, a,. ), oil a 1 provient  

de 5.8.  Soit Im,  = Im(~z )~;.~ ~ ~z X,i). 

Comme ti + ~ --  ti >1 az, Imi  + ~ ~ Imi est surjective; 

comme t ~ + ~ -  t~+a t> as, I m i + t  ~ Imi est injecdve. 

Comme le syst~me projecfif xz X~ ne ddpend que de G et de u : (1 ~ R,  on dira 

que u est semi.stable (resp. stable) pour  exprimer que le system�9 (=~)~) �9 semistable 

(resp. stable). 

Thgorkme 5.10.  - -  Si u est stable, alors h : ns(X, u) -+ Hs(X,  u) est un isomorphisme. 

D~monstration. - -  Comme u est stable, il est semistable, done . .g,(X) est connexe. 

En utilisant �9 : X 1 • [0, oo[ ~ X 2 de 5.2,  on eonstruit  des 2-cellules ~largies E~' �9 Z2(X, u) 
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dont les classes engendrent H2(X , u) sur A, et qui sont dans l 'image de h. Soit ~, ~ A,. 
La construction de 5 .2  peut s'effectuer (on n'a utilisfi que la connexitfi de Jt '~(X)); 
l'~l~ment de n2(X, u) dfipend des choix faits, mais son image par h est ?,.E~', done 
h : n,(X, u) -> H2(X , u) est surjective. 

Si h : Y ~ X est 3-connexe, X a mfime type d 'homotopie qu'un complexe obtenu 
partir de Y e n  ajoutant des cellules de dimension /> 4 et les applications induites 

~2(Y, u) -> ~ ( X ,  u) et H2(Y , u) ~ H~(X, u) sont des isomorphismes. Done, pour d~mon- 
trer le th~or~me, on peut se limiter au cas d 'une vari~t~ M de grande dimension (obtenue 
par chirurgie ~ partir de la donn6e de chirurgie triviale S ", fibr~ trivial sur X, triviali- 
sat_ion stable canonique de va.). 

Pour retrouver la situation du w 4, nous changeons u en -- u. Supposons -- u stable, 
on veut montrer que 

h : n2(M, -- u) ~ H2(M , --  u) est injective. 

Nous commen~ons par quelques lemmes. 
Comme ..~'_~ est connexe, nous considErons toujours 0~ de Morse sans point cri- 

tique d'indice 0, 1, n e t  un pseudo-gradient ~ g~nErique pour ~. 

Dgfinition 5.11.  - -  On appelle ~quipement de taille L pour (~, ~) la donn~e pour 
chaque point critique c d'indice 2 d 'un disque A~ de bord S_(c) plongE dans la feuille 

de S (c) et tels que 

A n W"(d, L) ~ - 0  pour tout point critique d. 

Si I ( d ) >  2, A n W~(d, L) = 0 par gEn~ricitE, done la condition ne porte que sur 

les points critiques d d'indice 2. 

Lemme 5.12.  - -  Soient M de dimension >>. 6, (~, ~) ggn#iques et L donng. Si - -  u est 

stable ou si ~ _ ~  est 1-connexe, aprks avoir modifi6 o~ en o~' en faisant  monter des points critiques 

d'indice n - -  1 et n - -  2, il existe un gquipement de taille L pour (~', ~). 

Dgmonstration. - -  Soient c'1, �9 �9 c'~ ~ lVl des relev~s des points critiques d'indice 2. 

Si -- u est stable, on pose L1 = L + ~ + a 2 oh a 2 est donn~ par la stabilit~ (5.9) et 
t~ =f (?~) ;  O W ' ( ~ , L 1 )  C1VI:i_LI nulle homotope dans 1~I borde un disque f)i dans 

. p - - l [ t , -  ~ ' ,  t ~ -  L -  r pour un certain L;.  Soit L ' =  Max(L;),  on peut supposer 
les f)~ g~ndriques par rapport  ~ ~ (si D~ = n b~, D~ est transversal ~ ~, aucune trajectoire 

de ~ passant par un D~ ne recoupe un D i avant la longueur L', D i c~ W~(d, L') = O 
si I(d)>/ 3, D ~ n W S ( d , L ' )  = O  si I ( d ) ~  n - - 3 ) ;  aprSs avoir fait monter de L'  des 
points critiques d'indice n -- 1 et n --  2, on fait remonter les D~ par les trajectoires de 

dans le niveau de S_(q) pour obtenir les A .  

Si Mr est 1-connexe, on fait le mSme raisonnement en tronquant assez loin 

O~: R~_ ~ 1~ r~alisant l 'homotopie ~ z~ro de W'(q).  
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Lemme 5. lB. - -  Si (~, ~) possMe un dquipement de taille L, alors pour route surface com- 

pacte Y et tout h:  (Y, 0Y) ~ (f~-a([ t ,  oo[),9~-1(t)), il existe h ' : Y  ~ac~-a(t) ggale ~ h 

sur le bord (en ggngral h' n'est pas homotope ~ h rel 0Y). 

Preuve. - -  Nous allons montrer  que  si h : (Y, 0Y) ~ ( i~-a([t ,  t + kL] ) , /~ - l ( t ) ) ,  il 

existe h' Egale ~ h sur 0Y avec h'(Y) C f ' - a ( [ t ,  t -5 (k - -  1) L]) .  O n  dEforme h de sorte 
que  ~h(Y) n W"(d, L) = O si I (d) /> 3 et r~h coupe t ransversalement  les W"(c, L) en 
un nombre  fini de  points si I(c) = 2. O n  essaie de baisser h sur 

Y1 = h - l ( f  - ' ( [  t -5 (k -- 1) L, t -5 kL]))  

grace aux trajectoires de - -  ~. S'il y a une liaison de c d ' indice 2 ~ h(Yx) de longueur  ~< L 
lors de la descente, Y se perce, mais on rebouche  le t rou grgtce ~ Ar et ce remplacement  
ne crEera plus de probl~me vu la taille de l 'Equipement.  

Lemme 5 .14 .  - -  Si (0:, ~) a un iquipement de taille L, alors, pour tout t, 

7 ~ 1 / - - 1 ( ] -  00, t ] )  --:~ 7~ 1 ~/[ 

est un isomorphisme ou encore g Y - a ( ] -  0% t]) est simplement connexe. 

Preuve. - -  Soit S a ~ -~f ' - - a ( ] -  0% t]) qui  borde  D ~ r M qu 'on  suppose t ransverse/ t  

f - a  (t) ; soit Y = D"- ngY- l([t, oo D et on appl ique 5 .13  pour  construire D '~ r y -  1(] _ o% t]) 

bordan t  S 1 r y -  1(] _ 0% t]). 

S i f - : ( ] - - o o ,  t] est 1-connexe pour  tout  t, - - u  est stable, on a donc 

CoroUaire 5.15 .  - -  Si .Ig_~ 1-connexe, --  u est stable. 

CoroUaire 5 .16 .  - -  Soit M de dimension >1 6 et u : r: 1 M -+ R .  Il y a dquivalence entre 

1 )  - -  u est stable; 

2) il existe o:, 1-forme de Morse dans la classe u sans point critique d'indice O, 1, n, ~ pseudo- 

gradient ggngrique pour ~ et un gquipement de taille L pour (~, ~) ; 

3) il existe ~, 1-forme de Morse dans la dasse u avec tous les s ~ - 1 ( ] _  0% t]) simplement 

c o n n g x e s .  

Corollaire 5 .17 .  - - S o i t  G u n  groupe de prdsentation finie; l'ensemble des u ~ Horn(G,  11) 
stables forment un ouvert de Horn(G,  R) .  

Dhnonstration. - -  Nous allons mont rer  que  l 'ensemble des u tels que  - -  u est stable 
est un ouvert .  Soit u avec - - u  stable;  on choisit M de dim i> 6, (a, ~) gEnEriques off 

n 'a  pas de point  cri t ique d ' indice 0, 1, n e t  un ~quipement  { A n } de taille L pour  (a, ~). 

Soit f~ un petit  voisinage de la reunion des voisinages de Morse et des Ac~. C o m m e  
Hac(M --  H) ~ Ha(M) est surjective, si u' est assez proche de u, on peut  t rouver  ~' dans 

la classe u' Egale k ~ sur f~ et telle que  ~ est pseudo-gradient  g~n~rique pour  a'. Les Ac,. 
forment  alors un ~quipement  de taille L pour  (~', ~) et - -  u' est stable. 
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Lemme 5 .18 .  - -  Soient M de dimension >>. 6 et u : nl  M -~ R .  On suppose ../g, 1-connexe. 

Soient o~ une 1-forme de Morse dans la classe u sans point critique d'indice O, 1, n - -  1, n, et ~ un 

pseudo-gradient g#drique pour o~. On suppose que (~, 4) a un dquipement de faille L.  Alors, pour 

tout t, f - ~ ( t )  est simplement connexe. 

Corollaire 5.19 .  - -  Dans cette situation, si l'on f a i t  monter des points critiques d'indice n - -  2, 
les niveaux restent 1-connexes. 

Ddmonstration de 5.18 .  - -  Soit C Cff -~( t )  qui borde  D2~-+ l ~ ;  D ~- et les trajectoires 

de ~ par tan t  de C donnent  g : R "  ~ M avec a~(z) ~ + co. C o m m e  n2(M, u) = 0, 
I,l~oo 

on trouve G :R~_  ~ ~ avecffG(z)  I*l----~ + co ~tendant  g e t ,  en se restreignant au bord  

d 'une  grande demi-boule  centr~e en 0 dans R%, on construit  

h :  (B ~, C) -~ ( f - ' ( [ t ,  + c o [ ) , f - ' ( t ) ) .  

Le  lemme 5.13 donne alors un disque bordan t  Cl d a n s f - l ( t ) .  

Proposition 5 .20 .  - -  Soit M de dimension >1 5 et u : u l (M)  --> R ;  il y a gquivalence entre 

1) u et - -  u sont stables; 

2) il existe o~ de Morse dans la classe u avec f f  -1( t )  simplement connexe pour tout t. 

Dgmonstration. - -  L' impl icat ion 2 =- I e s t  ~vldente : i f - l ] _  co, t] e t f f - x [ t ,  co[ sont 
1-connexes, sans que  l 'on puisse utiliser Va n  Ka mpe n .  Si C est un cercle g~n&ique de 

i f - l ( ] _  co, t]), il borde  un  disque D dans l~I disjoint des points critiques, qu 'on  peut  

supposer transverse ~ f f - l ( t ) ,  et un cercle de i f -~ ( t )  n D minimal  sur D s'~limine grace 

la simple connexit~ d e f t - l ( t ) .  
1 ::> 2. O n  va mont rer  plus pr~cis~ment que  si u et --  u sont stables et si (,to, 4) 

est gfin~rlque, off ~0 n 'a  pas de point  cri t ique d ' indice 0, 1, n --  1, n, il existe 0t ob tenue  
part i r  de ~0 en faisant monter  des points d ' indice n - -  2 et descendre des points d ' in-  

dice 2 (2 < n --  2), telle que  ~ soit pseudo-gradient  g6n~rique pour  0c, l e s f - l ( t )  ~tant 

tous 1-connexes. 
Cela donne  1 ::> 2 car  alors Mr', et Me'_, sont connexes et, comme dim/> 5, on 

peut  t rouver  (0~o, 4). 
C o m m e  - - u  est stable, apr6s avoir  fait monter  des points d ' indice n -  2, on 

construit  un ~quipement  (immerg~ si d im M = 5) de taille L pour  les points critiques 
d ' indice 2. Pour  construire alors un  ~quipement  de taille L pour  les points critiques 
d ' indice n - -  2, on est amen~ ~ faire descendre certains points d ' indice 2 de L' ,  ce qui  
risque de dfitruire l '~quipement  de ces points. En fait, on va faire descendre simultan6- 
ment  t o u s l e s  points d ' indice 2 de L '  et l ' f iquipement de taille L des points d ' indice 2 

se conserve. 
Soit alors C Cff-~( t )  qui  borde  D'~c-+/~f disjoint des points critiques qu 'on  sup- 

pose pointer  vers le haut  le long de C et transverse k3 7 -  ~(t). Soit Y+ = D c~ff-~([t,  col) 
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et soit Y_ = D r - ~ ( ]  - ~o, t]). OY+ = D c ' ~ - ~ ( t )  -~ C u O Y  . 
de 5.13 et de son symdtrique donne  

k+ : Y+ -+f~-~(t ) ,  h+ f0Y+ = inclusion 

k_ : Y_ --~f~-~(t), h_ IcY_ = inclusion; 

d 'o~ h : D -+f~--~(t) bordant  C. 

Une application 

Fin de la dgmonstration du thgorkrae 5 .10  : Preuve de l'injectivitd de 

h : zoo(M, --  u) ~ H~(m, --  u) 

si - -  u est stable. ~ La vari6t6 M est de dimension >I 8 et on suppose, gr~tce k 5.12 

et 5.14,  que (~, ~) est g6n6rique, 0~ sans ~ i n t  critique d' indice 0, 1, n e t f  "-1 ] - -  0% t[ 
s implement  connexe pour  tout  t. Soit g : R ~ ~ ~ dans le noyau de  h. 

1) Nous snpposons d 'abord  q u e ~  n 'a  qu 'un  point  critique qui  est un  max imum m 

et f g ( m )  = O. 
Comme ~ ( M , -  u) -+ Hs(M , - - u )  est un isomorphisme, il existe une vari6t6 

connexe orient6e ya  avec OY 3 = R s e t  une application y : y S ~ . + ~  avec (j~)-~[t ,  oo[ 
compact  pour  tout  t et y 10Y = g" 

Soit a 0 avec y(Y) Cf~- I] _ 0% a0]. On  suppose y transverse ~f~- l ( _  1) ; ( j ~ ) -  i ( _  1) 
est une surface compacte  qui disconnecte Y. II y a une  composante qui borde le cercle 

g(RS) c~37-1(_ I) et  peut-6tre d 'autres composantes sans bord. L 'ensemble ~ J ( - -  1) 
n'est peut.~tre pas connexe s'i! y a des points critiques de ~ d ' indice n -  I, ma'~s 

. f  ~ ~]-- o% -- 1] est s implement  connexe. En ajoutant  ~ Y des anses de dimension 1 

dont  les ~tmes sont plongdes dansf"r - 0% -- 1]), on construit Y' ~-~j~ ~(]-- ~ ,  %]) et 
une surface compacte connexe F plongfe dans Y' c~f -~( ]  - 0% -- 1]) s fparant  Y' et 
de bord g (R  ~) r~37~-I( - 1). Puis, en faisant des chirurgies d ' indice 1 plong6es darts 

~ - i ( ] _  0% -- 1]), on construit Y" , . .~f~- l ( ]_  0% --  1]), OY" = g(R~), et un disque A x 

plong6 dans Y" r3jmx(] - oo, -- 1]) s6parant Y" et de bord g (R  2) t '-~3~( - I). O n  

pose Y" = Za ua ,  Y1, o~ YxCf~-~(] - 0% -- 1]) et oh Ia 3-varift6 compacte orientfe 

Zxf i37-I( ] - -  0% %]) a cornme bord la sph6re E 1 = (g(R *) n3b~-l([ - I, 0])) u A I. La  

sphere E;x, homologue k 0 d a n s f  ~ 1(] _ o% ao]), borde une boule B x d a n s f  ~-  1(] _ ~ ,  %]) 
(car zc , f ' - l ( ]  - o% % ] ) ~ H , f ~ ( ] - - o % % ] )  est un  isomorpkdsme). O n  recommence 

avec Ya e t f ~ ~ (  - as), oh as >I 2 est tel que AxCf'~'-~(] - a, ,  --  1]), de sorte que 

OY~ naY-~(--  a,) = g (R ~) c~f  ~- ~(-- %), 

d'ot~ B~CjT-  *(] - oo, - -  a d )  avec 0B~ -~ A, tj  (g(RS) n f ' ~ - * ( [ - -  a~, - -  a,])) ~ A~. O n  

obtient ainsi une suite a , /~  + 0% une suite de disques A , C ~ * ( ]  - a , + ~ , -  a,]),  

OA, = g ( R  ~) t~f~-*( - a,), et une suite de boules B, C f -  ( ] - - 0 % -  a ,_ , ] )  avec 

OB, = A._~  w (g(R ~) nf '~-~([  - %, - -  a ._~] ) )  ~ A . ,  
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G : lltS+ ~ l~I ~tendant  g e t  tel que f iG(z )  > - - o ~  e t  

2) Supposons J~ : R 2 ~ R gfin~rique. 

On  dit  qu 'un  col, au niveau t o d e j ~ ,  est de type I s i g ( R  2) n f i - l ( t 0  --  e) a moins 

de composantes que g (R 2) c~fi- l( to + ~) et de type I I  dans le cas contraire. 

Nous allons d~former g pour supprimer les cols de type I I .  Soit c un col de type I I  

au niveau t o et soit X1C R 2 la composante de ( f g ) - l ( ] _  0% t o -- ~]) qui est entourfie 

par  la eomposante de (Jg)-l(to) contenant  c et non par  la composante correspondante 

de (./~)-l(t0 + e); X 1 est eompaete.  Soit m le min imum absolu de3~ sur X 1. O n  cons- 

trui t  7 : [ --  a, a] ~ g (R  z) tel que 7(0) ---- g(c), 7(a) ---- g(m), 3~ a un seul point  critique 

sur ] -  a, a[, l 'origine, qui est un max imum,  e t 3 ~ ( - -  s) =a~( s )  pour tout  s. C o m m e  0t 

n 'a  pas de point  critique d ' indice ~< 1, on peut  suivre par  continuitfi un  a rc jo ignan t  7 ( - -  s) 
7(s) dans leur niveau. On  construit  donc une membrane  A C ,~I transversale ~t a, 

s ' appuyan t  sur u  descendant  ju squ ' au  niveau de g(m) ; on d~forme alors g en g' pour 

supprimer c et m etJ~'(x)~<3~(x),  pour  x c R ~. Si l 'on effectue cette d~formation pour 

tousles  cols de type I I ,  on obtient gl : R2 ~ ~[ sans cols d ' indice I I  eta~l(x) ~ --  oo. 
lx]~oo 

Nous supposons done que3~ n 'a  que des cols de type I, done q u e j ~  n 'a  pas de mini- 
m u m ;  nous choisissons ya  bordan t  g (R  2) grace au 

Lemme 5 .22 .  - -  Soit y a , . _ ~  connexe orientable non compacte avec 37-I([t ,  oo[) n Y 

compact pour tout t et f i l v  g~ndrique et f i]~v sans minimum. Il  existe Y',--~ M,  OY' = OY, Y '  ayant 

les mr propri~t~s que Y e t  en plus telle que 3~]y, soit sans point critique d'indice <<. 1. 

Preuve. - -  Soit s u n  point critique d ' indice 1 d e f i ] y  au niveau to; S_(s) est form6 

de deux points a(t o - -  ~) et b(t o --  ~) de (Y -- 0Y) c ~ f - ' ( t  o --  ~) qui sont joints par  un 

are 7(t0 --  e) dans f i -~ ( t0  --  e) -- Y. Comme ~ n 'a  pas de point critique d ' indice ~< 1, 
lorsque t d6crok, on peut  suivre par  continuit6 ces ~16ments en 

a(t), b(t) ~ (Y -- 0Y) c~37-'( t)  

et 7(t) les jo ignant  dans37-1(t)  --  Y tant  que a(t) ou b(t) n'arr ive ~ un point critique 

d ' indice 0 de f f l  ~ (a(t) et b(t) peuvent  arriver au mfime point critique). 

Soit m un m i n i m u m  d e f i [ v .  Comme Y est connexe et non compacte,  il existe un 

point critique s d ' indice 1 au niveau t o tel que (371Y)-~(]--  o% t o --  e]) a une compo- 
sante compacte Z 1 contenant  m e t  une composante non compacte  Z 2 avec a(t o - -  r ~ Z 1 

et b(t o -- r ~ Z~. On est alors stir que a(t), b(t), u existent jusqu '~  ce que a(tl) -~ m 

et alors b(q) ~ Z 2. On  ~limine alors s e t  m grace ~t la membrane  engendrfie par  y(t). 

On  construit  donc Y~ tel que f i l ' q  n 'a i t  pas de minimun.  Pour  chaque point  d ' indice 1 

de37[~, ,  la membrane  descend jusqu 'k  --  oo et grace ~ ces membranes  on modifie Ya 

en Y' avec371y, sans point critique d ' indice ~< 1. 
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Soit m 0 le maximum absolu de fftY et m, les autres maxima; donc j~m,) ~ -  oo 

s'il y a une infinit6 de maxima. Soit X, = Y c~ff-~(t), 0X, = g(R ~) c~fi-~(t). D'aprts  
le choix de Y, lorsque t dtcrolt, Xt ne subit que les transformations suivantes : apparition 
d 'une composante ou d 'une composante de bord, somme connexe sur le bord et chirurgie 

d'indice 0 sur l ' inttrieur. Soit s, un col (de type I) de J~ au niveau t, qui correspond 
~t une somme connexe sur le bord pour Xt; donc, dans Xti_~, on a un arc propre J(s,) 
qui coupe la composante de Xti_ ~ qui le contient. On peut suivre par continuit6 cet 
arc en Jt(si) pour t < h avec Jr(s,) disjoint des Jt(s~) ddjh prtsents et Jr(s,) coupant 
la composante de Xt qui le contient (il suffit de faire attention lorsque X, subit une 
chirurgie d'indice 0). Ces familles d'arcs donnent des membranes P,C Y. Soient Y~ 
les composantes connexes du compl~mentaire dans Y de la rdunion des P,; le bord de 

l 'adhtrence Y~ de Y dans Y, 0Y~, est un plan car les 0Yi c ~ f - a ( t )  sont tous connexes. 

Posons gj(R ~) = 0Y~. Le sup(if[v/) est atteint en un maximum defi[y ou en un maximum 

de j~, donc sup(fi[vi) - ~ -  oo. D'apr~s 1), on remplace chaque V~ par 

%(a%) o f - ' ( ] -  oo, sup(fl ;)] ) 

et les G~(R~) se recollent le long des membranes P, pour donner G : R ~ , - - + M ,  

f iG(z )  1,1-,2 -- oo et OG(R~) = g(R~). 

entre 

1) 
2) 

Corollaire 5.9.3. - -  Soit X un complexe fini et soit u : G = ~I(X) ~ R;  il y a/quivalence 

~ ' , ( X )  est contractile; 
u est stable et C.(X, u) est acyclique. 

Cela r~sulte de 5.3, 5.10 et 5.15. 

Corollaire 5.9.4. - -  L'ensemble des u ~ Hi(X, R) tels que ~ ' , (X)  est contractile (resp. 

d( , (X)  contractile et ~(X, u) = 0 dans Wh(G, u))  est un ouvert de Ha(X, R). 

Cela rdsulte de 5.23, 1.17 et 5.17. 

5 .25 .  Dgmonstration du th/orkme en dimension 6. ~ Soit ~ une forme de Morse sur M 6 
dans la classe u avec d( , (M)  et Jr '  ~(M) contractiles off ~ n'a que des points critiques 
d'indice 2, 3, 4. 

1) Suppression des points critiques d'indice 2. On raisonne comme en 4.6 pour l'61imi- 
nation intermtdiaire;  on trouve do, eo d'indice 3 et 4 et un pseudo-gradient ggn6rique 

pour lequel [ d ~ , ~ ] - -  1 q- ( u < 0 )  et [ ~ , ~ ]  = ( u < 0 )  pour j>/  2. Soit 

L = f (do )  - - f ( q ) .  

Sans bouger ~ et en montant  des points d'indice 4, on construit un fiquipement de taille L 

pour les points critiques d'indice 2, donc lesf f - l ( t )  sont 1-connexes (5.18). S i t  et t '  sont 
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des liaisons de longueur ~< L entre c i et d o avec g(t) = g(t'), r = -- t(g'), on trouve 
un prd-disque de Whitney A (avec A n W"(b, L + g) = 0 si I(b) = 4) qui vdrifie les 

hypotheses de 3 .6  saul que /~ n W~(c~, L) n'est peut-fitre pas vide mais intersection 
transverse formic d'un nombre fini de points. Pour chacune de ces liaisons de longueur 

L' ~< L de c~ ~t A, on choisit un petit disque BC A autour du point correspondant de 
A r3 W"(c~, L). On consid~re le cylindre de trajectoires de -- ~ s'appuyant sur 0B de 
longueur L' + ~, on rebouche le bord infdrieur par un exemplaire parall~le ~t A j, on 
met tout cela transverse ~t ~, puis, apr~s avoir encore montd des points d'indice 4 de 
L + r on remonte le tout au niveau de A; on obtient un vrai disque de Whitney A' 

avec les mfimes conditions que pour A, mais en plus A' r3 W"(cj, L) = O pour tout j .  
On suit alors les dfimonstrations de 3 .6  et 4 .6 .  

2) En changeant le signe de ~, on est ramend au cas off 0c a uniquement des points 
critiques d'indice 2 et 3. La partie 2 de la dfimonstration de 4 .7  s'applique; la partie 1 
aussi apr~s crdation d'dquipement de taille L (ce qui ne ndcessite plus de bouger 0~) 
d'apr~s l'argument prdcddent. 
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